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Resumen

En la actualidad la “Teoría de Foliaciones” es un campo multidisciplinar que precisa de
la aplicación de complejas y diversas técnicas geométricas, topológicas y analíticas.
El primer impulso para esta teoría viene dado por la pregunta planteada por H. Hopf
acerca de la existencia de una foliación de codimensión uno en la esfera S3, la cual fue
respondida afirmativamente por G. Reeb. Este trabajo se centra en el estudio de esta
foliación: “La foliación de Reeb para la esfera S3”; ya que a partir de ésta es como se
inicia el desenvolvimiento de la “Teoría de Foliaciones”.
Intuitivamente, una foliación es esencialmente una descomposición de una variedad en
subvariedades de igual dimensión, llamadas hojas de la foliación, que se pegan como las
hojas de un libro y, de la misma manera, estas hojas contienen información valiosa, tanto
geométrica como topológica sobre la variedad misma, pero que globalmente pueden tener
una estructura más complicada.
El objetivo de este trabajo es construir la foliación de Reeb para la esfera S3; para esto se
tiene que descomponer S3 como unión de dos toros sólidos D2 × S1 y S1 ×D2; para luego
construir una foliación en cada uno de los toros sólidos, para así identificar sus fronteras
mediante un homeomorfismo que lleva los paralelos de uno sobre los meredianos del otro
y viceversa; para de esta forma obtener una foliación de la esfera S3.

Palabras Claves
• Submersión

• Foliación

• Esfera S3

• Toro Sólido
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Abstract

At present the “Foliation Theory” is a multidisciplinary field that requires the application
of complex and diverse geometric, topological and analytical techniques.
The first impulse for this theory was given by the question posed by H. Hopf about the
existence of a foliation of codimension on the S3, which was used by G. Reeb. This project
focuses on the study of this foliation: “The Reeb foliation of S3 sphere”; and that is why
the “Foliation Theory” is being developed
Intuitively, a foliation is a decomposition of a manifold into submanifolds with the same
dimension, these are called the leaves of foliation, which stick like the leaves of a book,
these contain valuable information, both geometric and topological, but in a global way
they can have a more complicated structure.
The aim of this project is to build the Reeb foliation on the S3 sphere. For this to happen,
it has to be decomposed the sum of two solid horned spheres D2×S1 and S1×D2; in each
of them it must to build a foliation, finally the borders are identified by a homeomorphism
which takes the parallels of one over the meridians of the other and vice versa.

Keywords
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• Foliation
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• Solid bull
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Introducción

La idea intuitiva de foliación corresponde a la descomposición de una variedad en unión
de subvariedades conexas, disjuntas, de una misma dimensión llamadas hojas, las cuales
se acumulan localmente como las hojas de un libro.
El estudio de las foliaciones tiene una larga historia en matemáticas, se inició en la déca-
da de 1940 con los trabajos de C. Ehresmann y G. Reeb, que estudiaban la existencia de
campos de vectores completamente integrables sobre variedades de dimensión tres; desde
ese tiempo, la teoría de foliaciones ha disfrutado de un rápido desarrollo.
En la actualidad, la teoría de foliaciones es un campo multidiciplinar que precisa de la
aplicación de complejas y diversas técnicas geométricas, topológicas y analíticas. El es-
tudio de las variedades foliadas a llevado a los especialistas en el tema al desarrollo de
nuevas líneas de investigación, en particular en este trabajo se pretende reconstruir una
foliación para la esfera S3 llamada la “foliación de Reeb para la esfera S3”, ya que a partir
de ésta es como se inicia el desarrollo de la teoría de foliaciones.
En el primer capítulo, son expuestas nociones básicas sobre variedades diferenciables, mos-
trando ejemplos y definiciones; además de presentar los conceptos de las formas locales
sobre una variedad ,inmersiones y submersiones, aplicaciones de recubrimiento y acciones
de grupo; que permitirán un mejor entendimiento de lo que será tratado en los capítulos
siguientes.
En el segundo capítulo, se da el concepto de foliación, además se presentan ejemplos para
una mejor comprensión de éste concepto.
En el tercer capítulo, se construirá una foliación para la esfera S3, para esto se descom-
pondrá la esfera S3 como unión de dos toros sólidos, luego construiremos una foliación en
cada uno de los toros sólidos, para luego unir estas foliaciones y así obtener una foliación
de S3, llamada “Foliación de Reeb para la esfera S3”.

viii



Capítulo 1

Preliminares

El propósito de este capítulo es presentar algunas definiciones básicas y ejemplos así como
resultados clásicos que permitirán un mejor entendimiento de lo que será tratado en los
capítulos que siguen, donde todo girará en torno al objeto principal llamado foliación.

1.1. Variedades Diferenciables
Existen diversas formas de introducir la noción de variedad diferenciable, muchas de las
cuales parten de la idea de espacio topológico o variedad topológica. En este trabajo,
se prefiere introducir las estructuras diferenciables sobre un conjunto sin ninguna otra
estructura adicional.

Definición 1.1. Sea M un conjunto. Una carta m-dimensional sobre M es un par (U,φ),
donde U ⊂ M es un conjunto abierto y φ : U −→ Rm es un homeomorfismo de U sobre
el subconjunto abierto φ(U) ⊂ Rm.

M

U

(U)

j

Figura 1.1: Sistema de Coordenadas en una Variedad Diferenciable
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Cada homeomorfismo φ : U −→ φ(U) (Figura 1.1) recibe el nombre de sistema de coor-
denadas (o carta) con dominio U . Para cada punto p ∈ U tal que φ(p) = (x1, · · · , xm)
entonces (x1, · · · , xm) reciben el nombre de coordenadas locales de p.
Al igual que ocurre en las superficies, hay conjuntos que no será posible cubrir median-
te una sola carta, de modo que se necesita colecciones de cartas entre las que exista
compatibilidad, en el sentido a precisar en la siguiente definición.

Definición 1.2. SeaM un conjunto de dimensiónm. Dos sistemas de coordenadas (Ui, φi)
y (Uj, φj) en M son Ck − compatibles (k ∈ N) si se cumple una de las siguientes condi-
ciones:

1. Ui ∩ Uj = ∅ ó

2. Ui ∩Uj ̸= ∅ y el cambio de coordenadas φj ◦φ−1
i : φi(Ui ∩Uj) −→ φj(Ui ∩Uj) es un

difeomorfismo de clase Ck entre los abiertos φi(Ui ∩ Uj) y φj(Ui ∩ Uj) en el espacio
Rm.

M

U

i j

j i
-1

iUi
UiUj

UiUi UiUj

U

Figura 1.2: Cambio de Coordenadas

Definición 1.3. Un atlas diferenciable m-dimensional sobre un conjunto M es una familia
de cartas A = {(Ui, φi)}i∈L satisfaciendo las siguientes condiciones:

a) ∪i∈LUi =M .

b) Para todo par de índices i y j, las cartas (Ui, φi) y (Uj, φj) son Ck - compatibles.

Ejemplo 1.1. Un atlas de clase C∞ en Rm es el conjunto A = {(Rm, Id)}.

Ejemplo 1.2. En la esfera Sm, un atlas de clase C∞ es el conjunto

A = {(Sm − {N}, φN), (Sm − {S}, φS)},

donde φN y φS son las proyecciones estereográficas relativas a los polos norte y sur res-
pectivamente.

2



Definición 1.4. Un atlas A de clase Ck en M es maximal si no está propiamente con-
tenido en ningun otro atlas de clase Ck en M .

Definición 1.5. Una variedad diferenciable de clase Ck y dimensión m es un par (M,A )
formado por un conjunto M y una estructura diferenciable de clase Ck y dimensión m A
sobre M .

Ejemplo 1.3. En el espacio euclídeo Rm se puede definir una estructura diferenciable
considerado como carta global la aplicación identidad. Se refiere a ella como la estructura
diferenciable estándar de Rm.

Ejemplo 1.4. La esfera Sm definida como:

Sm = {x ∈ Rm+1 : ∥x∥ = 1}, donde ∥x∥ =

√√√√m+1∑
i=1

x2

con la topología inducida de Rm+1 posee una estrucctura de variedad diferenciable y
dimensión m.

1.2. Aplicaciones Diferenciables
En esta sección se discutirá la noción de diferenciabilidad de aplicaciones entre variedades
diferenciables, transfiriendo algunas nociones básicas del cálculo en Rm.

Definición 1.6. Sean (M,A ) y (N,B) variedades diferenciables de dimensión m y n
respectivamente y de clase Ck(k ≥ 1).

1.- Una función f : (M,A ) −→ (N,B) es diferenciable en el punto p ∈ M si existen
sistemas de coordenadas (U,φ) ∈ A de M en p y (V, ψ) ∈ B de N en f(p), con
f(U) ⊆ V , tal que la función ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) −→ ψ(V ) es diferenciable de clase
Ck en el punto φ(p).

2.- La función f : (M,A ) −→ (N,B) es diferenciable en M , si es diferenciable en cada
punto de M .

Observación 1.1. La función ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) −→ ψ(V ) de la Definición 1.6, es
llamada expresión local de f , en términos de los sistemas de coordenadas (U,φ) y (V, ψ).
En adelante, esta función será denotada abreviadamente por fφψ
Proposición 1.1. Si f : M −→ N es diferenciable en un punto p ∈ M , entonces f es
continua en p.

Demostración. Siendo f diferenciable en el punto p ∈M , por definición existen sistemas
de coordenadas (U,φ) ∈ A de M en p y (V, ψ) ∈ B de N en f(p), con f(U) ⊆ V , tal
que la función fφψ : φ(U) −→ ψ(V ) es diferenciable en el punto φ(p) ∈ φ(U), por lo
tanto continua en ese punto, y como en U podemos escribir f = ψ ◦ fφψ ◦ φ, y como φ es
continua en p, fφψ es continua en φ(p) y ψ−1 es continua en fφψ(φ(p)), entonces se tiene
que f es continua en p.

3



j(U) y(V)

p
f

y f j

f(p)

-1

M N

j

y

U V

Figura 1.3: Expresión local de una función definida entre variedades

Proposición 1.2. La composición de funciones diferenciables es una función diferencia-
ble.

Demostración. Sean f : (Mm,A ) −→ (Nn,B) y g : (Nn,B) −→ (P q,C ) aplicaciones
de clase Ck. Se demostrará que g ◦ f : (Mm,A ) −→ (P q,C ) también es de clase Ck. Sea
p ∈M un punto arbitrario.
Como f es diferenciable de clase Ck en p, existen sistemas de coordenadas, (U,φ) de M
en p y (V1, ψ1) de N en f(p) con f(U) ⊆ V1, tal que la aplicación ψ1 ◦ f ◦ φ−1 ≡ fφψ1 :
φ(U) −→ ψ1(V1) es de clase Ck.
Análogamente por ser g diferenciable en f(p), existen sistemas de coordenadas (V2, ψ2) de
N en f(p) y (W,ϕ) de P en g(f(p)), con g(V2) ⊆ W , tal que la aplicación ϕ◦g◦ψ−1

2 ≡ gψ2ϕ :
ψ2(V2) −→ ϕ(W ) es de clase Ck. Restringiendo a U de tal manera que f(U) ⊆ V1 ∩ V2, y
debido a la igualdad

ϕ ◦ (g ◦ f) ◦ φ−1 ≡ (ϕ ◦ g ◦ ψ−1
2 ) ◦ (ψ2 ◦ ψ−1

1 ) ◦ (ψ1 ◦ f ◦ φ−1)

y como ψ2 ◦ψ−1
1 : ψ1(V1∩V2) −→ ψ2(V1∩V2) es un difeomorfismo de clase Ck, se concluye

que ϕ◦ (g ◦f)◦φ−1 es diferenciable de clase Ck en φ(p), por lo tanto g ◦f es diferenciable
de clase Ck en p ∈M .

Ejemplo 1.5.

1.- La función identidad Id : (M,A ) −→ (M,A ) es diferenciable en M .

2.- Dadas las variedades de clase Ck, Mm y Nn, sean p1 : Mm × Nn −→ Mm y
p2 :M

m×Nn −→ Nn, las proyecciones p1(x, y) = x y p2(x, y) = y, entonces ambas
aplicaciones son de clase Ck.

3.- Sea (M,A ) es una variedad m−dimensional de clase Ck y f : M −→ Rn una
función. Entonces f es diferenciable de clase Ck en M si, y sólo sí, para cada p ∈M
existe un sistema de coordenadas (U,φ) ∈ A , con p ∈ U , tal que f ◦φ−1 : φ(U) −→
Rnes de clase Ck.

4.- Si f :M −→ N es diferenciable de clase Ck, la restricción de f a cualquier conjunto
abierto W en M también es diferenciable de la misma clase de diferenciabilidad.
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Definición 1.7. Una función f : M −→ N es un difeomorfismo de clase Ck si f es una
biyección, diferenciable de clase Ck y f−1 es diferenciable de clase Ck.

Ejemplo 1.6.

1.- Sea Mm una variedad de clase Ck y sea (U,φ) una carta en M . Considerando U
como variedad Ck con la estructura inducida por la de M , se tiene que φ : U −→
φ(U) ⊂ Rm es un difeomorfismo de clase Ck.

2.- La aplicación antipodal a : Sn −→ Sn, la cual es definida por a(x) = −x es un
difeomorfismo C∞.

1.3. Espacio Tangente y Diferencial de una Aplica-
ción Diferenciable

A continuación, se introducirá la noción de derivada de una aplicación diferenciable entre
dos variedades, tomando como modelo la interpretación geométrica de la derivada de una
aplicación diferenciable en Rm.

Definición 1.8. SeaM una variedad diferenciablem−dimensional de clase Ck. Sea p ∈M
un punto fijo, considere el conjunto Cp(M) formado por todas las curvas α : Jα −→ M
de clase Ck, con α(0) = p, donde Jα ⊆ R es un intervalo abierto conteniendo el origen.

Definición 1.9. Sean las curvas α, β ∈ Cp(M). Se dice que α y β son equivalentes y se
escribe α ∼ β si existe un sistema de coordenadas (U,φ) ∈ A , con p ∈ U , tal que:

(φ ◦ α)′(0) = (φ ◦ β)′(0)

Observación 1.2. La definición anterior garantiza que la relación ∼ no depende del
sistema de coordenadas que se escoja.
En efecto:
Sea (V, ψ) ∈ A , p ∈ V , otro sistema de coordenadas, entonces por la regla de la cadena
se tiene que:

(ψ ◦ α)′(0) = ((ψ ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ α))′(0) = (ψ ◦ φ−1)′(φ◦α)(0) ◦ (φ ◦ α)′(0)

es decir:
(ψ ◦ α)′(0) = (ψ ◦ φ−1)′(φ◦α)(0) ◦ (φ ◦ α)′(0)

como (φ ◦ α)′(0) = (φ ◦ β)′(0) entonces:

(ψ ◦ α)′(0) = (ψ ◦ φ−1)′(φ◦β)(0) ◦ (φ ◦ β)′(0) = (ψ ◦ β)′(0),

Además de la observación anterior, se tiene el siguiente resultado:

5



Lema 1.1. La relación ∼ en Cp(M) es de equivalencia.

Demostración.

i) Reflexiva: ∀α ∈ Cp(M); α ∼ α.
Sea α : Jα −→ M tal que 0 ∈ Jα, α(0) = p. Por ser M una variedad diferenciable,
existe un sistema de coordenadas φ : U −→ φ(U) ⊆ Rm tal que la composición:
φ ◦ α : Jα −→ φ(U) es diferenciable en 0, entonces:

(φ ◦ α)′(0) = (φ ◦ α)′(0)

Por lo tanto α ∼ α.

ii) Simétrica: ∀α, β ∈ Cp(M); α ∼ β ⇔ β ∼ α.
Sean α : Jα −→ M y β : Jβ −→ M curvas en Cp(M) tales que 0 ∈ Jα ∩ Jβ, α(0) =
p = β(0) y α ∼ β, entonces existe un sistema de coordenadas φ : U ⊆ M −→ Rm

tal que:
(φ ◦ α)′(0) = (φ ◦ β)′(0)

Luego por la simetría de la igualdad de números reales se tiene que:

(φ ◦ β)′(0) = (φ ◦ α)′(0)

Por lo tanto β ∼ α.

iii) Transitiva ∀α, β, λ ∈ Cp(M); (α ∼ β) ∧ (β ∼ λ) ⇒ (α ∼ λ).
Sean α : Jα −→ M y β : Jβ −→ M y λ : Jλ −→ M curvas en Cp(M) tales que
0 ∈ Jα∩Jβ∩Jλ, α(0) = p = β(0) = λ(0) y α ∼ β y β ∼ λ, entonces existen sistemas
de coordenadas φ : U ⊆M −→ Rm y ψ : V ⊆M −→ Rm tales que:

(φ ◦ α)′(0) = (φ ◦ β)′(0) y (ψ ◦ β)′(0) = (ψ ◦ λ)′(0),

luego

(ψ ◦ λ)′(0) = (ψ ◦ β)′(0) = (ψ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ β)′(0)
= (ψ ◦ φ−1)′φ(p) ◦ (φ ◦ β)′(0)
= (ψ ◦ φ−1)′φ(p) ◦ (φ ◦ α)′(0)
= (ψ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ α)′(0) = (ψ ◦ α)′(0)

Es decir (ψ ◦ α)′(0) = (ψ ◦ λ)′(0), por lo tanto, α ∼ λ.

Definición 1.10. Sea (M,A ) una variedad diferenciable.
El espacio tangente a M en el punto p, denotado por TpM , es definido por:

TpM = Cp/ ∼ .

6



Observación 1.3. Denotando por v a un vector tangente a M en p, se tiene que:

v = [α] = {λ ∈ Cp(M) : λ ∼ α}.

Si (U,φ) es un sistema de coordenadas de M en p, la representación local de cada camino
λ ∈ v = [α] ∈ TpM tiene en Rm, cuando t = 0, el mismo vector velocidad (φ ◦ α)′(0).
Esto sugiere la idea de relacionar cada vector v = [α] ∈ TpM con un vector en Rm.
Específicamente, se relaciona el vector v = [α] con el vector (φ ◦α)′(0). Lo que resulta ser
una biyección entre TpM y Rm. Esto último se formaliza mediante el siguiente resultado.

Proposición 1.3. Sea (U,φ) un sistema de coordenadas de M en p. Entonces asociado
a este sistema existe una una biyección φp : TpM −→ Rm definido por:

φp([α]) = (φ ◦ α)′(0).

Demostración. Sean λ y β elementos de Cp(M) tales que λ ∼ β, entonces:

(φ ◦ λ)′(0) = (φ ◦ β)′(0).

Por la definición de φp se tiene que:

φp([λ]) = φp([β]).

Esto muestra que la definición de φp([α]) no depende del representante que se elija en la
clase [α], es decir, φp está bien definida.
Ahora se mostrará que la función φp es una biyección entre TpM y Rm.

1. φp es inyectiva: Sean [λ] y [β] elementos de TpM tal que:

φp([λ]) = φp([β]),

entonces por la definición de φp se tiene que:

(φ ◦ λ)′(0) = (φ ◦ β)′(0),

pero esto implica que λ ∼ β, por lo tanto [λ] = [β].

2. φp es sobreyectiva: Dado v ∈ Rm un vector arbitario, sea ξ : (−ϵ, ϵ) −→ φ(U) tal
que:

ξ(t) = φ(p) + tv.

A partir de aquí se define el camino α : (−ϵ, ϵ) −→ U como α = φ−1 ◦ ξ, es decir,
α(t) = φ−1(φ(p) + tv). Puesto que ξ es diferenciable se concluye que α = φ−1 ◦ ξ
también lo es, además α(0) = φ−1(φ(p) + 0) = p y por tanto α ∈ CpM. Como
φp([α]) = (φ ◦ α)′(0) = v se concluye que φp es sobreyectiva.

Proposición 1.4. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Entonces pa-
ra cada p ∈ M el espacio tangente TpM admite estructura de espacio vectorial real
m−dimensional.

7



Demostración. Sea (U,φ) ∈ A un sistema arbitrario tal que p ∈ U . De acuerdo a la
Proposición 1.3, la aplicación φp : TpM −→ Rm definida por φp(|α|) = (φ ◦ α)′(0) es una
biyección. Usando esta función se definen en TpM las operaciones:

Suma : [α] + [β] = (φp)
−1(φp([α]) + φp([β]))

Multiplicación : c[α] = (φp)
−1(cφp([α])).

(1.1)

Se comprueba que las operaciones definidas mediante estas igualdades hacen efectivamente
de TpM un espacio vectorial.
En primer lugar, se observa que, por la misma forma como han sido definidas, estas
operaciones son cerradas.

1. La suma es asociativa: Sean [α], [β] y [λ] elementos de TpM . Entonces:

([α] + [β]) + [λ] = (φp)
−1(φp(|α|) + φp(|β|)) + [λ]

= (φp)
−1{φp((φp)−1(φp([α]) + φp([β]))) + φp([λ])}

= (φp)
−1{φp([α]) + φp([β]) + φp([λ])}

= (φp)
−1{φp([α]) + φp((φp)

−1(φp([β]) + φp([λ])))}
= [α] + (φp)

−1(φp([β]) + φp([λ]))

= [α] + ([β] + [λ])

2. La suma es conmutativa:

[α] + [β] = (φp)
−1(φp([α]) + φp([β]))

= (φp)
−1(φp([β]) + φp([α]))

= [β] + [α]

3. La existencia del elemento neutro: Con el propósito de hallar el candidato
a elemento neutro se procede de la siguiente manera: se debe hallar un elemento
[θ] ∈ TpM tal que [α] + [θ] = [α] para todo [α] ∈ TpM . Pero si se cumple la
igualdad anterior entonces por la definición de suma de clases en TpM se tiene que
[α] = [α] + [θ] = (φp)

−1(φp([α]) + φp([θ])), de donde φp([α]) = φp([α]) + φp([θ]) y
por lo tanto φp([θ]) = 0, donde el 0 del lado derecho es el vector nulo del Rm, es
decir, 0 = (0, · · · , 0).
Por tanto, se obtiene [θ] = (φp)

−1(0).

4. Existencia del elemento inverso aditivo: Se Hace un procedimiento similar al
anterior. Dado un [α] ∈ TpM se debe hallar un candidato [a0] tal que [α]+[a0] = [θ],
donde [θ] = (φp)

−1(0) es el elemento neutro aditivo hallado en el item anterior.
Pero si [α] + [a0] = [θ] entonces (φp)

−1(φp([α]) + φp([a0])) = (φp)
−1(0) de donde

φp([α]) + φp([a0]) = 0.
Esto implica que:

[a0] = (φp)
−1(−φp([α]))

Intuitivamente, [a0] es la clase que consiste de todos los caminos cuya representación
local, mediante φ, tiene como vector velocidad a −(φ ◦ α)′(0).
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5. Distributividad de la multiplicación respecto a la suma: Sean k ∈ R y los
elementos [α] y [β] de TpM . Entonces:

c([α] + [β]) = c((φp)
−1(φp([α]) + φp([β])))

= (φp)
−1(cφp((φp)

−1(φp([α]) + φp([β]))))

= (φp)
−1(cφp([α]) + cφp([β]))

= (φp)
−1(φp((φp)

−1(cφp([α]))) + φp((φp)
−1(cφp([β]))))

= (φp)
−1(cφp([α])) + (φp)

−1(cφp([β]))

= c[α] + c[β]

De manera análoga se comprueba que las operaciones definidas en (1.1) cumplen
con el resto de axiomas para espacio vectorial.

Por tanto, la aplicación φp induce una estructura de espacio vectorial en TpM .

Observación 1.4. La estructura de espacio vectorial inducida en TpM , por las ope-
raciones definidas por medio de las igualdades (1.1), es independiente del sistema de
coordenadas, es decir:

(φp)
−1(φp([α]) + φp([β])) = (ψp)

−1(ψp([α]) + ψp([β]))

(φp)
−1(cφp([α])) = (ψp)

−1(cψp([α])).

Figura 1.4: La estructura dad a TpM no depende de (U,φ)

En efecto, sea (V, ψ) otro sistema de coordenadas de M , con p ∈ M , además ψ ◦ φ−1 el
respectivo cambio de coordenadas, entonces tenemos:

ψp([α]) = (ψ ◦ α)′(0)
= ((ψ ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ α))′(0)
= d(ψ ◦ φ−1)(φ◦α)(0)((φ ◦ α)′(0))

es decir:
ψp([α]) = d(ψ ◦ φ−1)φ(0) ◦ φp([α]).
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Luego:

(ψp)
−1(ψp([α]) + ψp([β])) = (ψp)

−1(d(ψ ◦ φ−1)φ(p) ◦ φp([α]) + d(ψ ◦ φ−1)φ(p) ◦ φp([β]))
= (ψp)

−1(d(ψ ◦ φ−1)φ(p)(φp([α]) + φp([β])))

= (ψp)
−1 ◦ d(ψ ◦ φ−1)φ(p) ◦ φp((φp)−1(φp([α]) + φp([β])))

= (ψp)
−1 ◦ (ψp)((φp)−1(φp([α]) + φp([β])))

= (φp)
−1(φp([α]) + φp([β]))

De manera análoga se tiene que:

(φp)
−1(cφp([α])) = (ψp)

−1(cψp([α])),

para todo c ∈ R. Por lo tanto, cualquier par de sistemas de coordenadas en M inducen
la misma estructura de espacio vectorial en TpM .

Proposición 1.5. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Para cada sistema
(U,φ) ∈ A , con p ∈ U , y con la estructura de espacio vectorial dada por las operaciones
(1.1), la función φp : TpM −→ Rm, donde φp([α]) = (φ ◦ α)′(0), es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Demostración. En efecto, para todo [α] y [β] en TpM se tiene que:

[α] + [β] = (φp)
−1(φp([α]) + φp([β])),

de donde se tiene:
φp([α] + [β]) = φp([α]) + φp([β]).

Análogamente, se demuestra que φp(c[α]) = cφp([α]). Además como φp es biyectiva se
concluye que φp es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Corolario 1.1. El espacio vectorial TpM es de dimensión finita dada por m=dimensión(M).

Proposición 1.6. Sea la variedad diferenciable M . Para dos puntos distintos p, q ∈ M ,
los respectivos espacios tangentes TpM y TqM son disjuntos.

Demostración. Supongamos que TpM y TqM tienen al menos un elemento (vector tan-
gente) común. Sea v este vector común, entonces si v ∈ TpM significa que existe alguna
curva diferenciable α : (−ε, ε) −→M tal que α(0) = p y v = [α]. Pero también v ∈ TqM ,
luego existe alguna curva diferenciable β : (−ε, ε) −→ M tal que β(0) = q y v = [β].
Puesto que, p ̸= q, entonces β(0) = q ̸= p, lo cual significa que β no pasa por el punto p en
el instante t = 0 y por tanto β /∈ Cp(M). A su vez esto significa que [β] /∈ CpM/ ∼= TpM ,
es decir que v /∈ TpM lo cual evidentemente es una contradicción con nuestra suposición
inicial.

Dados un sistema de coordenadas φ : U −→ Rm en M y un punto p ∈ U , indicamos
por B = { ∂

∂1
(p), · · · , ∂

∂m
(p)} la base de TpM asociada a (U,φ) que es llevada por el

isomorfismo φ : TpM :−→ Rm sobre la base canónica {e1, · · · , em}. Observe que B no es
otra cosa que el conjunto {(φp)−1(e1), · · · , (φp)−1(em)}.
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Definición 1.11. Sean M , N variedades diferenciables y f : M −→ N una aplicación
diferenciable en el punto P ∈M . Se llama diferencial de f en el punto p ∈M a la función
dfp : TpM −→ Tf(p)N definida por:

dfp(v) = [f ◦ α],

donde α : (−ϵ, ϵ) −→M es una curva en Cp(M) tal que v = [α].

f

M

N

á af(�������)́
p f(p)

I

0

(

(

a

af

Figura 1.5: Diferencial de una aplicación diferenciable

Proposición 1.7. La definición de diferencial no depende de los sistemas de coordenadas
elegidos en M y N respectivamente.

Demostración. Sea β ∈ [α] ∈ TpM , entonces α ∼ β, donde ∼ es la relación de equivalencia
definida en Cp(M) (ver definición 1.9), luego existe un sistema de coordenadas φ : U ⊆−→
Rm, con p ∈ U , tal que

(φ ◦ α)′(0) = (φ ◦ β)′(0).

Sea ψ : V ⊆ N −→ Rn, un sistema de coordenadas en N , con f(p) ∈ V y f(U) ⊂ V ,
entonces

(ψ ◦ (f ◦ α))′(0) = d

dt
(ψ ◦ (f ◦ α)) |t=0=

d

dt
((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ α)) |t=0

=
d

dt
(ψ ◦ f ◦ φ−1)p((φ ◦ α)′(0))

=
d

dt
(ψ ◦ f ◦ φ−1)p((φ ◦ β)′(0))

= (ψ ◦ (f ◦ β))′(0),

Luego f ◦ α ∼ f ◦ β. Esto muestra que el vector [f ◦ α] asociado a [α] no depende del
representante α, por lo tanto se obtiene lo deseado.
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Proposición 1.8. La diferencial dfp : TpM −→ Tf(p)N , dada en la definición 1.11, es
una transformación lineal.
Demostración. Sean (U,φ) ∈ A y (V, ψ) ∈ B sistemas de coordenadas de M en p y de
N en f(p) respectivamente, considere los isosmorfismos respectivos φp : TpM −→ Rm y
ψf(p) : Tf(p)N −→ Rn, inducidos por dichos sistemas (Proposición 1.5).Si ψ◦f ◦φ−1 = fφψ
es la expresión local de f y d(fφψ)φ(p)

: Rm −→ Rn es la diferencial de esta expresión local,
entonces:

(dfφψ)φ(p)(φp([α])) = d(ψ ◦ f ◦ φ−1)φ(p)((φ ◦ α)′(0))

=
d

dt
(ψ ◦ f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ α)(t) |t=0

=
d

dt
(ψ ◦ f ◦ α)(t) |t=0

= (ψ ◦ (f ◦ α))′(0).

Es decir
(dfφψ)φ(p)(φp([α])) = ψ([f ◦ α]) = ψ(dfp([α]))

y por tanto
dfp([α]) = (ψ)−1

(
(dfφψ)φ(p)(φp([α]))

)
.

Lo que es lo mismo
dfp = (ψ)−1(dfφψ)φ(p)φp.

Como podemos observar la diferencial dfp es la composición de transformaciones lineales,
por lo tando esta también es lineal.

1.4. Inmersiones y Submersiones
En esta sección abordaremos los teoremas de las Formas Locales de las Inmersiones y de
las Submersiones en variedades, los cuales nos dicen la forma que tienen cierto tipo de
aplicaciones en variedades.

Definición 1.12. Una función diferenciable f : M −→ N es una inmersión en un punto
p ∈ M si la diferencial dfp : TpM −→ Tf(p)N es inyectiva. Es decir, si el rango de f en p
coincide con la dimensión de M .

Definición 1.13. Una función diferenciable f : M −→ N es una inmersión si y sólo si
para cada p ∈ M existen sistemas de coordenadas (U,φ) en M con p ∈ U y (V, ψ) en N
con f(U) ⊂ V , tales que d(ψ ◦ f ◦ φ−1)φ(p) : Rm −→ Rn es inyectiva.

Proposición 1.9. (Forma Local de las Inmersiones para Variedades.)
Sean Mm y Nn variedades de clase Cr, r ≥ 1 .Sea f : Mm −→ Nn de clase Ck (k ≥ 1)
y suponga que es una inmersión en el punto p ∈ M . Entonces existe un sistema de
coordenadas φ : U −→ Rm de M en p, y un sistema de coordenadas ψ : V −→ Rm×Rn−m,
de N en f(p), tal que f(U) ⊆ V y la expresión local ξ = ψ◦f◦φ−1 : φ(U) −→ φ(U)×{0} ⊆
Rm × Rn−m es la aplicación inclusión, esto es, ξ(x) = (x, 0) para todo x ∈ φ(U).
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Figura 1.6: Forma local de una inmersión

Demostración. Puesto que f : M −→ N es una inmersión en p entonces, por definición
se tiene que dfp : TpM −→ Tf(p)N es inyectiva. Consideremos los sistemas de coordenadas
φ1 : U1 −→ φ1(U1) ⊆ Rm y ϕ1 : V1 −→ ϕ1(V1) ⊆ Rn, de M en p y de N en f(p),
respectivamente, tales que f(U1) ⊆ V1. Como dfp : TpM −→ Tf(p)N es inyectiva entonces
la expresión local fφ1ϕ1 = ϕ1 ◦ f ◦ φ−1

1 : φ1(U1) −→ ϕ1(f(U1)), tiene diferencial inyectiva
en q = φ(p). Luego por la forma local de las inmersiones en espacios euclideanos, existen
abiertos U2 ⊆ φ1(U1), W ⊆ Rn−m y Z ⊆ ϕ1(f(U1)) ⊆ Rn (con q ∈ U2, 0 ∈ W y
fφ1ϕ1(p) ∈ Z) y un difeomorfismo ξ0 : Z −→ U2 ×W ⊆ Rm × Rn−m, de clase Ck, tal que
ξ0 ◦ fφ1ϕ1(x) = (x, 0) para todo x ∈ U2.
Sea U = φ−1

1 (U2) ⊆ U1 y V = ϕ−1
1 (Z) ⊆ f(U1). Considere los sistemas de coordenadas

φ : U −→ Rm tal que φ = φ1|U , ϕ = ϕ1|V y el difeomorfismo ψ = ξ0◦ϕ : V −→ Rm×Rn−m,
entonces se tiene que la expresión local ξ = ψ ◦ f ◦φ−1 : φ(U) −→ U2 ×W cumple con la
condición ξ(x) = (x, 0). En efecto:

ξ(x) = ψ ◦ f ◦ φ−1(x) = (ξ0 ◦ ϕ) ◦ f ◦ φ−1(x) = ξ0 ◦ fφ1ϕ1(x) = (x, 0).
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Definición 1.14. Sea f : M −→ N una aplicación diferenciable de clase Ck, k ≥ 1.
Diremos que f es una submersión en el punto p ∈M si la diferencial dfp : TpM −→ Tf(p)N
es sobreyectiva, para todo punto p ∈M .

Proposición 1.10. (Forma Local de las Submersiones para Variedades.)
Sean Mm+n y Nm variedades de clase Cr, r ≥ 1 .Sea f : M −→ N de clase Ck (k ≥ 1)
y suponga que es una submersión en el punto p ∈ M . Entonces existe un sistema de
coordenadas φ : U −→ Rm × Rn de M en p, y un sistema de coordenadas ψ : V −→ Rn,
de N en f(p), tal que φ(U) = W × Z, f(U) ⊆ V y la expresión local fφψ = ψ ◦ f ◦ φ−1 :
φ(U) −→ Rm es de la forma, fφψ(w, z) = w.

U

M

p f

N

V

Z

W

j y

y(V) = W

f j y

f(p)

Figura 1.7: Forma local de una submersión

Demostración. Sean (U,φ′), (V, ψ) los sistemas de coordenadas de M y N respectivamen-
te, con p ∈ U y f(U) ⊂ V . Como la diferencial dfp : TpM −→ Tf(p)N es sobreyectiva
entonces la diferencial de la expresión local fφ′ψ = ψ◦f ◦(φ′)−1 : φ′(U) −→ ψ(V ), es decir
d(fφ′ψ)φ′(p) : Rm+n −→ Rm es sobreyectiva. Sea φ′(p) = z0. De acuerdo a la Forma Local
de las Submersiones en Espacios Euclidianos, existe un difeomorfismo h : W ×Z −→ R de
clase Ck, tal que fφ′ψ◦h(x,w) = x para todo (x,w) ∈ W×Z, donde W ∋ fφ′ψ es un abier-
to de Rm, Z ∋ w es abierto de Rn y R ∋ z0 es abierto de Rm+n (donde R ⊂ φ′(U)). Esta
fφ′ψ ◦h : W ×Z −→ R tiene la forma de la primera proyección, basta tomar φ = h−1 ◦φ′.
En efecto:

ψ ◦ f ◦ φ−1(x,w) = ψ ◦ f ◦ (h−1 ◦ϖ′)−1(x,w)

= ψ ◦ f ◦ ((ϖ′)−1 ◦ h)(x,w)
= (ψ ◦ f ◦ (φ′)−1) ◦ h(x,w)
= x.

Por tanto: fφψ(x,w) = x.
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1.5. Aplicaciones de Recubrimiento
La noción de recubrimiento es una de las más fructuosas de la topología. En esta sección
nos restringiremos a los recubrimientos de superficies, mencionando sin embargo que se
usan con provecho en espacios topológicos más generales.La teoría desarrollada aquí nos
permitirá mostrar que un buen número de superficies son (globalmente) imágenes por
difeomorfismos locales de superficies patrón como el plano y la esfera.

Definición 1.15. Una aplicaciónf : S1 −→ S2 entre dos superficies se llama recubrimiento
(de S2) si:

1. f es continua y f(S1) = S2.

2. Para cada punto q ∈ S2 admite una vecindad abierta U con la siguiente propiedad:

f−1(U) =
⋃
i∈N

Ui,

donde los Ui son conjuntos abiertos disjuntos dos a dos, tales que para cada i, la
restricción f |Ui es un difeomorfismo de Ui en U .
Un abierto U así se llama una vecindad distinguida de q o simplemente abierto
distinguido (ver Figura 1.8).

Ui

S1

S2

Figura 1.8: Vecindad distinguida de q.

Ejemplo 1.7. Sea la aplicación exp : R −→ S1, dada por exp(t) = e2πit es una aplicación
de recubrimiento.
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Ejemplo 1.8. Sea P ⊂ R3 un plano de R3. Fijando un punto q0 ∈ P y dos vectores
ortogonales e1, e2 ∈ P , con origen en q0, todo punto q ∈ P cuyas coordenadas (u, v) = q
dadas por

q − q0 = ue1 + ve2.

Sea ahora S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1} un cilindro circular recto cuyo eje es el eje
Oz, y sea f : P −→ S la aplicación definida por

f(u, v) = (cos u, sen u, v)

(el significado geométrico de esta aplicación es el de enrollar el plano entorno del cilindro
S una infinidad de veces; ver Figura 1.9).

p

( )u ,v0 0

u0 u0�+pu0�-p

r

.v0

Figura 1.9: Enrollamiento del plano entorno del cilindro.

Afirmación: f : P −→ S es una aplicación de recubrimiento.
En efecto:
Observemos que cuando (u0, v0) ∈ P , la aplicación f restricta a la banda

R = {(u, v) ∈ P : u0 − π < u < u0 + π}

cubre S completamente. En realidad, f restricta al interior de R es una parametrización de
S, cuya vecindad coordenada cubre S menos una generatriz. Luego f es continua contínua
(incluso diferenciable) y f(P ) = S, verificando asi la primera condición.
Para verificar la segunda condición, tome p ∈ S y U = S − r, donde r es la generatriz
opuesta a la generatriz que pasa por p. Vamos a probar que U es una vecindad distinguida
de p.
Sea (u0, v0) ∈ P tal que f(u0, v0) = p y escoja como Vn la banda dada por

Vn = {(u, v) ∈ P : u0 + (2n− 1)π < u < u0 + (2n+ 1)π},

donde n = 0,±1,±2, · · · .
Además si n ̸= m, se tiene que

Vn ∩ Vm = ∅ y
⋃
n

Vn = f−1(U).
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Además de eso, por la observación inicial, f restricta a cualquier Vn es un difeomorfismo
sobre U . Luego U es una vecindad distinguida de p. Esto verifica la segunda condición,
por lo tanto el plano P es un espacio de recubrimiento del cilindro S.
Ejemplo 1.9. Sea H la hélice

H = {(x, y, z) ∈ R3 : x = cos t, y = sen t, z = bt, t ∈ R}

y sea
S1 = {(x, y, 0) ∈ R3 : x2 + y2 = 1}

la circunferencia unitaria. Sea f : H −→ S1 defina por

f(x, y, z) = (x, y, 0).

Afirmación: f es una aplicación de recubrimiento (ver Figura 1.10).

f

p

q

Figura 1.10: Recubrimiento de la hélice al S1.

f asi definida es una proyección por tanto es continua y además f(H) = S1. Esto verifica
la primera condición. Para verificar la segunda condición, tome p ∈ S1. Demostraremos
que U = S1 − {q}, es una vecindad distinguida de p, donde q ∈ S1 es el punto simétrico
de p.
En efecto: Sea t0 ∈ R tal que

f(cos t0, sen t0, bt0) = p.

Vamos a tomar como Vn el arco de la hélice que corresponde al intervalo abierto

(t0 + (2n− 1)π, t0 + (2n+ 1)π) ⊂ R, n = 0,±1,±2, · · · .

Entonces, tenemos que
f−1(U) =

⋃
n

Vn,

donde los Vn son disjuntos dos a dos, ademas f restricta a cualquiera de los Vn es un
difeomorfismo sobre U . Por lo tanto, esto verifica la segunda condición. Luego f : H −→ S1

es una aplicación de recubrimiento.
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Teorema 1.1. Sea f : M −→ N y f ′ : M ′ −→ N ′ dos aplicaciones de recubrimiento,
entonces:

f × f ′ :M ×M ′ −→ N ×N ′

es una aplicación de recubrimiento.

Demostración. Dados p ∈ N y p′ ∈ N ′, sean U y U ′ vecindades abiertas de p y p′

respectivamente. Sean {Ui} y {U ′
j} conjuntos abiertos disjuntos dos a dos de f−1(U) y

(f ′)−1(U ′), respectivamente. Entonces la imagen inversa mediante f × f ′ del conjunto
abierto U × U ′ es la unión de todos los conjuntos Ui × U ′

j. Estos conjuntos son abiertos
disjuntos de M ×M ′, y cada uno de ellos aplica homeomórficamente sobre U × U ′ por
f × f ′.

Ejemplo 1.10. La aplicación exp× exp : R× R −→ S1 × S1, dada por exp× exp(t, s) =
(e2πit, e2πit) es un recubrimiento.

Observación 1.5. De la definición resulta que cualquier recubrimiento es un difeomor-
fismo local sobreyectivo, pero el recíproco no siempre es cierto pues un ejemplo de esto
es la restricción de ϕ al cuadrado ]− 2π, 2π[×]− 2π, 2π[: en la Figura 1.11, la pre-imagen
del abierto U señalado es la reunión de nueve abiertos disjuntos, pero sólo uno de ellos es
enviado sobreyectivamente en U por ϕ.

f

Figura 1.11:

Hay sin embargo un caso en que podemos garantizar que un difeomorfismo local es un
recubrimiento.

Teorema 1.2. Si S1 es compacto y f : S1 −→ S2 un difeomorfismo local entonces f es
un recubrimiento.

Demostración. Como f es un difeomorfismo local f(S1) ⊂ S2 es abierto en S2. Además,
por la continuidad de f , f(S1) es compacto, entonces cerrado en S2. Como f(S1) ⊂ S2

es abierto y cerrado en un conjunto conexo S2 tenemos f(S1) = S2. Por tanto la primera
condición de la definición 1.15 está verificada.
Para verificar la segunda condición, tome q ∈ S2. Entonces f−1(S2) ⊂ S1 es finito,
de lo contrario, f−1(S2) tendría un punto de acumulación p ∈ S1 y esto contradi-
ce el hecho de que f : S1 −→ S2 es difeomorfismo local. Entonces, podemos escribir
f−1(q) = {p1, · · · , pk}.
Sea Vi una vecindad de pi, i = 1, · · · , k, tal que cada f |Vi sea un difeomorfismo. Como
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f−1(q) es finito, es posible escoger los Vi suficientemente pequeños de forma que sean
disjuntos dos a dos. Como f es un difeomorfismo local, la imagen por f de un conjunto
cerrado en S1 es un conjunto cerrado en S2.
Por tanto, existe una vecindad U de q tal que

U ⊂
k⋂
i=1

(f(Vi))

y que f−1(U) ⊂ UiVi (ver Figura 1.12).
Haciendo Wi = f−1(U) ∩ Vi tenemos que

f−1(U) =
k⋃
i=1

Wi

y que los Wi son disjuntos dos a dos. Además , f |Vi es un difeomorfismo sobre U . Entonces
U es una vecindad distinguida de q. Esto verifica la segunda condición. Por tanto f es
una aplicación de recubrimiento.

V
2p

2

f

S2

p
1

p
3

V
1

V
3

.p

Figura 1.12:
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1.6. Acción de Grupo sobre una Variedad Diferencia-
ble

En esta sección se estudiará una manera de construir variedades diferenciables a partir
de otras. Esto es lo que se detallará a continuación.

Definición 1.16. Sea M una variedad diferenciable con atlas A = {(U,φ)} y G un
grupo. Una función A : G × M −→ M se llama acción de clase Ck de G sobre M si
cumple con las siguientes propiedades:

a) Para cada g ∈ G, la función Ag : M −→ M definida por Ag(x) = A(g, x) es un
difeomorfismo de clase Ck.

b) Si e es el elemento identidad de G, el respectivo difeomorfismo Ae :M −→M es la
función identidad.

c) Para todo h, g ∈ G se tiene Ag·h = Ag ◦ Ah.

En este caso, se dice que G actúa en M por medio de A.

Observación 1.6. Sea A : G ×M −→ M una acción. Se define la siguiente relación ∼
en M , según la cual para todo p, q ∈ M , p ∼ q si, y sólo si, existe algún g ∈ G tal que
q = Ag(p). En el respectivo conjunto cociente M/G = {Gp : p ∈ M}, los elementos son
dados por las clases de equivalencias (también llamadas órbitas)

Gp = {q ∈M : q ∼ p} = {Ag(p) : g ∈ G}.

Lema 1.2. La relación ∼ es una relación de equivalencia sobre M .

Demostración.

i) Reflexiva:
Se considera el elemento identidad e ∈ G. De acuerdo a la definición 1.16, se tiene
que Ae : M −→ M es el difeomorfismo identidad, por tanto para todo p ∈ M se
tiene que p = Ae(p) y por lo tanto p ∼ p.

ii) Simétrica:
Sean p, q ∈M tales que p ∼ q. Entonces existe un elemento g ∈ G tal que q = Ag(p).
Se observa que como g ∈ G entonces g−1 ∈ G. Además se tiene que

Ag ◦ Ag−1 = Ag·g−1 = Ae = identidad en M

y por lo tanto (Ag)
−1 = Ag−1 .

Luego como q = Ag(p) entonces p = (Ag)
−1(q) = Ag−1(q), lo cual demuestra que

q ∼ p y por tanto ∼ es simétrica.

iii) Transitiva:
Sean los elemento p, q, r ∈ M tales que p ∼ q y q ∼ r. Entonces existen elementos
g, h ∈ G tales que q = Ag(p) y r = Ah(q). Luego r = Ah(q) = Ag(Ag(p)) = Ah·g(p).
Como G es un grupo entonces se tiene que h · g ∈ G. Por tanto p ∼ r.
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Como la variedad diferenciable M es en particular un espacio topológico, el conjunto
cociente M/G es también un espacio topológico cuya topología es la co-inducida por
la proyección canónica π : M −→ M/G, (esto es, U ⊂ M/G es abierto si y sólo si
π−1(U) ⊂M es abierto) que para cada p ∈M le asigna la clase π(p) ≡ Gp. Esto convierte
inmediatamente a la proyección π en una aplicación continua. Con el propósito de darle
a M/G un atlas de clase Ck, se considerará acciones propiamente discontinuas.

Definición 1.17. Sea M una variedad diferenciable y G un grupo. Una acción A : G ×
M −→ M es una acción propiamente discontinua si para cada punto x ∈ X existe algún
abierto Ux tal que Ux ∩ Ag(Ux) ̸= ∅, para todo g ̸= e.

Proposición 1.11. Sea M una variedad diferenciable y A : G ×M −→ M una acción
propiamente discontinua. Entonces M/G posee una estructura diferenciable tal que la
proyección π :M −→M/G es un difeomorfismo local.

Demostración. Sea A = {(Uα, φα)}α∈L la estructura diferenciable de la variedad M . Se
debe construir una colección de aplicaciones que constituyan el atlas requerido para que
M/G sea una variedad diferenciable y al mismo tiempo la proyección π : M −→ M/G
sea un difeomorfismo local.
Sea p ∈M un punto arbitrario. Como la acción A es propiamente discontinua se tiene que
existe una vecindad Vp ⊆M tal que Vp∩Ag(Vp) = ∅ para todo g ̸= e. Al mismo tiempo se
puede elegir un sistema de coordenadas (Up, φp) de tal forma que Up ⊆ Vp. Simplemente,
si (U,φ) es un sistema de coordenadas de M en p, bastará elegir Up = U ∩Vp y φp = φ|Up .
De acuerdo al Apéndice A-Proposición A.2., la restricción πp = π|Up :M −→M/G es un
homeomorfismo entre Up y πp(Up). Por tanto la composición ψp = φp ◦ πp : πp(Up) −→
φp(Up) es también un homeomorfismo.
Haciendo variar el punto p ∈M , se forma la colección

B =
{
(π(Uα), ψα) : ψα = φα ◦ π−1

α y (Uα, φα) ∈ A
}

donde cada Uα tiene la propiedad de estar contenida en una vecindad Vα tal que Vα ∩
Ag(Vα) = ∅ para todo g ̸= e. Se usará de aquí en adelante la notación πα = π|Uα .
Se mostrará que la colección B es una estructura diferenciable.
En primer lugar, se observa que

⋃
α

Uα = M , entonces
⋃
α

π(Uα) = M/G. En segundo

lugar, se considera los sistemas de coordenadas (π(Uα), ψα) y (π(Uβ), ψβ) tales que π(Uα)∩
π(Uβ) ̸= ∅ y donde ψα = φα◦π−1

α : π(Uα) −→ φα(Uα) y ψβ = φβ◦π−1
β : π(Uβ) −→ φβ(Uβ).

El conjunto π(Uα) ∩ π(Uβ) será denotado por Wαβ.
Sea x0 ∈ ψα(Wαβ) y x = ψ−1

α (x0) ∈ Wαβ. Considere la vecindad Wα ⊆ φα(Uα) tal que
x0 ∈ Wα y ψ−1

α (Wα) ⊆ Wαβ. Entonces en Wα se tiene que ψβ ◦ψ−1
α = φβ ◦ (π−1

β ◦πα)◦φ−1
α .

Por lo tanto, para mostrar que ψβ ◦ ψ−1
α es diferenciable será suficiente verificar que

π−1
β ◦ πα : φ−1

α (Wα) −→ π−1
β (ψ−1

α (Wα)) es diferenciable en p0 = π−1
α (x).

Sea q0 = π−1
β ◦πα(p0) entonces p0 y q0 están relacionados (pues ellos originan la misma cla-

se x ∈ ψ−1
α (Wα)) por medio de algún difeomorfismo Ag :M −→M , es decir, q0 = Ag(p0).
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Figura 1.13: Estructura Diferenciable del Espacio Cociente

Entonces se cumple que Ag|φ−1
α (Wα)

= π−1
β ◦πα|φ−1

α (Wα)
. En efecto, sea p ∈ φ−1

α (Wα), enton-
ces πα(p) ∈ ψ−1

α (Wα) luego π−1
β (πα(p)) ∈ π−1

β (ψ−1
α (Wα)). Sea q = π−1

β (πα(p)) entonces q es
el único punto tal que πβ(q) = πα(p). Pero Ag(p) ∈ π−1

β (ψ−1
α (Wα)) y πβ(Ag(p)) = πα(p),

luego Ag(p) = π−1
β (πα(p)) de donde se tiene que Ag = π−1

β ◦ πα. Siendo Ag diferencable
se concluye que π−1

β ◦ πα es diferenciable. De manera análoga se muestra que ψα ◦ ψ−1
β

es diferenciable, lo que concluye la prueba de que B es una estructura diferenciable para
M/G.
Ahora se mostrará que π :M −→M/G es difeomorfismo; sea p ∈M y sean las vecindades
Uα de p y π(Uα) de π(p), los cuales a su vez son dominios de los sistemas de coordena-
das (Uα, φα) ∈ A y (π(Uα), ψα) ∈ B. Entonces la expresión local de π en términos de
estos sistemas es tal que ψα ◦ π ◦ φ−1

α = φα. Esto muestra que π : Uα −→ π(Uα) es un
difeomorfismo, y por lo tanto π, es un difeomorfismo local.
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Capítulo 2

Foliaciones

En este capítulo, se introducirá la noción de foliación de una variedad y se verán ejemplos
ilustrando este concepto.

2.1. Definición y Ejemplos
Una Foliación de dimensión n de una variedad diferenciable Mm, se puede ver como
una descomposición de M , en subvariedades inmersas conexas, disjuntas, de una mis-
ma dimensión llamadas hojas de la foliación, las cuales se comportan localmente como
subconjuntos de Rm = Rn × Rm−n con segunda coordenada constante.

Ejemplo 2.1. El ejemplo más simple de una foliación es la foliación horizontal de Rm =
Rn × Rm−n donde las hojas son los n−planos de la forma Rn × {c}, donde c ∈ Rm−n.
Los difeomorfimos locales h : U ⊂ Rm −→ V ⊂ Rm que preservan las hojas de esta
foliación son aquellos que para cada c ∈ Rm−n con U ∩ (Rn × {c}) ̸= ∅, satisfacen h(U ∩
(Rn × {c})) = V ∩ (Rn × {c′}), c′ ∈ Rm−n. Estos difeomorfismos tienen la siguiente
expresión:

h(x, y) = (h1(x, y), h2(y)), (x, y) ∈ Rn × Rm−n. (∗)

R
n

R
n

R
m-n

R
m-n

h

c

R
n

x { }c

U V

Figura 2.1: Foliación Horizontal del Plano
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Definición 2.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Una foliación sobre
M de clase Cr y dimensión n (0 < n < m) es un atlas F = {(Ui, φi)}i∈I de clase Cr en
M satisfaciendo las siguientes propiedades:

i) M =
⋃
i∈I

Ui

ii) Si (Ui, φi) ∈ F entonces φi(Ui) = Dn×Dm−n, donde Dn y Dm−n son discos abiertos
de Rn y Rm−n respectivamente.

iii) Si Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅ entonces la aplicación cambio de coordenadas φj ◦ φ−1
i :

φi(Uij) −→ φj(Uij) es un difeomorfismo de clase Cr de la forma (∗), es decir:

(φj ◦ φ−1
i )(x, y) = (h1(x, y), h2(y)).

Si M admite un atlas F satisfaciendo las condiciones de la definición anterior, se dice que
el par (M,F ) es una variedad foliada.

Definición 2.2. Los conjuntos de la forma φ−1
i (Dn × {c}) = Pi, para algún c ∈ Dm−n

son llamados placas de la foliación F en Ui. Además de esto si α y β son placas de Ui
entonces α ∩ β = ∅ o α = β.

Ui

Uj

M

Pi
Pj

D
m-n

D
n

D
m-n

D
n U

R
n

U

R
m-n

ji
jj

jijj
-1

c

D
n

x { }c

Figura 2.2: Variedad Foliada M .

Definición 2.3. Un camino de placas de F es una sucesión finita α1, · · · , αk de placas
de F tal que αj ∩ αj+1 ̸= ∅ para todo j ∈ 1, · · · , k − 1.
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Puesto que M está cubierta por las placas de F , se puede definir en M la siguiente
relación de equivalencia: “p esta relacionado con q si y sólo si existe un camino de placas
α1, · · · , αk con p ∈ α1 y q ∈ αk”. Las clases de equivalencia de esta relación en M son
llamadas hojas de la foliación F .
A continuación, se presentan una serie de ejemplos de foliaciones que servirán más adelante
para justificar algunas afirmaciones hechas a lo largo del desarrollo del presente trabajo.

Observación 2.1.

1) Las hojas son variedades diferenciables de dimensión n inmersas en la variedad M .

2) Para cada punto de M pasa una única hoja.

3) Las hojas son subvariedades conexas.

Ahora, se verá algunos ejemplos de foliaciones que servirán más adelante para justificar
algunas afirmaciones hechas a lo largo del desarrollo del trabajo.

Ejemplo 2.2. Foliaciones definidas por submersiones.
Sea f :M −→M una submersión de clase Cr, r ≥ 1. Las componentes conexas de f−1(c),
c ∈ N definen una foliación de codimensión 1 en M . La estructura de foliación se debe al
Teorema de la Forma Local de las Submersiones.
En efecto: Sea p = (x, y) ∈ M y q = f(p) ∈ N entonces por el Teorema Local de las
Submersiones existen cartas locales (U,φ) en M , (V, ψ) en N tal que p ∈ U , q ∈ V ,
φ(U) = U1×U2 ⊂ Rm−n×Rn y ψ(V ) = V2 ⊃ U2, tal que π2 = ψ◦f ◦φ−1 : U1×U2 −→ U2

coincide con la segunda proyección, es decir:

π2 = ψ ◦ f ◦ φ−1(u, v) = v, ∀(u, v) ∈ U1 × U2.

U

M

p f

N

V

j y

y(V)

q = f (p)

U2

U1

f ( q )
-1

z
U {z}x1 f jy -1

p2 =

U2=

z = qy( )

V2

Figura 2.3: Foliación definida por la Submersión f .
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Por ser f una submersión, se tiene que f−1(q) es una subvariedad de M de clase Cr y
codimensión n. Esta subvariedad (no necesariamente conexa) está localmente dispuesta
del mismo modo que la hoja horizontal π−1

2 (z) = U1×{z}, z ∈ U2, entonces f−1(q)∩U =
φ−1(U1 × {z}); siendo las componentes conexas de f−1(q) ∩ U las hojas de la foliación
inducida por f . Se obtiene así una foliación de codimensión n, cuyas hojas son las com-
ponentes de f−1(q) ∩ U , q ∈ N . A esta foliación se le llama foliación definida por la
submersión f .

Un ejemplo más específico de una foliación definida por una submersión es el siguiente:
Sea f : R3 −→ R definida por f(x1, x2, x3) = α(r2)·ex3 donde r =

√
x21 + x22 y α : R −→ R

es una función C∞ tal que α(1) = 0; α(0) = 1 y si t > 0 entonces α′(t) < 0.

• Se demostrará que f es una submersión:
La matriz asociada a la diferencial de f es:

Jf(x1, x2, x3) =
(
2x1α

′(r2)ex3 2x2α
′(r2)ex3 α(r2)ex3

)
1×3

.

Esta matriz tiene rango 1 en todos los puntos (x1, x2, x3) ∈ R3 y por tanto f es una
submersión en todo punto del R3.

Entonces para todo c ∈ R se tiene que f−1(c) es una subvariedad de R3 de dimensión 2
de clase C∞.
Sea F la foliación de R3 cuyas hojas son las componentes conexas de las subvariedades
f−1(c), c ∈ R.
Las hojas de F en el interior del cilindro sólido C = {(x1, x2, x3)/x21 + x22 ≤ 1} son todas
homeomorfas a R2 y se puede parametrizar por:

(x1, x2) ∈ D2 −→
(
x1, x2, log

(
c

α(r2)

))
; c > 0.

• En efecto:
Sea f−1(c) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : f(x1, x2, x3) = c}, entonces se tiene que:

f(x1, x2, x3) = c

α(r2)ex3 = c

ex3 =
c

α(r2)

x3 = log

(
c

α(r2)

)

Por tanto, f−1(c) es de la forma f−1(c) =

{(
x1, x2, log

(
c

α(r2)

))}
, donde f−1(c) puede

estar constituida por una o varias componentes conexas.
El borde de C;

∂C = {(x1, x2, x3)/x21 + x22 = 1}

es también una hoja.
Fuera de C todas las hojas son homeomorfas a cilindros.
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D
2

Figura 2.4:

Ejemplo 2.3. Fibraciones.
Las fibras sobre x para todo x ∈ B de un espacio fibrado (E, π,B, F ) definen una foliación
en E, cuyas hojas son difeomorfas a las componentes conexas de F . El espacio fibrado
(E, π,B, F ) consiste de las variedades diferenciables E, B, F y de una submersión π :
E −→ B tal que, para todo b ∈ B, existen una vecindad abierta Ub de b y un difeomorfismo
φb : π

−1(Ub) −→ Ub × F de manera que el diagrama siguiente sea conmutativo:

π−1(Ub)
φb //

π
##G

GG
GG

GG
GG

Ub × F

P1{{ww
ww
ww
ww
w

Ub

donde P1 es la proyección del primer factor. Las fibras del espacio fibrado son las subva-
riedades π−1(b), b ∈ B.

Un ejemplo de un espacio fibrado es el siguiente:
El Fibrado Tangente
Sea M una variedad diferenciable m-dimensional y de clase Ck en la que se ha considerado
una estructura diferenciable A = {(Uα, φα) : α ∈ L}. Se llama Fibrado Tangente de M
al conjunto:

TM =
⋃
p∈M

TpM.

De acuerdo a la Proposición 1.6, para dos puntos distintos p y q en M los respectivos
espacios tangentes TpM y TqM son disjuntos, esto implica que la unión que aparece en
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la definición de TM es disjunta. Por esta razón, el fibrado tangente de una variedad es
también expresado como el conjunto:

TM = {(p, v) : p ∈M, v ∈ TpM}.

Sea π : TM −→ M la aplicación definida por π(p, v) = p (esta es llamada la proyección
canónica). Se observa que para p ∈ M se tiene que π(TpM) = p, lo que equivale a decir
que:

π−1(p) = {(p, v) : v ∈ TpM} ≡ TpM.

El conjunto TM puede ser expresado como una colección de fibras, en donde cada TpM
es una fibra. De ahí el nombre de fibrado.

p

TM

M
p U

j

j

T Mp

( )p,v

p
-1( )U

j( )U

j( )U x R
m

~

Figura 2.5: En TM cada espacio TpM es una ´´fibra”

Considere el sistema de coordenadas (U,φ) en M , y considere la función φ̃ : π−1(U) −→
U × Rm definida como

φ̃(p, v) = (p, φp(v)),

donde φp es el isomorfismo entre TpM y Rm, asociado a (U,φ) (Proposición 1.5).
Luego (TM, π,M,Rm) es un espacio fibrado, de manera que el siguiente diagrama sea
conmutativo:

π−1(Up)
φ̃ //

π
##G

GG
GG

GG
GG

Up × Rm

P1{{vv
vv
vv
vv
v

Up
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Capítulo 3

La Foliación de Reeb para la Esfera
S3

En este capítulo, se construirá una foliación de la esfera S3, para esto se descompondrá S3

como unión de dos toros sólidos; luego se construirá una foliación en cada uno de los toros
sólidos, en la que la superficie límite se produce como una hoja y los une para obtener así
la foliación de S3.

3.1. Descomposición Tórica de la Esfera S3

S3 ∼= D2 × S1 ∪ S1 × D2

Sean:

B1 =

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x21 + x22 ≤

1

2

}
y B2 =

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x23 + x24 ≥

1

2

}
.

Se tiene que:
B1 ∪ B2 = S3

y
B1 ∩ B2 =

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x21 + x22 =

1

2
= x23 + x24

}
≈ S1 × S1.

Sea la aplicación:
h : B1 −→ D2 × S1

definida por:

h(x1, x2, x3, x4) =

(
√
2x1,

√
2x2,

x3√
1− x21 − x22

,
x4√

1− x21 − x22

)
.

Se demostrará que “h” es un homeomorfismo.

• h así definida es una función continua.
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• h es biyectiva:
Sea la aplicación:

g : D2 × S1 −→ B1

definida por:

g(x1, x2, x3, x4) =

(√
2

2
x1,

√
2

2
x2,

√
2

2
x3

√
2− x21 − x22,

√
2

2
x4

√
2− x21 − x22

)
.

Se demostrará que g = h−1.
⋆ Sea (x1, x2, x3, x4) ∈ D2 × S1. entonces:

h ◦ g(x1, x2, x3, x4) = h

(√
2

2
x1,

√
2

2
x2,

√
2

2
x3

√
2− x21 − x22,

√
2

2
x4

√
2− x21 − x22

)
=

=


√
2

(√
2

2
x1

)
,
√
2

(√
2

2
x2

)
,

√
2

2
x3
√

2− x21 − x22√√√√1−

(√
2

2
x1

)2

−

(√
2

2
x2

)2
,

√
2

2
x4
√

2− x21 − x22√√√√1−

(√
2

2
x1

)2

−

(√
2

2
x2

)2



=

x1, x2,
x3

√√√√1−

(√
2

2
x1

)2

−

(√
2

2
x2

)2

√√√√1−

(√
2

2
x1

)2

−

(√
2

2
x2

)2
,

x4

√√√√1−

(√
2

2
x1

)2

−

(√
2

2
x2

)2

√√√√1−

(√
2

2
x1

)2

−

(√
2

2
x2
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 = (x1, x2, x3, x4).

Luego, h ◦ g(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3, x4).
⋆ Sea (x1, x2, x3, x4) ∈ B1. entonces:

g ◦ h(x1, x2, x3, x4) = g

(
√
2x1,

√
2x2,

x3√
1− x21 − x22

,
x4√
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)
=

=

(√
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2
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2x1
)
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2
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)
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√
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√
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√
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(
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√
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√
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(
x4√
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)√
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)
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=

(
x1, x2,

√
2

2

(
x3√

1− x21 − x22

)
√
2
√
1− x21 − x22,

√
2

2

(
x4√

1− x21 − x22

)
√
2
√

1− x21 − x22

)

= (x1, x2, x3, x4).
Luego, g ◦ h(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3, x4)

Por tanto g = h−1, luego h es biyectiva.

• g = h−1 así definida en el item anterior es continua.

Por lo tanto, h es un homeomorfismo.

Ahora, sea la aplicación:
k : B2 −→ S1 × D2

definida por:

k(x1, x2, x3, x4) =

(
x1√

1− x23 − x24

x2√
1− x23 − x24

,
√
2x3,

√
2x4,

)
.

Análogamente al caso anterior se tiene que k es un homeomorfismo.

Luego, se tiene que B1 y B2 son homeomorfos a D2 × S1 y S1 × D2 respectivamente, por
lo tanto S3 ∼= D2 × S1 ∪ S1 × D2 es la descomposición de S3 como la unión de dos toros
sólidos.

3.2. Foliación de Reeb en D2 × S1

Sea la submersión f : D2 × R −→ R de clase C∞ definida como:

f(x1, x2, x3) = ex3−e
1

1−r2
; si r =

√
x21 + x22 < 1

f(x1, x2, x3) = 0 ; si r =
√
x21 + x22 = 1

Sea F la foliación de D2×R cuyas hojas son las componentes conexas de las subvariedades
f−1(c); c ∈ R. Las hojas de F en el interior del cilindro

D2 × R = {(x1, x2, x3)/x21 + x22 ≤ 1}

se pueden parametrizar por

(x1, x2) ∈ D2 −→
(
x1, x2, e

1
1−r2 + b

)
; b ∈ R.

Luego f−1(c) =
{(
x1, x2, e

1
1−r2 + b

)}
con b = lne c. Es decir, la foliación definida por f

en el interior de D2 × R tiene por hojas a las gráficas de las funciones:

x3 = e
1

1−r2 + b ; b ∈ R
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y se extiende a una foliación C∞ de R3 cuyas hojas en el exterior de D2 × R son los
cilindros x21 + x22 = r2; r > 1; de tal forma que ∂(D2 × R) es una hoja cilíndrica de esta
foliación.
En D2 × [0, 1] se identifica los puntos del borde (de las tapas superior e inferior) de la
siguiente manera:

(x1, x2, 0) ∼ (y1, y2, 1) si y sólo si (x1, x2) = (y1, y2).

Luego la variedad cociente D2 × [0, 1]/ ∼ es difeomorfa a D2 × S1.
• En efecto:

Sea el difeomorfismo fα : D2 −→ D2 definido como fα(z) = z · e2πiα; este difeomor-
fismo es una rotación del ángulo 2πα.
Considere en la variedad D2× [0, 1] la foliación vertical de dimensión 1, de la forma:

H = {{x} × [0, 1]/x ∈ D2}.

0

1

x

x

D
2

D
2

Figura 3.1: Foliación vertical de D2 × [0, 1]

En D2 × [0, 1] se considera la relación de equivalencia ∼ definida por (x, 0) ∼
(f−1(x), 1). Luego, se define la acción

ϕn : Z× (D2 × [0, 1]) −→ D2 × [0, 1]
(n, (x, t)) −→ (f−n

α (x), t+ n) ; n ∈ Z

Sea M = D2 × [0, 1]/ϕ el espacio cociente; es decir A es abierto en M si π−1(A) es
abierto en D2 × [0, 1], donde:

π : D2 × [0, 1] −→M

es la proyección canónica. Esta proyección es un difeomorfismo.
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⋆ En efecto: Se demostrará que ϕ es propiamente discontinua.
Sea x ∈ Vi = {{xi}× [0, 1] : xi ∈ D2}; para algún i ∈ I, con Vi abierto, además
sea ϕ(Vi) = {{xj} × [0, 1] : xj ∈ D2}, con i ̸= j.
Como cada una de las hojas de la foliación H son disjuntas para cualquier
xi ∈ D2, se tiene que

Vi ∩ ϕ(Vi) = ∅.

Luego ϕ es una acción propiamente discontinua.
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x

x

D
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Vi

2 pa
f

n

f (Vi)

Figura 3.2:

Por tanto la proyección π sobre el espacio cociente M = D2 × [0, 1]/ϕ es un
difeomorfismo. (ver Proposición 1.11)

Luego, M = D2 × [0, 1]/ ∼ es difeomorfo a D2 × S1.
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D
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f
p Identi!cacion por f

Figura 3.3: Foliación vertical de D2 × [0, 1]
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Como la foliación definida en D2 × R es invariante por traslaciones a lo largo del eje x3,
ella induce una foliación F de clase C∞ de D2×S1 mediante la aplicación π : D2×R −→
D2 × S1.

p

D
2

Figura 3.4: Hoja de la Foliación en D2 × S1

Observe que podemos considerar ∂(D2 × S1) como una (única) hoja compacta de esta
foliación, y que las restantes hojas del interior de D2 × S1 son todas homeomorfas a R2 y
se acumulan sólo en el borde de D2 × S1. Se denomina a F foliación de Reeb de D2 × S1.

Figura 3.5: Foliación de Reeb en D2 × S1 y un corte transversal de ésta.

34



3.3. Foliación de Reeb para la Esfera S3

Se penserá S3 como una unión de dos toros sólidos S1×D2 y D2×S1 unidos a lo largo de su
frontera a través de la aplicación identidad que lleva meridianos en paralelos y viceversa .
Considere la esfera S3 como:

S3 = {(z1, z2) ∈ C2/|z1|2 + |z2|2 = 1}.

Además, se define los toros sólidos de la siguiente manera:

T1 =

{
(z1, z2) ∈ S3/|z1|2 ≤

1

2

}
; T2 =

{
(z1, z2) ∈ S3/|z2|2 ≤

1

2

}
donde

S3 = T1 ∪ T2; T1 ∩ T2 =
{
(z1, z2) : |z1|2 =

1

2
= |z2|2

}
.

Es decir la unión de ambos toros es todo S3 y que la intersección de los mismos es el
2-toro que es borde de ambos y que, dentro de dicho 2-toro borde, los meridiamos de ∂T1
se identifican con los paralelos de ∂T2 y viceversa, mediante el homeomorfismo:

g : ∂(D2 × S1) −→ ∂(S1 × D2)

definida como
g(x1, x2, x3, x4) = (x3, x4, x1, x2)

es un homeomorfismo que lleva meridianos en paralelos y viceversa.
Luego usando la foliación construida en el item anterior, se obtiene la foliación de Reeb
en S3 uniendo una foliación de Reeb de T1 con una de T2 donde ∂T1 = ∂T2 es una hoja.
De esta forma se obtiene una foliación de S3 de codimensión 1 y de clase C∞ que posee
una hoja compacta que es homeomorfa a un 2-toro y tal que las restantes hojas son todas
homeomorfas a R2 y se acumulan en la hoja compacta de la foliación.
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Conclusiones

Al finalizar este trabajo se ha llegado a mostrar ciertas propiedades sobre la “Teoría
de Foliaciones” en particular “La Foliación de Reeb para la Esfera S3” y se llegó a las
siguientes conclusiones:

• Las hojas de una foliación son todas disjuntas y además por cada punto de la
variedad M pasa una única hoja.

• Las componentes conexas de una submersión y las fibras de un espacio fibrado
definen una foliación sobre una variedad respectivamente.

• La foliación de D2 × S1 posee una única hoja compacta (∂(D2 × S1)) y las demás
hojas se acumulan en el interior de D2 × S1 y son todas homeomorfas a R2.

• La foliación de Reeb para la esfera S3 es la unión de la foliación de dos toros sólidos.

• La foliación de Reeb para la esfera S3 posee una hoja compacta homeomorfa a un
2-toro y que todas las demás hojas son homeomorfas a R2.
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Sugerencias

• Aquellos interesados en el estudio de las foliaciones se les sugiere hacer un estudio
sobre la foliación de Reeb no orientable de dimensión tres.

37



Apéndice A

Algunos resultados de acción de
grupo sobre un espacio topológico

Proposición A.1. Sea X un espacio topológico y G un grupo. La proyección canónica
π : X −→ X/G es una aplicación abierta.

Demostración. En primer lugar se observa que para cada conjunto B ⊆ X,

π−1(π(B)) =
⋃
g∈G

Ag(B).

En efecto, si x ∈ π−1(π(B)) entonces π(x) ∈ π(B), lo cual implica que existe algún y ∈ B
tal que π(x) = π(y). Pero esta igualdad implica que x ∼ y y, por tanto, existe algún g ∈ G
tal que x = Ag(y) ∈ Ag(B) ⊆

⋃
g∈GAg(B), es decir, x ∈

⋃
g∈GAg(B). Recíprocamente, si

x ∈
⋃
g∈GAg(B) entonces x ∈ Ag(B), para algún g ∈ G, lo cual asegura la existencia de

algún q ∈ B tal que x = Ag(q) y, por tanto, x ∼ q. Esta equivalencia entre x y q implica
que π(x) = π(q), luego x ∈ π−1(π(q)) ⊂ π−1(π(B)).

En segundo lugar se mostrará que π : X −→ X/G es una aplicación abierta. Para ello,
sea U ⊆ X, se tiene que

π−1(π(U)) =
⋃
g∈G

Ag(U),

y como Ag : X −→ X es un homeomorfismo, para cada g ∈ G, entonces Ag(U) es abierto
en X, para todo g ∈ G, luego

⋃
g∈GAg(U) es también un conjunto abierto en X.

Definición A.1. Sea X un espacio topológico y G un grupo. Una acción A : G×X −→ X
es propiamente discontinua si para cada punto x ∈ X existe algún abierto Ux tal que
Ux ∩ Ag(Ux) = ∅, para todo g ̸= e.

Proposición A.2. Sea X un espacio topológico y G un grupo. Si A : G × X −→ X es
una acción propiamente discontinua entonces la función cociente π : X −→ X/G es una
homeomorfismo local.

Demostración. Sea x ∈ X un punto arbitrario. Como la acción A es propiamente discon-
tinua , existe un conjunto abierto Ux ⊆ X, tal que x ∈ Ux y Ux ∩ Ag(Ux) = ∅, para todo
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elemento g ∈ G, con g ̸= e. Se mostrará que la restricción π|Ux : Ux −→ π(Ux) es un
homeomorfismo.
En efecto, de la Proposición A.1. sabemos que π : X −→ X/G es una función abierta, por
tanto, π(Ux) es un conjunto abierto en X/G. Además, como π : X −→ X/G es continua,
se tiene que π|Ux : Ux −→ π(Ux) es continua.
π|Ux : Ux −→ π(Ux) es inyectiva (por tanto biyectiva). En efecto, sean a, b ∈ Ux tal
que π(a) = π(b). Esto implica que a ∼ b, luego existe algún g ∈ G tal que b = Ag(a).
Como a ∈ Ux se tiene que Ag(a) ∈ Ag(Ux), lo cual a su vez implica que b ∈ Ag(Ux),
es decir, b ∈ Ux ∩ Ag(Ux). Siendo A propiamente discontinua resulta de esto que g = e
(elemento identidad en G), y como además Ae es el homeomorfismo identidad, resulta
b = Ag(a) = Ae(a) = a, por tanto a = b.
(π|Ux)−1 : π(Ux) −→ Ux es continua. En efecto, se observa que dado un abierto V en
el subespacio Ux de X, se tiene que ((π|Ux)−1)−1(V ) = π|Ux(V ) es abierto en el subes-
pacio π|Ux(Ux) de X/G pues, tal como se vió Proposición A.1. la proyección canónica
π : X −→ X/G es una función abierta.
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