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Resumen

En topologia, dos puntos distintos son topoldgicamente distinguibles si existe un conjunto
abierto donde se puede encontrar exactamente a uno de estos puntos. Un espacio topologico
(X, 7) es Kolmogdrov cuando todo par de puntos distintos son topolégicamente distinguibles.
En este trabajo de investigacion, uno de los objetivos principales es caracterizar los espacios de
Kolmogérov usando espacios de aproximacion. Primero, se presenta detalladamente algunas
de las diversas estructuras que se pueden utilizar para describir los espacios de aproximacion,
tales como, distancias, sistemas de localizacion, calibres y cuadros. Se presentan también sus
propiedades de cada una de estas estructuras y se demuestra que cada una de las estructuras
induce a las otras. En el ultimo capitulo, se dan caracterizaciones de los espacios de Kol-
mogorov usando los espacios de aproximacion asociadas a las estructuras inducidas por su

topologia, tales como distancias, calibres, sistemas de localizacién y cuadros.



Abstract

In topology, two distinct points are topologically distinguishable, if there exists an open set where
exactly one of these points can be found. A topological space (X, 7) is Kolmogorov when every pair
of distinct points are topologically distinguishable. This research work paper, in one of the main objec-
tives is to characterize the Kolmogérov spaces using approximation spaces. First, some of the various
structures that can be used to describe approach spaces, such as distances, localization systems, gauges,
and frames, are presented in detail. The properties of each of these structures are also presented and it
is shown that each of the structures induces the other structures. In the last chapter characterizations
of the Kolmogérov spaces are given using the approximation spaces associated with the structures

induced by their topology, such as distances, gauges, localization systems and frames.

II



Introduccion

Los espacios de aproximacidn fueron introducidos por el matematico Robert Lowen en 1989, cuyo
proposito inicial era generalizar espacios métricos, basado en distancias entre puntos a conjuntos, en
lugar de distancias punto a punto. En el presente trabajo de investigacion se establecen condiciones
necesarias y suficientes para determinar si un espacio topoldgico es de Kolmogdrov a través de su
espacio de aproximacion asociado. Para ello se exhibirdn cuatro caracterizaciones usando estructuras
sobre conjuntos tales como, distancias, calibres, sistemas de localizacién y cuadros.

Para mejor comprension el trabajo fue dividido en tres capitulos:

En el primer capitulo, se desarrollé los preliminares basicos indispensables de topologia, espacios de
Kolmogoérov y se presenta a detalle cuatro estructuras sobre conjuntos que serdn indispensables en este
trabajo, tales como, distancias, calibres, sistemas de localizacién y cuadros.

En el segundo capitulo, se busca, partiendo de una estructura, encontrar las otras tres estructuras aso-
ciadas, para luego exhibir la topologia inducida por una distancia y sus propiedades.

El tercer capitulo, se dardn cuatro caracterizaciones de los espacios de Kolmogérov. Para la primera
caracterizacidn se usa distancias y sistema de localizacién. La segunda caracterizacién esta hecha sélo
usando la nocién de cuadros. Para la tercera caracterizacion se usa sélo sistemas de localizacién.
Finalmente en la cuarta caracterizacion se usa la nocién de contraccion, para la cual se usaran resulta-

dos del capitulo dos sobre distancias y calibres.
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Capitulo 1:

Preliminares

1.1 Nociones generales de topologia

1.1.1 Espacios topologicos

En esta subseccidn se introduce nociones bésicas de topologia, tales como, espacios topoldgicos, con-

juntos cerrados y funciones continuas.

Definicion 1.1 ([L1]]). Sea X un conjunto no vacio. Una topologia sobre X es una coleccion T de

subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:
(t1) @, Xer.
(ta) Si Ay, Ay € T, entonces Ay N Ay € T.

(t3) Dada una familia arbitraria {Ax}xer, Ax € T, VA € L, entonces | Jyo; Ax € T.

Los elementos de 7x seran llamados conjuntos abiertos y el par (X, 7) espacio topoldgico.
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Ejemplol.1.

a) Sea X un conjunto no vacio y 7,4 = {0, X'} entonces (X, 7;,4) es un espacio topoldgico. La

coleccioén 7;,4 es llamada topologia indiscreta sobre X.

b) Sea N el conjunto de los nimeros naturales. Entonces la coleccion 7y = {0, N} U {Uy =
{1,2,...,k} : k € N} es una topologia sobre N. En efecto, por definicién de 7y, se tiene
que O,N € 7. Sean Uy, ,Uy, € 7y con ki,ks € N. Como Uy, N U, = U, € N donde
k = min{k;, ka2} entonces, Uy, N Uy, € 7Ty. Sea la colecciéon A = {Ax}rer C 7n, donde L

es un conjunto arbitrario de indices. Si |J Ay = N € 7y, claramente | J Ay € 7. Ahora, si

AEL AeL
U Ax # N, entonces existe m € Ntal que m & |J Ay. Seamo =min{l e N: [ ¢ [J Ar}.
el AeL AEL
Entonces |J Ay =0 € mnsimog=1y | Ax = Upny—1 € T, si mg > 2. Esto, concluye que
AEL AeL

TN es una topologia sobre N.

Definicion 1.2 ([11]). Sea (X, T) un espacio topolégico. La clausura, adherencia o cerradura de un

subconjunto A C X es el conjunto:
A={zeX:VWUerconxeU UNA#0D}.
Un subconjunto A C X es cerrado, si es igual a su clausura, o sea, A = A.

Definicion 1.3 ([11]]). Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacio topolégicos. Una funcion f : (X,7x) —
(Y, 7y) es continua si para todo A € Ty, el conjunto f~'(A) € 7x. Una funcién continua f es

llamada homeomorfismo, si es biyectivay f~' es continua.

Proposicion 1.1. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos y [ : (X,7x) — (Y, 7y) una funcion.

Son equivalentes:
1. f es una funcion continua.
2. La imagen inversa bajo f de cada cerrado de'Y es un cerrado de X.
3. f(A) C (f(A)) paracada A C X.
Demostracion. (Ver [L1], pag. 104). O

Observacion 1.1. = La composicion de funciones continuas es una funcion continua. Las restric-

ciones de funciones continuas son continuas.
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s Sean T y 7' dos topologias distintas sobre un conjunto X. Entonces la funcién identidad id :
(X, 1) — (X, 7') es continua si y solo si T es igual o mas fina que 7', o sea, id es continua si y

solosiT™ C .

= Una funcion continua f : X — Y sigue siendo continua si se refina la topologia en X o se

engrosaladeY .

Las demostraciones de las afirmaciones dadas en la observacion[I.1]estdn demostradas en [11]], pagina

108.

1.1.2 Operador clausura topolégica

El concepto de operador clausura ha sido uno de los conceptos mas explorados en matematicas debido
a las mdltiples conexiones que ha permitido establecer entre diversos campos de esta ciencia. En esta

subseccidn se construird una topologia inducida de forma natural por un operador clausura.
Definicion 1.4 ([9]). Una aplicacion
cl: 2% — 2%
es llamada operador clausura topologica en X si satisface las siguientes propiedades:
(c1) (D) =0
(c2) A Ccl(4)
(c3) cl(cl(A)) = cl(A)
(cqg) cl(AUB) = cl(A) Ucl(B).
para cualesquiera A, B € 2%

Si el operador clausura ¢l no cumple la propiedad (c3) , ¢l es llamado operador clausura pre-topoldgico.

Un conjunto A € 2% es llamado conjunto fijo del operador clausura cl si cl(A) = A.
Proposicién 1.2 ([9]). Sea X un conjunto no vacio y cl : 2% — 2% un operador clausura. Entonces
Ta = {U € 2% : cl(X\U) = X\U}

es una topologia en X, es decir, los conjuntos fijos del operador cl son los conjuntos cerrados de la

topologia 7.
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Demostracién.  (t1) Primero note que, para A = X en la propiedad (c2) de la definicién [1.4]se tiene

que X C cl(X), y como cl(X) es un subconjunto de X se tiene que cl(X) = X. Asi,
cd(X\0) =cl(X) =X = X\0.
Por lo tanto () € 7;. Por otro lado, notemos también que X € 7., pues,

A(X\X) =) =0=X\X.

(t2) Sean Ay, Ay € T, usando la propiedad (c4) de la definicién se tiene que

A(X\(A1N4)) = cl((X\A1) U (X\49))
= C(X\Ap) Ucl(X\Ay)
= (X\A) U (X\A)
= X\(4; N Ay).

Por lo tanto A1 N Ay € 7.

(t3) Sean {A\}) C 7. Primero note que X\ U,y Ax C cl(X\ Uyey Ax). Para la otra inclusién,
primero se demostrard que si A C B entonces cl(A) C cl(B). En efecto, de la propiedad (c4)

se tiene que

cl(B) = cl(AU (B\A)) = cl(A) U cl(B\A)) 2 cl(A).

Ahora, como [, X\Ax C X\A), para todo A € L, entonces

cz( N X\AA)) C d(X\Ay) = X\ Ay,
AEL
esto implica que cl ( Mxcr X\AA> C NMxer X\Ax. Por consiguiente, (), ., X\ A\ = cl((yer X\AN),

luego

A\ A = e (X\4)

AeL AeL

= [)(X\4)

AEL

= X\ [ A\

AeL

Por lo tanto (J, . A € 7a.
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1.2 Espacios de Kolmogorov

En topologia se dice que dos puntos distintos, son distinguibles desde el punto de vista topolégico si
existe un conjunto abierto donde se puede encontrar exactamente a uno de estos puntos. Los espacios
topolégicos donde todos los puntos son distinguibles reciben el nombre de espacios de Kolmogoérov, en

honor a memoria a Andrei Nikolaevich Kolmogoérov, creador de la teoria axiomaética de probabilidades.

Definicion 1.5 ([13]]). Un espacio topoldgico (X, Tx) es un espacio de Kolmogdrov o un espacio Ty
si para cada par de puntos x,y € X, con © % y existe un subconjunto U € Tx tal que: Si x € U,

entonces y ¢ U o siy € U, entonces x ¢ U.

(X, %)

Figura 1.1: Espacio topoldgico de Kolmogorov

Ejemplo1.2.

= El espacio topoldgico (N, 7y = {0, N} U {Ur = {1,2,....,k} : k € N}) es un espacio de
Kolmogoérov, pues, dados n,m € N con n # m. Entonces se tiene que n < m o m < n.
Suponga que n < m y tome U,, € 7y. Luego, se tiene que: n € U, y m ¢ U,. Andlogamente,

sim < n para U, € 1y se tiene que: m € U, yn & Up,.

= Sea (X, d) un espacio métrico y 7, la topologia inducida por la métrica d. Entonces (X, 74) es
un espacio de Kolmogérov. En efecto, dado z,y € X tal que x # vy, entonces d(x,y) > 0.
Tomando U = B(z,¢€) donde € = d(x,y)/2, se tiene que x € U y y ¢ U, por lo tanto (X, 74)

es un espacio de Kolmogdrov.
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= Sea X un conjunto y 7 = 2% entonces (X, 7) es un espacio de Kolmogérov. En efecto, sea

x,y € X dos puntos distintos, tomando U = {x}, claramente x € U pero y ¢ U, esto implica

que (X, 2%) es un espacio de Kolmogérov.

Sea X un conjunto con més de un elemento y 7 = {(), X'} la topologfa trivial. Entonces (X, )
no es un espacio de Kolmogérov, pues dado z,y € X con x # y, el tnico abierto al cual x

pertenece es el conjunto X al cual el punto y también pertenece.

Sean X =R x {0,1} y 7 = {(R\A) x {0,1} : A es finito } U {0, X'}. El espacio topolégico
(X, 7) no es un espacio de Kolmogdérov, pues toda vecindad V' del punto (0,0) es de la forma
{(z,0) : z € R\A} U {(z,1) : = € R\ A} donde A es un conjunto finito, luego (z,0) € V' siy
solamente si (x,1) € V. Por lo tanto, (0,0) € V siy solamente si (0,1) € V, o sea, no existe
un abierto V' para el punto (0,0) de tal manera que (0,1) ¢ V' y viceversa. Esto implica que

(X, 7) no es un espacio de Kolmogdérov.

Sea R con la topologia usual 7; la cual es generada por intervalos abiertos y la topologia trivial
5 = {0,R}. Entonces X = R? con la topologia producto 7 = 71 X 7o no es un espacio de
Kolmogérov. En efecto, sean a,b,c € Ry tome 2 = (a,b) yy = (a,c). SiU C R? es un

abierto tal que x € U entonces U = I x Rdonde I € 1y ya € I, porlotantoy € U.

(R2, 7) | ~ U
- TV
c4..... I.....y |
[ I
I I
[ I
[ I
b ....... |....:x |
: I
—
a I
I
I
I

Figura 1.2: El punto y pertenece a todo abierto U tal que x € U.

Proposicion 1.3. Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio de Kolmogdrov si y solamente si para

cualquier z,y € X con x # 1 se tiene que x ¢ {y} oy ¢ {x}.
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Demostracion. Suponga que (X, 7) es un espacio de Kolmogérov. Entonces, dados 2,y € X existe
Uecerttalquer e Uyy ¢ Uoexiste V € Ttalquey € Uy x ¢ U. El hecho de que exista un
abierto U tal que = € U y y ¢ U implica que y ¢ {z}. Andlogamente, el hechode quey € Vyz ¢ V
implica que = ¢ {y}.

Ahora, suponga que para cualquier z,yy € X con x # y se tiene que z ¢ {y} oy ¢ {z}. Suponga
por contradiccién que (X, 7) no es un espacio de Kolmogérov, entonces para todo par de abiertos
UV CXconxeUyy e Vsetienequey € Uyx € V. El hecho de que y € U para todo abierto
U con x € U implica que = € @, andlogamente, si z € V para todo abierto V con y € V implica

quey € {7} Esto contradice la hipétesis, por lo tanto, (X, 7) es un espacio de Kolmogérov. 0

Observacion 1.2. Note que un espacio topologico (X, 1) es de Kolmogdrov si y solamente si para

todo par de puntos distintos x,y € X, x # y existen U,V € Tconx € Uyy € V tal que x ¢ V o
y ¢ U.

(X, Tx) (X, 1x)

(a) Existen abiertos U de x y V de y tal que (b) Existen abiertos U de z y V de y tal que

y no pertenece a U y « no pertenece a V. x pertenece a V' pero y no pertenece a U.

Proposicion 1.4. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacio topologicos y f : (X,7x) — (Y, 7y) un homeo-
morfismo. Entonces (X, Tx) es un espacio de Kolmogdrov si'y solamente si (Y, Ty) es un espacio de

Kolmogdrov.

Demostracion. En efecto, suponga primero que (X, 7x ) es un espacio de Kolmogdrov. Sean yi,y2 €
Y tome z1 = f1(y1) y 22 = f~(y2). Como z1, 22 € X y (X, 7x) es un espacio de Kolmogérov,
entonces existe Uy, Uy € 7x conxy € Uy y o2 € Up tal que z1 ¢ Us 0 w2 ¢ Up. Como f~! es

continua, se tiene que V; = f(U;) y Vo = f(Us2) son conjuntos abiertos, donde y; € Vi y ya € V5 tal
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que y1 ¢ Va0 ya ¢ Vi. Como yi,ys fueron tomados arbitrariamente, se concluye que (Y, 7y) es un
espacio de Kolmogdrov.

Para demostrar la reciproca, es suficiente intercambiar papeles de f por f~!y de X por Y. O

1.3 Estructuras sobre un conjunto

En topologia, los tres conceptos basicos de métrica, topologias y uniformidades han sido tratados has-
ta ahora como entidades separadas por medio de diferentes métodos y terminologia. En esta seccidon
se definen otras estructuras basicas que determinan lo que se denominard mas adelante un espacio de
aproximacion. Una de las grandes ventajas de estos espacios es que pueden describirse mediante es-
tructuras conceptualmente muy diferentes, pero que estdn estrechamente relacionadas en cierto sentido,

como se vera en el capitulo 2.

1.3.1 Distancias

La primera y probablemente mds atractiva estructura a considerar es la de una distancia entre puntos
y conjuntos. En un espacio métrico (X, d) se define una distancia entre pares de puntos y se puede

extender a una distancia entre puntos y conjuntos usando la siguiente férmula

pa(z, A) = ingd(x,a) Ve € X,VA e 2%,
ae

Abhora se introducird el concepto de distancia sobre un conjunto, el cual generaliza la nocién de distan-

cia de un punto hacia un subconjunto de un conjunto en espacios métricos.

Definicion 1.6 ([9]]). Sea X un conjunto no vacio. Una distancia sobre X es una funcion p: X x 2X

[0, +00] que satisface las siguientes condiciones:
(p1) p(z,{z}) =0, para todo x € X.
(p2) p(z,0) = +oo, para todo x € X.

(p3) p(z, AU B) = min{p(z, A), p(x, B)}, para todo x € X y para todo A, B € 2.
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(pa) p(z, A) < p(z, Ald) + € donde Al = {2 € X : p(z, A) < €}, para todo = € X y para todo
Ae2X

Ejemplo1.3. Toda métrica sobre un conjunto induce una distancia sobre dicho conjunto. En efecto,
sea X un conjunto no vacio y d una métrica sobre X. La siguiente funcién distancia: pg: X x 2X —

[0, 4+00], dada por:

o0 siA=0,
mf{d(z,y) :y € A} siA#0D,

es una distancia. En efecto, sea x € X, entonces p4(x,{zr}) = inf{d(x,z)} = 0. Por definicién,

pd(;Uv A) =

pa(x,0) = co. Sean A, B € 2%, Para cada z € X y usando el hecho de que {d(z,2) : 2 € AU B} =
{d(z,2) : z € Ay U{d(x, z) : z € B}, se tiene que

pa(x, AU B) = inf{d(x,z) : z € AU B}
= Inf ({d(x,z) cz € A U{d(z,2) : z € B})
= min{inf{d(z, z) : z € A}, inf{d(z,2) : z € B}}

= ml’n{pd('xv A), pa(, B)}

Para demostrar la propiedad (p4) de pg se necesita demostrar la siguiente afirmacion.

Afirmacion: Para todo v, w € X y cualquier M € 2% se cumple pg(v, M) — pg(w, M) < d(v,w). En

efecto, dado un € > 0, existe u € M tal que d(w, u) < pg(w, M) + €.

pa(v, M) < d(v,u)
<d(v,w) + d(w, u)
< d(v,w) + pg(w, M) + €.

Como, € > 0 es arbitrario se concluye que pgy(v, M) < d(v,w) + ps(w, M) y en consecuencia

pa(v, M) — pg(w, M) < d(v,w). Esto concluye la demostracion de la afirmacion.

Seaz € X,Ac2¥yAld={zec X:py(z, A) < e}. Entonces
= Siz e Al entonces se tiene que:

pd(x7A) Se=0+e= Pd(JU:AH) te
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» Siz ¢ Al caso en el cual se tiene que: pa(z, A) > e. Ademds, para cada z € Ald se tie-
ne que: pg(z, A) < e Luego, pi(z,A) < e < pa(x,A) y por lo tanto, pg(z, A) — e <
pa(x, A) — pa(z, A) < d(z,z). Siendo esto vilido para todo z € Al9, en consecuencia se
tiene que: pg(z, A) < pa(z, All) + €. Mostrando de esta manera que pq es una distancia sobre

X.

Pa (Z, A)

0
%

Proposicién 1.5 ([9]). Sea X un conjunto no vacioy p: X x 2% — [0, +00] una distancia sobre X.

Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Siz € A, entonces p(x,A) = 0, para todo A € 2X.
2. Si A C B, entonces p(z, B) < p(x, A), para todo A, B € 2%, y todo = € X.
3. Si{A;}, c 2% conn € Nyn > 2, entonces p(r, OlA"') =min{p(z,4;) :i=1,...,n}.
i
4. p(x,A) < p(x, B) +sup{p(b, A) : b € B}, para todo A, B € 2.

Demostracion. 1. Siz € A, entonces:

p(z, A) = p(z, {z} UA\{z})
= min{p(z, {z}), p(z, A\{z})}
= min{0, p(z, A\{z})} = 0.

2. Si A C B, entonces:

p(.%', B) = p(m, AU (B\A))

= min{p(m, A), p(z, B\A)}
< p(z, A).
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3. Demostrando por induccién. Para n = 2 el item es valido por definicién de p. Suponga que sea
vélido para n > 2. Ahora, para n + 1 se tiene que dada la coleccidn finita {Ai}?ill c 2% de
subconjuntos de X,

n+1

p(x, UAZ) = p(z, UAi UAnt1)
i=1 i=1

= min{p(z, UAi), p(z, Any1)}

i=1
= min{min{p(x, 4;) : i € {1,2,...,n}, p(x, Apt1)}

=min{p(x, 4;) i €{1,2,....,n+1}.

4. Seanz € X y A,B € 2%, Tomando € = sup{d(b,A) : b € B}, como Al = {z € X :
p(z, A) < €}, por la eleccién de € es claro que B C Al Luego por el item (2) se tiene que

p(z, All) < p(z, B). Entonces

p(x, A) < p(z, AlY) + ¢

< p(z, B) +sup{d(b, A) : b € B}.

1.3.2 Sistemas de localizacion

En esta subseccion se estudiard la nocion de Sistemas de localizacion, la cual es una estructura que estd
estrechamente relacionada con el concepto de un sistema de vecindad en un espacio topoldgico, como

se vera mas adelante.

Reticulos

Dado un conjunto no vacio X y una relacién binaria <, se usard la notacion x < yconz,y € X

para indicar que (x,y) € <.

Definicion 1.7 ([12]). Sea X un conjunto no vacio. Una relacion binaria < C X x X es de orden

parcial si cumple las siguientes condiciones:

» x < x, para todo x € X (reflexiva);
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s Six<yyy<zconz,y € X, entonces r =y (anti-simétrica);
w Six <yyy <z entonces x < z (transitiva).
Ejemplol.4. Sea X un conjunto no vacio y [0,00]% := {f : X — [0, 00], es una funcién }. La

relacién binaria < := {(p,9) € [0,00]% : ¢(2) < ¢(z) paratodo z € X} es una relacién de orden

parcial en [0, oo]X . En este caso, ¢ < 1 siy solo si ¢(z) < 1(z) para todo z € X.

Figura 1.4: Representacion para ¢ < 7).

Para cada constante a € [0, 00| tiene asociada una funcién constante I, € [0, 00]* dada por
I,(z) = a, para todo x € X. En este trabajo, se identificara la constante a con la funcién constante I,

asociada a a.

Definicion 1.8 ([12])). Sea X un conjunto no vacio, < una relacion binaria en X, A C X un subcon-
juntoy m, M € X puntos. Se dice que m (M, respectivamente) es cota inferior (superior, respectiva-
mente) de A sim < a (a < M, respectivamente) para todo a € A. Se dice que m es el infimo (supre-
mo, respectivamente) de A si m (M, respectivamente) es una cota inferior (superior, respectivamente)
de Atal que m* < m (M < M¥, respectivamente) para toda cota inferior (superior, respectivamente)

m* de A.

En caso de que el infimo y el supremo de A existan, seran denotados por A Ay \/ 4, respectivamente.
En particular, cuando M = {a,b}, a,b € X, considerea A b = A{a,b} = AMya\/b=\/{a,b} =
\V M.

Observe del ejemplo que todo subconjunto A C [0, cc]X donde X es un conjunto no vacio
arbitrario, posee una cota inferior (superior respectivamente) dada por f;(x) = 0 (fs(z) = oo, respec-

tivamente ) para todo z € X.
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Definicion 1.9 ([12]). Un reticulo R := (R, <,\/, \) estd formado por un conjunto no vacio R
asociado a una relacion de orden parcial < de modo que todo subconjunto finito de R posee un

supremo e infimo.

Ejemplol.5. Dado [0, oo]X , X # 0, es un reticulo. En efecto, dado un subconjunto finito R C
[0, 00)X, defina\/ R, AR : X — [0, +0c], como

\/R(az) =méx{f(z): f€R} y /\R(ac) =min{f(z): f € R}

para todo € X y ademds, se tiene que \/ R, A R € [0, +oc]¥. Por ejemplo, en la figura se
representa \/ Ry A\ R para R = {f1, fo, f3}.

[0, +o0] ;= fs [0, +co] ;™ M\/\/R
fr s
f1 T AR
Ny
X X

Figura 1.5: Representacion de \/ Ry A R para R = { f1, fa, f3}.

Definicion 1.10 ([12]). Un reticulo R es completo si todo subconjunto de SR posee infimo y supremo.

Ejemplol.6. El reticulo [0, 0o]X = ([0, 00]X, <,\/, ) es completo. En efecto, dado un subconjunto
R C [0,00]%. Defina AR : X — [0,00] (VR : X — [0, 0], respectivamente ) dado por A\ R(z) =
inf{f(z) : f € R} (V R(z) = sup{f(z) : f € R}, respectivamente) para todo € X. Note que
para todo f € R se tiene que 0 < f(x) < +oo para todo z € X, por lo tanto A\ Ry \/ R estan
bien definidos y pertenecen a [0, 0o]*. Sigue facilmente que /A Ry \/ R son el infimo y supremo de R

respectivamente.

Definicion 1.11 ([12]]). Dado un reticulo completo R. Se dice que ‘R es completamente distributivo si

cumple la siguiente identidad
AV fii) =V Nfiw)
i€l jeJ; pEK el

donde paracadai c Iyje J;, fi; €e R;y K ={¢/o: I —= UJi,e(i) € Ji}.
el
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Ejemplol.7. El reticulo completo [0, 00]X = ([0, 00]*, <,\/, A\) es completamente distributivo. En
efecto, sea I un conjunto de indices y {J; };cs una familia de indices, K = {¢/p : I — U Ji, (i) €
icl

Ji} y una familia {f; ; }icr jes, C R. Antes de seguir con la demostracién de que [0, 0o]X es comple-

tamente distributivo se necesita demostrar la siguiente afirmacidn:
Observacion 1.3. inficssupje, fij(2) = subyex fier fipa)(2).

Demostracion. Tomando o = infiersupjcy, fij(x) y B = supgyek Infier fi yi)(2). Por definicién
de « se tiene que o < supjcy, fij(x) paratodo i € I. Dado € > 0, por definicién de supremo, para

cada i € I existe j; € J; tal que supj¢ , fij(x) < fij;(z) + e. Por lo tanto

a < fij.(x) + €, paratodoi € I. (1.1)

Tomando g : I — |J J;, p(i) € J; definida por ¢ (i) = j;. Note que ¢ € K, larelacion|l.1|implica
icl

a < f(fij(2) + €) = f fij,(2) + e =l f; o) (2) +e (1.2)

Por definicién de 3 se tiene que 3 > infie; f; ;) (%) para todo ¢ € K. Esto, junto con la desigualdad
(1.2), implican que
a < Hg fio)(®) +e< B+e
(2

Como € > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequefio, se obtiene que o < [3.

Para demostrar la desigualdad 5 < «, note que, dado € > 0, por definicién de infimo existe ig € I tal
que sup;e 7, fio,j(x) < o+ €/2. Ademds, como 3 = sup,c Inficr f; () (2) existe oo € K tal que
B < infier fi po(s)(®) + €/2. En particular, como g (ig) € J;, se tiene
p< £2§ fi,tpo(i)(x) +€/2< fio,soo(io)(x) +€/2 < gselbp fioJ(CE) +e/2<a+te
%0
Como ¢ > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequeflo, se obtiene que 5 < «. Esto concluye la

demostracion de la afirmacidn. O

Para concluir con la demostracién de la distributividad completa [0, oo]X, note que la Afirmacién
implica que

AV fis)z) = ifsup fi;(z)

i€l jeJ; el jed;

= supinf f; ;i (x
(peKZEIf7SO()( )

peK iel
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Por lo tanto, el reticulo completo ([0, 00]*, <,\/, A\) es completamente distributivo.
Definicion 1.12 ([12]). Sea R un reticulo. Un conjunto R C ‘R es un ideal en R si cumple las siguien-
tes condiciones:
1. Sife R geRyg < f, entonces g € R.
2. SiR C Resun subconjunto finito, entonces \/ R eR
Ejemplol.8. Sea X = Z y R := ([0,00]%, <,\/,\) el reticulo definido en el ejemplo para

X = Z. Considere R = {f € [0,00]% : f(n) < 1sin < 0.}, entonces R es un ideal de % = [0, oo]Z.

En efecto:

(1) Sea f € Ryg :Z — [0,00] tal que g < f, entonces g(n) < f(n) paratodo n € Z. En

particular, para n < 0 se tiene que

g(n) < f(n) <1,
por lo tanto g € R.

(2) Sea R C Run subconjunto finito. Como R’ esta contenido en R se tiene que g(n) < 1 para

todo n < 0. Entonces si n < 0, se tiene que

R'(n) = max g(n) < ma 1=1,
\/ R(n) mix g(n) < mix

esto implica que \/ R’ € R.

De (1) y (2) se concluye que R es un ideal del reticulo R = [0, oo]Z .

Definicién 1.13 ([12]). Sea R = (R, <, V, \) un reticulo y un conjunto M C R. M es un ideal
base en R si, para cada f,g € M, existe £ € M de modo que f\/ g < &.

Definicién 1.14 ([2]). Dado el reticulo [0, 00]* = ([0,00]%, <,\/, A), S C [0,00]X y f € [0, 00]%.

Se dice que:

1. f es dominada por S, o que S domina f, si para cada € > 0, para cada § < oo existe f.5 € S

tal que f \ 6 < fe 5 + €. Se dice también que la familia { f s} s domina f;

2. S es saturado si toda funcion dominada por S pertenece a S.
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Ejemplo1.9.

= Sea3>0,8 ={g€0,00]X :g(x) >B Vre X}y fec[0,00* tal que f(z) < 3 para
todo z € X. Entonces f es dominada por S;. En efecto, dado € > 0 entonces para cada § < oo

tomando f. s € S; como la funcién constante igual fe 5(z) = /5 para todo z € X, entonces

f@) N6 < f(z) < B = fes(x) < fes(x) +e

Por lo tanto S; domina a f. Sin embargo note que S no es un conjunto saturado, pues, a pesar

de que f es dominada por Sy, se tiene que f ¢ Sj.

[0, +OO] o +00

gESl
\/—\/

ﬁ fe,é
\/—f

X

Figura 1.6: f es dominada por el conjunto S;.

= Seax > 0,8 = {g € [0,00]% : g(x) < a Vz € X}, entonces Sy es un conjunto saturado.
De hecho, si f € [0,00]X es dominada por f entonces para cadae > 0y 0 < § < oo existe

fes € Satalque f A S < fc s+ €. Como fc 5 € Sy entonces f. s < «, entonces
fA<a+e, (1.3)
Como € > 0 puede ser tomado arbitrariamente en [I.3]entonces
fAd<a. (1.4)

Finalmente, como § < oo en es tomado arbitrariamente, se puede tomar § > «, entonces
fANS=f Deestoy por se tiene que f < «, por lo tanto, f € Sz, o sea, toda funcién

dominada por Ss pertenece a Ss, 1o que implica S es un conjunto saturado.
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[O’ +OO] o +00

a f €,0

\/\‘\fesz

X

Figura 1.7: Conjunto saturado Ss.

Sistemas de localizacion

Definicién 1.15 ([9]). Sea X un conjunto no vacto. Una familia de ideales {S;} e x en [0, 00]X es un

sistema de localizacion en X si para cada x € X si satisface las siguientes condiciones:

(s1) f(z) =0paratodo f € S.
(s2) Sy es saturado.

(s3) Para cada f € S, € > 0y < oo existe (fw)wex € [] Sw tal que f(y) N0 < fu(2) +
weX

f2(y) + € paratodo y, z € X.

Dado un conjunto no vacio X, un sistema de localizacién {S, }cx se denotard por S. Para cada

x € X,si feS,,sedice que f es una distancia local en .

Ejemplo1.10. Sea X = R, para cada x € R, defina
R . ,
= : < — .
So ={f €[0,00]" : VA CR, inf f(a) < fnf [z —al}
Entonces S = {Sx tx € R} es un sistema de localizacién en R.
Demostracion. Sea x € R, entonces:
(s1) Si f €S,,tomando A = {z} entonces f(x) < |z — x| = 0.

(s2) Sea f € [0,00]® una funcién dominada por S,. Entonces para cada ¢ > 0, § < oo existe
fes € Sy tal que
f /\ 6 < fe,§ +e




1. Preliminares 21

Para cada A C R tome § > f(ao) para algiin ag € A, entonces ing(f(a) Nd) = fngf(a), por
ac ac

lo tanto

inf f(a) = fnf(f(a)\9)

a€A acA
inf a)—+ €
aEAfe’é( )

IN

< inflz —a| + e
acA

Como € > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequefio, concluimos que 1'nlf4 fla) < 1'111f4 |x —al,
ac ac

lo que implica que f € S,, o sea, S, es saturado.
(s3) Dado f € Sy, e >0y d < oo. Para cada w € R, defina f,, : R — [0, oo], donde

fula) = |w—al.

Dado cualquier y, z € R, tomando A = {y}, note que

— inf < infle —al = |z —yl.
() ;gAf(a)_;gA!w al = |z —y|

Por lo tanto
FONS< ) <lz—yl <lz—z[+]z2 =yl = fo(2) + f2(y) < fo(2) + f2(y) + €

O

Definicién 1.16 ([9]). Sea X un conjunto no vacio. Una familia de ideales base {B, }zcx en [0, 00]X

es un sistema de localizacion base en X si para cada x € X se satisface las siguientes condiciones:
1. f(x) =0, para todo f € B,.

2. Paracada f € By, € > 0y d < oo existe (fu)wex € ][] Swtal que f(y) N6 < fo(2) +
weX
f2(y) + € paratodoy, z € X.

Observe que todo sistema de localizacién también es un sistema de localizacién base. Para cada

B C [0, 00]X, se define el siguiente conjunto:
S(B) = {f € [0,00]" : B domina f}

= {f €]0,00]" : Paracada ¢ > 0, para cada § < oo existe f.5 € Btalque f A§ < fo5+ ¢}
Se dice que S(B) es la saturacién de B.

Definicién 1.17 ([O]). Una familia de ideales base {B;}rex en [0,00]X es una base para un sistema
de localizacion {S;}rcx en X si S(By) = Sy para cada v € X. Se dice también que {By},cx

genera {Sy }rex 0 que {Sy}rex es generada por {B,}cx.
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[O’ +OO] /o+oo

AN

X

Figura 1.8: Elementos del ideal S,.

1.3.3 Calibre

En esta subseccion se define una estructura que se puede comparar con la de definir un espacio
uniforme a través de una familia de p-métricas, llamado Calibre. Pero antes se necesita introducir la

nocién de pseudo-casi-métrica.
Definicion 1.18 ([9]). Una aplicacion
d: X xX —[0,00]
es llamada de una métrica en X si satisface las siguientes propiedades:
(d1) d(z,z) =0
(d2) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)
(d3) d(z,y) = d(y,x)
(ds) d(z,y) =0=z=y
(ds) d(z,y) < oo

para cualesquier x,y,z € X.
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El par (X, d), donde d es una métrica en X, es llamado espacio métrico. La propiedad (d2) es llamada

desigualdad triangular, la (d3) simetria, la propiedad (d4) separacién (de puntos) y la (ds) finitud.

Observacion 1.4. » Si d solo cumple (dy) , (d2) ,(ds) y (dy), d es llamada de una métrica exten-

dida, o una co-métrica.

» Si d cumple solamente con (dy) , (d2) , (d3) y (ds), d es llamada de una pseudo métrica, o una

p-métrica.

» Si d cumple tnicamente con(dy), (dz2),(d4) y (d5), d es llamada de una casi-métrica, o una

q-métrica.

» Si d satisface las propiedades (dy) y (d2) entonces d es llamada de una co-pseudo-casi-métrica,
o0 una copq-métrica. El par (X, d), donde d es una copq-métrica en X, se llama de un espacio

pseudo-casi-métrico extendido, o un espacio copq-métrico.
Se denotara por pgM > (X)) al conjunto de todas las copg-métricas en X, o sea,

pgM>(X) :={d: X x X — [0,00] : d es una copq — métrica enX }.

Ejemplol.11. Sea p una distancia en un conjunto X . Considere d, : X x X — [0, oo] definida como

dp(z,y) = p(x,{y}),

entonces d, € pgM°(X). En efecto, por (p1) de la deﬁnici(’)n se tiene que

dﬂ(x7x) = p(z, {J}}) =0.

Por otro lado, si z,y,z € X tomando A = {z} y B = {y} en el item (4) de la proposicién [L.5] se

tiene que

dp(z,2) = p(z,{2})
< p(z,{y}) +sup{p(b,{z}) : b € {y}}
= plz,{y}) +ply,{z})

- dp(.f, y) + dﬂ(y7 Z)
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El conjunto pgM>°(X) con la relacion de orden usual para funciones es un reticulo, pues dado
cualquier conjunto finito L C pgM>(X) entonces \/ L : X x X — [0,00]y AL: X x X — [0, 0]

estdn dadas por

\/L(:U,y) = sup{d(x,y):de€ L}
/\L(:U,y) = inf{d(z,y):d e L}.

Dado un conjunto X no vacio, z,y € X y d € pgM°(X), defina las funciones d(z, -),d(-,y) :

X — [0,00] como d(z,-)(z) = d(x, z), d(-,y)(z) = d(z,y) para todo z € X respectivamente. Por

X X

definicién de [0, 0o}, es claro que las funciones d(z, -), d(-, y) pertenecen al reticulo [0, co]*.

Definicion 1.19 ([9]). Sean € C pgM>(X) yd € pgM>(X). Se dice que d es dominada por €, o que
¢ domina d, sipara cadax € X, e > 0y < oo existe dy, . 5 € €tal que d(z,a) Nd < dg ¢ 5(z,a)+€

para todo a € X. En este caso, se dice que la familia {d, . 5 € €}5>0 >0 domina d.

Ejemplol.12. Sea X un conjunto no vacio y dy € pgM>°(X). Sea € C pgM>(X) tal que exista
dy € € tal que do(z,y) < di(z,y) paratodo =,y < X, entonces dy es dominada por el conjunto €.

En efecto, seax € X, e > 0y d < co. Como d; € €, tomando d, s = d; se tiene que:
do(z,a) N6 < do(z,a) < di(x,a) = dges(z,a) < dpes(z,a) +e,

para todo a € X. Esto implica que todo dy es dominada por €.

Definicion 1.20 ([9]). Un conjunto € C pqgM°(X) es saturado si toda pq-métrica dominada por €

pertenece a €.

Ejemplo1.13. Para cualquier conjunto X # () se tiene que pgM>(X) es saturado. En efecto, sea

depgM>(X),z€ X,e>0y0d < oo, tomando d .5 = d se tiene que:
d(z,a) Ao < d(x,a) < d(z,a) +e,

para todo a € X. Por lo tanto, d es dominado por el conjunto pgM *°(X) para todo d € pgM>(X), o

sea, el conjunto pgM *°(X) es saturado.

Definicion 1.21 ([9]). Sea € C pgM > (X). El conjunto € es un calibre en X si satisface las siguientes

condiciones:
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» Cesunideal en pgM>(X);

n & es saturado.

Ejemplol.14. Sea X un conjunto no vacio, dy € pgM>(X)y € := {d € pgM*>*(X) : d(z,y) <
do(z,y) Yr,y € X}. El conjunto € := {d € pgM>(X) : d es dominada por &, } es un calibre. En
efecto, por el ejemplo[1.12]se tiene que todo elemento d € €, es dominada por €, por lo tanto, &, C €.
Sid € pgM*°(X) es dominada por &, entonces , dadox € X, e > 0y d < oo existe d, . 5 € € tal que
d(z,a) N6 < dy5(x,a) + € paratodo a € X. Como d, 5 € € entonces d . s es dominada por Cy.

Por definicion de € se tiene que d, . s < do, por lo tanto,
d(z,a) No < dgs5(x,a) + € < do(z,a) + €,

para todo a € X. Esto implica que d es dominada por €, por lo tanto, d € €, y como d € pgM*>(X)

fue tomado arbitrario, se tiene que € es saturado.

Para demostrar que € es un ideal, primero se verificard que sid’ € €y d € pgM*>(X) tal que d < d’
entonces d € €. En efecto, como d’' es dominada por €, entonces, para cadaz € X, e > 0y d < oo

existe d;, s € € tal que d'(z,a) A d < d,

z,€,0

(x,a) + €, paratodo a € X. Como d < d’, se tiene que
d(z,y) N6 < d'(z,y) NO < d},  5(z,y) + €

Esto implica que d es dominada por €y y por lo tanto, d € €. Resta demostrar que si R C € es
un conjunto finito entonces \/ R € €. En efecto, como R es finito, existe dy,...,d; € € tal que
R ={di,...,d;}. Comody,...,d; son dominadas por &y, entonces paracadaz € X,e >0y dJ < 0o
existe d; ;¢ 5 € € tal que dj(z,a) N6 < d; 5 cs5(x,a) + € paratodo a € X. Como d; ;5 € €y, por

definicion de € se tiene que d; ;¢ 5 < dp paratodoi = 1,...,[. Por lo tanto

\/R(m,a) ANO = (dl(xja) \/...\/dl(a:,a)> A D

= (di(z,a) NO)V ...V (di(z,a) NJ)

< (diges(z,a) +€) V...V (diges(z,a) +e)
< (do(ma)+ ) V...V (dolx,a) +€)

< dolw,a) +c.

Esto implica que \/ R es dominada por €, por lo tanto \/ R € €. Esto completa la demostracién que

¢ es un calibre en pgM > (X)
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Ahora, se pasa a definir subconjuntos de pgM >°(X) con caracteristicas cercanas a la de un calibre.

Definicion 1.22 ([9]). Sea © C pgM > (X). El conjunto D es un calibre base en X si es un ideal base
en pgM>(X).

Observe que todo calibre es un calibre base. Ademds, para cada © C pgM*°(X), se define el

siguiente conjunto:

S(®) ={d € pgM*>°(X) : d es dominada por D}

={depgM>(X): Ve e X,e>0,0 <00, Idg 5 €Dtalqued(z,.) Nd < dycs(x,.)+ €}

el cual se llamard la saturacién de ©. Observe que © C S(D) y si € es un calibre en X, entonces

S(¢) = ¢.

Ejemplol1.15. Sea X un conjunto no vacio, dy € pgM*>°(X) y €, como en el ejemplo Por el
ejemplo[1.14]se sabe que € := {d € pgM>°(X) : d es dominada por €y} es un calibre en pgM > (X).
Ahora se demostrard que € es un calibre base en pgM>°(X). En efecto, sean d,d’ € €, entonces
paracadar € X, e > 0y d < oo existe dyc5,d), 5 € o tal que d(z,a) N0 < dys5(z,0) + €y

d(z,a) Nd <d _s(x,a)+ ¢, paratodo a € X. Por lo tanto:

T,€,0

dz,y) Vd (z,y) < (dpes(z,a)+e)V (d'x@a(x, a)+e€)

< (dges(z,a)V dfp,e’(;(x, a)) + €
< (do(z,a)Vdo(z,a)) +€
< dO(xa a’) t+e.

Como dy € €,y d,d € € fueron tomados arbitrariamente, se tiene que € es un ideal base. Esto

completa la demostracion de que € es un calibre base en pgM > (X).

Definicion 1.23 ([9]). Sea € C pgM*>°(X) un calibre y ® C pgM*>(X). D es una base para € en X

5i S(D) = €. En este caso, se dice que ®© genera € o que € es generado por D.

En el siguiente ejemplo, se dejard en evidencia que es posible que un calibre sea generado por diferentes

calibres base.

Ejemplo1.16. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la métrica usual dg : R x R —

[0, 0], donde dg(a,b) = |a — b|, paratodo a,b € R .Sea® = {dr} y € el calibre generado por D, o

sea, € = S(®). Entonces para todo conjunto de nimeros reales A C [0, 1] tal que sup A = 1

D4:={adp |a € A}
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es un calibre base tal que S(D4) = €.

Demostracion. Es claro que © y © 4 son ideales bases. Ahora para probar que S(D) = S(9D4) pri-
mero se probard que S(D4) C S(D). Considere d € S(D 4). Entonces para todo z € X, para todo
e > 0y para todo w < oo, existe a € A tal que
d(z, ) ANw < adg(z,-) + €
Por lo tanto, para todo Vx € X, Ve > 0,Vw < 0o
d(z, ) Nw < adg(x, ) + €
< (sup Adgr(z,-)) + €
= dR (33, ) +e

Esto significa que d es dominado por ©, en consecuencia d € S(D).

Para probar la otra inclusion, considere dr y sea x € X, e > 0y w < co. Entonces se tiene que
dr(z,) Nw < dg(z,-) + € = sup A.dr(z,-) + ¢,

como sup A = 1, se puede tomar a € A, tal que

w—€
a > .

w

Finalmente, se verificard que dg(, ) A w < adgr(z, ) + €. En efecto:
» Siw < dg(z,-) entonces dr(z, ) Aw = w y por lo tanto

adg(z,)+e > aw-+te

w—e€
—.wte
w

v

w

dr(z, ) A w.

» Siw > dg(z,-) entonces dgr(z, ) Aw = dr(z,-) y por lo tanto

W —€

adg(z,-) + € dr(z,-) +€

v

€
= dR(xv ) - ;'dR(l‘v ) +e€

= dae,) o1 - BE,
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Por lo tanto, se tiene que dg € S(D4). O

La siguiente proposicion muestra que los calibres base y las bases para calibres son conceptos equiva-

lentes.

Lema 1.1. Sea X un conjunto no vacio.
1. Si D es un calibre base en X, entonces S(D) es un calibre de X generado por D.
2. Si® es una base del calibre € en X, entonces ® es un calibre base de X.

Demostracion. (Ver [9], pag 19). ]

1.3.4 Cuadros

Definicion 1.24 ([9]). Sea Q C [0, oo X. Se dice que Q es un cuadro en X si las siguientes propiedades

son satisfechas:

(Q1) vQ € Q

(Q2) fAgeQ

(Qs) f+ce€ Q,paratodoc € [0,

(Q4) f—c€ Q,paratodoc € [0,inf,cx f(z)]

para cualquier @ C Qy f,g € [0, 00]%.

Los elementos de un cuadro Q son llamados de aplicaciones regulares.

Ejemplo1.17. Sea X un conjunto no vacio, entonces Q = {f € [0,00]X : f es una funcién constante }
es un cuadro en X, puesto que, supremo, infimo, suma y diferencia de funciones constante, contintia

siendo una funcion constante.

Ejemplo1.18. Tome una funcién gy € [0, 00]* entonces el conjunto de las traslaciones de go es un

cuadro en X, o sea, el conjunto

Q= {fe[0,00]" : f = go + 'para alguna constante ¢’ € R}
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es un cuadro sobre X, puesto que, supremo, infimo, suma y diferencia de traslaciones, continda siendo

una traslacion.

Proposicién 1.6 ([9]). Sea Q C [0, c]X un cuadro en X. Entonces:
(i) Q contiene a todas las aplicaciones constantes;
(ii) (f —a)V 0 € Qpara cualquier f € Qy « € [0,infex f(z)].

Demostracion. (i) Seac € [0,00] y L. la funcién constante asociada a ¢. Tomando @ = () en Q

de la definicidn [1.24] se tiene que [y € O, luego tomando f = Iy en Q3 se tiene que I, € Q.

(ii) Sea a € [0,infex f(z)], entonces por el item (7) se tiene que I, € Q, luego por Q; se tiene

que f V o € Q. Note que « € [0, infzex(f V a)(z)], por lo tanto
(fVa)—ae Q. (1.5)
Ahora, note que (f —a) V0 = (f V ) — . En efecto, sea = € X entonces

f(x)_a’ Slf(x)ZOé
0, si f(z) <«
= (f(z)—a)VO (1.6)

fx)Vva—a =

Finalmente, dey se concluye que (f —a) V0 € Q. O




Capitulo 2:

Espacios de Aproximacion

En topologia, una rama de las matematicas, los espacios de aproximacién son una generalizacién de los
espacios métricos, basados en distancias punto a conjunto, en lugar de distancias punto a punto. Fueron
presentados por Robert Lowen en 1989, en una serie de articulos sobre teoria del enfoque entre 1988
y 1995. En este capitulo, se formaliza el concepto de espacio de aproximacién. También se definird
una estructura similar a un operador limite, se dard algunos ejemplos de aproximaciones en el conjunto

[0, 00]X.

2.1 Espacios de aproximacion

Definicion 2.1 ([9]). Sea p una distancia sobre X. El par (X, p) es llamado espacio de aproximacion.

Ejemplo2.1. Sea P := [0, o], la aplicacién

pp 2 [0, 00] x 2101 5 [0, 0]
(x —sup A)VO0, A#D
00, A=10

(r,A) —

es una distancia en P y por lo tanto ([0, 0], pp) es un espacio de aproximacién. En efecto:
(p1) Seax € [0, o¢], entonces pp(z, {z}) = (x —sup{z}) V0 = 0.

(p2) Para cualquier z € X por definicién se tiene que pp(z, ) = co.
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(p3) Seaz € X y A, B € 2%, sin pérdida de generalidad, suponga que A y B son conjuntos no
vacios y que sup A U B = sup A, entonces sup B < sup Ay (x —sup A) < (x —sup B), o
sea,

pp(x, A) = (x —sup A) VO < (z —sup B) V0 = pp(z, B).
Por lo tanto,
pp(x,AUB) = (z—sup(AUB))VO0
= (z—supA)VO

= pp(z,A) = min{pp(aj, A), pp(z, B)}
(ps) Sea A € 2% y e > 0. Note que en este caso sup Al = sup A + ¢, entonces

pp(z, A) = (z—supAlyvo
= (z—supA—¢€)VO
> (z—supA)VO0 — €

> PIP’(%A) — €

Por lo tanto ([0, o], pp) es un espacio de aproximacion.

2.2 Estructuras asociadas

En este capitulo, se verd que las estructuras sobre un conjunto definidas en el capitulo 1, a pesar de que

son conceptualmente muy diferentes, son equivalentes.

Una estructura derivada de otra se denominara estructura asociada. Las transiciones que se realizardn

se muestran en el siguiente diagrama.

Distancia «<————= Calibre

ﬂ ﬂ

Cuadro Sistema de Localizacion
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2.2.1 Distancias y Calibres

En esta secciéon se demostrard que las distancias y calibres son estructuras asociadas. Es decir, una

estructura induce la otra y viceversa.
Teorema 2.1 ([9]). Sea p una distancia en un conjunto X. Entonces la coleccion:

¢, = {d € pgM™(X) : paratodo A € 2%, paratodo x € X se tiene que irelgd(x,a) < p(z,A)}
es un calibre en X.

Demostracion. Para probar que €, es un calibre debemos probar primero que €, es un ideal de

pgM°(X) y es saturado. En efecto:

1. Sead € €, yd € pgM>(X) tal que d’ < d, entonces

infd'(z,a) < infd(x,a) < p(z, A),
acA acA

/
por lo tanto, d' € €,,.

2. Sea® C €, unsubconjunto finito,z € Xy A € 2% entonces supd € ¢,,donde (sup d)(z,a) :=
ded ded
sup d(x, a). En efecto, por distributividad completa, se tiene que:
deD

imf{(sup d)(z,a) : a € A} = inf{supd(z,a):a € A}
de® de®

= sup{ fuf p(a)(z,a) : o € D4},

Sea ¢ € D4 fijado arbitrariamente, se tiene que A = U ¢~ 1(d) y adems:
de®

inf{p(a)(z,a):ac A} = inf{ inf d(z,a):dec D}
a€p~1(d)

< if{p(z,¢7'(d) : d € D}
= min{p(z,p '(d)) : d € D}, yaque D es finito .
= p(x, U ¢~ 1(d)), por la proposicién[T.3} Item 3.

de®
= p(z,A).




2. Espacios de Aproximacién 33

Siendo o € D4 arbitrario se obtiene que sup{ ini@(a)(m, a) : p € D4} < p(x, A). Es decir,
ac

inf {(sup{d})(z, )} < p(x, 4)
a€A  gem

Como consecuencia, se tiene que sup{d} € €,, para todo subconjunto finito ® C &,.
deD

3. Sea d € pgM*(X) dominada por €,y A € 2X un subconjunto no vacio y € X un punto
fijado arbitrariamente. Entonces, para cadaa € A, e > 0y d < oo existe d, 5 € €, tal que

d(z,a) N6 < dge5(z,a)+ €lo cual implica que:
if{d(z,a) N0} < inf{d,s5(z,a)} + €< p(xz,A) +e
Siendo € > 0y 0 < oo arbitrarios se obtiene que inf{d(z,a)} < p(x,A), en consecuencia
dee,
Los tres items anteriores demuestran que €, es un calibre en X.

O]

Ahora se demostrard que toda distancia sobre un conjunto induce una copq métrica sobre dicho

conjunto.

Proposicion 2.1 ([9]). Si p: X x 2X — [0, 00] es una distancia sobre X y € el calibre asociado a

p, entonces para cada 6 < ooy B C X la funcion ds p: X x X — |0, 00|, dada por

di(2,y) = (p(x, B) A& — p(y, B) A §) V0
es una copq-métrica que pertenece al calibre asociado a p.

Demostracion. Es claro que d% es una oopg-métrica. Por el Teorema para demostrar d5B € ¢,
se tiene que verificar que inf,e 4 d%(z,a) < p(z, A) paratodo z € X y A € 2X. En efecto, de la

propiedad (p4) de la definicién[1.6} se tiene que

mf d%(z,a) = mf( (x,B)ANd —p(a,B) AO) VO

acA a€A

< (p(:n,B) A0 —sup p(a, B) /\5) VO

a€A

IN

acA acA

IN

(s + st ) 15— sut 51 15) 1
(o

x,A) +sup p(a, B) A § —sup p(a, B)/\5> VO
acA acA

p(x, A).

Por lo tanto, d‘;B es un elemento del calibre asociado a p. O
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Proposicién 2.2 ([0]). Si p: X x 2% — [0, 00| es una distancia sobre X y € C pgM*>(X) el calibre

asociado a p, entonces p(x, A) = sup{ ing{d(af:, a)}}, para todo x € X y para todo A € 2.
dee ac

Demostracion. Seax € X y A € 2%, Porel Teorema se tiene que sup{ inf {d z,a)}} < p(x, A).
dee a€A

Por la proposicion 2.1]se tiene que:

sup{lnf {d(z,a)}} > sup{ sup {mf {d%(z,a)}}}
dee acA 6<oco BCX

> sup { inf {d}(x, a)}}

d<oo A€

= sup {alg)f({dA($ a)}}

= sup{lnf{( (x, A) N6 — p(a, A) NO) vV 0}

§<oo a€X

= sup{ inf {( (x, A)NO)}

d<oo A€

= p(fL‘, A)
O

Dado que todo calibre es un calibre base, se tiene el siguiente teorema que dice que todo calibre

base induce una distancia.

Teorema 2.2 ([9]). Sea © C pgM*>(X) un subconjunto. Si © es un calibre base en X, entonces la
funcion pgy: X x 2% — [0, 0], dada por:
+00 si A=10.

po(z, A) = sup{inf {d(z,a)}} si A#0.
dem acA

es una distancia en X.

Demostracion. 1.Dado x € X un punto fijado arbitrariamente, para cada d € D se tiene que d(x, ) =
0. Luego, p(z, {z}) = sup{0} = 0.

de®
2. Por definicion de pg, para cada x € X se tiene que pp(z, ) = +o0.

3. Sean A, B € 2. Se tiene que:

po(r,AUB) = zgg{aéggB{d(w ,a)}}

= sup{inf({d(z,a) : a € A} U {d(w,b) : b € B})}

= min{sup{inf({d(x,a) a € A})},sup{inf({d(z,b) : b € B})}}
de® de®

= mfn{p@(ﬂ§7 A),p@(l’, B)}
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4.Seax € X, Ae2X ye>0.Paracadad € D y para cada b € Al se tiene que: Dado § > 0 existe
aqs € Atal que
d(b,aqs) < fnf {d(b,a)} +6 < po(b, A) + 9 < e+
ac
Luego, ing{d(x, a)} <d(z,aqs) < d(x,b)+d(b,aqs) < d(z,b)+e+0. Deesto y siendo b arbitrario
ac

se obtiene que infl{d(x, a)} < fnf[ ]{d(m, b)}+€+0. En consecuencia pp (b, A) < po(b, Alh)+e. O
ac beAle

Observacion 2.1. Sea € C pgM*°(X) un calibre en X. Puesto que todo calibre también es un calibre

base, entonces por el Teoremase tiene que la funcion pg: X x 2% — [0, 00|, definida por:

400 si A=0.

sup{inf {d(z,a)}} si A#0.
dee a€A

pg(CC, A) =

es una distancia en X. Ademds, si ©® C € es un calibre base de X tal que S(D) = €, es claro que

pe = po. En efecto, si A = () se tiene que
p@(xa A) = t+00 = p@(xa A)

Ahora, sea A # (). Dado € > 0 existe d € € tal que pe(x, A) < injfé}{d(w, a)}+¢€/2. Como € = S(D),
ac
dado 6 < oo existe d € D tal que d(x,a) N6 < d'(x,a) + €/2 para todo a € X. Tomando

0= ing{d(x, a)} tenemos que d(x,a) N\ 6 = ing{d(:c, a)}. Por lo tanto
ac ac
d(z,a) +€/2 > d(z,a) N6 = ing{d(x,a)} > pe(x, A) —€/2, Va e X. 2.1
ac
Luego, de se tiene que
po(z, A) = sup{inf {d(z,a)}} > inf {d'(z,a)} > pe(x, A) —e.
de® acA acA

Como € > 0 fue tomado arbitrariamente, se tiene que po(x, A) > pe(x, A). Ademds, como D C € se
tiene que po(x, A) < pe(x, A), por lo tanto pn(x, A) = pe(x, A) para todo x € X y A C X, o sea,

po = pe.

2.2.2 Calibres y sistemas de localizacion

En esta subseccion se mostrard que los calibres y los sistemas de localizacion son estructuras

asociados. Es decir, una estructura induce la otra y viceversa.
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Teorema 2.3 ([9). Si ® es un calibre base en X y B, = {d(x,.) : d € ©}. Entonces B = {By},ex

es un sistema de localizacion base en X.

Demostracion. Dado que D es un calibre base, entonces © es un ideal en pgM °°(X) y en consecuen-
cia para cada 2 € X se tiene que B, es un ideal en [0, co]X. Ademds, se tiene que:

1) Dado f € By, existe d € D tal que f = d(z,.). Luego, f(z) = d(z,z) = 0, ya que d es un
oopg-métrica sobre X, es decir, d € pgM > (X).

2)Dado f € B, ,e > 0y d < oo, considere la siguientes sucesion (fy = d(k,.))kex € [ Bk, donde
keX
de®y f=d(x,.). Luego, para cada y, 2 € X se tiene que:

f) N6 < fy) =d(z,y) <d(z,2) +d(2,y) = fu(2) + f2(y) < fa(2) + f2(y) + €

En conclusion, B es un sistema de localizacion base en X. O

Corolario 2.1 ([9]). Sea ®© un calibre base en X y B = {B}cx como en el Teorema Si S =

{S:}rex es el sistema de localizacion generado por By € es el calibre generado por ®, entonces
¢ ={d € pgM>(X) : Paracada x € X se tiene que d(x,.) € S;}.

Demostracion. En primer lugar, observe que € = S(®D)y S, = S(B.), para todo = € X. Entonces,

se tiene que:

de €= Vre X,Ve>0, V§ €[0,00), existe dy 5 € D tal que d(z,.) AN§ < dy . 5(z,.) + €.
= Vre X, Ve>0,Y6 €[0,00), existe f =dys(x,.) € Bytalque d(z,.) N6 < f+e

<= Vzx € X, setiene que d(z,.) € S,.
O

Teorema 2.4 ([9]). Dado X un conjunto no vacio. Si S = {S; }zex es un sistema de localizacion en

X, entonces € = {d € pgM*>(X) : Vz € X se tiene que d(z,-) € Sy} es un calibre en X.

Demostracion. Primero note que € es un ideal en pgM °°(X). De hecho, dado que S es un sistema de
localizacién en X, entonces para cada 2 € X, se tiene que S, es un ideal en [0, co]X. Por lo tanto, €

es un ideal en pgM>°(X).

Para finalizar, se debe verificar que € es saturado. En efecto, sea d € pgM°°(X) dominada por €.

Entonces, paracadaz € X, e > 0y 6 < coexiste dy 5 € Ctal que d(z,a) N6 < dg e 5(x, a)+ €, para
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todo a € X. Esto implica que f, = d(z,-) es dominada por S, ( fyes = dges(z, ) € Sz). Como S
es un sistema de localizacidn, entonces S, es saturado. Por lo tanto, d(x,-) = f, € S,. Siendo, € X

arbitrario se concluye que d € € O

Proposicion 2.3 ([9]). Sea S un sistema de localizacion en X. Entonces, para cualquier 6 < ooy

B C X, la aplicacion
d%: X x X —[0,00]
(z,y) — (supfesm infpep f(b) AN — supges, Mfven g(b) A (5) V0
es una pq-métrica en el calibre asociado a S.

Demostracion. Primero verifiquemos que d% es una pg-métrica. En efecto,

= Es claro que d(x,y) < oo para todo z,y € X, pues infyep f(b) A J < 0 paratodo f € Sy,

entonces sup ycs, infpep f (b) A6 < 4. Por lo tanto, para todo =,y € X tenemos que

d%(z,y) = | sup inf f(b) AS — sup inf g(B)AS | VO
fes, beB ges, beB
< | 6 —sup inf g(b) Ad | VO
gESY beB
< 6VO0
= ) < oo.

m Seaz € X, entonces

4 = inf f(b) A& — inf g(B)AS | VO=0V0=0.
B(z, ) (ﬁ;lié?gf() ;élg;ngU )

= Sean x,y, z € X, entonces

d%(z,2) = (fsg‘gc I}gjgf(b) N gsélspz géljfgg(b) A 5) VO
= (10 2f S0 0 sup g 0179+ sup o o) A9
—gsggz bl'élgg(b) A 5) VO
< (fsg‘ggbiéléf(b)/\5—;;25229'@)/\5) vV O+

sup inf ¢'(b) AJ — sup inf g(b /\5)\/0
<gesyb€B (%) ges. beB (b)

= d(x,y) + dj(y, 2).
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Ahora se debe demostrar que la pg- métrica d‘fg pertenece al calibre asociadoa S. Seanx € X y e > 0,

escoja fy € S, de modo que

inf < inf
fsgggng(b)/\é_géleo(b)/\(S—i-e

luego tome una familia {g. },,c x € [],,cx Sw de modo que, para cualquier w, b € X se tenga que
fO(b) NO < gm(w) + gw(b) te

Consecuentemente, para cualquier y € X se tiene que

d%(z,y) = | sup inf fF(B) A6 — sup inf g(B) A6 | VO
b(.0) (fesmbEBf() sup fuf 40) )

fnf fo(b) A0+ € — fnf g, (b) /\5> V0

0 (92(0) + 94(8) + ) A0+ = fof 6,(6) A3 VO
7 (0:(0) +.9,(0) A5 +) 4 ¢~ ol 6,(6) A 5) VO
9z (y) + 2€ + gélggy(b) NS — bigggy(b) A 5) V0

= gz(y) + 2¢

y como S, es saturado, para cualquier x € X se tiene que d%(:l:, -) € S,. Por lo tanto, d‘]sg pertenece al

calibre asociado a S. O

Proposicion 2.4 ([O]). Si S = {S, }zex es un sistema de localizacion en X y € el calibre asociado a
S, entonces para cada x € X y A C X se tiene que:
inf = inf d .
sup {1nf f(a)} Ztelg{;g fd(w,a)}

Demostracion. La desigualdad sup { inf f(a)} > sup{infd(x,a)} resulta directamente de la defini-
fESH acA dee a€A
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cion de €. Para la otra desigualdad, note que por la proposicién se tiene

sup inf d(z,a) > sup sup inf d%(z,a)
dec a€A §<oo BCX acA

= sup sup inf | sup inf f(b) Ad — sup inf g(b) Ad | VO
§<oo BCX a€EA <f€8wb€B <) gGSybeB ()

> sup Inf | sup inf f(b) Ad— sup inf g(b) Ad | VO
§<oo GEA (fESrc bEAf( ) geS, bEAg( )

= sup Inf sup inf f(b) Ad
5<02aEAf€$I; bGAf( )

> inf f(b).
—fgié&f()

= sup inf f(a).
feér‘leAf( )

Esto concluye la demostracion. O

Teorema 2.5 ([9]). Sea S un sistema de localizacion en X y € el calibre asociado a S. Entonces, para

cualquier v € X, S, = S(B,), donde B, = {d(x,-) | d € €}.

Demostracion. Sea € el calibre asociado a S dado por el Teorema [2.4] Por definicion de € se tiene que
B, C S, por lo tanto S(B;) C S, para todo x € X. Para demostrar la inclusion contraria, suponga
por absurdo que para algin = € X exista g € S\S(B;). Entonces g no es dominada por B,, por eso

existen € > 0y & < oo tales que, para cualquier d € €.
gNo £d(z,-) +e

Para cada d € €, defina A(d) = {y € X | g(y) A6 > d(x,y) + €}. Es claro que, para cualquier
d,d, € €, A(d)NA(d.) = A(dV dy) # 0. Por la proposicioén [2.4] tenemos que

sup inf di(z,y)Nd=sup inf f(y) Ao paratodod € €,

d.ce yEA(d) eS8, YEA(D)
por lo tanto:
sup sup inf di(z,y) ANd =sup sup inf f(y)Ad paratodod € €. (2.2)
de€ d.cecy€A(d) dee fes, yeA()
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Sin embargo,

IN

sup sup Inf d.(z,y) Ad sup sup  inf dVdy) (xz,y) No
de¢ d.cecy€A(d) (z.9) dee d*ezyeA(dVd*)( ) (@)

= sup Inf d(x,y)Ad
degyéA(d) (=.9)

sup Inf ANd—€)ANd
sup inf d)(g(y) )

sup inf Ao — €
s P

sup sup inf AN —e. (2.3)
deg fegm yEA(d) 1)

Note que (2.3) contradice a (2.2)), puesto que (2.3) implica que

INIA

IN

sup sup inf d.(z,y) Ad <supsup inf f(y)Ad.
de¢ d.ceyeA(d) dee feS, yEA(d)

2.2.3 Distancias y sistemas de localizacion

Ahora, se pasa a verificar la equivalencia de las estructuras de distancias y sistemas de localizacién

en un conjunto.

Teorema 2.6 ([9]). Sea S = {S; }rcx un sistema de localizacion en X. Entonces la funcion ps: X X

2% —— [0, 00], definida por:

+00 siA=10.

A) =

ps(, A) sup{inf{f(a)}} si A#0.
FES, a€A

es una distancia en X.

Demostracion. Sea € el calibre asociado a S entonces por el Teorema [2.2|1a funcién pe definida en
la observacion es una distancia en X. Luego, por la proposicion 2.4 se tiene que ps = pe, en

consecuencia, la funcién pgs es una distancia en X. O
Teorema 2.7 ([9]). Sea p una distancia en X y para cada x € X defina
Sy = {f €[0,00]% : VA € 2, ingf(a) < p(x,A)}.
ac

Entonces S = {Sy }zen es un sistema de localizacion en X.
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Demostracion. Por hipétesis p es una distancia en X, luego por el Teorema 2.1] la coleccién

¢, ={d € pgM>(X): paratodo A € 2%, paratodo z € X se tiene que ing{d(:c, a)} < p(z,A)}.
ac

es un calibre en X . De esto dltimo, por el Teorema [2.3]se tiene que:

B= {Bx = {d(z,.):d e ¢,,}}

= {Bx = {d(z,.) : d € pgM>(X),YA € 2% Vzx € X se tiene que ing{d(m,a)} < p(x,A)}}
ae

rzeX

rzeX

es un sistema de localizacion base en X asociado a €. Para cada z € X defina
¢, = {d(z,.) € [0,00]* : VA € 2%, fngd(a:,a) <p(z,A),de €}
ac

Es claro que S, C €,, para todo z € X. En efecto, sea f € S, entonces f es dominada por B, puesto

que S, = S(B;). Luego paratodo e > 0y § < oo, existe d¢ 5(z,.) € B, tal que

) No < des(z,y) +e
Luego, dado A € 2% se tiene que
nf § < nf d.s(z, < p(z, A) + €,
it f(a) A0 < inf des(wa) + € < ple, A) +e
Como §, € > 0 fueron tomados arbitrariamente y inf,c 4 f(a) A d < p(z, A) + €, se obtiene que

it f(a) < plz, 4).

por lo tanto f € €, y como f € &, fue tomado arbitrariamente, se tiene que S, C €.

Para probar que S,, = €, suponga por contradiccion que existe un punto zg € X tal que €,,\S,, # 0.
Entonces, existe fo € €3, \Sz,. Como S, es saturado, entonces f no es dominada por B,,. Luego,
existe € > 0, § < oo tal que para cada d € €, se tendrd que: fo A6 £ d(xo,-) + €. Paracadad € €,

defina el siguiente conjunto:

Sd,]:o,d,e = {y €X: fO(y) NG > d(xoay) + 6}’

Note que S, 29,6, N Sdy,wo,0,6 = SdyVda,wo,6e-
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Ademds, se tiene que:

sup{p(z,Sa.zp6.c) N0} =sup{sup{ inf {v(z,y)Ad}}}
dee dee vee® YESd,xq,6,¢

<sup{sup{ inf {(dVv)(z,y)Ad}}}

deC ved yeSdVV,zo,é,e

=sup{ inf {d(z,y)Ad}}
dec yesd,z0,5,€

<sup{__ff  {(foly) A6 — ) A5}}
dec yesd,z0,5,€

<sup{_fnf  {foly) NG —}}
dec yesd,z0,5,€

<sup{sup{ inf {f(y)Ad—e}}}
deC feS, YESd,zg,8,e

< sup{p(x, Sazp,5,e) N} — €,
dec

lo cual es absurdo, por lo tanto, S;, = ¢,,. Finalmente, como zy € X fue tomado arbitrariamente, se

obtiene que S, = &€,, paratodo x € X. ]

2.2.4 Cuadros y distancias

Para lo siguiente, se necesita un cierto tipo de aplicacion caracteristica para cada A C X, como se

define a continuacion.

Definicion 2.2 ([9]). Dado un subconjunto A C X defina la aplicacion 04 : X — [0, 00| como

0, ze€A
oo, ¢ A

Oa(x) =

La aplicacion 0 5 es llamada indicador de A. Denote por Ind(X) el conjunto de indicadores de sub-

conjuntos de X.
Teorema 2.8 ([9]]). Sea Q un cuadro en X. Entonces la aplicacion

po: X x2%X — [0,q]

(,4) +— sup{f(z): feQy f<ba}

es una distancia sobre X.
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Demostracion. Se debe probar las propiedades de la definicion[I.6] En efecto:

(p1) Sea x € X, tomando A = {z}, entonces como = € Ay por definicién de 64 se tiene que

0a(z) = 0, por lo tanto, si f € Q es tal que f < 0y, entonces f(z) = 0. En consecuencia

po(z,{z}) = sup{f(z): feQy f <0y}
= 0.

(p2) Si A = (), por definicion de 6 4 se tiene que 04 (x) = ooy por lo tanto, po(z, ) = oo.

(p3) Sean A, B C X, note que §4up(z) = min{04(z),0p(z)}. De esto y las propiedades de Q se

tiene que

po(z,AUB)

sup {f(2): [€Qy [<0an)

sup { f(z) : f € Q y f() < min{6a(2),05(2)} paratodo 2 € X |
sup {f(2) : f € Q, [ <min{0a,05}}

sup{f(2): f€Q, [<Oayf<bs)

min{sup{f(w) 1 feQ, f<Oal,sup{f(z): feQ, f< 93}}

min{po(z, 4), po(z, B)}.

(ps) Dadoe > 0y A € 2%, Por definicién de Al¢), para todo = € X se tiene que

sup{f(z): feQy f<Oa}<sup{f(z):fe€Qy f<Oya+c¢}

Entonces

po(r,A) = sup{f(z): f€Qy f<0a}

< sup{f(z):feQy f<Ouq+e}
= sup{f(m):fEQYfSeA[e]}+€

= polx, A) +e

O

Teorema 2.9 ([9]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion y € el calibre en X asociado a p. Entonces

Q= {f€[0,00/" : f(z)=sup if (f(y) +d(z,y))}

es un cuadro en X.

dee yeX
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Demostracion. Para probar que Q es un cuadro, se debe verificar que los items Q1, Qo, O3y Q4 de la

definicién [[.24] sean satisfechas. En efecto:

(Q1) Sea R C Q, se tiene que probar que \/ R € Q. En efecto:

\/ R(z) =

porlotanto \/ R € Q.

sup f(x)
fER

?2% <3‘;§J§§<(f<y) - d(%?/)))

sup ( sup inf +d(x,
e (s2p J70) + dCe)
sup inf (sup f(y) + d(z,y)))
dec ¥€X feR

sup ylg'((\/ R(y) + d(z,y))

(Q2) Sean f,g € Q, note que (f A g)(z) = min{f(z), g(z)}, procediendo como en Q; se tiene que

(f Ag)(x) = sup inf ((f A g)(y) + d(z,y)).

(Q3) Sea f € Q.Sia € [0,00] entonces

sup inf ((f +a)(y) +d(z,y)) =

dee yeX

Por lo tanto, f + o € Q.

dee yeX

sup fnf (f(y) + o+ d(z,y))
dee yeX

= sup inf (f(y) +d(z,y)) +
dee y€X

= f@+a

= (f+a)(z)

(Q4) Sea f € Q.Sia € [0,infyex f(x)], entonces

sup inf ((f —a)(y) +d(z,y)) =

dee yeX

Por lo tanto, f — a € Q.

zlég ;g)f((f(y) — o+ d(x, y))

= Z{ég ;g;(f(y) + d(x,y)) —a

= f@)-a
= (f-a)@)
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2.2.5 Tablas de transicion

1. Distancia p:

Calibre {d € pgM™>(X) : VA € 2% Vx € X, 1’nf {d(m, a)} < p(z, A)}
Sistema de localizacion { ={felo, oo]X vA € 2¥, nf f( )< plz, A)} € X}
Cuadro Q= {f €000/ : f() = supyee, mfyex<f<y> +d(z, )}
2. Calibre C:
+o0 si A= (.
Distancia pe(z, A) =
sup{mf {d(z,a)}} siA#0.
dee acA
Sistema de localizacién S = {Sx — S(B,): By = {d(z,) |de €}V z e X}
Cuadro Q={f (0,00 f(x) = supyceintyex(f(y) +d(z.y))}
3. Sistema de localizacion S:
+o0 siA=10.

Distancia ps(z,A) =

sup{inf{f(a)}} siA#0.

feSs acA

Calibre ¢ = {d € pgM>(X) : Vx € X se tiene que d(z,-) € Sx}
Cuadro | @ = {f € 10,00 : f(w) = sup,es, fyex (f(y) +9(v)) }

4. Cuadro O:

Distancia po(z,A) = sup{f(:r) feQy f< 9,4}
Calibre C= {d € pgM*(X) : VA € 2X, vz € X, inf {d(z,0)} < pQ(x,A)}
ac
Sistema de localizacién | S = {Sx = {f €1[0,00]% : VA € 2%, ingf(a) <po(z,A)}:z¢€ X}
ac




2. Espacios de Aproximacién 46

2.3 Topologias inducidas por distancias

Al igual que en espacios métricos, una métrica d sobre un conjunto no vacio X induce una topologia
74 (ver [[L1]]), en el sentido de que se puede definir de forma explicita los elementos de una topologia 74
usando unicamente la métrica de X . Este nuevo espacio topoldgico (X, 74) es comtinmente conocido
como espacio métrico inducido por d. Al igual que en espacios métricos, en lo que sigue, se exhibira
como una distancia p sobre un conjunto X también induce una topologia 7, en X usando un operador
clausura inducido por la distancia p y, a este nuevo espacio topolégico (X, 7,) se le llamara espacio

topolégico inducido por la distancia p.

Definicion 2.3 ([O]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion. Defina la aplicacion cl, como

clp:QX — 22X

A — {zx e X:p(x,A) =0}
Proposicion 2.5 ([9]). La aplicacion cl, es un operador clausura topoldgico.
Demostracion. Se debe verificar la propiedades de la definicién En efecto,
(¢1) Como p(z, ) = oo para todo z € X, entonces cl,(0) = 0.

(c2) Sea A C X.Sixz € A setiene que p(z, A) = 0, por lo tanto, A C {z € X : p(z, A) = 0}, 0
sea A C cl,(A).

(c3) Sea A C X, por (c2) esclaroque cl,(A) C cl,(cl,(A)). Ahora, para demostrar la otra inclusion,
tome x € cl,(cl,(A)), entonces p(z, cl,(A)) = 0. Luego, como cl,(A) C Al para todo ¢ > 0,
se tiene

pla, A) < pla, AY) + € < p(a, cl,(A)) + € = e.

Por lo tanto p(x, A) < € para todo ¢ > 0y como ¢ fue tomado arbitrariamente, tenemos que

p(z,A) =0, 0sea, x € cl,(A). Esto concluye la demostracién de que cl,(A) = cl,(cl,(A)).

(c4) Sean A,B C X.Seax € cl,(A U B) entonces p(x, AU B) = 0. Por la propiedad (p3) de la
definicion[1.6]se tiene que

0= p(z, AU B) = min{p(x, A), p(z, B)}
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Por lo tanto, p(xz, A) = 00 p(x, B) = 0,0sea, x € cl,(A) o x € cl,(B), por consiguiente se
tiene que x € cl,(A) U cl,(B). Por lo tanto cl,(AU B) C cl,(A) U cl,(B).

Ahora, sea x € cl,(A) U cl,(B) entonces p(x, A) = 00 p(x, B) = 0, por lo tanto
p(z, AU B) = min{p(z, A), p(z, B)} =0,
osea, z € cl,(AU B). Porlo tanto, cl,(AU B) = cl,(A) U cl,(B).
U

Proposicion 2.6. Sea (X, p) un espacio de aproximacion. Los conjuntos fijos del operador cl,, consti-

tuyen los conjuntos cerrados de una topologia 7, en X.

Demostracion. Como la aplicacion cl, es un operador clausura topoldgico, la demostracion es conse-

cuencia inmediata de la proposicién|1.2 0

2.4 Espacios de aproximacion topolégicos

En esta seccion, se mostrard que los espacios topolégicos pueden verse como casos especiales de
espacios de aproximacién. De hecho, la relacién entre estos espacios es muy rica desde un punto de
vista algebraico y se puede demostrar que la categoria de espacios topolégicos puede sumergirse en la

categoria de espacios de aproximacién y esta inmersion tiene varias caracteristicas deseables.

2.4.1 Topologia inducida por una copg-métrica

Sea (X, d) un espacio pseudo-casi-métrico extendido. Dado x € X y r > 0 defina la bola abierta

centrada en x de radio r > 0 respecto de la copg-métrica d sobre X como
By(z,r) :={y € X : d(x,y) <r}.
Denote por 74 al conjunto de todos los conjuntos abiertos respecto a la copg-métrica d, o sea:

Ta={ACX: VYa€e A Ir>0 Byla,r) C A} U{0}.
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Proposicion 2.7 ([9]). Sea (X, d) un espacio pseudo-casi-métrico extendido. Entonces la coleccion T4

es una topologia sobre X.

Demostracion. Por definicion de 74 tenemos que () € 74. Es claro que X € 7,4 una vez que By(a,r) C
X paratodoa € X yr > 0. Sea Ay, Ay € 14, entonces, si a € A1 N As existen 71,7y > 0 tal que
Bg(a,r) € A1y By(a,r2) C Ao, tomando r = min{ry,rs} se tiene que By(a,r) C A N Ay. Por lo
tanto

A1 NAs €7y

Finalmente, dada una familia arbitraria {A)} ez con Ay € 74 paratodo A € L. Seaz € (o Ax
entonces existe \g € L tal que z € Ay,. Como Ay, € 74, existe r > 0 tal que By(z,r) C Ay,, asi
By(z,r) C Uy Ax- Entonces

U A)\ € Tq.
AEL

Por lo tanto 74 es una topologia en X. O

La topologia 74 es llamada topologia inducida (o generada) por la copg-métrica d, en el espacio

pseudo-casi-métrico extendido (X, d).

2.4.2 Aproximaciones topoldgicas

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. En lo que sigue se demostrard que toda topologia 7 induce una

distancia p, em X.
Proposicion 2.8 ([9]). Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces la aplicacion

pr: X x2% — [0,0q]
0, sizxe A
(z,4) — _
oo, siz¢ A

es una distancia en X.

Demostracion. En efecto, que p, cumple (p1) y (p2) de la definicién de distancia es inmediato. Para

probar (p3) note que AU B = AU B para cualquier A, B € 2%, esto implica que

pr(z, AU B) = min{p,(z, A), p-(z, B) }.
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Finalmente, para probar (p4) note p,(x, A) = p,(x, A). Dado € € (0, 00), por definicién de p. se tiene

que p(z, A) < esiysolosip,(z,A) =0, 0sea, p-(x,A) < esiysolosiz € A. Esto implica que
Ald =4, (2.4)

Por lo tanto

p(z, A) = p(z,A) = p(z, AV) < p(z, A1) +e.

Abhora, si € = co es claro que Ald = x| luego
p(z, A) = p(x, A) = p(z, AlY) < 0o = p(z, A1) + €.
Esto concluye la demostracion. O

Observacion 2.2. Note que si (X, T) es un espacio topoldgico y p, la distancia inducida por la to-
pologia T, entonces la topologia 7,_ inducida por p; como en la proposicion @ coincide con 1. En

efecto:

Aer, & d,(X\A)=X\4
< {reX:p(xr,X\A) =0} =X\A
& X\A =X\4A

s Aer

Definicion 2.4 ([9]). Sea (X, T) un espacio topoldgico y p, la distancia inducida por 7. El par (X, p;)

es llamado espacio de aproximacion topologico y la distancia p; es llamada distancia topoldgica.

Proposicion 2.9. Sea (X, ) un espacio topoldgico y pr la distancia inducida por 7. Entonces (X, T)

es un espacio Ty si y solo si para cualquier xz,y € X con x # vy satisface p;(z,{y}) = o0 o

pr(y,{x}) = oo.

Demostracion. En efecto, si a,b € X, a # b entonces p,(a,{b}) = cosiysolosia ¢ {b} . Porlo

tanto, el resultado es consecuencia de la proposicion (1.3 O

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Para cada x € X, denote por V. (x) al conjunto de vecindades del

punto z, o sea:

Vo(z) :={V € 2% : existe A € 7 detal maneraque ACV yz € A.}.
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Definicion 2.5 ([4]). Sea (X, ) un espacio topolégico, una funcion f : X — [0, 00| es semicontinua

superiormente en un punto x € X si para todo ¢ > f(x), se tiene que x € int({y € X : f(y) < c}).

Proposicion 2.10 ([9]]). Sea (X, 7) un espacio topoldgico y p; la distancia inducida por 7y 8™ :=
{SI}zex el sistema de localizacion asociado a p; como en el Teorema IZE Entonces, para cada
r € X,

S = {f € [o, oo]X | f(z) =0, f semi-continua superiormente en w} .

Ademds, una base para ST es dada por {BL} donde, para cada x € X,

rxeX
B ={0y |V eV, (x)}.

Demostracion. Dado x € X, por el Teorema[2.7]y de la definicién de p, se tiene que

T

§; = {f €000 |¥A€2Y, inf f(a) < pr(x, A)}
= {fE[O,oo]X]VAEQX:xEAT: iggf(a,):o}_

Ahora, dado f € ST, como z € {x} , se tiene que f(z) = 0. Fijando ¢ > 0, note que z ¢ {f > ¢} ,
puesto que si z € W entonces

S CEL
lo que es un absurdo. Por lo tanto, para cualquier ¢ > 0, z € int,({y € X : f(y) < ¢}) ( donde int.
denota el interior del conjunto en la topologia 7), lo que implica que f es una funcién semi-continua
superiormente en el punto x. La reciproca resulta del hecho de que si f es semi-continua superiormente
enxy f(xz) =0, entonces, para cualquier ¢ > 0, {y € X : f(y) < c} es una vecindad de z.
Para probar que {3] } . x s una base para S7, se debe verificar que S(B]) = S] paratodo z € X.En
efecto, dado x € X, si f € S(B]) entonces paracadae > 0y d < oo existe una vecindad V; s € V- (x)
tal que

A< Oy ;5 +e

por lo tanto, si A C X estal que z € A’ entonces existe y € A tal que y € Ve s, entonces
flyyns < Oy ,(y)+e

= 0+4e€

= e (2.5)
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Tomando § > f(y), se tiene que f(y) A d = f(y), esto y 2.5/implican que f(y) < e. Como € puede

ser tomado muy cerca de cero se tiene que f(y) = 0, entonces

- _
;IelAf(a) 0,

lo que implica que f € S7, por lo tanto S(B7) C S7. Para demostrar que S; C S(B]) es suficiente

hacer el procedimiento inverso al que se hizo para probar la primera inclusion. O

Proposicion 2.11 ([9]]). Sea (X, 7) un espacio topolégico y €. el calibre asociado a pr como en el
Teorema 21l Entonces

¢ ={depgM>®(X) |15 C 7}
donde T4 es la topologia inducida por d.

Demostracion. Sea d € pgM™ (X)) y 74 la topologia inducida por d. Es claro que = € A™ siy solo si
infyea d(x,a) = 0. Del Teorema 2.1]y de la definicién de p; se tiene que

¢, = {d € pgM™(X) : YA € 2% Yz € X se tiene que fng{d(x,a)} < p(:c,A)}
ac

= {dequoo(X) IVACX:zc A = ingd(:c,a):()}.
ac

Supongaque d € €, yque A C X.Six € A" entonces nf,e 4 d(z,a) = 0y por eso x € A
Por lo tanto A C A™ para cualquier A C X. De esta forma, si A es un subconjunto cerrado en 74
entonces A° C A™ = A, lo que implica que A” = A, o sea, A también es un subconjunto cerrado en
7. Por lo tanto, todo conjunto cerrado en 74 también es cerrado en 7, entonces eso también vale para
los conjuntos abiertos, esto implica 7; C 7. La reciproca es andloga, basta observar que si 7y C 7

entonces A° C A paratodo A C X. O

Lema 2.1 ([9]). Sea (X, 7) un espacio topolégico y p; la distancia en X asociado a la topologia .

Sea Q; el cuadro asociado a pr como en la proposicion entonces
Q- ={f€[0,00]" : f(x) = sup fnf f(y)}.
VeV, (z) Y€V

Demostracion. En efecto, el Teorema[2.9|se sabe que f € Q siysolosi f(z) = supgee infyex (f(y)+
d(x,y)) donde € es el calibre asociado a p,. Por el Teorema [2.5]se tiene que B} = {d(z,) | d € €}

es una base para el sistema de localizaciéon S™, entonces

sup yl’g)f((f(w) +d(z,y)) = gseug yfg)f{(f(y) +9(y))

= sup inf (f(y)+0v(y))
VeV, (z) YEX

= sup inf f(y)
VeV, (z)¥eV
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donde la primera igualdad viene facilmente de la definicién de B, la segunda igualdad viene de la pro-
posicién y las dos ultimas igualdades resultan de la definicion de la aplicacién 0y,. Esto completa

la demostracion del lema. O

Ejemplo2.2. Tome X un conjunto no vacio. Considerando X con la topologia discreta 7 = 2%, dado
x € X un conjunto V € Vyx (z) siy solo si 2 € V. Entonces toda funcién f € [0, c0]X pertenece al
cuadro Qyx. En efecto, dado V' € Vyx (x), como = € V entonces inf,cy f(y) < f(x), por lo tanto

Ve?/l:;lz(x) ;2@ fy) < Ve?}jg(x) f(z) = f(2). (2.6)
Para demostrar la otra desigualdad note que {x} € Vox(x) tome Vy(z) := {{z}}. Como Vy(z) C
V,x (x) y usando la propiedad de que si A C B entonces sup A < sup B, se tiene que

sup inf f(y) > sup inf f(y)= inf f(y) = f(x). 2.7)
ven® iy (y) oo aaf (y) It (y) = f(=)

Por (2.6) y (2.7) se tiene que f(z) = supyey, y (2) nfyev f(y). Aplicando el Lema se tiene que
f € Qyx para toda funcién f € [0, oo ¥.

Proposicion 2.12 ([9]]). Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces el cuadro Q. asociado a p; es
dado por

9. ={f¢€lo, 0o]™ | f es semi-continua inferiormente }

Demostracion. Por el Lemal2.1|se sabe que el cuadro asociado a p; estd dado por

Q={fe0,00]" : f(x) = sup inf f(y)}.
Vev, () ¥eY
Por definicion de semi continuidad inferior, f es semi-continua inferiormente en x si y solo si f(x) =

SUpPy ey, (z) Infyev f (y). Como = € X puede ser tomado arbitrariamente, entonces f € Q; siy solo

si f es semi-continua inferiormente, o sea, f € Q siysolosi f € Q. O

2.4.3 Contracciones

En esta seccién se introducird el concepto de contracciones, que son las aplicaciones compatibles con
la estructura de los espacios de aproximacion, en el mismo sentido que las aplicaciones continuas son

compatibles con la estructura de los espacios topoldgicos.
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Definicion 2.6 ([9]). Sean (X, p) y (X*, p*) espacios de aproximacion. Se dice que una aplicacion

¢ : X — X* es una contraccion si p*(¢(x), p(A)) < p(x, A) para cualquier x € X y A € 2X.

(X, p) (x, p*)

() 1

P (@), P(A)

Figura 2.1: Representacion de una contraccion ¢ : X — X*.

Teorema 2.10 ([9]). Sean (X, p)y (X*, p*) espacios de aproximacion'y ¢ : X — X* una aplica-

cion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) ¢ es una contraccion;
(ii) ¢(Al) c ¢(A) para cualquier e > 0y A € 2¥.

Demostracion. (i) = (ii). Suponga que ¢ es una contraccién. Sea e > 0y A € 2X, siy € ¢(Al)

entonces existe z € Al tal que y = ¢(z), luego
Py, 0(A)) = p"(6(x), ¢(A))

p(x, A)

< e

IN

Por lo tanto, para todo 3 € ¢(Al)) se tiene que i € #(A)l, esto es,
¢(Al) C p(A)l.

(i3) = (). Suponga que (i4) es valido. Para cualquier z € X y A € 2% se tiene que si z € AlP(®:4)]

entonces p(z) € ¢(A)P@] o sea,

P (o(x), p(A)) < p(z, A).
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Considere el espacio de aproximacion P := [0, oo], con la distancia pp definido en el ejemplo 0

sea,

pp : [0, 00] x 2101 5 [0, 0]
(x —sup A) V0, A#0

(z,A) —
00, A=0.

Proposicién 2.13 ([0]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion. Entonces, para cualquier A € 2%, el

operador distancia

pa:(X,p) — P

z > pp(z, A)
es una contraccion.
Demostracion. Seax € Xy B € 2X.Si B = (), entonces
pe(pa(x), pa(B)) = pp(pa(z),0) = oo = p(z, B).

Si B # (), entonces

pe(pa().pa(B)) = (pale) —suppa(B)) V0
= (pe(@, 4) = sup pe(s, 4)) V 0
beB
< p(z,B).

O

Proposicion 2.14 ([9)]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion, Q el cuadro asociado a py f €

[0, oo]X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) fe
(ii) f:(X,p) — P esuna contraccion.

Demostracion. (i) = (it). Suponga primero que f € Q. Tomando o = sup f(A), por la proposicion

[1.6]se tiene que f — a € Q, y por lo tanto

(f—a)VvO0eQ.
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Note que si z € A entonces f(z) — a < 0, por lo tanto ((f — @) V 0)(z) = 0 = 4(z). Ademds, si
z ¢ Asetiene que ((f —a) vV 0)(z) < oo = 04(), luego

(f—a)V0 <0y

Finalmente

pe(f(x), f(A)) = (f(z)—supf(A)VO
< sup{g(r):g€ Qyg<0a}

= p(z, A).

Por lo tanto f es una contraccion.

(73) = (¢). Ahora suponga que f es una contraccién. Suponga por contradiccién que f ¢ Q entonces

existe x € X tal que

f(x) # sup inf (f(y) +d(z,y))

dee yeX

Sin pérdida de generalidad, suponga que f(x) > supyce infyex (f(y) + d(x,y)), entonces para todo

d € € se tiene que
f(z) > inf (f(y) + d(z,y)).

yeX

Luego existe y € X tal que
f(@) > f(y) + d(z,y).

Tomando A = {y} y d = d, como en el ejemplo|1.11} se tiene

pe(f(z), f(A)) = (f(z)—supf(A))VO
= (f(=) = fy) Vo
> dp(z,y)
= plz,{y})
= p(z,A).

Luego, para A = {y} se tiene que pp(f(z), f(A)) > p(x, A), esto contradice el hecho de que f es una

contraccién. Por lo tanto f € Q. O

Corolario 2.2 ([9]]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion, Q el cuadro asociado a p. Entonces para

cada A € 2%, se tiene que pa € Q.
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Demostracion. Por la proposicion [2.13]se tiene que p4 es una contraccion, luego, la proposicion [2.14]

implica que p4 € Q. O

Proposicion 2.15 ([9]). Sean (X, 7), (X*,7*) espacios topolégicos'y ¢ : X — X* una aplicacion.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) ¢: (X,7) — (X*,7%) es continua.
(i) ¢: (X, pr) — (X, pk) es una contraccion.

Demostracién. Sea A € 2%, por la proposicién se tiene que ¢ es continua si y solo si ¢ (ZT) C
»(A) " Por li se tiene que ¢ (Zr) = ¢(Ald) y p(A) = (p(A))Ll. Por lo tanto ¢ es continua si y
solo si ¢(Al) C (¢(A))l. Luego, la demostracién es consecuencia directa del Teorema O

Lema 2.2 ([12]). Sean (X,px),(Y,py) y (Z,pz) espacios de aproximacion 'y f : (X,px) —
(Y,py),g: (Y,py) — (Z, pz) contracciones. entonces la aplicacion (g o f) : (X, px) — (Z, pz)

también es una contraccion.

Demostracion. Sean x € X y A C X. Entonces py (f(x), f(A)) < px(z,A). Como f(z) € Yy
f(A) C Y setiene que pz(g(f(z)),9(f(A))) < py(f(x), f(A)). Por lo tanto

pz((go f)(x), (g0 [)(A) = pz(9(f(x)),9(f(A))) < py (f(z), [(A)) < px(z, A)
O

Lema 2.3 ([12]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion y 7, la topologia inducida por p. Entonces
la aplicacion i : (X , pr) — (X, p) es una contraccion. Ademds, si T es una topologia en un conjunto

Yysif:(Y,pr) = (X, p) es una contraccion, entonces f : (Y, p;) — (X,pr) también es una

X, pr

/ (X, pz,)
(Y, pr) ;
f N (%, p)

Demostracion. Seanx € X y A C X. Si p(x, A) = 0, se tiene que p(i(z),i(A)) = p(x,A) =0 <

pr,(z, A). Si p(x, A) > 0 entonces x ¢ cl,(A) = A" en otras palabras pr,(z, A) = 00, es por eso
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que p(i(z),i(A)) = p(z, A) < 00 = pr, (2, A). Porlotanto i : (X, p;,) — (X, p) es una contraccion.
Ahora se demostraré la segunda afirmacién de la proposicién. En efecto, seany € Yy B C Y. Si
y ¢ B’ entonces p,(y, B) = oo consecuentemente pr, (f(y), f(B)) < oo = pr(y,B). Siy € B’
entonces p-(y, B) = 0y por hipdtesis se tiene que f : (Y, p;) — (X, p) es una contraccién,entonces
p(f(y), f(B)) < p:(y,B) = 0, luego p(f(y), f(B)) = 0. De p(f(y), f(B)) = 0, sigue que

fly) € cl,(f(B)) = f(B) ” y entonces pr,(f(y), f(B)) = 0. De este modo, p-,(f(y), f(B)) =
0 < p-(y, B). Porlo tanto f : (Y, p;) — (X, pr,) es una contraccion. O

Proposicion 2.16 ([9]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion, Q el cuadro asociado a p. Entonces,
para cualquier f € Q,
f : (XaT,D) — ([07 00]77—]?)

es una aplicacion continua.

Demostracion. Considere la aplicacién identidad i : (X , pTP) — (X, p), porel Lema se tiene que
i es una contraccién. Ademas como f € Q, por la proposicién se tiene que f (X, p) — P es una
contraccion. Entonces f = (f o) : (X, p;,) — ([0,00], pp) también es una contraccion de acuerdo
con el Lema De la segunda afirmacién del Lema se tiene que f : (X , p.rp) — ([0, o], p.,p)
también es una contraccion, luego por la proposicion sigue que f : (X,7,) — ([0,00],7p) es

continua. O




Capitulo 3:
Caracterizaciones de espacios de

Kolmogorov

3.1 Primera caracterizacion

Proposicion 3.1 ([9]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion. Si Vy,(x) es el conjunto de vecindades

dex € X en (X, 7,), entonces
Vo (x)={Ve2¥|3e>03feB,: {ye X:fly)<e CV}.
donde {B, },cx es una base para el sistema de localizacion en (X, p).

Demostracién. Un subconjunto V' € 2% es una vecindad de z si y solo si existe un abierto U C V tal

que z € V. Por lo tanto, V' € V, () siy solo si x ¢ cl,(X\V). Note que

rgcly(X\V) & Fe>0:p(x, X\V)>e€
< de>0:sup inf f(y) >e

feBy yeX\V

& de>0,3f€B,: Inf f(y) >e
yeX\V

& Je>0,3feBy:{ye X: fly)y<ep CV

Esto concluye la demostracion.
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Teorema 3.1 ([12,[10]). Sea (X, p) un espacio de aproximacion 'y {S; }.cx el sistema de localizacion

asociado a la distancia p. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (X,7,) es un espacio de Kolmogéorov;

(ii) Para cualquier z,y € X con x # y, existe f € S, tal que f(y) > 0 o existe g € S, tal que

g(z) > 0.

Demostracion. Sea (X, 7,) es un espacio de Kolmogérov. Suponga por absurdo que existen z,y € X
con x # y de tal manera que para cualquier f € S,y g € S, se tiene que f(y) = 0y g(z) = 0. Luego
dada una vecindad V, de z, por la proposicion[3.1]se tiene que {w € X : f(w) < €} C V,, para algin
e > 0. Luego, como f(y) = 0 se tiene que y € V,. Por lo tanto y pertenece a cualquier vecindad de
x y por simetria se tiene que = pertenece a cualquier vecindad de y; esto contradice el hecho de que

(X, 7,) es un espacio de Kolmogérov. Esto demuestra la implicacion (i) = (i1).

Ahora, suponga que (ii) se cumple y sean x,y € X con x #* y. Por hipdtesis existe f € S, tal que
f(y) > 0oexiste g € Sy, tal que g(y) > 0. Sin pérdida de generalidad, suponga que existe f € S, tal
que f(y) > 0 (en el caso de que esto no se cumpla, tome g y y en lugar de f y z). Defina e = f(y).

Entonces, por la proposicion [3.1] se tiene que el conjunto
Vei={weX: fw) <e}

es una vecindad de x tal que y ¢ V,.. Como z,y € X son puntos distintos tomados arbitrariamente, se

concluye que (X, 7,) es un espacio de Kolmogorov.

3.2 Segunda caracterizacion

Teorema 3.2 ([12,[10]). Sea (X, 7,) el espacio topoldgico inducido por una distancia p'y Q el cuadro

asociado a p. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (X,7,) es un espacio de Kolmogérov.

(ii) Para cualquier x,y € X con x # y, existe ¢ € Q tal que p(x) # p(y).
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Demostracion. Suponga que (i) es satisfecha y sean z,y € X con z # y. Sea {S.},. x el sistema
de localizacién asociado a p. De acuerdo con el Teorema existe f € S, tal que f(y) > 0 o existe
g € Sy tal que que f(x) > 0. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que existe f € S, de modo
que f(y) > 0, en el caso de que esto no se cumpla, tomamos g y y en lugar de f y x. Defina ¢ = Piy}-
Por el corolario 2.2] se tiene que ¢ € Q. Como f € S, tomando A = {y} en el Teorema[2.7] se tiene
que f(y) = inf,cqyy f(w) < p(x, {y}) = pyy(7) = ¢(x). Como f(y) > 0 entonces p(x) > 0. Por
otro lado, v (y) = pyyy (y) = p(y, {y}) = 0. Por lo tanto () # ¢ (y).

Reciprocamente, suponga que (ii) vale y sean z,y € X con x # y. Note que p(z) > ¢ > ¢(y)
0 ¢(y) > ¢ > p(z). Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que p(z) > ¢ > (y) (si esto
no se cumple, intercambie papeles entre y y x). Por la proposicién se tiene que la aplicacién
¢ : (X,7,) = ([0,00],7p) es continua, y por lo tanto U = {x € X : ¢(x) > c} (imagen inversa del
conjunto ]c, 0o] € 7p ) es una vecindad de z tal que y ¢ U, lo que implica que (X, 7,) es un espacio

de Kolmogérov. O

Ejemplo3.1. Tome n > 1y X = R" con la topologia usual 7. Se probara que (X, 7) es un espacio de
Kolmogoérov usando la segunda caracterizacion. Primero sean p; la distancia generada por la topologia
7 (usando el operador clausura topoldgico) y Q; el cuadro asociado a p,. Ahora, tome x,y € X dos

puntos arbitrarios diferentes, considere ¢ = pr(,y, 0sea, ¢ : X — [0, o0], definido como

0 siz=y
(P(Z) - pT(Z7 {y}) =
400 siz#y.

Por el corolario [2.2] se tiene que ¢ € Q.. Note que como p(z) = o0y ¢(y) = 0, entonces p(z) #

©(y), por lo tanto, (R™, 7) es un espacio de Kolmogérov.

3.3 Tercera caracterizacion

Teorema 3.3 ([12,[10]). Sea (X, 7,) el espacio topolégico inducido por una distancia p y {S.}, x el

sistema de localizacién asociado a p. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1) (X, 7,) es un espacio de Kolmogaorov.
(i) (X, 7 p g
(1) Para cualquier x,y € X con x # y, se tiene que Sy # Sy.

Demostracion. Suponga que (i) es verdadero y sean x,y € X con x # y. Por el Teorema se tiene
que existe f € S, tal que f(y) > 0 o existe g € S, tal que f(z) > 0. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer que existe f € S, tal que f(y) > 0 (en caso de que esto no se cumpla tome g y y en
lugar de fy x). Como f(y) > 0, por la propiedad (s1) se tiene que f ¢ S,. Esto implica que S, # Sy
unavezque f € S,y f ¢ S,.

Reciprocamente, suponga que vale (i7) y sean z,y € X con x # y. Por hipétesis, existe f € S, tal
que f ¢ Sy oexiste g € S, tal que g ¢ S, Esto junto con el Teoremaimplican que existe A C X
tal que inf,,c4 f(w) > p(y, A) = pa(y) o existe B C X tal que inf,ep f(w) > p(x, B) = pp(x).
Como f € S, y g € Sy, nuevamente por el Teorema se tiene que

Inf f(w) < p(z,A) = pa(z) y fnf f(w) < ply, B) = pp(Y).

Entonces pa(x) > pa(y) o pa(y) > pp(x). Sea Q el cuadro asociado a la distancia p, por el corolario

se tiene que ps € Q o pp € Q. Por lo tanto, pa(z) # pa(y) o pa(y) # pp(x), entonces el
Teoremaimplica que (X, 7,) es un espacio de Kolmogérov. 0

3.4 Cuarta caracterizacion

Abhora se caracterizara los espacios de Kolmogérov en funcion de contracciones. No olvide que con-
tracciones estd definido en funcién de distancias. Primero, sea D = {0,1} y pp : D x 2P — [0, 0] la

distancia relativa a D definida por pp(z,0) = coy pp(z, A) =0si A # 0 (z € D, A € 2P)

Teorema 3.4 ([12,[10]). Sea (X, 7,) el espacio topolégico inducido por una distancia p. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(i) (X,7,) es un espacio de Kolmogdorov.

(i) Toda contraccion f : (D, pp) — (X, p) es constante.
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Demostracion. Suponga que (i) se cumple y suponga por absurdo que existe una contraccién f :
(D, pp) — (X, p) no constante. Entonces existen =,y € X con z # y de modo que f(0) = zy

f(1) = y. Como f es una contraccion, en particular, se tiene que

p(x,{y}) < pp(0,{1}) =0y p(y,{z}) < pp(y, {z}) =0,

o sea,
p(z,{y}) = 0=p(y, {z}).

Por consiguiente, se tiene que z € {y}Tp y y € {x}7, pero esto contradice a (). Por lo tanto, se

concluye que f : (D, pp) — (X, p) es constante.

Ahora se demostrard la contra positiva de la implicacién (ii) = (¢). Suponga que (X,7,) no sea
un espacio de Kolmogoérov. Entonces existen z,y € X con  # y de modo que z € {y} " y que

y € {x}"”, 1o que implica que

p(z,{y}) = 0= p(y, {z}). (3.1)

Defina la aplicacién f : (D, pp) — (X, p) colocando f(0) = z 'y f(1) = y, por 3.1] se tiene que
p(f(a), f(A)) =0 < pp(a, A) paratodo a € Dy a C D. Por lo tanto f es una contraccién, y como

f(0) =x # y = f(1) se tiene que f es una contracciéon que no es constante. O

Ejemplo3.2. Sean (Y, 7y)y (Z, 77) espacios topoldgicos tal que 7z = {(), Z}. Sea X =Y x Z con la
topologia producto 7 = Ty X 7, entonces (X, 7) no es un espacio de Kolmogérov. Para probar esto, se
usard el Teorema 3.4] o sea, encontrando una contraccién f : (D, pp) — (X, pr) que no sea constante.
Paraesotome a € Yy b,c € Z,b # cy considere f : (D, pp) — (X, p;), como f(0) = (a,b)y
f(1) = (a,c), note que f es una contraccién. En efecto, primero note que (a,b) € {(a,c)} y que

(a,c) € {(a,b)} . entonces
pr(f(x), f(A)) = 0 = pp(x, A),paratodo A C D, A # 0.

Por consiguiente, f es una contraccion, sin embargo f no es constante, pues f(0) # f(1). Por lo tanto

(X, 7) no es un espacio de Kolmogdérov.




Conclusiones

Un espacio topolégico (X, 7) es de Kolmogérov si y solo si para todo par de puntos distintos
existe una funcién que pertenece al ideal correspondiente a uno de estos puntos tal que la imagen

del otro punto por medio de esta funcién es positiva.

Un espacio topoldgico (X, 7) es de Kolmogorov si y solo si todo par de puntos diferentes tienen

imdgenes diferentes por medio de alguna funcién del cuadro asociado a (X, 7).

Un espacio topoldgico (X, 7) es de Kolmogérov si y solo si en el sistema de localizacién aso-
ciado a (X, 7) para todo par de puntos diferentes los ideales correspondientes a estos puntos

también son distintos.

Un espacio topolégico (X, 7) es de Kolmogdrov si y solo si toda contraccion f : (D, pp) —

(X, p) es constante.



Recomendaciones

= Realizar una caracterizacién de los espacios de Kolmogérov usando otras estructuras bésicas

como torres, envolturas y filtros .

= Realizar caracterizaciones de los espacios topologicos Ty, Ta, T5/o T3, T7/2 y T4 usando

sistemas de localizacién, operadores limites, calibres, cuadros y distancias.
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