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de aproximación”

TESIS

Para optar el tı́tulo profesional de
LICENCIADO EN MATEMÁTICAS
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Junio - 2022



Agradecimiento

A toda mi familia por ser mi pilar fundamental y haberme apoyado de

forma incondicional, pese a las adversidades e inconvenientes que se

presentaron.

De manera especial a mi querida asesora Gloria Maria Ortiz Basauri,

por haberme guiado, no solo en la elaboración de este trabajo de tesis,

sino a lo largo de mi carrera universitaria y haberme brindado el apoyo

para desarrollarme profesionalmente.

Leonardo

En primer lugar, agradecer a mis padres que han logrado su objetivo

de verme profesional a través de una buena enseñanza vista desde
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Resumen

En topologı́a, dos puntos distintos son topológicamente distinguibles si existe un conjunto

abierto donde se puede encontrar exactamente a uno de estos puntos. Un espacio topológico

(X, τ) es Kolmogórov cuando todo par de puntos distintos son topológicamente distinguibles.

En este trabajo de investigación, uno de los objetivos principales es caracterizar los espacios de

Kolmogórov usando espacios de aproximación. Primero, se presenta detalladamente algunas

de las diversas estructuras que se pueden utilizar para describir los espacios de aproximación,

tales como, distancias, sistemas de localización, calibres y cuadros. Se presentan también sus

propiedades de cada una de estas estructuras y se demuestra que cada una de las estructuras

induce a las otras. En el último capı́tulo, se dan caracterizaciones de los espacios de Kol-

mogórov usando los espacios de aproximación asociadas a las estructuras inducidas por su

topologı́a, tales como distancias, calibres, sistemas de localización y cuadros.
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Abstract

In topology, two distinct points are topologically distinguishable, if there exists an open set where

exactly one of these points can be found. A topological space (X, τ) is Kolmogorov when every pair

of distinct points are topologically distinguishable. This research work paper, in one of the main objec-

tives is to characterize the Kolmogórov spaces using approximation spaces. First, some of the various

structures that can be used to describe approach spaces, such as distances, localization systems, gauges,

and frames, are presented in detail. The properties of each of these structures are also presented and it

is shown that each of the structures induces the other structures. In the last chapter characterizations

of the Kolmogórov spaces are given using the approximation spaces associated with the structures

induced by their topology, such as distances, gauges, localization systems and frames.
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Introducción

Los espacios de aproximación fueron introducidos por el matemático Robert Lowen en 1989, cuyo

propósito inicial era generalizar espacios métricos, basado en distancias entre puntos a conjuntos, en

lugar de distancias punto a punto. En el presente trabajo de investigación se establecen condiciones

necesarias y suficientes para determinar si un espacio topológico es de Kolmogórov a través de su

espacio de aproximación asociado. Para ello se exhibirán cuatro caracterizaciones usando estructuras

sobre conjuntos tales como, distancias, calibres, sistemas de localización y cuadros.

Para mejor comprensión el trabajo fue dividido en tres capı́tulos:

En el primer capı́tulo, se desarrolló los preliminares básicos indispensables de topologı́a, espacios de

Kolmogórov y se presenta a detalle cuatro estructuras sobre conjuntos que serán indispensables en este

trabajo, tales como, distancias, calibres, sistemas de localización y cuadros.

En el segundo capı́tulo, se busca, partiendo de una estructura, encontrar las otras tres estructuras aso-

ciadas, para luego exhibir la topologı́a inducida por una distancia y sus propiedades.

El tercer capı́tulo, se darán cuatro caracterizaciones de los espacios de Kolmogórov. Para la primera

caracterización se usa distancias y sistema de localización. La segunda caracterización está hecha sólo

usando la noción de cuadros. Para la tercera caracterización se usa sólo sistemas de localización.

Finalmente en la cuarta caracterización se usa la noción de contracción, para la cual se usarán resulta-

dos del capitulo dos sobre distancias y calibres.

III
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Capı́tulo 1:

Preliminares

1.1 Nociones generales de topologı́a

1.1.1 Espacios topológicos

En esta subsección se introduce nociones básicas de topologı́a, tales como, espacios topológicos, con-

juntos cerrados y funciones continuas.

Definición 1.1 ([11]). Sea X un conjunto no vacı́o. Una topologı́a sobre X es una colección τ de

subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:

(t1) ∅, X ∈ τ .

(t2) Si A1, A2 ∈ τ , entonces A1 ∩A2 ∈ τ .

(t3) Dada una familia arbitraria {Aλ}λ∈L, Aλ ∈ τ, ∀λ ∈ L, entonces
⋃

λ∈LAλ ∈ τ .

Los elementos de τX serán llamados conjuntos abiertos y el par (X, τ) espacio topológico.
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Ejemplo1.1.

a) Sea X un conjunto no vacı́o y τind = {∅, X} entonces (X, τind) es un espacio topológico. La

colección τind es llamada topologı́a indiscreta sobre X .

b) Sea N el conjunto de los números naturales. Entonces la colección τN = {∅,N} ∪ {Uk =

{1, 2, ..., k} : k ∈ N} es una topologı́a sobre N. En efecto, por definición de τN, se tiene

que ∅,N ∈ τN. Sean Uk1 , Uk2 ∈ τN con k1, k2 ∈ N. Como Uk1 ∩ Uk2 = Uk ∈ N donde

k = mı́n{k1, k2} entonces, Uk1 ∩ Uk2 ∈ τN. Sea la colección A = {Aλ}λ∈L ⊂ τN, donde L

es un conjunto arbitrario de ı́ndices. Si
⋃
λ∈L

Aλ = N ∈ τN, claramente
⋃
λ∈L

Aλ ∈ τN. Ahora, si⋃
λ∈L

Aλ ̸= N, entonces existe m ∈ N tal que m ̸∈
⋃
λ∈L

Aλ. Sea m0 = mı́n{l ∈ N : l ̸∈
⋃
λ∈L

Aλ}.

Entonces
⋃
λ∈L

Aλ = ∅ ∈ τN si m0 = 1 y
⋃
λ∈L

Aλ = Um0−1 ∈ τN, si m0 ≥ 2. Esto, concluye que

τN es una topologı́a sobre N.

Definición 1.2 ([11]). Sea (X, τ) un espacio topológico. La clausura, adherencia o cerradura de un

subconjunto A ⊂ X es el conjunto:

A = {x ∈ X : ∀U ∈ τ con x ∈ U, U ∩A ̸= ∅}.

Un subconjunto A ⊂ X es cerrado, si es igual a su clausura, o sea, A = A.

Definición 1.3 ([11]). Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacio topológicos. Una función f : (X, τX) →

(Y, τY ) es continua si para todo A ∈ τY , el conjunto f−1(A) ∈ τX . Una función continua f es

llamada homeomorfismo, si es biyectiva y f−1 es continua.

Proposición 1.1. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos y f : (X, τX) → (Y, τY ) una función.

Son equivalentes:

1. f es una función continua.

2. La imagen inversa bajo f de cada cerrado de Y es un cerrado de X .

3. f(A) ⊂ (f(A)) para cada A ⊂ X .

Demostración. (Ver [11], pág. 104).

Observación 1.1. La composición de funciones continuas es una función continua. Las restric-

ciones de funciones continuas son continuas.
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Sean τ y τ ′ dos topologı́as distintas sobre un conjunto X . Entonces la función identidad id :

(X, τ) → (X, τ ′) es continua si y solo si τ es igual o mas fina que τ ′, o sea, id es continua si y

solo si τ ′ ⊆ τ .

Una función continua f : X → Y sigue siendo continua si se refina la topologı́a en X o se

engrosa la de Y .

Las demostraciones de las afirmaciones dadas en la observación 1.1 están demostradas en [11], página

108.

1.1.2 Operador clausura topológica

El concepto de operador clausura ha sido uno de los conceptos mas explorados en matemáticas debido

a las múltiples conexiones que ha permitido establecer entre diversos campos de esta ciencia. En esta

subsección se construirá una topologı́a inducida de forma natural por un operador clausura.

Definición 1.4 ([9]). Una aplicación

cl : 2X → 2X

es llamada operador clausura topológica en X si satisface las siguientes propiedades:

(c1) cl(∅) = ∅

(c2) A ⊆ cl(A)

(c3) cl(cl(A)) = cl(A)

(c4) cl(A ∪B) = cl(A) ∪ cl(B).

para cualesquiera A,B ∈ 2X

Si el operador clausura cl no cumple la propiedad (c3) , cl es llamado operador clausura pre-topológico.

Un conjunto A ∈ 2X es llamado conjunto fijo del operador clausura cl si cl(A) = A.

Proposición 1.2 ([9]). Sea X un conjunto no vacı́o y cl : 2X → 2X un operador clausura. Entonces

τcl := {U ∈ 2X : cl(X\U) = X\U}

es una topologı́a en X , es decir, los conjuntos fijos del operador cl son los conjuntos cerrados de la

topologı́a τcl.



1. Preliminares 7

Demostración. (t1) Primero note que, para A = X en la propiedad (c2) de la definición 1.4 se tiene

que X ⊆ cl(X), y como cl(X) es un subconjunto de X se tiene que cl(X) = X . Ası́,

cl(X\∅) = cl(X) = X = X\∅.

Por lo tanto ∅ ∈ τcl. Por otro lado, notemos también que X ∈ τcl, pues,

cl(X\X) = cl(∅) = ∅ = X\X.

(t2) Sean A1, A2 ∈ τcl, usando la propiedad (c4) de la definición 1.4 se tiene que

cl
(
X\(A1 ∩A2)

)
= cl

(
(X\A1) ∪ (X\A2)

)
= cl(X\A1) ∪ cl(X\A2)

= (X\A1) ∪ (X\A2)

= X\(A1 ∩A2).

Por lo tanto A1 ∩A2 ∈ τcl.

(t3) Sean {Aλ}λ ⊂ τcl. Primero note que X\
⋃

λ∈LAλ ⊆ cl
(
X\
⋃

λ∈LAλ

)
. Para la otra inclusión,

primero se demostrará que si A ⊆ B entonces cl(A) ⊂ cl(B). En efecto, de la propiedad (c4)

se tiene que

cl(B) = cl(A ∪ (B\A)) = cl(A) ∪ cl(B\A)) ⊇ cl(A).

Ahora, como
⋂

λ∈LX\Aλ ⊂ X\Aλ para todo λ ∈ L, entonces

cl
( ⋂

λ∈L
X\Aλ)

)
⊂ cl(X\Aλ) = X\Aλ,

esto implica que cl
(⋂

λ∈LX\Aλ

)
⊆
⋂

λ∈LX\Aλ. Por consiguiente,
⋂

λ∈LX\Aλ = cl(
⋂

λ∈LX\Aλ),

luego

cl
(
X\

⋃
λ∈L

Aλ

)
= cl

( ⋂
λ∈L

(X\Aλ)
)

=
⋂
λ∈L

(X\Aλ)

= X\
⋃
λ∈L

Aλ.

Por lo tanto
⋃

λ∈LAλ ∈ τcl.
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1.2 Espacios de Kolmogórov

En topologı́a se dice que dos puntos distintos, son distinguibles desde el punto de vista topológico si

existe un conjunto abierto donde se puede encontrar exactamente a uno de estos puntos. Los espacios

topológicos donde todos los puntos son distinguibles reciben el nombre de espacios de Kolmogórov, en

honor a memoria a Andrei Nikolaevich Kolmogórov, creador de la teorı́a axiomática de probabilidades.

Definición 1.5 ([13]). Un espacio topológico (X, τX) es un espacio de Kolmogórov o un espacio T0

si para cada par de puntos x, y ∈ X , con x ̸= y existe un subconjunto U ∈ τX tal que: Si x ∈ U ,

entonces y ̸∈ U o si y ∈ U , entonces x ̸∈ U .

Figura 1.1: Espacio topológico de Kolmogórov

Ejemplo1.2.

El espacio topológico (N, τN = {∅,N} ∪ {Uk = {1, 2, ..., k} : k ∈ N}) es un espacio de

Kolmogórov, pues, dados n,m ∈ N con n ̸= m. Entonces se tiene que n < m o m < n.

Suponga que n < m y tome Un ∈ τN. Luego, se tiene que: n ∈ Un y m ̸∈ Un. Análogamente,

si m < n para Um ∈ τN se tiene que: m ∈ Um y n ̸∈ Um.

Sea (X, d) un espacio métrico y τd la topologı́a inducida por la métrica d. Entonces (X, τd) es

un espacio de Kolmogórov. En efecto, dado x, y ∈ X tal que x ̸= y, entonces d(x, y) > 0.

Tomando U = B(x, ϵ) donde ϵ = d(x, y)/2, se tiene que x ∈ U y y /∈ U , por lo tanto (X, τd)

es un espacio de Kolmogórov.
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Sea X un conjunto y τ = 2X entonces (X, τ) es un espacio de Kolmogórov. En efecto, sea

x, y ∈ X dos puntos distintos, tomando U = {x}, claramente x ∈ U pero y /∈ U , esto implica

que (X, 2X) es un espacio de Kolmogórov.

Sea X un conjunto con más de un elemento y τ = {∅, X} la topologı́a trivial. Entonces (X, τ)

no es un espacio de Kolmogórov, pues dado x, y ∈ X con x ̸= y, el único abierto al cual x

pertenece es el conjunto X al cual el punto y también pertenece.

Sean X = R× {0, 1} y τ = {(R\A)× {0, 1} : A es finito } ∪ {∅, X}. El espacio topológico

(X, τ) no es un espacio de Kolmogórov, pues toda vecindad V del punto (0, 0) es de la forma

{(x, 0) : x ∈ R\A} ∪ {(x, 1) : x ∈ R\A} donde A es un conjunto finito, luego (x, 0) ∈ V si y

solamente si (x, 1) ∈ V . Por lo tanto, (0, 0) ∈ V si y solamente si (0, 1) ∈ V , o sea, no existe

un abierto V para el punto (0, 0) de tal manera que (0, 1) /∈ V y viceversa. Esto implica que

(X, τ) no es un espacio de Kolmogórov.

Sea R con la topologı́a usual τ1 la cual es generada por intervalos abiertos y la topologı́a trivial

τ2 = {∅,R}. Entonces X = R2 con la topologı́a producto τ = τ1 × τ2 no es un espacio de

Kolmogórov. En efecto, sean a, b, c ∈ R y tome x = (a, b) y y = (a, c). Si U ⊂ R2 es un

abierto tal que x ∈ U entonces U = I × R donde I ∈ τ1 y a ∈ I , por lo tanto y ∈ U .

Figura 1.2: El punto y pertenece a todo abierto U tal que x ∈ U .

Proposición 1.3. Un espacio topológico (X, τ) es un espacio de Kolmogórov si y solamente si para

cualquier x, y ∈ X con x ̸= y se tiene que x /∈ {y} o y /∈ {x}.
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Demostración. Suponga que (X, τ) es un espacio de Kolmogórov. Entonces, dados x, y ∈ X existe

U ∈ τ tal que x ∈ U y y /∈ U o existe V ∈ τ tal que y ∈ U y x /∈ U . El hecho de que exista un

abierto U tal que x ∈ U y y /∈ U implica que y /∈ {x}. Análogamente, el hecho de que y ∈ V y x /∈ V

implica que x /∈ {y}.

Ahora, suponga que para cualquier x, y ∈ X con x ̸= y se tiene que x /∈ {y} o y /∈ {x}. Suponga

por contradicción que (X, τ) no es un espacio de Kolmogórov, entonces para todo par de abiertos

U, V ⊂ X con x ∈ U y y ∈ V se tiene que y ∈ U y x ∈ V . El hecho de que y ∈ U para todo abierto

U con x ∈ U implica que x ∈ {y}, análogamente, si x ∈ V para todo abierto V con y ∈ V implica

que y ∈ {x}. Esto contradice la hipótesis, por lo tanto, (X, τ) es un espacio de Kolmogórov.

Observación 1.2. Note que un espacio topológico (X, τ) es de Kolmogórov si y solamente si para

todo par de puntos distintos x, y ∈ X , x ̸= y existen U, V ∈ τ con x ∈ U y y ∈ V tal que x /∈ V o

y /∈ U .

(a) Existen abiertos U de x y V de y tal que

y no pertenece a U y x no pertenece a V .

(b) Existen abiertos U de x y V de y tal que

x pertenece a V pero y no pertenece a U .

Proposición 1.4. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacio topológicos y f : (X, τX) → (Y, τY ) un homeo-

morfismo. Entonces (X, τX) es un espacio de Kolmogórov si y solamente si (Y, τY ) es un espacio de

Kolmogórov.

Demostración. En efecto, suponga primero que (X, τX) es un espacio de Kolmogórov. Sean y1, y2 ∈

Y tome x1 = f−1(y1) y x2 = f−1(y2). Como x1, x2 ∈ X y (X, τX) es un espacio de Kolmogórov,

entonces existe U1, U2 ∈ τX con x1 ∈ U1 y x2 ∈ U2 tal que x1 /∈ U2 o x2 /∈ U1. Como f−1 es

continua, se tiene que V1 = f(U1) y V2 = f(U2) son conjuntos abiertos, donde y1 ∈ V1 y y2 ∈ V2 tal
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que y1 /∈ V2 o y2 /∈ V1. Como y1, y2 fueron tomados arbitrariamente, se concluye que (Y, τY ) es un

espacio de Kolmogórov.

Para demostrar la reciproca, es suficiente intercambiar papeles de f por f−1 y de X por Y .

1.3 Estructuras sobre un conjunto

En topologı́a, los tres conceptos básicos de métrica, topologı́as y uniformidades han sido tratados has-

ta ahora como entidades separadas por medio de diferentes métodos y terminologı́a. En esta sección

se definen otras estructuras básicas que determinan lo que se denominará mas adelante un espacio de

aproximación. Una de las grandes ventajas de estos espacios es que pueden describirse mediante es-

tructuras conceptualmente muy diferentes, pero que están estrechamente relacionadas en cierto sentido,

como se verá en el capı́tulo 2.

1.3.1 Distancias

La primera y probablemente más atractiva estructura a considerar es la de una distancia entre puntos

y conjuntos. En un espacio métrico (X, d) se define una distancia entre pares de puntos y se puede

extender a una distancia entre puntos y conjuntos usando la siguiente fórmula

ρd(x,A) := ı́nf
a∈A

d(x, a) ∀x ∈ X,∀A ∈ 2X .

Ahora se introducirá el concepto de distancia sobre un conjunto, el cual generaliza la noción de distan-

cia de un punto hacia un subconjunto de un conjunto en espacios métricos.

Definición 1.6 ([9]). SeaX un conjunto no vacı́o. Una distancia sobreX es una función ρ : X×2X →

[0,+∞] que satisface las siguientes condiciones:

(p1) ρ(x, {x}) = 0, para todo x ∈ X .

(p2) ρ(x, ∅) = +∞, para todo x ∈ X .

(p3) ρ(x,A ∪B) = mı́n{ρ(x,A), ρ(x,B)}, para todo x ∈ X y para todo A,B ∈ 2X .
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(p4) ρ(x,A) ≤ ρ(x,A[ϵ]) + ϵ, donde A[ϵ] = {z ∈ X : ρ(z,A) ≤ ϵ}, para todo x ∈ X y para todo

A ∈ 2X .

Ejemplo1.3. Toda métrica sobre un conjunto induce una distancia sobre dicho conjunto. En efecto,

sea X un conjunto no vacı́o y d una métrica sobre X . La siguiente función distancia: ρd : X × 2X →

[0,+∞], dada por:

ρd(x,A) =

 ∞ si A = ∅,

ı́nf{d(x, y) : y ∈ A} si A ̸= ∅,

es una distancia. En efecto, sea x ∈ X , entonces ρd(x, {x}) = ı́nf{d(x, x)} = 0. Por definición,

ρd(x, ∅) = ∞. Sean A,B ∈ 2X . Para cada x ∈ X y usando el hecho de que {d(x, z) : z ∈ A ∪B} =

{d(x, z) : z ∈ A} ∪ {d(x, z) : z ∈ B}, se tiene que

ρd(x,A ∪B) = ı́nf{d(x, z) : z ∈ A ∪B}

= ı́nf
(
{d(x, z) : z ∈ A} ∪ {d(x, z) : z ∈ B}

)
= mı́n{́ınf{d(x, z) : z ∈ A}, ı́nf{d(x, z) : z ∈ B}}

= mı́n{ρd(x,A), ρd(x,B)}.

Para demostrar la propiedad (p4) de ρd se necesita demostrar la siguiente afirmación.

Afirmación: Para todo v, w ∈ X y cualquier M ∈ 2X se cumple ρd(v,M)− ρd(w,M) ≤ d(v, w). En

efecto, dado un ϵ > 0, existe u ∈M tal que d(w, u) < ρd(w,M) + ϵ.

ρd(v,M) ≤ d(v, u)

≤ d(v, w) + d(w, u)

< d(v, w) + ρd(w,M) + ϵ.

Como, ϵ > 0 es arbitrario se concluye que ρd(v,M) ≤ d(v, w) + ρd(w,M) y en consecuencia

ρd(v,M)− ρd(w,M) ≤ d(v, w). Esto concluye la demostración de la afirmación.

Sea x ∈ X , A ∈ 2X y A[ϵ] = {x ∈ X : ρd(x,A) ≤ ϵ}. Entonces

Si x ∈ A[ϵ], entonces se tiene que:

ρd(x,A) ≤ ϵ = 0 + ϵ = ρd(x,A
[ϵ]) + ϵ.
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Si x ̸∈ A[ϵ] caso en el cual se tiene que: ρd(x,A) > ϵ. Además, para cada z ∈ A[ϵ] se tie-

ne que: ρd(z,A) ≤ ϵ. Luego, ρd(z,A) ≤ ϵ < ρd(x,A) y por lo tanto, ρd(x,A) − ϵ ≤

ρd(x,A) − ρd(z,A) < d(x, z). Siendo esto válido para todo z ∈ A[ϵ], en consecuencia se

tiene que: ρd(x,A) ≤ ρd(x,A
[ϵ]) + ϵ. Mostrando de esta manera que ρd es una distancia sobre

X .

Proposición 1.5 ([9]). Sea X un conjunto no vacı́o y ρ : X × 2X → [0,+∞] una distancia sobre X.

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si x ∈ A, entonces ρ(x,A) = 0, para todo A ∈ 2X .

2. Si A ⊂ B, entonces ρ(x,B) ≤ ρ(x,A), para todo A,B ∈ 2X , y todo x ∈ X .

3. Si {Ai}ni=1 ⊂ 2X con n ∈ N y n ≥ 2, entonces ρ(x,
n⋃

i=1
Ai) = mı́n{ρ(x,Ai) : i = 1, ..., n}.

4. ρ(x,A) ≤ ρ(x,B) + sup{ρ(b, A) : b ∈ B}, para todo A,B ∈ 2X .

Demostración. 1. Si x ∈ A, entonces:

ρ(x,A) = ρ(x, {x} ∪A\{x})

= mı́n{ρ(x, {x}), ρ(x,A\{x})}

= mı́n{0, ρ(x,A\{x})} = 0.

2. Si A ⊂ B, entonces:

ρ(x,B) = ρ(x,A ∪ (B\A))

= mı́n{ρ(x,A), ρ(x,B\A)}

≤ ρ(x,A).
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3. Demostrando por inducción. Para n = 2 el ı́tem es válido por definición de ρ. Suponga que sea

válido para n ≥ 2. Ahora, para n + 1 se tiene que dada la colección finita {Ai}n+1
i=1 ⊂ 2X de

subconjuntos de X ,

ρ(x,

n+1⋃
i=1

Ai) = ρ(x,

n⋃
i=1

Ai ∪An+1)

= mı́n{ρ(x,
n⋃

i=1

Ai), ρ(x,An+1)}

= mı́n{mı́n{ρ(x,Ai) : i ∈ {1, 2, ..., n}, ρ(x,An+1)}

= mı́n{ρ(x,Ai) : i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}.

4. Sean x ∈ X y A,B ∈ 2X . Tomando ϵ = sup{d(b, A) : b ∈ B}, como A[ϵ] = {x ∈ X :

ρ(x,A) ≤ ϵ}, por la elección de ϵ es claro que B ⊂ A[ϵ]. Luego por el ı́tem (2) se tiene que

ρ(x,A[ϵ]) ≤ ρ(x,B). Entonces

ρ(x,A) ≤ ρ(x,A[ϵ]) + ϵ

≤ ρ(x,B) + sup{d(b, A) : b ∈ B}.

1.3.2 Sistemas de localización

En esta subsección se estudiará la noción de Sistemas de localización, la cual es una estructura que está

estrechamente relacionada con el concepto de un sistema de vecindad en un espacio topológico, como

se verá mas adelante.

Retı́culos

Dado un conjunto no vacı́o X y una relación binaria ≤ , se usará la notación x≤ y con x, y ∈ X

para indicar que (x, y) ∈ ≤ .

Definición 1.7 ([12]). Sea X un conjunto no vacı́o. Una relación binaria ≤ ⊂ X ×X es de orden

parcial si cumple las siguientes condiciones:

x≤ x, para todo x ∈ X (reflexiva);
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Si x≤ y y y ≤ x con x, y ∈ X , entonces x = y (anti-simétrica);

Si x≤ y y y ≤ z, entonces x≤ z (transitiva).

Ejemplo1.4. Sea X un conjunto no vacı́o y [0,∞]X := {f : X → [0,∞], es una función }. La

relación binaria ≤ := {(φ,ψ) ∈ [0,∞]X : φ(z)≤ ψ(z) para todo z ∈ X} es una relación de orden

parcial en [0,∞]X . En este caso, φ ≤ ψ si y solo si φ(z) ≤ ψ(z) para todo z ∈ X .

Figura 1.4: Representación para φ ≤ ψ.

Para cada constante a ∈ [0,∞] tiene asociada una función constante Ia ∈ [0,∞]X dada por

Ia(x) = a, para todo x ∈ X . En este trabajo, se identificará la constante a con la función constante Ia

asociada a a.

Definición 1.8 ([12]). SeaX un conjunto no vacı́o, ≤ una relación binaria enX ,A ⊂ X un subcon-

junto y m,M ∈ X puntos. Se dice que m (M , respectivamente) es cota inferior (superior, respectiva-

mente) de A si m≤ a (a≤M , respectivamente) para todo a ∈ A. Se dice que m es el ı́nfimo (supre-

mo, respectivamente) de A si m (M , respectivamente) es una cota inferior (superior, respectivamente)

deA tal quem∗ ≤m (M ≤M∗, respectivamente) para toda cota inferior (superior, respectivamente)

m∗ de A.

En caso de que el ı́nfimo y el supremo de A existan, serán denotados por
∧
A y

∨
A, respectivamente.

En particular, cuandoM = {a, b}, a, b ∈ X , considere a
∧
b =

∧
{a, b} =

∧
M y a

∨
b =

∨
{a, b} =∨

M .

Observe del ejemplo 1.4 que todo subconjunto A ⊂ [0,∞]X donde X es un conjunto no vacı́o

arbitrario, posee una cota inferior (superior respectivamente) dada por fi(x) = 0 (fs(x) = ∞, respec-

tivamente ) para todo x ∈ X .
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Definición 1.9 ([12]). Un retı́culo R := (R, ≤ ,
∨
,
∧
) está formado por un conjunto no vacı́o R

asociado a una relación de orden parcial ≤ de modo que todo subconjunto finito de R posee un

supremo e ı́nfimo.

Ejemplo1.5. Dado [0,∞]X , X ̸= ∅, es un retı́culo. En efecto, dado un subconjunto finito R ⊂

[0,∞]X , defina
∨
R,
∧
R : X → [0,+∞], como∨

R(x) = máx{f(x) : f ∈ R} y
∧
R(x) = mı́n{f(x) : f ∈ R}

para todo x ∈ X y además, se tiene que
∨
R,
∧
R ∈ [0,+∞]X . Por ejemplo, en la figura 1.5 se

representa
∨
R y

∧
R para R = {f1, f2, f3}.

Figura 1.5: Representación de
∨
R y

∧
R para R = {f1, f2, f3}.

Definición 1.10 ([12]). Un retı́culo R es completo si todo subconjunto de R posee ı́nfimo y supremo.

Ejemplo1.6. El retı́culo [0,∞]X = ([0,∞]X , ≤,
∨
,
∧
) es completo. En efecto, dado un subconjunto

R ⊂ [0,∞]X . Defina
∧
R : X → [0,∞] (

∨
R : X → [0,∞], respectivamente ) dado por

∧
R(x) =

ı́nf{f(x) : f ∈ R} (
∨
R(x) = sup{f(x) : f ∈ R}, respectivamente) para todo x ∈ X . Note que

para todo f ∈ R se tiene que 0 ≤ f(x) ≤ +∞ para todo x ∈ X , por lo tanto
∧
R y

∨
R están

bien definidos y pertenecen a [0,∞]X . Sigue fácilmente que
∧
R y

∨
R son el ı́nfimo y supremo de R

respectivamente.

Definición 1.11 ([12]). Dado un retı́culo completo R. Se dice que R es completamente distributivo si

cumple la siguiente identidad ∧
i∈I

(
∨
j∈Ji

fi,j) =
∨
φ∈K

(
∧
i∈I
fi,φ(i))

donde para cada i ∈ I y j ∈ Ji, fi,j ∈ R ; y K = {φ/φ : I →
⋃
i∈I
Ji, φ(i) ∈ Ji}.
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Ejemplo1.7. El retı́culo completo [0,∞]X = ([0,∞]X , ≤,
∨
,
∧
) es completamente distributivo. En

efecto, sea I un conjunto de ı́ndices y {Ji}i∈I una familia de ı́ndices, K = {φ/φ : I →
⋃
i∈I
Ji, φ(i) ∈

Ji} y una familia {fi,j}i∈I,j∈Ji ⊂ R. Antes de seguir con la demostración de que [0,∞]X es comple-

tamente distributivo se necesita demostrar la siguiente afirmación:

Observación 1.3. ı́nfi∈I supj∈Ji fi,j(x) = supφ∈K ı́nfi∈I fi,φ(i)(x).

Demostración. Tomando α = ı́nfi∈I supj∈Ji fi,j(x) y β = supφ∈K ı́nfi∈I fi,φ(i)(x). Por definición

de α se tiene que α ≤ supj∈Ji fi,j(x) para todo i ∈ I . Dado ϵ > 0, por definición de supremo, para

cada i ∈ I existe ji ∈ Ji tal que supj∈Ji fi,j(x) ≤ fi,ji(x) + ϵ. Por lo tanto

α ≤ fi,ji(x) + ϵ, para todo i ∈ I. (1.1)

Tomando φ0 : I →
⋃
i∈I
Ji, φ(i) ∈ Ji definida por φ0(i) = ji. Note que φ0 ∈ K, la relación 1.1 implica

α ≤ ı́nf
i∈I

(fi,ji(x) + ϵ) = ı́nf
i∈I

fi,ji(x) + ϵ = ı́nf
i∈I

fi,φ(i)(x) + ϵ. (1.2)

Por definición de β se tiene que β ≥ ı́nfi∈I fi,φ(i)(x) para todo φ ∈ K. Esto, junto con la desigualdad

(1.2), implican que

α ≤ ı́nf
i∈I

fi,φ(i)(x) + ϵ ≤ β + ϵ.

Como ϵ > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequeño, se obtiene que α ≤ β.

Para demostrar la desigualdad β ≤ α, note que, dado ϵ > 0, por definición de ı́nfimo existe i0 ∈ I tal

que supj∈Ji0
fi0,j(x) < α + ϵ/2. Además, como β = supφ∈K ı́nfi∈I fi,φ(i)(x) existe φ0 ∈ K tal que

β < ı́nfi∈I fi,φ0(i)(x) + ϵ/2. En particular, como φ0(i0) ∈ Ji0 se tiene

β < ı́nf
i∈I

fi,φ0(i)(x) + ϵ/2 ≤ fi0,φ0(i0)(x) + ϵ/2 ≤ sup
j∈Ji0

fi0,j(x) + ϵ/2 < α+ ϵ.

Como ϵ > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequeño, se obtiene que β ≤ α. Esto concluye la

demostración de la afirmación.

Para concluir con la demostración de la distributividad completa [0,∞]X , note que la Afirmación 1.3

implica que ∧
i∈I

(
∨
j∈Ji

fi,j)(x) = ı́nf
i∈I

sup
j∈Ji

fi,j(x)

= sup
φ∈K

ı́nf
i∈I

fi,φ(i)(x)

=
∨
φ∈K

(
∧
i∈I
fi,φ(i)(i).
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Por lo tanto, el retı́culo completo ([0,∞]X , ≤,
∨
,
∧
) es completamente distributivo.

Definición 1.12 ([12]). Sea R un retı́culo. Un conjunto R ⊂ R es un ideal en R si cumple las siguien-

tes condiciones:

1. Si f ∈ R, g ∈ R y g ≤ f , entonces g ∈ R.

2. Si R
′ ⊂ R es un subconjunto finito, entonces

∨
R

′ ∈ R

Ejemplo1.8. Sea X = Z y R := ([0,∞]Z, ≤ ,
∨
,
∧
) el retı́culo definido en el ejemplo 1.5 para

X = Z. Considere R = {f ∈ [0,∞]Z : f(n) ≤ 1 si n ≤ 0.}, entonces R es un ideal de R = [0,∞]Z.

En efecto:

(1) Sea f ∈ R y g : Z → [0,∞] tal que g ≤ f , entonces g(n) ≤ f(n) para todo n ∈ Z. En

particular, para n ≤ 0 se tiene que

g(n) ≤ f(n) ≤ 1,

por lo tanto g ∈ R.

(2) Sea R
′ ⊂ R un subconjunto finito. Como R′ esta contenido en R se tiene que g(n) ≤ 1 para

todo n ≤ 0. Entonces si n ≤ 0, se tiene que

∨
R

′
(n) = máx

g∈R′
g(n) ≤ máx

g∈R′
1 = 1,

esto implica que
∨
R

′ ∈ R.

De (1) y (2) se concluye que R es un ideal del retı́culo R = [0,∞]Z.

Definición 1.13 ([12]). Sea R = (R, ≤ ,
∨
,
∧
) un retı́culo y un conjunto M ⊂ R. M es un ideal

base en R si, para cada f, g ∈M , existe ξ ∈M de modo que f
∨
g ≤ ξ.

Definición 1.14 ([2]). Dado el retı́culo [0,∞]X = ([0,∞]X , ≤,
∨
,
∧
), S ⊂ [0,∞]X y f ∈ [0,∞]X .

Se dice que:

1. f es dominada por S, o que S domina f , si para cada ϵ > 0 , para cada δ <∞ existe fϵ,δ ∈ S

tal que f
∧
δ ≤ fϵ,δ + ϵ. Se dice también que la familia {fϵ,δ}ϵ,δ domina f ;

2. S es saturado si toda función dominada por S pertenece a S.
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Ejemplo1.9.

Sea β > 0, S1 = {g ∈ [0,∞]X : g(x) ≥ β ∀x ∈ X} y f ∈ [0,∞]X tal que f(x) ≤ β para

todo x ∈ X . Entonces f es dominada por S1. En efecto, dado ϵ > 0 entonces para cada δ <∞

tomando fϵ,δ ∈ S1 como la función constante igual fϵ,δ(x) = β para todo x ∈ X , entonces

f(x) ∧ δ ≤ f(x) ≤ β = fϵ,δ(x) < fϵ,δ(x) + ϵ.

Por lo tanto S1 domina a f . Sin embargo note que S1 no es un conjunto saturado, pues, a pesar

de que f es dominada por S1, se tiene que f /∈ S1.

Figura 1.6: f es dominada por el conjunto S1.

Sea α > 0, S2 = {g ∈ [0,∞]X : g(x) ≤ α ∀x ∈ X}, entonces S2 es un conjunto saturado.

De hecho, si f ∈ [0,∞]X es dominada por f entonces para cada ϵ > 0 y 0 < δ < ∞ existe

fϵ,δ ∈ S2 tal que f ∧ δ ≤ fϵ,δ + ϵ. Como fϵ,δ ∈ S2 entonces fϵ,δ ≤ α, entonces

f ∧ δ ≤ α+ ϵ, (1.3)

Como ϵ > 0 puede ser tomado arbitrariamente en 1.3 entonces

f ∧ δ ≤ α. (1.4)

Finalmente, como δ < ∞ en 1.4 es tomado arbitrariamente, se puede tomar δ > α, entonces

f ∧ δ = f . De esto y por 1.4 se tiene que f ≤ α, por lo tanto, f ∈ S2, o sea, toda función

dominada por S2 pertenece a S2, lo que implica S2 es un conjunto saturado.
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Figura 1.7: Conjunto saturado S2.

Sistemas de localización

Definición 1.15 ([9]). Sea X un conjunto no vacı́o. Una familia de ideales {Sx}x∈X en [0,∞]X es un

sistema de localización en X si para cada x ∈ X si satisface las siguientes condiciones:

(s1) f(x) = 0 para todo f ∈ Sx.

(s2) Sx es saturado.

(s3) Para cada f ∈ Sx, ϵ > 0 y δ < ∞ existe (fw)w∈X ∈
∏

w∈X
Sw tal que f(y)

∧
δ ≤ fx(z) +

fz(y) + ϵ, para todo y, z ∈ X .

Dado un conjunto no vacı́o X , un sistema de localización {Sx}x∈X se denotará por S. Para cada

x ∈ X , si f ∈ Sx, se dice que f es una distancia local en x.

Ejemplo1.10. Sea X = R, para cada x ∈ R, defina

Sx = {f ∈ [0,∞]R : ∀A ⊂ R, ı́nf
a∈A

f(a) ≤ ı́nf
a∈A

|x− a|}.

Entonces S =
{
Sx : x ∈ R

}
es un sistema de localización en R.

Demostración. Sea x ∈ R, entonces:

(s1) Si f ∈ Sx, tomando A = {x} entonces f(x) ≤ |x− x| = 0.

(s2) Sea f ∈ [0,∞]R una función dominada por Sx. Entonces para cada ϵ > 0, δ < ∞ existe

fϵ,δ ∈ Sx tal que

f
∧
δ ≤ fϵ,δ + ϵ.



1. Preliminares 21

Para cada A ⊂ R tome δ > f(a0) para algún a0 ∈ A, entonces ı́nf
a∈A

(f(a)
∧
δ) = ı́nf

a∈A
f(a), por

lo tanto

ı́nf
a∈A

f(a) = ı́nf
a∈A

(f(a)
∧
δ)

≤ ı́nf
a∈A

fϵ,δ(a) + ϵ

≤ ı́nf
a∈A

|x− a|+ ϵ.

Como ϵ > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequeño, concluimos que ı́nf
a∈A

f(a) ≤ ı́nf
a∈A

|x−a|,

lo que implica que f ∈ Sx, o sea, Sx es saturado.

(s3) Dado f ∈ Sx, ϵ > 0 y δ <∞. Para cada w ∈ R, defina fw : R → [0,∞], donde

fw(a) = |w − a|.

Dado cualquier y, z ∈ R, tomando A = {y}, note que

f(y) = ı́nf
a∈A

f(a) ≤ ı́nf
a∈A

|x− a| = |x− y|.

Por lo tanto

f(y)
∧
δ ≤ f(y) ≤ |x− y| ≤ |x− z|+ |z − y| = fx(z) + fz(y) ≤ fx(z) + fz(y) + ϵ.

Definición 1.16 ([9]). Sea X un conjunto no vacı́o. Una familia de ideales base {Bx}x∈X en [0,∞]X

es un sistema de localización base en X si para cada x ∈ X se satisface las siguientes condiciones:

1. f(x) = 0, para todo f ∈ Bx.

2. Para cada f ∈ Bx, ϵ > 0 y δ < ∞ existe (fw)w∈X ∈
∏

w∈X
Sw tal que f(y)

∧
δ ≤ fx(z) +

fz(y) + ϵ, para todo y, z ∈ X .

Observe que todo sistema de localización también es un sistema de localización base. Para cada

B ⊂ [0,∞]X , se define el siguiente conjunto:

S(B) = {f ∈ [0,∞]X : B domina f}

= {f ∈ [0,∞]X : Para cada ϵ > 0, para cada δ <∞ existe fϵ,δ ∈ B tal que f ∧ δ ≤ fϵ,δ + ϵ}

Se dice que S(B) es la saturación de B.

Definición 1.17 ([9]). Una familia de ideales base {Bx}x∈X en [0,∞]X es una base para un sistema

de localización {Sx}x∈X en X si S(Bx) = Sx para cada x ∈ X . Se dice también que {Bx}x∈X

genera {Sx}x∈X o que {Sx}x∈X es generada por {Bx}x∈X .
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Figura 1.8: Elementos del ideal Sx.

1.3.3 Calibre

En esta subsección se define una estructura que se puede comparar con la de definir un espacio

uniforme a través de una familia de p-métricas, llamado Calibre. Pero antes se necesita introducir la

noción de pseudo-casi-métrica.

Definición 1.18 ([9]). Una aplicación

d : X ×X → [0,∞]

es llamada de una métrica en X si satisface las siguientes propiedades:

(d1) d(x, x) = 0

(d2) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

(d3) d(x, y) = d(y, x)

(d4) d(x, y) = 0 ⇒ x = y

(d5) d(x, y) <∞

para cualesquier x, y, z ∈ X .
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El par (X, d), donde d es una métrica en X , es llamado espacio métrico. La propiedad (d2) es llamada

desigualdad triangular, la (d3) simetrı́a, la propiedad (d4) separación (de puntos) y la (d5) finitud.

Observación 1.4. Si d solo cumple (d1) , (d2) , (d3) y (d4), d es llamada de una métrica exten-

dida, o una ∞-métrica.

Si d cumple solamente con (d1) , (d2) , (d3) y (d5), d es llamada de una pseudo métrica, o una

p-métrica.

Si d cumple únicamente con(d1) , (d2) , (d4) y (d5), d es llamada de una casi-métrica, o una

q-métrica.

Si d satisface las propiedades (d1) y (d2) entonces d es llamada de una ∞-pseudo-casi-métrica,

o una ∞pq-métrica. El par (X, d), donde d es una ∞pq-métrica en X , se llama de un espacio

pseudo-casi-métrico extendido, o un espacio ∞pq-métrico.

Se denotará por pqM∞(X) al conjunto de todas las ∞pq-métricas en X , o sea,

pqM∞(X) := {d : X ×X → [0,∞] : d es una ∞pq − métrica enX}.

Ejemplo1.11. Sea ρ una distancia en un conjuntoX . Considere dρ : X×X −→ [0,∞] definida como

dρ(x, y) = ρ(x, {y}),

entonces dρ ∈ pqM∞(X). En efecto, por (p1) de la definición 1.6 se tiene que

dρ(x, x) = ρ(x, {x}) = 0.

Por otro lado, si x, y, z ∈ X tomando A = {z} y B = {y} en el ı́tem (4) de la proposición 1.5, se

tiene que

dρ(x, z) = ρ(x, {z})

≤ ρ(x, {y}) + sup{ρ(b, {z}) : b ∈ {y}}

= ρ(x, {y}) + ρ(y, {z})

= dρ(x, y) + dρ(y, z).
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El conjunto pqM∞(X) con la relación de orden usual para funciones es un retı́culo, pues dado

cualquier conjunto finito L ⊂ pqM∞(X) entonces
∨
L : X ×X → [0,∞] y

∧
L : X ×X → [0,∞]

están dadas por

∨
L(x, y) = sup{d(x, y) : d ∈ L}∧
L(x, y) = ı́nf{d(x, y) : d ∈ L}.

Dado un conjunto X no vacı́o, x, y ∈ X y d ∈ pqM∞(X), defina las funciones d(x, ·), d(·, y) :

X → [0,∞] como d(x, ·)(z) = d(x, z), d(·, y)(z) = d(z, y) para todo z ∈ X respectivamente. Por

definición de [0,∞]X , es claro que las funciones d(x, ·), d(·, y) pertenecen al retı́culo [0,∞]X .

Definición 1.19 ([9]). Sean C ⊂ pqM∞(X) y d ∈ pqM∞(X). Se dice que d es dominada por C, o que

C domina d, si para cada x ∈ X , ϵ > 0 y δ <∞ existe dx,ϵ,δ ∈ C tal que d(x, a)∧δ ≤ dx,ϵ,δ(x, a)+ϵ,

para todo a ∈ X . En este caso, se dice que la familia {dx,ϵ,δ ∈ C}δ>0,ϵ>0 domina d.

Ejemplo1.12. Sea X un conjunto no vacı́o y d0 ∈ pqM∞(X). Sea C ⊂ pqM∞(X) tal que exista

d1 ∈ C tal que d0(x, y) ≤ d1(x, y) para todo x, y ≤ X , entonces d0 es dominada por el conjunto C.

En efecto, sea x ∈ X , ϵ > 0 y δ <∞. Como d1 ∈ C, tomando dx,ϵ,δ = d1 se tiene que:

d0(x, a) ∧ δ ≤ d0(x, a) ≤ d1(x, a) = dx,ϵ,δ(x, a) < dx,ϵ,δ(x, a) + ϵ,

para todo a ∈ X . Esto implica que todo d0 es dominada por C.

Definición 1.20 ([9]). Un conjunto C ⊂ pqM∞(X) es saturado si toda pq-métrica dominada por C

pertenece a C.

Ejemplo1.13. Para cualquier conjunto X ̸= ∅ se tiene que pqM∞(X) es saturado. En efecto, sea

d ∈ pqM∞(X), x ∈ X , ϵ > 0 y δ <∞, tomando dx,ϵ,δ = d se tiene que:

d(x, a) ∧ δ ≤ d(x, a) < d(x, a) + ϵ,

para todo a ∈ X . Por lo tanto, d es dominado por el conjunto pqM∞(X) para todo d ∈ pqM∞(X), o

sea, el conjunto pqM∞(X) es saturado.

Definición 1.21 ([9]). Sea C ⊂ pqM∞(X). El conjunto C es un calibre enX si satisface las siguientes

condiciones:
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C es un ideal en pqM∞(X);

C es saturado.

Ejemplo1.14. Sea X un conjunto no vacı́o, d0 ∈ pqM∞(X) y C0 := {d ∈ pqM∞(X) : d(x, y) ≤

d0(x, y) ∀x, y ∈ X}. El conjunto C := {d ∈ pqM∞(X) : d es dominada por C0} es un calibre. En

efecto, por el ejemplo 1.12 se tiene que todo elemento d ∈ C0 es dominada por C0, por lo tanto, C0 ⊂ C.

Si d ∈ pqM∞(X) es dominada por C, entonces , dado x ∈ X , ϵ > 0 y δ <∞ existe dx,ϵ,δ ∈ C tal que

d(x, a) ∧ δ ≤ dx,ϵ,δ(x, a) + ϵ, para todo a ∈ X . Como dx,ϵ,δ ∈ C entonces dx,ϵ,δ es dominada por C0.

Por definición de C0 se tiene que dx,ϵ,δ ≤ d0, por lo tanto,

d(x, a) ∧ δ ≤ dx,ϵ,δ(x, a) + ϵ ≤ d0(x, a) + ϵ,

para todo a ∈ X . Esto implica que d es dominada por C0, por lo tanto, d ∈ C, y como d ∈ pqM∞(X)

fue tomado arbitrario, se tiene que C es saturado.

Para demostrar que C es un ideal, primero se verificará que si d′ ∈ C y d ∈ pqM∞(X) tal que d ≤ d′

entonces d ∈ C. En efecto, como d′ es dominada por C0 entonces, para cada x ∈ X , ϵ > 0 y δ < ∞

existe d′x,ϵ,δ ∈ C0 tal que d′(x, a) ∧ δ ≤ d′x,ϵ,δ(x, a) + ϵ, para todo a ∈ X . Como d ≤ d′, se tiene que

d(x, y) ∧ δ ≤ d′(x, y) ∧ δ ≤ d′x,ϵ,δ(x, y) + ϵ.

Esto implica que d es dominada por C0 y por lo tanto, d ∈ C. Resta demostrar que si R ⊂ C es

un conjunto finito entonces
∨
R ∈ C. En efecto, como R es finito, existe d1, . . . , dl ∈ C tal que

R = {d1, . . . , dl}. Como d1, . . . , dl son dominadas por C0, entonces para cada x ∈ X , ϵ > 0 y δ <∞

existe di,x,ϵ,δ ∈ C0 tal que di(x, a) ∧ δ ≤ di,x,ϵ,δ(x, a) + ϵ, para todo a ∈ X . Como di,x,ϵ,δ ∈ C0, por

definición de C0 se tiene que di,x,ϵ,δ ≤ d0 para todo i = 1, . . . , l. Por lo tanto∨
R(x, a) ∧ δ =

(
d1(x, a) ∨ . . . ∨ dl(x, a)

)
∧ δ

= (d1(x, a) ∧ δ) ∨ . . . ∨ (dl(x, a) ∧ δ)

≤ (d1,x,ϵ,δ(x, a) + ϵ) ∨ . . . ∨ (dl,x,ϵ,δ(x, a) + ϵ)

≤ (d0(x, a) + ϵ) ∨ . . . ∨ (d0(x, a) + ϵ)

≤ d0(x, a) + ϵ.

Esto implica que
∨
R es dominada por C0, por lo tanto

∨
R ∈ C. Esto completa la demostración que

C es un calibre en pqM∞(X)
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Ahora, se pasa a definir subconjuntos de pqM∞(X) con caracterı́sticas cercanas a la de un calibre.

Definición 1.22 ([9]). Sea D ⊂ pqM∞(X). El conjunto D es un calibre base en X si es un ideal base

en pqM∞(X).

Observe que todo calibre es un calibre base. Además, para cada D ⊂ pqM∞(X), se define el

siguiente conjunto:

S(D) = {d ∈ pqM∞(X) : d es dominada por D}

= {d ∈ pqM∞(X) : ∀x ∈ X, ϵ > 0, δ <∞, ∃dx,ϵ,δ ∈ D tal que d(x, .) ∧ δ ≤ dx,ϵ,δ(x, .) + ϵ}

el cual se llamará la saturación de D. Observe que D ⊂ S(D) y si C es un calibre en X , entonces

S(C) = C.

Ejemplo1.15. Sea X un conjunto no vacı́o, d0 ∈ pqM∞(X) y C0 como en el ejemplo 1.14. Por el

ejemplo 1.14 se sabe que C := {d ∈ pqM∞(X) : d es dominada por C0} es un calibre en pqM∞(X).

Ahora se demostrará que C es un calibre base en pqM∞(X). En efecto, sean d, d′ ∈ C, entonces

para cada x ∈ X , ϵ > 0 y δ < ∞ existe dx,ϵ,δ, d′x,ϵ,δ ∈ C0 tal que d(x, a) ∧ δ ≤ dx,ϵ,δ(x, a) + ϵ y

d′(x, a) ∧ δ ≤ d′x,ϵ,δ(x, a) + ϵ, para todo a ∈ X . Por lo tanto:

d(x, y) ∨ d′(x, y) ≤ (dx,ϵ,δ(x, a) + ϵ) ∨ (d′x,ϵ,δ(x, a) + ϵ)

≤ (dx,ϵ,δ(x, a) ∨ d′x,ϵ,δ(x, a)) + ϵ

≤ (d0(x, a) ∨ d0(x, a)) + ϵ

≤ d0(x, a) + ϵ.

Como d0 ∈ C, y d, d′ ∈ C fueron tomados arbitrariamente, se tiene que C es un ideal base. Esto

completa la demostración de que C es un calibre base en pqM∞(X).

Definición 1.23 ([9]). Sea C ⊂ pqM∞(X) un calibre y D ⊂ pqM∞(X). D es una base para C en X

si S(D) = C. En este caso, se dice que D genera C o que C es generado por D.

En el siguiente ejemplo, se dejará en evidencia que es posible que un calibre sea generado por diferentes

calibres base.

Ejemplo1.16. Considere el conjunto de los números reales R con la métrica usual dR : R × R →

[0,∞], donde dR(a, b) = |a− b|, para todo a, b ∈ R . Sea D = {dR} y C el calibre generado por D, o

sea, C = S(D). Entonces para todo conjunto de números reales A ⊂ [0, 1] tal que supA = 1

DA := {adR | a ∈ A}
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es un calibre base tal que S(DA) = C.

Demostración. Es claro que D y DA son ideales bases. Ahora para probar que S(D) = S(DA) pri-

mero se probará que S(DA) ⊂ S(D). Considere d ∈ S(DA). Entonces para todo x ∈ X, para todo

ϵ > 0 y para todo ω <∞, existe a ∈ A tal que

d(x, ·) ∧ ω ≤ adR(x, ·) + ϵ

Por lo tanto, para todo ∀x ∈ X,∀ϵ > 0,∀ω <∞

d(x, ·) ∧ ω ≤ adR(x, ·) + ϵ

≤
(
supA.dR(x, ·)

)
+ ϵ

= dR(x, ·) + ϵ

Esto significa que d es dominado por D, en consecuencia d ∈ S(D).

Para probar la otra inclusión, considere dR y sea x ∈ X, ϵ > 0 y ω <∞. Entonces se tiene que

dR(x, ·) ∧ ω ≤ dR(x, ·) + ϵ = supA.dR(x, ·) + ϵ,

como supA = 1, se puede tomar a ∈ A, tal que

a ≥ ω − ϵ

ω
.

Finalmente, se verificará que dR(x, ·) ∧ ω ≤ adR(x, ·) + ϵ. En efecto:

Si ω ≤ dR(x, ·) entonces dR(x, ·) ∧ ω = ω y por lo tanto

adR(x, ·) + ϵ ≥ a.ω + ϵ

≥ ω − ϵ

ω
.ω + ϵ

= ω

= dR(x, ·) ∧ ω.

Si ω ≥ dR(x, ·) entonces dR(x, ·) ∧ ω = dR(x, ·) y por lo tanto

adR(x, ·) + ϵ ≥ ω − ϵ

ω
.dR(x, ·) + ϵ

= dR(x, ·)−
ϵ

ω
.dR(x, ·) + ϵ

= dR(x, ·) + ϵ(1− dR(x, ·)
ω

)

≥ dR(x, ·)

= dR(x, ·) ∧ ω.
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Por lo tanto, se tiene que dR ∈ S(DA).

La siguiente proposición muestra que los calibres base y las bases para calibres son conceptos equiva-

lentes.

Lema 1.1. Sea X un conjunto no vacı́o.

1. Si D es un calibre base en X , entonces S(D) es un calibre de X generado por D.

2. Si D es una base del calibre C en X , entonces D es un calibre base de X .

Demostración. (Ver [9], pág 19).

1.3.4 Cuadros

Definición 1.24 ([9]). Sea Q ⊆ [0,∞]X . Se dice que Q es un cuadro enX si las siguientes propiedades

son satisfechas:

(Q1) ∨Q ∈ Q

(Q2) f ∧ g ∈ Q

(Q3) f + c ∈ Q, para todo c ∈ [0,∞]

(Q4) f − c ∈ Q, para todo c ∈ [0, ı́nfx∈X f(x)]

para cualquier Q ⊆ Q y f, g ∈ [0,∞]X .

Los elementos de un cuadro Q son llamados de aplicaciones regulares.

Ejemplo1.17. SeaX un conjunto no vacı́o, entonces Q = {f ∈ [0,∞]X : f es una función constante }

es un cuadro en X , puesto que, supremo, ı́nfimo, suma y diferencia de funciones constante, continúa

siendo una función constante.

Ejemplo1.18. Tome una función g0 ∈ [0,∞]X entonces el conjunto de las traslaciones de g0 es un

cuadro en X , o sea, el conjunto

Q = {f ∈ [0,∞]X : f = g0 + c′para alguna constante c′ ∈ R}
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es un cuadro sobre X , puesto que, supremo, ı́nfimo, suma y diferencia de traslaciones, continúa siendo

una traslación.

Proposición 1.6 ([9]). Sea Q ⊂ [0,∞]X un cuadro en X . Entonces:

(i) Q contiene a todas las aplicaciones constantes;

(ii) (f − α) ∨ 0 ∈ Q para cualquier f ∈ Q y α ∈ [0, ı́nfx∈X f(x)].

Demostración. (i) Sea c ∈ [0,∞] y Ic la función constante asociada a c. Tomando Q = ∅ en Q1

de la definición 1.24 se tiene que I0 ∈ Q, luego tomando f = I0 en Q3 se tiene que Ic ∈ Q.

(ii) Sea α ∈ [0, ı́nfx∈X f(x)], entonces por el ı́tem (i) se tiene que Iα ∈ Q, luego por Q1 se tiene

que f ∨ α ∈ Q. Note que α ∈ [0, ı́nfx∈X(f ∨ α)(x)], por lo tanto

(f ∨ α)− α ∈ Q. (1.5)

Ahora, note que (f − α) ∨ 0 = (f ∨ α)− α. En efecto, sea x ∈ X entonces

f(x) ∨ α− α =


f(x)− α, si f(x) ≥ α

0, si f(x) ≤ α

= (f(x)− α) ∨ 0 (1.6)

Finalmente, de 1.5 y 1.6 se concluye que (f − α) ∨ 0 ∈ Q.



Capı́tulo 2:

Espacios de Aproximación

En topologı́a, una rama de las matemáticas, los espacios de aproximación son una generalización de los

espacios métricos, basados en distancias punto a conjunto, en lugar de distancias punto a punto. Fueron

presentados por Robert Lowen en 1989, en una serie de artı́culos sobre teorı́a del enfoque entre 1988

y 1995. En este capı́tulo, se formaliza el concepto de espacio de aproximación. También se definirá

una estructura similar a un operador lı́mite, se dará algunos ejemplos de aproximaciones en el conjunto

[0,∞]X .

2.1 Espacios de aproximación

Definición 2.1 ([9]). Sea ρ una distancia sobre X . El par (X, ρ) es llamado espacio de aproximación.

Ejemplo2.1. Sea P := [0,∞], la aplicación

ρP : [0,∞]× 2[0,∞] → [0,∞]

(x,A) 7→

 (x− supA) ∨ 0, A ̸= ∅

∞, A = ∅

es una distancia en P y por lo tanto ([0,∞], ρP) es un espacio de aproximación. En efecto:

(p1) Sea x ∈ [0,∞], entonces ρP(x, {x}) = (x− sup{x}) ∨ 0 = 0.

(p2) Para cualquier x ∈ X por definición se tiene que ρP(x, ∅) = ∞.
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(p3) Sea x ∈ X y A,B ∈ 2X , sin pérdida de generalidad, suponga que A y B son conjuntos no

vacı́os y que supA ∪ B = supA, entonces supB ≤ supA y (x − supA) ≤ (x − supB), o

sea,

ρP(x,A) = (x− supA) ∨ 0 ≤ (x− supB) ∨ 0 = ρP(x,B).

Por lo tanto,

ρP(x,A ∪B) = (x− sup(A ∪B)) ∨ 0

= (x− supA) ∨ 0

= ρP(x,A) = mı́n{ρP(x,A), ρP(x,B)}.

(p4) Sea A ∈ 2X y ϵ > 0. Note que en este caso supA[ϵ] = supA+ ϵ, entonces

ρP(x,A
[ϵ]) = (x− supA[ϵ]) ∨ 0

= (x− supA− ϵ) ∨ 0

≥ (x− supA) ∨ 0 − ϵ

≥ ρP(x,A)− ϵ.

Por lo tanto ([0,∞], ρP) es un espacio de aproximación.

2.2 Estructuras asociadas

En este capı́tulo, se verá que las estructuras sobre un conjunto definidas en el capı́tulo 1, a pesar de que

son conceptualmente muy diferentes, son equivalentes.

Una estructura derivada de otra se denominará estructura asociada. Las transiciones que se realizarán

se muestran en el siguiente diagrama.

DistanciaKS

��

ks +3 CalibreKS

��
Cuadro Sistema de Localización
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2.2.1 Distancias y Calibres

En esta sección se demostrará que las distancias y calibres son estructuras asociadas. Es decir, una

estructura induce la otra y viceversa.

Teorema 2.1 ([9]). Sea ρ una distancia en un conjunto X . Entonces la colección:

Cρ = {d ∈ pqM∞(X) : para todo A ∈ 2X , para todo x ∈ X se tiene que ı́nf
a∈A

d(x, a) ≤ ρ(x,A)}

es un calibre en X .

Demostración. Para probar que Cρ es un calibre debemos probar primero que Cρ es un ideal de

pqM∞(X) y es saturado. En efecto:

1. Sea d ∈ Cρ y d′ ∈ pqM∞(X) tal que d′ ≤ d, entonces

ı́nf
a∈A

d′(x, a) ≤ ı́nf
a∈A

d(x, a) ≤ ρ(x,A),

por lo tanto, d′ ∈ Cρ.

2. Sea D ⊂ Cρ un subconjunto finito, x ∈ X yA ∈ 2X , entonces sup
d∈D

d ∈ Cρ, donde (sup
d∈D

d)(x, a) :=

sup
d∈D

d(x, a). En efecto, por distributividad completa, se tiene que:

ı́nf{(sup
d∈D

d)(x, a) : a ∈ A} = ı́nf{sup
d∈D

d(x, a) : a ∈ A}

= sup{ ı́nf
a∈A

φ(a)(x, a) : φ ∈ DA}.

Sea φ ∈ DA fijado arbitrariamente, se tiene que A =
⋃
d∈D

φ−1(d) y además:

ı́nf{φ(a)(x, a) : a ∈ A} = ı́nf{ ı́nf
a∈φ−1(d)

d(x, a) : d ∈ D}

≤ ı́nf{ρ(x, φ−1(d)) : d ∈ D}

= mı́n{ρ(x, φ−1(d)) : d ∈ D}, ya que D es finito .

= ρ(x,
⋃
d∈D

φ−1(d)), por la proposición 1.5, Item 3.

= ρ(x,A).
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Siendo φ ∈ DA arbitrario se obtiene que sup{ ı́nf
a∈A

φ(a)(x, a) : φ ∈ DA} ≤ ρ(x,A). Es decir,

ı́nf
a∈A

{(sup
d∈D

{d})(x, a)} ≤ ρ(x,A)

Como consecuencia, se tiene que sup
d∈D

{d} ∈ Cρ, para todo subconjunto finito D ⊂ Cρ.

3. Sea d ∈ pqM∞(X) dominada por Cρ y A ∈ 2X un subconjunto no vacı́o y x ∈ X un punto

fijado arbitrariamente. Entonces, para cada a ∈ A, ϵ > 0 y δ < ∞ existe dx,ϵ,δ ∈ Cρ tal que

d(x, a) ∧ δ ≤ dx,ϵ,δ(x, a) + ϵ lo cual implica que:

ı́nf{d(x, a) ∧ δ} ≤ ı́nf{dx,ϵ,δ(x, a)}+ ϵ ≤ ρ(x,A) + ϵ

Siendo ϵ > 0 y δ < ∞ arbitrarios se obtiene que ı́nf{d(x, a)} ≤ ρ(x,A), en consecuencia

d ∈ Cρ.

Los tres ı́tems anteriores demuestran que Cρ es un calibre en X .

Ahora se demostrará que toda distancia sobre un conjunto induce una ∞pq métrica sobre dicho

conjunto.

Proposición 2.1 ([9]). Si ρ : X × 2X −→ [0,∞] es una distancia sobre X y C el calibre asociado a

ρ, entonces para cada δ <∞ y B ⊂ X la función dδ,B : X ×X −→ [0,∞], dada por

dδB(x, y) = (ρ(x,B) ∧ δ − ρ(y,B) ∧ δ) ∨ 0

es una ∞pq-métrica que pertenece al calibre asociado a ρ.

Demostración. Es claro que dδB es una ∞pq-métrica. Por el Teorema 2.1, para demostrar dδB ∈ Cρ,

se tiene que verificar que ı́nfa∈A d
δ
B(x, a) ≤ ρ(x,A) para todo x ∈ X y A ∈ 2X . En efecto, de la

propiedad (p4) de la definición 1.6, se tiene que

ı́nf
a∈A

dδB(x, a) = ı́nf
a∈A

(ρ(x,B) ∧ δ − ρ(a,B) ∧ δ) ∨ 0

≤
(
ρ(x,B) ∧ δ − sup

a∈A
ρ(a,B) ∧ δ

)
∨ 0

≤
((

ρ(x,A) + sup
a∈A

ρ(a,B)

)
∧ δ − sup

a∈A
ρ(a,B) ∧ δ

)
∨ 0

≤
(
ρ(x,A) + sup

a∈A
ρ(a,B) ∧ δ − sup

a∈A
ρ(a,B) ∧ δ

)
∨ 0

= ρ(x,A).

Por lo tanto, dδB es un elemento del calibre asociado a ρ.
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Proposición 2.2 ([9]). Si ρ : X×2X −→ [0,∞] es una distancia sobreX y C ⊂ pqM∞(X) el calibre

asociado a ρ, entonces ρ(x,A) = sup
d∈C

{ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}}, para todo x ∈ X y para todo A ∈ 2X .

Demostración. Sea x ∈ X y A ∈ 2X . Por el Teorema 2.1 se tiene que sup
d∈C

{ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}} ≤ ρ(x,A).

Por la proposición 2.1 se tiene que:

sup
d∈C

{ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}} ⩾ sup
δ<∞

{ sup
B⊂X

{ ı́nf
a∈A

{dδB(x, a)}}}

⩾ sup
δ<∞

{ ı́nf
a∈X

{dδA(x, a)}}

= sup
δ<∞

{ ı́nf
a∈X

{dδA(x, a)}}

= sup
δ<∞

{ ı́nf
a∈X

{(ρ(x,A) ∧ δ − ρ(a,A) ∧ δ) ∨ 0}

= sup
δ<∞

{ ı́nf
a∈X

{(ρ(x,A) ∧ δ)}

= ρ(x,A).

Dado que todo calibre es un calibre base, se tiene el siguiente teorema que dice que todo calibre

base induce una distancia.

Teorema 2.2 ([9]). Sea D ⊂ pqM∞(X) un subconjunto. Si D es un calibre base en X , entonces la

función ρD : X × 2X −→ [0,∞], dada por:

ρD(x,A) =


+∞ si A = ∅.

sup
d∈D

{ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}} si A ̸= ∅.

es una distancia en X .

Demostración. 1.Dado x ∈ X un punto fijado arbitrariamente, para cada d ∈ D se tiene que d(x, x) =

0. Luego, ρ(x, {x}) = sup
d∈D

{0} = 0.

2. Por definición de ρD, para cada x ∈ X se tiene que ρD(x, ∅) = +∞.

3. Sean A,B ∈ 2X . Se tiene que:

ρD(x,A ∪B) = sup
d∈D

{ ı́nf
a∈A∪B

{d(x, a)}}

= sup
d∈D

{́ınf({d(x, a) : a ∈ A} ∪ {d(x, b) : b ∈ B})}

= mı́n{sup
d∈D

{́ınf({d(x, a) a ∈ A})}, sup
d∈D

{́ınf({d(x, b) : b ∈ B})}}

= mı́n{ρD(x,A), ρD(x,B)}
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4. Sea x ∈ X , A ∈ 2X y ϵ > 0. Para cada d ∈ D y para cada b ∈ A[ϵ] se tiene que: Dado δ > 0 existe

ad,δ ∈ A tal que

d(b, ad,δ) ≤ ı́nf
a∈A

{d(b, a)}+ δ ≤ ρD(b, A) + δ ≤ ϵ+ δ

Luego, ı́nf
a∈A

{d(x, a)} ≤ d(x, ad,δ) ≤ d(x, b)+d(b, ad,δ) ≤ d(x, b)+ϵ+δ. De esto y siendo b arbitrario

se obtiene que ı́nf
a∈A

{d(x, a)} ≤ ı́nf
b∈A[ϵ]

{d(x, b)}+ϵ+δ. En consecuencia ρD(b, A) ≤ ρD(b, A
[ϵ])+ϵ.

Observación 2.1. Sea C ⊂ pqM∞(X) un calibre enX . Puesto que todo calibre también es un calibre

base, entonces por el Teorema 2.2 se tiene que la función ρC : X × 2X −→ [0,∞], definida por:

ρC(x,A) =


+∞ si A = ∅.

sup
d∈C

{ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}} si A ̸= ∅.

es una distancia en X . Además, si D ⊆ C es un calibre base de X tal que S(D) = C, es claro que

ρC = ρD. En efecto, si A = ∅ se tiene que

ρC(x,A) = +∞ = ρD(x,A).

Ahora, sea A ̸= ∅. Dado ϵ > 0 existe d ∈ C tal que ρC(x,A) ≤ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}+ ϵ/2. Como C = S(D),

dado δ < ∞ existe d′ ∈ D tal que d(x, a) ∧ δ ≤ d′(x, a) + ϵ/2 para todo a ∈ X . Tomando

δ = ı́nf
a∈A

{d(x, a)} tenemos que d(x, a) ∧ δ = ı́nf
a∈A

{d(x, a)}. Por lo tanto

d′(x, a) + ϵ/2 ≥ d(x, a) ∧ δ = ı́nf
a∈A

{d(x, a)} ≥ ρC(x,A)− ϵ/2, ∀a ∈ X. (2.1)

Luego, de (2.1) se tiene que

ρD(x,A) = sup
d∈D

{ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}} ≥ ı́nf
a∈A

{d′(x, a)} ≥ ρC(x,A)− ϵ.

Como ϵ > 0 fue tomado arbitrariamente, se tiene que ρD(x,A) ≥ ρC(x,A). Además, como D ⊂ C se

tiene que ρD(x,A) ≤ ρC(x,A), por lo tanto ρD(x,A) = ρC(x,A) para todo x ∈ X y A ⊂ X , o sea,

ρD = ρC.

2.2.2 Calibres y sistemas de localización

En esta subsección se mostrará que los calibres y los sistemas de localización son estructuras

asociados. Es decir, una estructura induce la otra y viceversa.
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Teorema 2.3 ([9]). Si D es un calibre base en X y Bx = {d(x, .) : d ∈ D}. Entonces B = {Bx}x∈X

es un sistema de localización base en X .

Demostración. Dado que D es un calibre base, entonces D es un ideal en pqM∞(X) y en consecuen-

cia para cada x ∈ X se tiene que Bx es un ideal en [0,∞]X . Además, se tiene que:

1) Dado f ∈ Bx, existe d ∈ D tal que f = d(x, .). Luego, f(x) = d(x, x) = 0, ya que d es un

∞pq-métrica sobre X , es decir, d ∈ pqM∞(X).

2) Dado f ∈ Bx , ϵ > 0 y δ <∞, considere la siguientes sucesión (fk = d(k, .))k∈X ∈
∏
k∈X

Bk, donde

d ∈ D y f = d(x, .). Luego, para cada y, z ∈ X se tiene que:

f(y) ∧ δ ≤ f(y) = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) = fx(z) + fz(y) ≤ fx(z) + fz(y) + ϵ.

En conclusión, B es un sistema de localización base en X .

Corolario 2.1 ([9]). Sea D un calibre base en X y B = {Bx}x∈X como en el Teorema 2.3. Si S =

{Sx}x∈X es el sistema de localización generado por B y C es el calibre generado por D, entonces

C = {d ∈ pqM∞(X) : Para cada x ∈ X se tiene que d(x, .) ∈ Sx}.

Demostración. En primer lugar, observe que C = S(D) y Sx = S(Bx), para todo x ∈ X . Entonces,

se tiene que:

d ∈ C ⇐⇒ ∀x ∈ X,∀ϵ > 0, ∀δ ∈ [0,∞), existe dx,ϵ,δ ∈ D tal que d(x, .) ∧ δ ≤ dx,ϵ,δ(x, .) + ϵ.

⇐⇒ ∀x ∈ X, ∀ϵ > 0,∀δ ∈ [0,∞), existe f = dx,ϵ,δ(x, .) ∈ Bx tal que d(x, .) ∧ δ ≤ f + ϵ.

⇐⇒ ∀x ∈ X, se tiene que d(x, .) ∈ Sx.

Teorema 2.4 ([9]). Dado X un conjunto no vacı́o. Si S = {Sx}x∈X es un sistema de localización en

X , entonces C = {d ∈ pqM∞(X) : ∀x ∈ X se tiene que d(x, ·) ∈ Sx} es un calibre en X .

Demostración. Primero note que C es un ideal en pqM∞(X). De hecho, dado que S es un sistema de

localización en X , entonces para cada x ∈ X , se tiene que Sx es un ideal en [0,∞]X . Por lo tanto, C

es un ideal en pqM∞(X).

Para finalizar, se debe verificar que C es saturado. En efecto, sea d ∈ pqM∞(X) dominada por C.

Entonces, para cada x ∈ X , ϵ > 0 y δ <∞ existe dx,ϵ,δ ∈ C tal que d(x, a)∧δ ≤ dx,ϵ,δ(x, a)+ ϵ, para
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todo a ∈ X . Esto implica que fx = d(x, ·) es dominada por Sx ( fx,ϵ,δ = dx,ϵ,δ(x, ·) ∈ Sx). Como S

es un sistema de localización, entonces Sx es saturado. Por lo tanto, d(x, ·) = fx ∈ Sx. Siendo, x ∈ X

arbitrario se concluye que d ∈ C

Proposición 2.3 ([9]). Sea S un sistema de localización en X . Entonces, para cualquier δ < ∞ y

B ⊆ X , la aplicación

dδB : X ×X → [0,∞]

(x, y) 7→
(
supf∈Sx

ı́nfb∈B f(b) ∧ δ − supg∈Sy
ı́nfb∈B g(b) ∧ δ

)
∨ 0

es una pq-métrica en el calibre asociado a S.

Demostración. Primero verifiquemos que dδB es una pq-métrica. En efecto,

Es claro que dδB(x, y) < ∞ para todo x, y ∈ X , pues ı́nfb∈B f(b) ∧ δ ≤ δ para todo f ∈ Sx,

entonces supf∈Sx
ı́nfb∈B f(b) ∧ δ ≤ δ. Por lo tanto, para todo x, y ∈ X tenemos que

dδB(x, y) =

(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sy

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ

)
∨ 0

≤

(
δ − sup

g∈Sy

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ

)
∨ 0

≤ δ ∨ 0

= δ <∞.

Sea x ∈ X , entonces

dδB(x, x) =

(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sx

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ

)
∨ 0 = 0 ∨ 0 = 0.

Sean x, y, z ∈ X , entonces

dδB(x, z) =
(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sz

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ
)
∨ 0

=
(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sy

ı́nf
b∈B

g′(b) ∧ δ + sup
g∈Sy

ı́nf
b∈B

g′(b) ∧ δ

− sup
g∈Sz

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ
)
∨ 0

≤
(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sy

ı́nf
b∈B

g′(b) ∧ δ
)
∨ 0 +(

sup
g∈Sy

ı́nf
b∈B

g′(b) ∧ δ − sup
g∈Sz

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ
)
∨ 0

= dδB(x, y) + dδB(y, z).
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Ahora se debe demostrar que la pq- métrica dδB pertenece al calibre asociado a S. Sean x ∈ X y ϵ > 0,

escoja f0 ∈ Sx de modo que

sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ ≤ ı́nf
b∈B

f0(b) ∧ δ + ϵ

luego tome una familia {gw}w∈X ∈
∏

w∈X Sw de modo que, para cualquier w, b ∈ X se tenga que

f0(b) ∧ δ ≤ gx(w) + gw(b) + ϵ

Consecuentemente, para cualquier y ∈ X se tiene que

dδB(x, y) =

(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sy

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ

)
∨ 0

≤
(
ı́nf
b∈B

f0(b) ∧ δ + ϵ− ı́nf
b∈B

gy(b) ∧ δ
)
∨ 0

≤
(
ı́nf
b∈B

(gx(y) + gy(b) + ϵ) ∧ δ + ϵ− ı́nf
b∈B

gy(b) ∧ δ
)
∨ 0

≤
(
ı́nf
b∈B

(gx(y) + gy(b) ∧ δ + ϵ) + ϵ− ı́nf
b∈B

gy(b) ∧ δ
)
∨ 0

≤
(
gx(y) + 2ϵ+ ı́nf

b∈B
gy(b) ∧ δ − ı́nf

b∈B
gy(b) ∧ δ

)
∨ 0

= gx(y) + 2ϵ

y como Sx es saturado, para cualquier x ∈ X se tiene que dδB(x, ·) ∈ Sx. Por lo tanto, dδB pertenece al

calibre asociado a S.

Proposición 2.4 ([9]). Si S = {Sx}x∈X es un sistema de localización en X y C el calibre asociado a

S, entonces para cada x ∈ X y A ⊂ X se tiene que:

sup
f∈Sx

{ ı́nf
a∈A

f(a)} = sup
d∈C

{ ı́nf
a∈A

d(x, a)}.

Demostración. La desigualdad sup
f∈Sx

{ ı́nf
a∈A

f(a)} ≥ sup
d∈C

{ ı́nf
a∈A

d(x, a)} resulta directamente de la defini-
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ción de C. Para la otra desigualdad, note que por la proposición 2.3 se tiene

sup
d∈C

ı́nf
a∈A

d(x, a) ≥ sup
δ<∞

sup
B⊆X

ı́nf
a∈A

dδB(x, a)

= sup
δ<∞

sup
B⊆X

ı́nf
a∈A

(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈B

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sy

ı́nf
b∈B

g(b) ∧ δ

)
∨ 0

≥ sup
δ<∞

ı́nf
a∈A

(
sup
f∈Sx

ı́nf
b∈A

f(b) ∧ δ − sup
g∈Sy

ı́nf
b∈A

g(b) ∧ δ

)
∨ 0

= sup
δ<∞

ı́nf
a∈A

sup
f∈Sx

ı́nf
b∈A

f(b) ∧ δ

≥ sup
f∈Sx

ı́nf
b∈A

f(b).

= sup
f∈Sx

ı́nf
b∈A

f(a).

Esto concluye la demostración.

Teorema 2.5 ([9]). Sea S un sistema de localización en X y C el calibre asociado a S. Entonces, para

cualquier x ∈ X,Sx = S(Bx), donde Bx = {d(x, ·) | d ∈ C}.

Demostración. Sea C el calibre asociado a S dado por el Teorema 2.4. Por definición de C se tiene que

Bx ⊂ Sx por lo tanto S(Bx) ⊆ Sx para todo x ∈ X . Para demostrar la inclusión contraria, suponga

por absurdo que para algún x ∈ X exista g ∈ S\S(Bx). Entonces g no es dominada por Bx, por eso

existen ϵ > 0 y δ <∞ tales que, para cualquier d ∈ C.

g ∧ δ ≰ d(x, ·) + ϵ.

Para cada d ∈ C, defina A(d) = {y ∈ X | g(y) ∧ δ > d(x, y) + ϵ}. Es claro que, para cualquier

d, d∗ ∈ C, A(d) ∩A (d∗) = A (d ∨ d∗) ̸= ∅. Por la proposición 2.4, tenemos que

sup
d∗∈C

ı́nf
y∈A(d)

d∗(x, y) ∧ δ = sup
f∈Sx

ı́nf
y∈A(d)

f(y) ∧ δ para todo d ∈ C,

por lo tanto:

sup
d∈C

sup
d∗∈C

ı́nf
y∈A(d)

d∗(x, y) ∧ δ = sup
d∈C

sup
f∈Sx

ı́nf
y∈A(d)

f(y) ∧ δ para todo d ∈ C. (2.2)
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Sin embargo,

sup
d∈C

sup
d∗∈C

ı́nf
y∈A(d)

d∗(x, y) ∧ δ ≤ sup
d∈C

sup
d∗∈C

ı́nf
y∈A(d∨d∗)

(d ∨ d∗) (x, y) ∧ δ

= sup
d∈C

ı́nf
y∈A(d)

d(x, y) ∧ δ

≤ sup
d∈C

ı́nf
y∈A(d)

(g(y) ∧ δ − ϵ) ∧ δ

≤ sup
d∈C

ı́nf
y∈A(d)

g(y) ∧ δ − ϵ

≤ sup
d∈C

sup
f∈Sx

ı́nf
y∈A(d)

f(y) ∧ δ − ϵ. (2.3)

Note que (2.3) contradice a (2.2), puesto que (2.3) implica que

sup
d∈C

sup
d∗∈C

ı́nf
y∈A(d)

d∗(x, y) ∧ δ < sup
d∈C

sup
f∈Sx

ı́nf
y∈A(d)

f(y) ∧ δ.

2.2.3 Distancias y sistemas de localización

Ahora, se pasa a verificar la equivalencia de las estructuras de distancias y sistemas de localización

en un conjunto.

Teorema 2.6 ([9]). Sea S = {Sx}x∈X un sistema de localización en X . Entonces la función ρS : X ×

2X −→ [0,∞], definida por:

ρS(x,A) =


+∞ si A = ∅.

sup
f∈Sx

{ ı́nf
a∈A

{f(a)}} si A ̸= ∅.

es una distancia en X .

Demostración. Sea C el calibre asociado a S entonces por el Teorema 2.2 la función ρC definida en

la observación 2.1 es una distancia en X . Luego, por la proposición 2.4 se tiene que ρS = ρC, en

consecuencia, la función ρS es una distancia en X .

Teorema 2.7 ([9]). Sea ρ una distancia en X y para cada x ∈ X defina

Sx =
{
f ∈ [0,∞]X : ∀A ∈ 2X , ı́nf

a∈A
f(a) ≤ ρ(x,A)

}
.

Entonces S = {Sx}x∈M es un sistema de localización en X .
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Demostración. Por hipótesis ρ es una distancia en X , luego por el Teorema 2.1, la colección

Cρ = {d ∈ pqM∞(X) : para todo A ∈ 2X , para todo x ∈ X se tiene que ı́nf
a∈A

{d(x, a)} ≤ ρ(x,A)}.

es un calibre en X . De esto último, por el Teorema 2.3 se tiene que:

B =
{
Bx := {d(x, .) : d ∈ Cρ}

}
x∈X

=
{
Bx := {d(x, .) : d ∈ pqM∞(X),∀A ∈ 2X ,∀x ∈ X se tiene que ı́nf

a∈A
{d(x, a)} ≤ ρ(x,A)}

}
x∈X

es un sistema de localización base en X asociado a C. Para cada x ∈ X defina

Cx = {d(x, .) ∈ [0,∞]X : ∀A ∈ 2X , ı́nf
a∈A

d(x, a) ≤ ρ(x,A), d ∈ C}.

Es claro que Sx ⊂ Cx, para todo x ∈ X . En efecto, sea f ∈ Sx entonces f es dominada por Bx puesto

que Sx = S(Bx). Luego para todo ϵ > 0 y δ <∞, existe dϵ,δ(x, .) ∈ Bx tal que

f(y) ∧ δ ≤ dϵ,δ(x, y) + ϵ.

Luego, dado A ∈ 2X se tiene que

ı́nf
a∈A

f(a) ∧ δ ≤ ı́nf
a∈A

dϵ,δ(x, a) + ϵ ≤ ρ(x,A) + ϵ,

Como δ, ϵ > 0 fueron tomados arbitrariamente y ı́nfa∈A f(a) ∧ δ ≤ ρ(x,A) + ϵ, se obtiene que

ı́nf
a∈A

f(a) ≤ ρ(x,A).

por lo tanto f ∈ Cx y como f ∈ Sx fue tomado arbitrariamente, se tiene que Sx ⊂ Cx.

Para probar que Sx = Cx, suponga por contradicción que existe un punto x0 ∈ X tal que Cx0\Sx0 ̸= ∅.

Entonces, existe f0 ∈ Cx0\Sx0 . Como Sx0 es saturado, entonces f0 no es dominada por Bx0 . Luego,

existe ϵ > 0, δ <∞ tal que para cada d ∈ Cx0 se tendrá que: f0 ∧ δ ̸≤ d(x0, ·) + ϵ. Para cada d ∈ Cx0

defina el siguiente conjunto:

Sd,x0,δ,ϵ = {y ∈ X : f0(y) ∧ δ > d(x0, y) + ϵ}.

Note que Sd1,x0,δ,ϵ ∩ Sd2,x0,δ,ϵ = Sd1∨d2,x0,δ,ϵ.
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Además, se tiene que:

sup
d∈C

{ρ(x,Sd,x0,δ,ϵ) ∧ δ} = sup
d∈C

{sup
ν∈C

{ ı́nf
y∈Sd,x0,δ,ϵ

{ν(x, y) ∧ δ}}}

≤ sup
d∈C

{sup
ν∈C

{ ı́nf
y∈Sd∨ν,x0,δ,ϵ

{(d ∨ ν)(x, y) ∧ δ}}}

= sup
d∈C

{ ı́nf
y∈Sd,x0,δ,ϵ

{d(x, y) ∧ δ}}

≤ sup
d∈C

{ ı́nf
y∈Sd,x0,δ,ϵ

{(f0(y) ∧ δ − ϵ) ∧ δ}}

≤ sup
d∈C

{ ı́nf
y∈Sd,x0,δ,ϵ

{f0(y) ∧ δ − ϵ}}

≤ sup
d∈C

{ sup
f∈Sx

{ ı́nf
y∈Sd,x0,δ,ϵ

{f(y) ∧ δ − ϵ}}}

≤ sup
d∈C

{ρ(x,Sd,x0,δ,ϵ) ∧ δ} − ϵ,

lo cual es absurdo, por lo tanto, Sx0 = Cx0 . Finalmente, como x0 ∈ X fue tomado arbitrariamente, se

obtiene que Sx = Cx, para todo x ∈ X .

2.2.4 Cuadros y distancias

Para lo siguiente, se necesita un cierto tipo de aplicación caracterı́stica para cada A ⊆ X , como se

define a continuación.

Definición 2.2 ([9]). Dado un subconjunto A ⊆ X defina la aplicación θA : X → [0,∞] como

θA(x) =

 0, x ∈ A

∞, x /∈ A.

La aplicación θA es llamada indicador de A. Denote por Ind(X) el conjunto de indicadores de sub-

conjuntos de X .

Teorema 2.8 ([9]). Sea Q un cuadro en X . Entonces la aplicación

ρQ : X × 2X −→ [0,∞]

(x,A) 7−→ sup{f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA}

es una distancia sobre X .
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Demostración. Se debe probar las propiedades de la definición 1.6. En efecto:

(p1) Sea x ∈ X , tomando A = {x}, entonces como x ∈ A y por definición de θA se tiene que

θA(x) = 0, por lo tanto, si f ∈ Q es tal que f ≤ θ{x} entonces f(x) = 0. En consecuencia

ρQ(x, {x}) = sup{f(x) : f ∈ Q y f ≤ θ{x}}

= 0.

(p2) Si A = ∅, por definición de θA se tiene que θA(x) = ∞ y por lo tanto, ρQ(x, ∅) = ∞.

(p3) Sean A,B ⊂ X , note que θA∪B(x) = mı́n{θA(x), θB(x)}. De esto y las propiedades de Q se

tiene que

ρQ(x,A ∪B) = sup
{
f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA∪B

}
= sup

{
f(x) : f ∈ Q y f(z) ≤ mı́n{θA(z), θB(z)} para todo z ∈ X

}
= sup

{
f(x) : f ∈ Q, f ≤ mı́n{θA, θB}

}
= sup

{
f(x) : f ∈ Q, f ≤ θA y f ≤ θB

}
= mı́n

{
sup{f(x) : f ∈ Q, f ≤ θA}, sup{f(x) : f ∈ Q, f ≤ θB}

}
= mı́n{ρQ(x,A), ρQ(x,B)}.

(p4) Dado ϵ > 0 y A ∈ 2X . Por definición de A[ϵ], para todo x ∈ X se tiene que

sup{f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA} ≤ sup{f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA[ϵ] + ϵ}.

Entonces

ρQ(x,A) = sup{f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA}

≤ sup{f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA[ϵ] + ϵ}

= sup{f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA[ϵ]}+ ϵ

= ρQ(x,A
[ϵ]) + ϵ.

Teorema 2.9 ([9]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación y C el calibre en X asociado a ρ. Entonces

Q = {f ∈ [0,∞]X : f(x) = sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(y) + d(x, y))}

es un cuadro en X .
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Demostración. Para probar que Q es un cuadro, se debe verificar que los ı́tems Q1,Q2,Q3 y Q4 de la

definición 1.24 sean satisfechas. En efecto:

(Q1) Sea R ⊂ Q, se tiene que probar que
∨
R ∈ Q. En efecto:∨

R(x) = sup
f∈R

f(x)

= sup
f∈R

(
sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(y) + d(x, y))
)

= sup
d∈C

(
sup
f∈R

ı́nf
y∈X

(f(y) + d(x, y))
)

= sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(sup
f∈R

f(y) + d(x, y)))

= sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(
∨
R(y) + d(x, y))

por lo tanto
∨
R ∈ Q.

(Q2) Sean f, g ∈ Q, note que (f ∧ g)(x) = mı́n{f(x), g(x)}, procediendo como en Q1 se tiene que

(f ∧ g)(x) = sup
d∈C

ı́nf
y∈X

((f ∧ g)(y) + d(x, y)).

(Q3) Sea f ∈ Q. Si α ∈ [0,∞] entonces

sup
d∈C

ı́nf
y∈X

((f + α)(y) + d(x, y)) = sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(y) + α+ d(x, y))

= sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(y) + d(x, y)) + α

= f(x) + α

= (f + α)(x)

Por lo tanto, f + α ∈ Q.

(Q4) Sea f ∈ Q. Si α ∈ [0, ı́nfx∈X f(x)], entonces

sup
d∈C

ı́nf
y∈X

((f − α)(y) + d(x, y)) = sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(y)− α+ d(x, y))

= sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(y) + d(x, y))− α

= f(x)− α

= (f − α)(x)

Por lo tanto, f − α ∈ Q.
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2.2.5 Tablas de transición

1. Distancia ρ:

Calibre Cρ =
{
d ∈ pqM∞(X) : ∀A ∈ 2X ,∀x ∈ X, ı́nf

a∈A
{d(x, a)} ≤ ρ(x,A)

}
Sistema de localización Sρ =

{
Sx := {f ∈ [0,∞]X : ∀A ∈ 2X , ı́nf

a∈A
f(a) ≤ ρ(x,A)} : x ∈ X

}
Cuadro Q =

{
f ∈ [0,∞]X : f(x) = supd∈Cρ

ı́nfy∈X(f(y) + d(x, y))
}

2. Calibre C:

Distancia ρC(x,A) =


+∞ si A = ∅.

sup
d∈C

{ ı́nf
a∈A

{d(x, a)}} si A ̸= ∅.

Sistema de localización S =
{
Sx = S(Bx) : Bx = {d(x, ·) | d ∈ C} ∀ x ∈ X

}
Cuadro Q =

{
f ∈ [0,∞]X : f(x) = supd∈C ı́nfy∈X(f(y) + d(x, y))

}

3. Sistema de localización S:

Distancia ρS(x,A) =


+∞ si A = ∅.

sup
f∈Sx

{ ı́nf
a∈A

{f(a)}} si A ̸= ∅.

Calibre C =
{
d ∈ pqM∞(X) : ∀x ∈ X se tiene que d(x, ·) ∈ Sx

}
Cuadro Q =

{
f ∈ [0,∞]X : f(x) = supg∈Sx

ı́nfy∈X(f(y) + g(y))
}

4. Cuadro Q:

Distancia ρQ(x,A) = sup
{
f(x) : f ∈ Q y f ≤ θA

}
Calibre C =

{
d ∈ pqM∞(X) : ∀A ∈ 2X , ∀x ∈ X, ı́nf

a∈A
{d(x, a)} ≤ ρQ(x,A)

}
Sistema de localización S =

{
Sx := {f ∈ [0,∞]X : ∀A ∈ 2X , ı́nf

a∈A
f(a) ≤ ρQ(x,A)} : x ∈ X

}
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2.3 Topologı́as inducidas por distancias

Al igual que en espacios métricos, una métrica d sobre un conjunto no vacı́o X induce una topologı́a

τd (ver [11]), en el sentido de que se puede definir de forma explicita los elementos de una topologı́a τd

usando únicamente la métrica de X . Este nuevo espacio topológico (X, τd) es comúnmente conocido

como espacio métrico inducido por d. Al igual que en espacios métricos, en lo que sigue, se exhibirá

cómo una distancia ρ sobre un conjunto X también induce una topologı́a τρ en X usando un operador

clausura inducido por la distancia ρ y, a este nuevo espacio topológico (X, τρ) se le llamará espacio

topológico inducido por la distancia ρ.

Definición 2.3 ([9]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación. Defina la aplicación clρ como

clρ : 2X −→ 2X

A 7−→ {x ∈ X : ρ(x,A) = 0}.

Proposición 2.5 ([9]). La aplicación clρ es un operador clausura topológico.

Demostración. Se debe verificar la propiedades de la definición 1.4. En efecto,

(c1) Como ρ(x, ∅) = ∞ para todo x ∈ X , entonces clρ(∅) = ∅.

(c2) Sea A ⊂ X . Si x ∈ A se tiene que ρ(x,A) = 0, por lo tanto, A ⊆ {x ∈ X : ρ(x,A) = 0}, o

sea A ⊆ clρ(A).

(c3) SeaA ⊆ X , por (c2) es claro que clρ(A) ⊆ clρ(clρ(A)). Ahora, para demostrar la otra inclusión,

tome x ∈ clρ(clρ(A)), entonces ρ(x, clρ(A)) = 0. Luego, como clρ(A) ⊂ A[ϵ] para todo ϵ > 0,

se tiene

ρ(x,A) ≤ ρ(x,A[ϵ]) + ϵ ≤ ρ(x, clρ(A)) + ϵ = ϵ.

Por lo tanto ρ(x,A) ≤ ϵ para todo ϵ > 0 y como ϵ fue tomado arbitrariamente, tenemos que

ρ(x,A) = 0, o sea, x ∈ clρ(A). Esto concluye la demostración de que clρ(A) = clρ(clρ(A)).

(c4) Sean A,B ⊂ X . Sea x ∈ clρ(A ∪ B) entonces ρ(x,A ∪ B) = 0. Por la propiedad (p3) de la

definición 1.6 se tiene que

0 = ρ(x,A ∪B) = mı́n{ρ(x,A), ρ(x,B)}
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Por lo tanto, ρ(x,A) = 0 o ρ(x,B) = 0, o sea, x ∈ clρ(A) o x ∈ clρ(B), por consiguiente se

tiene que x ∈ clρ(A) ∪ clρ(B). Por lo tanto clρ(A ∪B) ⊆ clρ(A) ∪ clρ(B).

Ahora, sea x ∈ clρ(A) ∪ clρ(B) entonces ρ(x,A) = 0 o ρ(x,B) = 0, por lo tanto

ρ(x,A ∪B) = mı́n{ρ(x,A), ρ(x,B)} = 0,

o sea, x ∈ clρ(A ∪B). Por lo tanto, clρ(A ∪B) = clρ(A) ∪ clρ(B).

Proposición 2.6. Sea (X, ρ) un espacio de aproximación. Los conjuntos fijos del operador clρ consti-

tuyen los conjuntos cerrados de una topologı́a τρ en X .

Demostración. Como la aplicación clρ es un operador clausura topológico, la demostración es conse-

cuencia inmediata de la proposición 1.2.

2.4 Espacios de aproximación topológicos

En esta sección, se mostrará que los espacios topológicos pueden verse como casos especiales de

espacios de aproximación. De hecho, la relación entre estos espacios es muy rica desde un punto de

vista algebraico y se puede demostrar que la categorı́a de espacios topológicos puede sumergirse en la

categorı́a de espacios de aproximación y esta inmersión tiene varias caracterı́sticas deseables.

2.4.1 Topologı́a inducida por una ∞pq-métrica

Sea (X, d) un espacio pseudo-casi-métrico extendido. Dado x ∈ X y r > 0 defina la bola abierta

centrada en x de radio r > 0 respecto de la ∞pq-métrica d sobre X como

Bd(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}.

Denote por τd al conjunto de todos los conjuntos abiertos respecto a la ∞pq-métrica d, o sea:

τd = {A ⊆ X : ∀a ∈ A ∃r > 0 Bd(a, r) ⊆ A} ∪ {∅}.
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Proposición 2.7 ([9]). Sea (X, d) un espacio pseudo-casi-métrico extendido. Entonces la colección τd

es una topologı́a sobre X .

Demostración. Por definición de τd tenemos que ∅ ∈ τd. Es claro que X ∈ τd una vez que Bd(a, r) ⊆

X para todo a ∈ X y r > 0. Sea A1, A2 ∈ τd, entonces, si a ∈ A1 ∩ A2 existen r1, r2 > 0 tal que

Bd(a, r1) ⊆ A1 y Bd(a, r2) ⊆ A2, tomando r = mı́n{r1, r2} se tiene que Bd(a, r) ⊆ A1 ∩A2. Por lo

tanto

A1 ∩A2 ∈ τd.

Finalmente, dada una familia arbitraria {Aλ}λ∈L con Aλ ∈ τd para todo λ ∈ L. Sea x ∈
⋃

λ∈LAλ

entonces existe λ0 ∈ L tal que x ∈ Aλ0 . Como Aλ0 ∈ τd, existe r > 0 tal que Bd(x, r) ⊂ Aλ0 , ası́

Bd(x, r) ⊂
⋃

λ∈LAλ. Entonces ⋃
λ∈L

Aλ ∈ τd.

Por lo tanto τd es una topologı́a en X .

La topologı́a τd es llamada topologı́a inducida (o generada) por la ∞pq-métrica d, en el espacio

pseudo-casi-métrico extendido (X, d).

2.4.2 Aproximaciones topológicas

Sea (X, τ) un espacio topológico. En lo que sigue se demostrará que toda topologı́a τ induce una

distancia ρτ em X .

Proposición 2.8 ([9]). Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces la aplicación

ρτ : X × 2X −→ [0,∞]

(x,A) 7−→

 0, si x ∈ A

∞, si x /∈ A

es una distancia en X .

Demostración. En efecto, que ρτ cumple (p1) y (p2) de la definición de distancia es inmediato. Para

probar (p3) note que A ∪B = A ∪B para cualquier A,B ∈ 2X , esto implica que

ρτ (x,A ∪B) = mı́n{ρτ (x,A), ρτ (x,B)}.
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Finalmente, para probar (p4) note ρτ (x,A) = ρτ (x,A). Dado ϵ ∈ (0,∞), por definición de ρτ se tiene

que ρτ (x,A) ≤ ϵ si y solo si ρτ (x,A) = 0, o sea, ρτ (x,A) ≤ ϵ si y solo si x ∈ A. Esto implica que

A[ϵ] = A. (2.4)

Por lo tanto

ρ(x,A) = ρ(x,A) = ρ(x,A[ϵ]) ≤ ρ(x,A[ϵ]) + ϵ.

Ahora, si ϵ = ∞ es claro que A[ϵ] = X , luego

ρ(x,A) = ρ(x,A) = ρ(x,A[ϵ]) ≤ ∞ = ρ(x,A[ϵ]) + ϵ.

Esto concluye la demostración.

Observación 2.2. Note que si (X, τ) es un espacio topológico y ρτ la distancia inducida por la to-

pologı́a τ , entonces la topologı́a τρτ inducida por ρτ como en la proposición 2.6 coincide con τ . En

efecto:

A ∈ τρτ ⇔ clρτ (X\A) = X\A

⇔ {x ∈ X : ρτ (x,X\A) = 0} = X\A

⇔ X\Aτ
= X\A

⇔ A ∈ τ.

Definición 2.4 ([9]). Sea (X, τ) un espacio topológico y ρτ la distancia inducida por τ . El par (X, ρτ )

es llamado espacio de aproximación topológico y la distancia ρτ es llamada distancia topológica.

Proposición 2.9. Sea (X, τ) un espacio topológico y ρτ la distancia inducida por τ . Entonces (X, τ)

es un espacio T0 si y solo si para cualquier x, y ∈ X con x ̸= y satisface ρτ (x, {y}) = ∞ o

ρτ (y, {x}) = ∞.

Demostración. En efecto, si a, b ∈ X , a ̸= b entonces ρτ (a, {b}) = ∞ si y solo si a /∈ {b}τ . Por lo

tanto, el resultado es consecuencia de la proposición 1.3.

Sea (X, τ) un espacio topológico. Para cada x ∈ X , denote por Vτ (x) al conjunto de vecindades del

punto x, o sea:

Vτ (x) := {V ∈ 2X : existe A ∈ τ de tal manera que A ⊆ V y x ∈ A.}.
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Definición 2.5 ([4]). Sea (X, τ) un espacio topológico, una función f : X → [0,∞] es semicontinua

superiormente en un punto x ∈ X si para todo c > f(x), se tiene que x ∈ int({y ∈ X : f(y) < c}).

Proposición 2.10 ([9]). Sea (X, τ) un espacio topológico y ρτ la distancia inducida por τ y Sτ :=

{Sτ
x}x∈X el sistema de localización asociado a ρτ como en el Teorema 2.7. Entonces, para cada

x ∈ X,

Sτ
x =

{
f ∈ [0,∞]X | f(x) = 0, f semi-continua superiormente en x

}
.

Además, una base para Sτ es dada por {Bτ
x}x∈X , donde, para cada x ∈ X ,

Bτ
x = {θV | V ∈ Vτ (x)} .

Demostración. Dado x ∈ X , por el Teorema 2.7 y de la definición de ρτ se tiene que

Sτ
x = {f ∈ [0,∞]X | ∀A ∈ 2X , ı́nf

a∈A
f(a) ≤ ρτ (x,A)}

=

{
f ∈ [0,∞]X | ∀A ∈ 2X : x ∈ A

τ ⇒ ı́nf
a∈A

f(a) = 0

}
.

Ahora, dado f ∈ Sτ
x , como x ∈ {x}τ , se tiene que f(x) = 0. Fijando c > 0, note que x /∈ {f ≥ c}τ ,

puesto que si x ∈ {f ≥ c}τ , entonces

c ≤ ı́nf
a∈{f≥c}

f(a) = 0,

lo que es un absurdo. Por lo tanto, para cualquier c > 0, x ∈ intτ ({y ∈ X : f(y) < c}) ( donde intτ

denota el interior del conjunto en la topologı́a τ ), lo que implica que f es una función semi-continua

superiormente en el punto x. La recı́proca resulta del hecho de que si f es semi-continua superiormente

en x y f(x) = 0, entonces, para cualquier c > 0, {y ∈ X : f(y) < c} es una vecindad de x.

Para probar que {Bτ
x}x∈X es una base para Sτ , se debe verificar que S(Bτ

x) = Sτ
x para todo x ∈ X . En

efecto, dado x ∈ X , si f ∈ S(Bτ
x) entonces para cada ϵ > 0 y δ <∞ existe una vecindad Vϵ,δ ∈ Vτ (x)

tal que

f ∧ δ ≤ θVϵ,δ
+ ϵ,

por lo tanto, si A ⊂ X es tal que x ∈ A
τ entonces existe y ∈ A tal que y ∈ Vϵ,δ, entonces

f(y) ∧ δ ≤ θVϵ,δ
(y) + ϵ

= 0 + ϵ

= ϵ. (2.5)
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Tomando δ > f(y), se tiene que f(y) ∧ δ = f(y), esto y 2.5 implican que f(y) ≤ ϵ. Como ϵ puede

ser tomado muy cerca de cero se tiene que f(y) = 0, entonces

ı́nf
a∈A

f(a) = 0,

lo que implica que f ∈ Sτ
x , por lo tanto S(Bτ

x) ⊂ Sτ
x . Para demostrar que Sτ

x ⊂ S(Bτ
x) es suficiente

hacer el procedimiento inverso al que se hizo para probar la primera inclusión.

Proposición 2.11 ([9]). Sea (X, τ) un espacio topológico y Cτ el calibre asociado a ρτ como en el

Teorema 2.1. Entonces

Cτ = {d ∈ pqM∞(X) | τd ⊆ τ}

donde τd es la topologı́a inducida por d.

Demostración. Sea d ∈ pqM∞(X) y τd la topologı́a inducida por d. Es claro que x ∈ A
τd si y solo si

ı́nfa∈A d(x, a) = 0. Del Teorema 2.1 y de la definición de ρτ se tiene que

Cτ =

{
d ∈ pqM∞(X) : ∀A ∈ 2X , ∀x ∈ X se tiene que ı́nf

a∈A
{d(x, a)} ≤ ρ(x,A)

}
=

{
d ∈ pqM∞(X) | ∀A ⊆ X : x ∈ A

τ ⇒ ı́nf
a∈A

d(x, a) = 0

}
.

Suponga que d ∈ Cτ y que A ⊆ X . Si x ∈ A
τ entonces ı́nfa∈A d(x, a) = 0 y por eso x ∈ A

τd .

Por lo tanto Aτ ⊆ A
τd para cualquier A ⊆ X . De esta forma, si A es un subconjunto cerrado en τd

entonces Aτ ⊆ A
τd = A, lo que implica que Aτ

= A, o sea, A también es un subconjunto cerrado en

τ . Por lo tanto, todo conjunto cerrado en τd también es cerrado en τ , entonces eso también vale para

los conjuntos abiertos, esto implica τd ⊆ τ . La recı́proca es análoga, basta observar que si τd ⊆ τ

entonces Aτ ⊆ A
τd para todo A ⊂ X .

Lema 2.1 ([9]). Sea (X, τ) un espacio topológico y ρτ la distancia en X asociado a la topologı́a τ .

Sea Qτ el cuadro asociado a ρτ como en la proposición 2.9, entonces

Qτ = {f ∈ [0,∞]X : f(x) = sup
V ∈Vτ (x)

ı́nf
y∈V

f(y)}.

Demostración. En efecto, el Teorema 2.9 se sabe que f ∈ Qτ si y solo si f(x) = supd∈C ı́nfy∈X(f(y)+

d(x, y)) donde C es el calibre asociado a ρτ . Por el Teorema 2.5 se tiene que Bτ
x = {d(x, ·) | d ∈ C}

es una base para el sistema de localización Sτ , entonces

sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(x) + d(x, y)) = sup
g∈Bτ

x

ı́nf
y∈X

(f(y) + g(y))

= sup
V ∈Vτ (x)

ı́nf
y∈X

(f(y) + θV (y))

= sup
V ∈Vτ (x)

ı́nf
y∈V

f(y)
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donde la primera igualdad viene fácilmente de la definición de Bτ
x, la segunda igualdad viene de la pro-

posición 2.10 y las dos últimas igualdades resultan de la definición de la aplicación θV . Esto completa

la demostración del lema.

Ejemplo2.2. Tome X un conjunto no vacı́o. Considerando X con la topologı́a discreta τ = 2X , dado

x ∈ X un conjunto V ∈ V2X (x) si y solo si x ∈ V . Entonces toda función f ∈ [0,∞]X pertenece al

cuadro Q2X . En efecto, dado V ∈ V2X (x), como x ∈ V entonces ı́nfy∈V f(y) ≤ f(x), por lo tanto

sup
V ∈V

2X
(x)

ı́nf
y∈V

f(y) ≤ sup
V ∈V

2X
(x)
f(x) = f(x). (2.6)

Para demostrar la otra desigualdad note que {x} ∈ V2X (x) tome V0(x) := {{x}}. Como V0(x) ⊂

V2X (x) y usando la propiedad de que si A ⊂ B entonces supA ≤ supB, se tiene que

sup
V ∈V

2X
(x)

ı́nf
y∈V

f(y) ≥ sup
V ∈V0(x)

ı́nf
y∈V

f(y) = ı́nf
y∈{x}

f(y) = f(x). (2.7)

Por (2.6) y (2.7) se tiene que f(x) = supV ∈V
2X

(x) ı́nfy∈V f(y). Aplicando el Lema 2.1 se tiene que

f ∈ Q2X para toda función f ∈ [0,∞]X .

Proposición 2.12 ([9]). Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces el cuadro Qτ asociado a ρτ es

dado por

Qτ =
{
f ∈ [0,∞]X | f es semi-continua inferiormente

}
Demostración. Por el Lema 2.1 se sabe que el cuadro asociado a ρτ está dado por

Q = {f ∈ [0,∞]X : f(x) = sup
V ∈Vτ (x)

ı́nf
y∈V

f(y)}.

Por definición de semi continuidad inferior, f es semi-continua inferiormente en x si y solo si f(x) =

supV ∈Vτ (x) ı́nfy∈V f(y). Como x ∈ X puede ser tomado arbitrariamente, entonces f ∈ Qτ si y solo

si f es semi-continua inferiormente, o sea, f ∈ Q si y solo si f ∈ Qτ .

2.4.3 Contracciones

En esta sección se introducirá el concepto de contracciones, que son las aplicaciones compatibles con

la estructura de los espacios de aproximación, en el mismo sentido que las aplicaciones continuas son

compatibles con la estructura de los espacios topológicos.
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Definición 2.6 ([9]). Sean (X, ρ) y (X∗, ρ∗) espacios de aproximación. Se dice que una aplicación

ϕ : X −→ X∗ es una contracción si ρ∗(ϕ(x), ϕ(A)) ≤ ρ(x,A) para cualquier x ∈ X y A ∈ 2X .

Figura 2.1: Representación de una contracción ϕ : X → X∗.

Teorema 2.10 ([9]). Sean (X, ρ) y (X∗, ρ∗) espacios de aproximación y ϕ : X −→ X∗ una aplica-

ción. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) ϕ es una contracción;

(ii) ϕ(A[ϵ]) ⊂ ϕ(A)[ϵ] para cualquier ϵ > 0 y A ∈ 2X .

Demostración. (i) ⇒ (ii). Suponga que ϕ es una contracción. Sea ϵ > 0 y A ∈ 2X , si y ∈ ϕ(A[ϵ])

entonces existe x ∈ A[ϵ] tal que y = ϕ(x), luego

ρ∗(y, ϕ(A)) = ρ∗(ϕ(x), ϕ(A))

≤ ρ(x,A)

≤ ϵ.

Por lo tanto, para todo y ∈ ϕ(A[ϵ]) se tiene que y ∈ ϕ(A)[ϵ], esto es,

ϕ(A[ϵ]) ⊆ ϕ(A)[ϵ].

(ii) ⇒ (i). Suponga que (ii) es válido. Para cualquier x ∈ X y A ∈ 2X se tiene que si x ∈ A[ρ(x,A)]

entonces ϕ(x) ∈ ϕ(A)[ρ(x,A)], o sea,

ρ∗(ϕ(x), ϕ(A)) ≤ ρ(x,A).
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Considere el espacio de aproximación P := [0,∞], con la distancia ρP definido en el ejemplo 2.1, o

sea,

ρP : [0,∞]× 2[0,∞] → [0,∞]

(x,A) 7→

 (x− supA) ∨ 0, A ̸= ∅

∞, A = ∅.

Proposición 2.13 ([9]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación. Entonces, para cualquier A ∈ 2X , el

operador distancia

ρA : (X, ρ) −→ P

x 7−→ ρP(x,A)

es una contracción.

Demostración. Sea x ∈ X y B ∈ 2X . Si B = ∅, entonces

ρP(ρA(x), ρA(B)) = ρP(ρA(x), ∅) = ∞ = ρ(x,B).

Si B ̸= ∅, entonces

ρP(ρA(x), ρA(B)) =
(
ρA(x)− sup ρA(B)

)
∨ 0

=
(
ρP(x,A)− sup

b∈B
ρP(b, A)

)
∨ 0

≤ ρ(x,B).

Proposición 2.14 ([9]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación, Q el cuadro asociado a ρ y f ∈

[0,∞]X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f ∈ Q;

(ii) f : (X, ρ) → P es una contracción.

Demostración. (i) ⇒ (ii). Suponga primero que f ∈ Q. Tomando α = sup f(A), por la proposición

1.6 se tiene que f − α ∈ Q, y por lo tanto

(f − α) ∨ 0 ∈ Q.
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Note que si x ∈ A entonces f(x) − α ≤ 0, por lo tanto
(
(f − α) ∨ 0

)
(x) = 0 = θA(x). Además, si

x /∈ A se tiene que
(
(f − α) ∨ 0

)
(x) ≤ ∞ = θA(x), luego

(f − α) ∨ 0 ≤ θA.

Finalmente

ρP(f(x), f(A)) = (f(x)− sup f(A)) ∨ 0

≤ sup{g(x) : g ∈ Q y g ≤ θA}

= ρ(x,A).

Por lo tanto f es una contracción.

(ii) ⇒ (i). Ahora suponga que f es una contracción. Suponga por contradicción que f /∈ Q entonces

existe x ∈ X tal que

f(x) ̸= sup
d∈C

ı́nf
y∈X

(f(y) + d(x, y))

Sin pérdida de generalidad, suponga que f(x) > supd∈C ı́nfy∈X(f(y) + d(x, y)), entonces para todo

d ∈ C se tiene que

f(x) > ı́nf
y∈X

(f(y) + d(x, y)).

Luego existe y ∈ X tal que

f(x) > f(y) + d(x, y).

Tomando A = {y} y d = dρ como en el ejemplo 1.11, se tiene

ρP(f(x), f(A)) = (f(x)− sup f(A)) ∨ 0

= (f(x)− f(y)) ∨ 0

> dρ(x, y)

= ρ(x, {y})

= ρ(x,A).

Luego, para A = {y} se tiene que ρP(f(x), f(A)) > ρ(x,A), esto contradice el hecho de que f es una

contracción. Por lo tanto f ∈ Q.

Corolario 2.2 ([9]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación, Q el cuadro asociado a ρ. Entonces para

cada A ∈ 2X , se tiene que ρA ∈ Q.
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Demostración. Por la proposición 2.13 se tiene que ρA es una contracción, luego, la proposición 2.14

implica que ρA ∈ Q.

Proposición 2.15 ([9]). Sean (X, τ), (X∗, τ∗) espacios topológicos y ϕ : X → X∗ una aplicación.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) ϕ : (X, τ) → (X∗, τ∗) es continua.

(ii) ϕ : (X, ρτ ) → (X∗, ρ∗τ ) es una contracción.

Demostración. Sea A ∈ 2X , por la proposición 1.1 se tiene que ϕ es continua si y solo si ϕ
(
A

τ) ⊆
ϕ(A)

τ∗
. Por (2.4) se tiene que ϕ

(
A

τ)
= ϕ(A[ϵ]) y ϕ(A)

τ∗
= (ϕ(A))[ϵ]. Por lo tanto ϕ es continua si y

solo si ϕ(A[ϵ]) ⊆ (ϕ(A))[ϵ]. Luego, la demostración es consecuencia directa del Teorema 2.10.

Lema 2.2 ([12]). Sean (X, ρX) , (Y, ρY ) y (Z, ρZ) espacios de aproximación y f : (X, ρX) →

(Y, ρY ) , g : (Y, ρY ) → (Z, ρZ) contracciones. entonces la aplicación (g ◦ f) : (X, ρX) → (Z, ρZ)

también es una contracción.

Demostración. Sean x ∈ X y A ⊆ X . Entonces ρY (f(x), f(A)) ≤ ρX(x,A). Como f(x) ∈ Y y

f(A) ⊆ Y se tiene que ρZ(g(f(x)), g(f(A))) ≤ ρY (f(x), f(A)). Por lo tanto

ρZ((g ◦ f)(x), (g ◦ f)(A)) = ρZ(g(f(x)), g(f(A))) ≤ ρY (f(x), f(A)) ≤ ρX(x,A)

Lema 2.3 ([12]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación y τρ la topologı́a inducida por ρ. Entonces

la aplicación i :
(
X, ρτρ

)
→ (X, ρ) es una contracción. Además, si τ es una topologı́a en un conjunto

Y y si f : (Y, ρτ ) → (X, ρ) es una contracción, entonces f : (Y, ρτ ) →
(
X, ρτρ

)
también es una

contracción.

Demostración. Sean x ∈ X y A ⊆ X . Si ρ(x,A) = 0, se tiene que ρ(i(x), i(A)) = ρ(x,A) = 0 ≤

ρτρ(x,A). Si ρ(x,A) > 0 entonces x /∈ clρ(A) = A
τρ , en otras palabras ρτρ(x,A) = ∞, es por eso
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que ρ(i(x), i(A)) = ρ(x,A) ≤ ∞ = ρτρ(x,A). Por lo tanto i :
(
X, ρτρ

)
→ (X, ρ) es una contracción.

Ahora se demostrará la segunda afirmación de la proposición. En efecto, sean y ∈ Y y B ⊆ Y . Si

y /∈ B
τ entonces ρτ (y,B) = ∞ consecuentemente ρτp(f(y), f(B)) ≤ ∞ = ρτ (y,B). Si y ∈ B

τ

entonces ρτ (y,B) = 0 y por hipótesis se tiene que f : (Y, ρτ ) → (X, ρ) es una contracción,entonces

ρ(f(y), f(B)) ≤ ρτ (y,B) = 0, luego ρ(f(y), f(B)) = 0. De ρ(f(y), f(B)) = 0, sigue que

f(y) ∈ clρ(f(B)) = f(B)
τρ y entonces ρτρ(f(y), f(B)) = 0. De este modo, ρτp(f(y), f(B)) =

0 ≤ ρτ (y,B). Por lo tanto f : (Y, ρτ ) →
(
X, ρτρ

)
es una contracción.

Proposición 2.16 ([9]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación, Q el cuadro asociado a ρ. Entonces,

para cualquier f ∈ Q,

f : (X, τρ) −→ ([0,∞], τP)

es una aplicación continua.

Demostración. Considere la aplicación identidad i :
(
X, ρτρ

)
→ (X, ρ), por el Lema 2.3 se tiene que

i es una contracción. Además como f ∈ Q, por la proposición 2.14 se tiene que f(X, ρ) → P es una

contracción. Entonces f = (f ◦ i) :
(
X, ρτρ

)
→ ([0,∞], ρP) también es una contracción de acuerdo

con el Lema 2.2. De la segunda afirmación del Lema 2.3 se tiene que f :
(
X, ρτρ

)
→
(
[0,∞], ρτp

)
también es una contracción, luego por la proposición 2.15 sigue que f : (X, τρ) → ([0,∞], τP) es

continua.



Capı́tulo 3:

Caracterizaciones de espacios de

Kolmogórov

3.1 Primera caracterización

Proposición 3.1 ([9]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación. Si Vτρ(x) es el conjunto de vecindades

de x ∈ X en (X, τρ), entonces

Vτρ(x) =
{
V ∈ 2X | ∃ϵ > 0, ∃f ∈ Bx : {y ∈ X : f(y) < ϵ} ⊆ V

}
.

donde {Bx}x∈X es una base para el sistema de localización en (X, ρ).

Demostración. Un subconjunto V ∈ 2X es una vecindad de x si y solo si existe un abierto U ⊂ V tal

que x ∈ V . Por lo tanto, V ∈ Vτρ(x) si y solo si x /∈ clρ(X\V ). Note que

x /∈ clρ(X\V ) ⇔ ∃ϵ > 0 : ρ(x,X\V ) > ϵ

⇔ ∃ϵ > 0 : sup
f∈Bx

ı́nf
y∈X\V

f(y) > ϵ

⇔ ∃ϵ > 0, ∃f ∈ Bx : ı́nf
y∈X\V

f(y) > ϵ

⇔ ∃ϵ > 0, ∃f ∈ Bx : {y ∈ X : f(y) < ϵ} ⊆ V

Esto concluye la demostración.



3. Caracterizaciones de espacios de Kolmogórov 59

Teorema 3.1 ([12, 10]). Sea (X, ρ) un espacio de aproximación y {Sx}x∈X el sistema de localización

asociado a la distancia ρ. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (X, τρ) es un espacio de Kolmogórov;

(ii) Para cualquier x, y ∈ X con x ̸= y, existe f ∈ Sx tal que f(y) > 0 o existe g ∈ Sy tal que

g(x) > 0.

Demostración. Sea (X, τρ) es un espacio de Kolmogórov. Suponga por absurdo que existen x, y ∈ X

con x ̸= y de tal manera que para cualquier f ∈ Sx y g ∈ Sy se tiene que f(y) = 0 y g(x) = 0. Luego

dada una vecindad Vx de x, por la proposición 3.1 se tiene que {w ∈ X : f(w) < ϵ} ⊆ Vx para algún

ϵ > 0. Luego, como f(y) = 0 se tiene que y ∈ Vx. Por lo tanto y pertenece a cualquier vecindad de

x y por simetrı́a se tiene que x pertenece a cualquier vecindad de y; esto contradice el hecho de que

(X, τρ) es un espacio de Kolmogórov. Esto demuestra la implicación (i) ⇒ (ii).

Ahora, suponga que (ii) se cumple y sean x, y ∈ X con x ̸= y. Por hipótesis existe f ∈ Sx tal que

f(y) > 0 o existe g ∈ Sy tal que g(y) > 0. Sin pérdida de generalidad, suponga que existe f ∈ Sx tal

que f(y) > 0 (en el caso de que esto no se cumpla, tome g y y en lugar de f y x). Defina ϵ = f(y).

Entonces, por la proposición 3.1, se tiene que el conjunto

Vx := {w ∈ X : f(w) < ϵ}

es una vecindad de x tal que y /∈ Vx. Como x, y ∈ X son puntos distintos tomados arbitrariamente, se

concluye que (X, τρ) es un espacio de Kolmogórov.

3.2 Segunda caracterización

Teorema 3.2 ([12, 10]). Sea (X, τρ) el espacio topológico inducido por una distancia ρ y Q el cuadro

asociado a ρ. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (X, τρ) es un espacio de Kolmogórov.

(ii) Para cualquier x, y ∈ X con x ̸= y, existe φ ∈ Q tal que φ(x) ̸= φ(y).
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Demostración. Suponga que (i) es satisfecha y sean x, y ∈ X con x ̸= y. Sea {Sz}z∈X el sistema

de localización asociado a ρ. De acuerdo con el Teorema 3.1, existe f ∈ Sx tal que f(y) > 0 o existe

g ∈ Sy tal que que f(x) > 0. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que existe f ∈ Sx de modo

que f(y) > 0 , en el caso de que esto no se cumpla, tomamos g y y en lugar de f y x. Defina φ = ρ{y}.

Por el corolario 2.2 se tiene que φ ∈ Q. Como f ∈ Sx, tomando A = {y} en el Teorema 2.7, se tiene

que f(y) = ı́nfw∈{y} f(w) ≤ ρ(x, {y}) = ρ{y}(x) = φ(x). Como f(y) > 0 entonces φ(x) > 0. Por

otro lado, φ(y) = ρ{y}(y) = ρ(y, {y}) = 0. Por lo tanto φ(x) ̸= φ(y).

Recı́procamente, suponga que (ii) vale y sean x, y ∈ X con x ̸= y. Note que φ(x) > c > φ(y)

o φ(y) > c > φ(x). Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que φ(x) > c > φ(y) (si esto

no se cumple, intercambie papeles entre y y x). Por la proposición 2.16 se tiene que la aplicación

φ : (X, τρ) → ([0,∞], τP) es continua, y por lo tanto U = {x ∈ X : φ(x) > c} (imagen inversa del

conjunto ]c,∞] ∈ τP ) es una vecindad de x tal que y /∈ U , lo que implica que (X, τρ) es un espacio

de Kolmogórov.

Ejemplo3.1. Tome n ≥ 1 y X = Rn con la topologı́a usual τ . Se probará que (X, τ) es un espacio de

Kolmogórov usando la segunda caracterización. Primero sean ρτ la distancia generada por la topologı́a

τ (usando el operador clausura topológico) y Qτ el cuadro asociado a ρτ . Ahora, tome x, y ∈ X dos

puntos arbitrarios diferentes, considere φ = ρτ {y}, o sea, φ : X → [0,∞], definido como

φ(z) = ρτ (z, {y}) =


0 si z = y

+∞ si z ̸= y.

Por el corolario 2.2 se tiene que φ ∈ Qτ . Note que como φ(x) = ∞ y φ(y) = 0, entonces φ(x) ̸=

φ(y), por lo tanto, (Rn, τ) es un espacio de Kolmogórov.

3.3 Tercera caracterización

Teorema 3.3 ([12, 10]). Sea (X, τρ) el espacio topológico inducido por una distancia ρ y {Sz}z∈X el

sistema de localización asociado a ρ. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) (X, τρ) es un espacio de Kolmogórov.

(ii) Para cualquier x, y ∈ X con x ̸= y, se tiene que Sx ̸= Sy.

Demostración. Suponga que (i) es verdadero y sean x, y ∈ X con x ̸= y. Por el Teorema 3.1 se tiene

que existe f ∈ Sx tal que f(y) > 0 o existe g ∈ Sy tal que f(x) > 0. Sin pérdida de generalidad se

puede suponer que existe f ∈ Sx tal que f(y) > 0 (en caso de que esto no se cumpla tome g y y en

lugar de f y x). Como f(y) > 0, por la propiedad (s1) se tiene que f /∈ Sy. Esto implica que Sx ̸= Sy

una vez que f ∈ Sx y f /∈ Sy .

Recı́procamente, suponga que vale (ii) y sean x, y ∈ X con x ̸= y. Por hipótesis, existe f ∈ Sx tal

que f /∈ Sy o existe g ∈ Sy tal que g /∈ Sx. Esto junto con el Teorema 2.7 implican que existe A ⊆ X

tal que ı́nfw∈A f(w) > ρ(y,A) = ρA(y) o existe B ⊆ X tal que ı́nfw∈B f(w) > ρ(x,B) = ρB(x).

Como f ∈ Sx y g ∈ Sy, nuevamente por el Teorema 2.7 se tiene que

ı́nf
w∈A

f(w) ≤ ρ(x,A) = ρA(x) y ı́nf
w∈B

f(w) ≤ ρ(y,B) = ρB(Y ).

Entonces ρA(x) > ρA(y) o ρB(y) > ρB(x). Sea Q el cuadro asociado a la distancia ρ, por el corolario

2.2 se tiene que ρA ∈ Q o ρB ∈ Q. Por lo tanto, ρA(x) ̸= ρA(y) o ρB(y) ̸= ρB(x), entonces el

Teorema 3.2 implica que (X, τρ) es un espacio de Kolmogórov.

3.4 Cuarta caracterización

Ahora se caracterizará los espacios de Kolmogórov en función de contracciones. No olvide que con-

tracciones está definido en función de distancias. Primero, sea D = {0, 1} y ρD : D× 2D → [0,∞] la

distancia relativa a D definida por ρD(x, ∅) = ∞ y ρD(x,A) = 0 si A ̸= ∅
(
x ∈ D, A ∈ 2D

)
Teorema 3.4 ([12, 10]). Sea (X, τρ) el espacio topológico inducido por una distancia ρ. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) (X, τρ) es un espacio de Kolmogórov.

(ii) Toda contracción f : (D, ρD) → (X, ρ) es constante.
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Demostración. Suponga que (i) se cumple y suponga por absurdo que existe una contracción f :

(D, ρD) → (X, ρ) no constante. Entonces existen x, y ∈ X con x ̸= y de modo que f(0) = x y

f(1) = y. Como f es una contracción, en particular, se tiene que

ρ(x, {y}) ≤ ρD(0, {1}) = 0 y ρ(y, {x}) ≤ ρD(y, {x}) = 0,

o sea,

ρ(x, {y}) = 0 = ρ(y, {x}).

Por consiguiente, se tiene que x ∈ {y}τρ y y ∈ {x}τρ , pero esto contradice a (i). Por lo tanto, se

concluye que f : (D, ρD) → (X, ρ) es constante.

Ahora se demostrará la contra positiva de la implicación (ii) ⇒ (i). Suponga que (X, τρ) no sea

un espacio de Kolmogórov. Entonces existen x, y ∈ X con x ̸= y de modo que x ∈ {y}τρ y que

y ∈ {x}τρ , lo que implica que

ρ(x, {y}) = 0 = ρ(y, {x}). (3.1)

Defina la aplicación f : (D, ρD) → (X, ρ) colocando f(0) = x y f(1) = y, por 3.1 se tiene que

ρ(f(a), f(A)) = 0 ≤ ρD(a,A) para todo a ∈ D y a ⊂ D. Por lo tanto f es una contracción, y como

f(0) = x ̸= y = f(1) se tiene que f es una contracción que no es constante.

Ejemplo3.2. Sean (Y, τY ) y (Z, τZ) espacios topológicos tal que τZ = {∅, Z}. SeaX = Y ×Z con la

topologı́a producto τ = τY ×τZ , entonces (X, τ) no es un espacio de Kolmogórov. Para probar esto, se

usará el Teorema 3.4, o sea, encontrando una contracción f : (D, ρD) → (X, ρτ ) que no sea constante.

Para eso tome a ∈ Y y b, c ∈ Z, b ̸= c y considere f : (D, ρD) → (X, ρτ ), como f(0) = (a, b) y

f(1) = (a, c), note que f es una contracción. En efecto, primero note que (a, b) ∈ {(a, c)}τ y que

(a, c) ∈ {(a, b)}τ , entonces

ρτ (f(x), f(A)) = 0 = ρD(x,A), para todo A ⊂ D, A ̸= ∅.

Por consiguiente, f es una contracción, sin embargo f no es constante, pues f(0) ̸= f(1). Por lo tanto

(X, τ) no es un espacio de Kolmogórov.



Conclusiones

Un espacio topológico (X, τ) es de Kolmogórov si y solo si para todo par de puntos distintos

existe una función que pertenece al ideal correspondiente a uno de estos puntos tal que la imagen

del otro punto por medio de esta función es positiva.

Un espacio topológico (X, τ) es de Kolmogórov si y solo si todo par de puntos diferentes tienen

imágenes diferentes por medio de alguna función del cuadro asociado a (X, τ).

Un espacio topológico (X, τ) es de Kolmogórov si y solo si en el sistema de localización aso-

ciado a (X, τ) para todo par de puntos diferentes los ideales correspondientes a estos puntos

también son distintos.

Un espacio topológico (X, τ) es de Kolmogórov si y solo si toda contracción f : (D, ρD) →

(X, ρ) es constante.



Recomendaciones

Realizar una caracterización de los espacios de Kolmogórov usando otras estructuras básicas

como torres, envolturas y filtros .

Realizar caracterizaciones de los espacios topológicos T1, T2, T5/2 T3, T7/2 y T4 usando

sistemas de localización, operadores limites, calibres, cuadros y distancias.
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