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Introduccion

La teoria de codificacion estudia los métodos para lograr una transmision eficiente y
exacta de mensajes desde un lugar a otro, la cual ha sido desarrollada para diversas
aplicaciones como: la minimizacion de ruido en la grabacion de un disco compacto,
transferencia de datos a partir de un ordenador a otro, o de una memoria USB a la
unidad central de proceso (CPU) y la emision de informacion de una distante fuente,
tal como un satélite del tiempo o de comunicaciones, o la nave espacial Voyager que
enviaron cuadros de JUpiter y de Saturno a la tierra.

El medio fisico con el cual se transmite la informacion se llama canal, los circuitos
telefonicos y el ambiente son ejemplos mas comunes de canal, entre otros. Los disturbios
indeseables, conocidos como ruido, tienden a causar que se reciba un mensaje distinto
a lo enviado. El ruido es causado por manchas solares, relampagos, dobleces de una
cinta magnética, lluvia de meteoritos, mensaje telefénico competente, disturbio de radio
al azar, mecanografiar pobre, audiencia pobre, entre otras cosas.

La teoria de codificacion, se encarga con el problema de localizar y reparar los errores de
una transmision de mensaje, provocados por el ruido. El siguiente diagrama proporciona
una idea aproximada de un sistema de transmisidon de mensajes de forma general:

Fuente de Transmisor Canal de Receptor Informacién

informacion (Codificador) Comunicacion (Decodificador) (Fregadero)

La parte mas importante del diagrama, por lo que nos referimos, es el ruido, ya que por
ello es el desarrollo de esta teoria.

En lo habitual para controlar el ruido, la opcién que se tiene es utilizar un buen canal
para emitir mensajes, ademas del uso de varios filtros antiruidos y de esa manera con-
tender ciertos tipos de interferencia que puedan ser detectados; de estas preocupaciones
es de lo que se encarga la ingenieria.

Cuando ya se encuentra ubicado un buen sistema mecanico para la solucion de estos
problemas, nos concentramos en la construccién del decodificador, de tal manera que

cumpla lo siguiente:

1. Pronta codificacion del mensaje.
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2. Transmision factible del mensaje codificado.

3. EIl decodificado rapido de mensaje recibido.

4. Reparar errores ingresados en el canal.

5. Traslado maximo del mensaje por unidad de tiempo.

El objetivo principal es el cuarto, teniendo en cuenta que no siempre es compatible con
el primero; ademas que en casos especiales no lo es con los otros tres. Cualquiera que sea
una solucién, es necesario buscar una comprensién entre los cinco objetivos. Diariamente
cuando nos comunicamos, entre una u otras estandar, utilizamos las palabras habladas
o escritas formados por un abecedario definido. Si se quiere comunicar una informacion,
se codifica en cadenas de palabras que después escribimos o hablamos; ésta se envia a
través de un canal; el canal normalmente es el espacio de la boca al oido ode la pluma
al papel.

Las causas que ocasionan el ruido puede ser: discurso pobre, mala audiencia, gramatica
incorrecta, discurso estéreo, competencia ruidosa, falta de ortografia, mala lectura, o
una maquina de escribir culpable. Nuestra lectura (audiencia) y la comprensién de la
informacidn recibida seria el decodificador.

El método estandar para combatir errores es con redundancia. Muchos negocios en la
actualidad agrega un digito de verificacion para identificar nimeros, estos son digitos
extra que son usados para verificar la correccion de datos o de los nimeros de cuenta.
Probablemente este sea el método mas comin de codificaciéon en la vida cotidiana. Nos

ocuparemos de ideas mas sofisticadas pero muy similares.




Capitulo 1

Codigos Lineales Ciclicos

1.1 Asunciones Basicas

Indicamos algunas definiciones y asunciones fundamentales que se aplican a través de

la tesis.

Definicion 1.1.
1. La informacién a enviar, se envia en una secuencia de 0 y 1, llamados digitos.
2. La secuencia de digitos formada se llama palabra.

3. Dada una palabra, su longitud es el nGmero de sus digitos. Por ejemplo, 01101010 es

una palabra de longitud ocho.

4. Una palabra se envia, enviando los digitos, uno por uno por un canal binario,

refiriéndose al hecho que solo se utilizan dos digitos, 0 y 1.

Cada digito es enviado de manera mecanica, eléctrica, magnética, o de otra manera por

uno de dos tipos de pulsos facilmente distinguidos.
Definicion 1.2. Un conjunto C conformado por palabras, llamaremos cddigo binario.

Todo codigo formado por palabras de longitud dos es:

¢ = {00, 10,01, 11}
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Definicion 1.3. Digase que un codigo es de bloque (codigo de bloque), cuando es un
codigo formado por todas las palabras que tienen la misma longitud; a este nimero se
le llama longitud de un cbédigo. Consideraremos solamente cédigos de bloque. Asi pues,

el término codigo significara siempre un codigo de bloque binario.

Definicion 1.4. Las palabras que son elementos de un codigo dado Cy, se llamaran
palabras—coédigo. Denotaremos por |C|, al nUmero de palabras - codigo de un codigo
C.

También necesitamos hacer ciertas asunciones basicas sobre el canal. Estas asunciones

formaran necesariamente la teoria que formulamos.

Asuncidn 1. Las palabras - codigo de longitud n que consisten en 0's y 1's son
recibidos como una palabra de longitud n que consiste en 0's y 1's, aunque no

necesariamente igual que la palabra que fue enviada.

Asuncion 2. De la primera palabra transmitida determine el comienzo. Entonces, si
usamos palabras codigo de longitud 3 y recibimos 011011001, sabemos que las palabras
recibidas son, en el orden, 011, 011, 001. Por medio de esta asuncion, usando otra vez la
longitud 3, el canal no puede entregar la palabra 01101 al receptor, porque se ha

perdido un digito aqui.

Asuncion 3. El ruido estd dispersado aleatoriamente en comparacion con estar en los
grupos de ruido llamados explosiones. Es decir, la probabilidad de cualquier digito que es
afectado en su envio, es igual que la de cualquier otro y no es influenciada por los errores
hechos en digitos vecinos. Esta asuncion no es muy realista para muchos tipos de ruido,
como por ejemplo: relampagos o rasguios en un disco compacto, lo cual consideraremos

eventual este tipo de ruido.

Cuando se tiene un canal sin un tipo de ruido o silencioso (canal perfecto), si se envia
los digitos 0 o 1, se recibe con certeza los mismos digitos. Si tuviéramos siempre un
canal perfecto, la teoria de cddigos no tendria mucha importancia. Para nuestro interés
(aunque no para otros) no existe un canal perfecto, todos los canales son ruidosos; existen
canales que son mas confiables por ser menos ruidosos que otros.

Se dice que un canal binario es simétrico si los digitos 0 y 1 se transmiten con la
misma precision; es decir, la posibilidad de obtener el digito correcto no depende del
digito 0 6 1 del cual se envid. Un nimero real p, 0 < p < 1, se le llama confiabilidad de
un canal binario (CBS), donde el nimero transmitido sea el nimero recibido es la

probabilidad del numero real p.
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De que el numero que se recibe sea igual al nUmero enviado es la probabilidad de
», podemos decir que la probabilidad de que el nimero recibido no sea el nimero

enviado es 1 — p. Este diagrama puede ayuda a comprender como funciona un CBS:

0 P > 0
1-p
1-p

1 » o

Se puede complicar al evaluar el valor p real para un canal en particular en la mayoria
de los casos. Pero la forma de la teoria no es afectada por el valor que pueda tomar
p-

Si un canal es mas confiable, decimos que es mas confiable que otro. Recuerda que si p
= 1, los nimeros no pueden cambiar durante la transmision, por lo que el canal serd
perfecto y lo cual no nos interesa. Si p = 0, no seria un canal; y si consideramos un
canalcon 0 < p < 1/2 se convertiria facilmente en un canal con 1/2 < p < 1. Por lo
tanto en adelante asumiremos que estamos utilizando un CBS con la probabilidad p
satisfaciendo 1/2 < p < 1.

Tenemos K = {0, 1} y ademas K", todas las palabras binarias en conjunto con

longitud n. La adicion y producto de elementos de K sedefine:
e 0+0=0 , 1+1=0 , 0+1=1 , 1+0=1

e 0-0=0 , 1-1=1 , 0-1=0 , 1-0=0

La adicidon para elementos de K", se define usando la adicion sobre K para cada

elemento. Asi, por ejemplo, sean las palabras u, v donde:
u =011100 y v = 111001, entonces u + v = 100101.

Claramente, agregar palabras binarias de longitud n, se tiene como resultado palabra
binaria de longitud n, por lo que K" bajo la adicion es cerrado.
Usando expresiones de algebra lineal, denotamos los elementos de K como escalares;

por lo tanto, en K™ la multiplicacion escalar se definido elemento por elemento. Como
los escalares son solamente 0y 1, en una palabra u los Unicos multiplos serian 0 - u, que
pertenece a K™ con 0 en todos sus elementos, y 1 - u, el cual es u. Llamamos al
elemento de K™ donde todos sus componentes son 0 como la palabra cero. Esta claro
qgue K™ es cerrado bajo el producto escalar.

Usando estas definiciones de adicion y producto escalar, se puede demostrar que K™ es
un espacio vectorial. Esto es, sea cualesquiera palabras r, s y t de longitud n, ademas

sean a y b escalares arbitrarios:
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i. s+t ex”
ii. (r+s)+t=r+(s+t)
ii. s+0=0+s, donde 0 es la palabra cero.
iv. Paraalgins EX™, s+s =s +s=0
V. S+t=t+s
Vi. as € X
vii. a(s+t)=as+at
viii. (a+b)s=as+bs
ix. (ab)s = a(bs)
X. 1s=s=s
Demostracién.
i. s+texn
En efecto:
Seas = (51, 82,...,5n) yt = (ti, tp,...,ty); tomemos r = s+t r
(ry, ra, ..., rn) de esto tenemos que:
o= {1 Si Si F* ti
L 0 si S; = ti
lo que nos indica que s+t € K"
i. (r+s)+t=r+(s+t).
En efecto:
Sear=(r,r,...,rm),s=(sy,82...,5n) yt=(ty, ta..., tn)
(r+s)+t = [(r,ry...,rm)+(s,52,...,50)]+(ty, t, ..., tn)
= (r1+s,rn+s2,...,m+sn)+(ty, t2, ..., t)
= ((r+s1)+ty, (r2+s2)+ta...,(rn+5sn) +tn)
= (n+(s1+t1),rn+(s2+t2),...,rn+(sn+tn) asociando

(rura, ..., r)+(s1+ty,S2+ta ..., S0 +1tn)
(r,ra, ..., rn) +[(s1,S2,...,8n) + (t1, t2, ..., tn)]

r+(s+t)
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Vi.

Tomando extremos tenemos que (r+s)+t=r+(s+t)

s+0=0+s, donde O es la palabra cero.

En efecto:

Sea s =(s1,52,...,5) y0=(0,0,...,0)

s+0 = (sy82...,5)+(0,0,...,0)
= (s1+0,52+0,...,s,+0)
= (0+s51,0+s3...,0+s,)
= (0,0,...,0) + (51,52 ...,5n)

=0+s

Tomando extremos tenemos que s +0=0+s

Para algin s € K™, s+s =s +s5s=0

En efecto:

Si s+s = 0 entonces s y s' no difieren en algln lugar; esto quiere decir que s’ = s.

Si s'+s = 0 entonces s’ y s no difieren en algln lugar; esto quiere decir que s’ = s.

s+t=t+s
En efecto:

Sea s =(s1,52...,Sn)yt=(t1, tz, ..., tn)

s+t = (51,52,...,8n)+(ty, t2, ..., tn)
= (s1+t,S2+1ty...,Sh+1tn)
= (t1+5S1,t2+S2,...,th +5p)
= (t,t2, ..., th) + (51, S2,...,5n)

=t+s

Tomando extremos tenemos ques+t=t+s

as e Xm
En efecto:

Sea s = (51,52, ..., 5n), entonces

a(si, S2,...,5n)

as
(asi, asz, ..., asn)
= (ty, t2, ..., tn)
texm

Tomando extremos tenemos que as € K ™.

conmutando

conmutando
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vii. a(s+t)=as+at
En efecto:

Sea s =(s1,52,...,57) yt=(t1 t2, ..., tn), entonces

a(s+t) = af[(sy, S2...,5n) +(t, t2, ..., tn)]

a(si+ty, s2+1ty,...,5:+tn)

(a(s1+t1), a(s2+t2),..., a(sn +tn))

(as1 + at1, asy + aty, ..., asy, + aty)

(as1, asy, ..., asp) + (aty, aty, ..., aty)

as + at
Tomando extremos tenemos que a(s +t) = as + at

vii. (a+b)s=as+ bs
En efecto:

Sea s = (51,52, ..., 5n), entonces

(a+b)s

(a+ b)(sy, s2,...,5n)

= ((a+b)sy, (a+b)sy, ..., (a+b)sn)

= (as1 + bsi, asy + bsy, ..., asn + bsp))
= (asiy, asz, ..., asn) + (bsiy, bsy, ..., bsp)
= a(sy, S2,...,5n) +b(s1,52...,5n)

= as+ bs
Tomando extremos tenemos que (a + b)s = as + bs

ix. (ab)s= a(bs)
En efecto:

Sea s = (s1,52,...,Sn), entonces

(ab)s

(ab)(s1, s2,...,5n)
((ab)si, (ab)sy, ..., (ab)sn)

(a(bsi), a(bsz), ..., a(bsn)) asociando

a(bsi, bsy, ..., bsp)

alb(sy, sz, ..., 5n)]
a(bs)

Tomando extremos tenemos que (ab)s = a(bs)
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X. 1s=s
En efecto:
Sea s = (51,52, ..., 5n), entonces
1s = 1-(s1,52,...,5n)
= (1-51,155...,1:5p)
= (51, S2,...,5n)
=5
O

1.2 Polinomios y Palabras

Serd conveniente para nosotros representar los codigos ciclicos en términos de
polinomios. Por esta razon, revisaremos algunos hechos necesarios sobre los polinomios
(de una variable).

Decimos que un polinomio de grado n sobre K es un polinomio ag + a;x ++ - - + a,x"
donde los coeficientes ay, ... a, son elementos de K. Todos los polinomios en
conjunto sobre X se denota por K [x]. Los elementos de K [x] estaran representados por
f(x), g(x), p(x), etc.

Los polinomios sobre K se suman y multiplican de manera antes definidas teniendo
en cuenta que como 1+ 1 =0, se concluye que x + x* = 0. Esto significa que el grado

de f(x) + g(x) nosera el max(grad f(x), grad g(x)) necesariamente.

Ejemplo 1.1. Sea f(x) = 1+x+x3+x% g(x) = x+x2+x3y h(x) = 1+ x2+ x*.

Entonces
(@ f(x)+g(x) =1+ x%2+x%
(b) f(x)+ h(x) =x+x?+x3

(€ f(x).g(x) = (x+x2+ x3) + x(x+ x2+ x3) + 3 (x + x2+ x3) + x¥(x + x2 + x3)
fg(x) = x + x7

Para los polinomios sobre X, el desarrollo de divisidon larga habitual funciona igual tal

como se hace para polinomios sobre los niUmeros racionales.
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Definicién 1.5 (Algoritmo de la division). Sea f(x) y h(x) en K[x] con h(x) #0.

Entonces existe un Gnico polinomio q(x)y r(x) en K[x] tal que
f(x) = q(x) h(x) + r(x),
con r(x) = 0 o grad(r(x)) < grad(h(x)).

Demostracién. Primero demostraremos la existencia de los polinomios g(x) y r(x) y
luego probaremos la unicidad de dichos polinomios.

Para construir los polinomios q(x) y r(x) se realiza lo siguiente:

1. Si f(x) = 0 entonces 0 = 0. h(x) + 0. Por lo tanto

q(x)=0 AN r(x) =0

2. Si f(x) # 0 entonces grad f(x) = n; grad h(x) = m, se tiene 2 casos
Caso 1: Si m > n entonces h(x) =0
fx) = 0-qx)+r()
f) = rix)

gradr(x) = gradf(x) < grad h(x)
grad f(x) << gradh(x)

Caso 2: Si m < n, procederemos por inducciéon en n. Sean

f(x) = ap +a;x+ -+ +ayx™

h(x) = by +byjx+--++b,x™
Consideremos un polinomio de grado menor que f(x)
') = fQ) + 22" h(x) (1)
Aplicando la hipotesis inductiva, se tiene:
f'x) = q'hCx) + 7 (x)

donde r(x) = 0 V gradr(x) < grad h(x).

Reemplazando (2) en (1), se tiene:

fGO) + ") = ' CORGE) +7(x)
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usando operaciones definidas sobre K, tenemos:
a
£ = (4G + 226" VR + ()
m

eligiendo g(x) = q'(x) + Z—”x"‘m, se tiene que:
m

f(x) = q@)h(x) +r(x)
Para demostrar la unicidad, supongamos que existen q,(x) y r(x) tal que:
f) = g1 (0)h(x) + 11 (x)
donde r{(x) = 0y gradr;(x) < grad h(x); de manera que:
qOh(x) + 1r(x) = q;(Oh(x) + r1(x)
usando operaciones definidas sobre ¥,
h()[q(x) + q,;(O] + [r(x) + r1(x)] = 0O
Por polinomio nulo se tiene:
q(x) + q,(x) =0 A r(x) + r1(x) =0
si se anulan, entonces
qx) =q,(x) A r(x) =nr(x)
Por lo tanto q(x) y r(x) son Gnicos.

]

El polinomio q(x) es nombrado cociente, y r(x) es nombrado residuo. El procedimiento
para localizar cociente y residuo cuando h(x) es divisible en f(x) es el mismo de una

division habitual, con la aritmética en K entre sus coeficientes.

Ejemplo 1.2. Sea f(x) =x+x2+x°+x” +x®% y h(x) = 1 + x + x> + x*. Entonces

x4 + x3

x*+x?+x+1 |xB+x7 +x0+x2+x

x® + x6 + x> + x*

x” + x>+ x*+x% +x

x” +x° +x* +x3

x3+x%+x
Asi el cociente es q(x) = x3 + x* y el residuo es r(x) = x + x? + x3. Podemos escribir

f(x) = h(x)( x>+ x*) + (x + x> + x3). Note que el grad(r(x)) < grad(h(x)) = 4
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El polinomio f(x) = ag+ a;x + a;x?++-++a,_;x"! de grado alo sumo n — 1 sobre X
puede ser considerado como la palabra u = aga,a, - - - a,_; de longitud n en K. Por

ejemplosin=7

Polinomio Palabra
1+x+x2+x* | 1110100
1+ x*+x>+x® | 1000111

1+ x +x3 1101000

De esta manera cualquier codigo C con longitud n se puede representar sobre K como
un conjunto de polinomios, a lo mucho con grado n — 1.

Note que puede ser conveniente suponer que al expresar las palabras por polinomios, es
numerar los digitos de una palabra de longitudn de 0 a n — 1, en vez de 1 a n. La
palabra aya,a,a; de longitud 4 es representada por el polinomio ay + a;x + a,x? +

asx3 de grado 3, por ejemplo.

Ejemplo 1.3. En la columna izquierda del esquema en la formacion, el cédigo C es

representado por el polinomio en la columna de |la derecha

Palabra codigo Polinomio
C c(x)
0000 0
1010 1+ x?
0101 x + x3
1111 1+ x+x2+x3

Podemos decir que f(x) moddulo h(x) es r(x), si r(x) es el residuo cuando f(x) es dividido
por h(x); podemos escribir r(x) = f(x) moéd h(x). Ademas, decimos que dos polinomios
f(x) y p(x) son equivalentes moddulo h(x) si y solamente si, ambos tienen el mismo

residuo al ser divididos por h(x); esto es si
f(x) méd h(x) = r(x) = p(x) mdd h(x)
Denotamos esto por
f(x) = p(x) mbdd h(x)

Ejemplo 1.4. Sea h(x) =1+ x° y f(x) =1+ x* + x° + x'1. Entonces dividiendo f(x) por
h(x) da por residuo r(x) = 1 + x. Podemos decir que r(x) = f(x) (mod h(x)).
Similarmente, si p(x) = 1 + x®, entonces 1 + x = 1 + x® mod (1 + x°) y asi podemos
decir que p(x) = f(x) mod h(x).
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Ejemplo 1.5. Sea p(x) = 1 + x + x°. Calculando m(x) méd p(x), conm(x) =1 + x> +
x® + x° + x** podemos encontrar el residuo r(x) = x + x3 + x* y de ahi x + x3+ x% =
m(x) mod p(x). Note que si m'(x) = x2 + x® entonces m'(x) mod p(x) = x? + x3 + x4,
dondem’(x) y m(x) no son equivalentes moéd p(x).

La adicion y multiplicacién de polinomios son compatibles “respecto” a la equivalencia

de polinomios antes definido. Es decir:

Lema 1.1. Si f(x) = g(x) mdd h(x), entonces:
f)+p(x) = (g(x) + p(x)) mdd h(x)
f@).p(x) = g(x).p(x) mdd h(x)
Demostracién. Supongamos que r(x) = f(x) mod h(x) y r(x) = g(x) méd h(x) y
s(x) = p(x) mdd h(x) entonces por el algoritmo de la divisidn tenemos
fO)+p(x) = qi(0)h(x) +7r(x) + g2(x)h(x) + s(x)
= (q1(x) + q2(x)) h(x) +7(x) + s(x)
(f (%) + p(x)) mod h(x) =7(x) + s(x)
(f (x) + p(x)) mod h(x) = (g(x) +p(x)) (mdd h(x)) = r(x) + s(x),
puesto que grad(r(x) +s(x)) < grad h(x),
entonces concluimos:  f(x) +p(x) = (g(x) + p(x)) mod h(x)

Utilizaremos argumentos similares para el siguiente caso.
fO).p(x) = (q1()h(x) +7(x)).(q2()R(x) + s(x))
= (q1(x)s(x) + g2(0)7r(x)).h(x) + 7(x).5(x)
(f (x).p(x)) mod h(x) = r(x).s(x)
(f (). p(x)) mod h(x) = (g(x) p(x)) (mdd h(x)) = r(x).s(x)
puesto que grad(r(x)s(x)) < grad h(x)
entonces concluimos:  f(x).p(x) = g(x).p(x) mdd h(x) =

Ejemplo 1.6. Sea h(x) =1+x>, f(x) =1+x+x’, g(x) =1+ x+x? y p(x) = 1+ x%; asi
f(x) = g(x) (mbdd h(x)). Entonces
fO)+px)=x+x+x" y gx)+px) =x+x2+x°
pero
(x + x® +x7) mdd h(x) = x? = (x + x? + x®) mdd h(x)

Similarmente
1+x+x")1+x%)mdd h(x) =1+ x3=(1+x+x?)(1+ x®) mdd h(x)

Note que 1+ x = (1 + x®) mdd h(x). Asi tenemos

(1+x+x)(1+x%) = (1+x+x2)(1+ x5

=(1+x+x2)(1+x)
=1+ x3(mdd h(x) ).
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1.3 Introduccion a los Codigos Ciclicos

Pasamos ahora a estudiar una clase de codigos llamados cédigos ciclicos. Después de
todo, podemos usar lo que sabemos acerca de los cédigos ciclicos para crear una matriz
generadora para el cédigo de correccion de errores BCH, al igual que para otros codigos. De
hecho, podemos ver que tantolos cddigos ciclicos como los cddigos de Hamming
son cadigos ciclicos o similares a los cddigos ciclicos.

Definicidon 1.6. Sea u una palabra de longitud n. El Cambio ciclico §(u) de u, es la
palabra de longitud n obtenido de u, toma el Gltimo digito de u, lo traslada al principo y
mueve el resto de los digitos un lugar a la derecha. Por ejemplo

u | 10110 111000 | 0000 | 1011

§(u) | 01011 | 011100 0000 | 1101

Definicion 1.7. Un codigo C es llamado a ser un cddigo ciclico, si el cambio ciclico de

cada palabra cbdigo es también una palabra codigo.

Ejemplo 1.7. El codigo C = {000, 011, 101, 110} es una cddigo lineal ciclico. Primero

C es lineal. Después calculamos §(u) para todo u en C.
4(000) =000, §(011) =101, 6(101) =110, §(110) =011
puesto que §(u) también estd en C, para cada u en C, Ces ciclico.

Ejemplo 1.8. El cbédigo C = {000, 011, 100, 111} no es ciclico. ElI cambio ciclico de
u = 011 es §(011) = 101 el cual no esta en C.

Note que el cambio ciclico § es una transformacion lineal; esto es,

Lema 1.2. §(u +v) =6(u) + 6(v)y 8(av) = ad(u), a € KX = {0, 1}.

Para demostrar si un codigo lineal C es ciclico es suficiente demostrar si §(u) € C, en
una base para C para cada palabra u.
Demostracién. Sea u = (UgUq ... Up_1), V = (VoV7 ... V5_1) €NtONCES

u+v = (Ug+ Vo, U +Vq, ..., Up_1+Vn_q,)

S(u+v) = (Up_1+Vn_1, U+ Vo, .., Up_z +Vp_2) = 6(u) +6(V)
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Recordemos que un conjunto B no vacio de vectores en un espacio vectorial es una base
para C, si cumplen las siguientes condiciones: B expande a C ((B) = C) y B es un
conjunto linealmente independiente. Se puede observar que cualquier conjunto B

linealmente independiente es para (B) automdaticamente una base.

Ejemplo 1.9. En el ejemplo 1.7, C es un cbdigo lineal ya que {110, 101} es una base
para C puesto que 6(110) = 011y §(101) = 110 estan en C.

Si queremos crear un codigo lineal, primero debemos elegir una palabra u, formar un
conjunto § de u y todos estos cambios ciclicos, S = {u, §(u), §2(u), ..., s" Y(u)} y
definir € como un subespacio lineal de §, es decir C = (S). (Podemos usar la
notacion 82%(u) = 6(6(u)), §3(u) = 8§(5(5(u))), etc). C debe ser ciclico por lema 1.2,

desde que & contiene una base para C.

Ejemplo 1.10. Sea n = 7 y u = 1101000. Entonces S= {u, §(u), §*(u), 6°(u), 5*(u),
8°(u), 6°w)} = {1101000, 0110100, 0011010, 0001101, 1000110, 0100011,
1010001} y (S) = K7. Note que si v = agu+ a,8(u) + a,8%(u) + az6>(u) + a,6*(u) +
a565(u) + a666(u) entonces

o(v) = apb(u) + a162(u) + a263(u) + a354(u) + a465(u) + a566(u) + a667(u)
= agu + apb(u) + a,6%(u) + a,63(u) + az8*(u) + a,6°u) + ass®(u)

Ejemplo 1.11. Sea n = 6 y u = 010101. Entonces &§(u) = 101010 y &*(u) =
010101 = wu, asi & = {010101, 101010} y C = (S) es el cbddigo ciclico, C = {000000,
000111, 010101, 101010, 111000, 111111}.

Si una palabra u y su cambio ciclico forman un conjunto § = {u, §(u),..., 8" (u)} el cual
es un subespacio del cédigo C (C = (S)), entonces se puede decir que u es un
generador de un codigo lineal ciclico C. Podemos decir que C es el codigo ciclico mas
pequeno que contiene a u, dado que todo codigo lineal que contiene a u debe incluir a
S. Tenga en cuenta que un codigo ciclico lineal puede tener multiples generadores,
debido a que un espacio vectorial usualmente tiene muchas bases.

Los codigos ciclicos tienen una forma muy conveniente de expresarlos en forma
polinomial. Esto se basa en una simple observacion que si una palabra u corresponde al
polinomio u(x) entonces el cambio ciclico de u, &(u) le corresponde al polinomio

xu(x) mod(1 + x™). Tenga en cuenta que, en general 1 = x™ (mod (1 + x™)).

Ejemplo 1.12. Sea u = 100 entonces u(x) = 1y §(u) = 010 corresponde a xu(x) =
x. Similarmente si u = 1101 entonces u(x) =1+ x + x3 y §(u) = 1110 corresponde a

xu(x)mdd (1+x%) =1+ x + x3
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A los elementos de un cddigo, para cddigo ciclico nos referimos ambos como palabras

codigo y polinomios. Ahora podemos repetir la discusién anterior de cédigos ciclicos en
forma polinomial. Se tiene una palabra u de longitud n, y se establece su correspondiente
polinomio u(x); por lo tanto los cambios ciclicos de u corresponden a los polinomios

x'u(x) mdéd (1 + x™)paratodo i =0,1,...,n—1.

Ejemplo 1.13. Sea u = 1101000 y n =7. Entonces u(x) =1+x+x3y

Palabra Polinomio (méd (1 + x7))
0110100 xu(x) = x + x2 + x*
0011010 x2%u(x) = x? + x3 + x°
0001101 x3u(x) = x3 + x* + x°

1000110 x*u(x)=x* +x®> +x" =1+ x* + x> (mod (1 +x7))

0100011 x®u(x) = x> + x® + x8 = x + x> + x® (mbdd (1 + x7))

1000110 x®u(x) =x® +x” +x° =1+ x2 +x® (moéd (1+ x7))

Claramente si c(x) € ({u(x), xu(x),...,.x™ u(x)}), (mdéd 1+x™) entonces eso significa que

c(x) = (aqou(x)+ ayxu(x) +- -+ anp_1x™" tu(x)) mod (1 + x™)
= (ag+a;x +ax? +++a,_1x* " u(x) moéd (1 + x™)

= a(x)u(x) mod (1+x™)
Entonces obtenemos el siguiente resultado:

Lema 1.3. Sea C un cbdigo ciclicoy u € C, entonces cualquier polinomio a(x), c(x) =

a(x)u(x) mod (1 + x™) es una palabra codigo en C.

En toda palabra codigo distinta de cero de un codigo lineal C, siempre va existir una
palabra Unica g'€ C, de modo que g'(x) tiene un grado minimo, definido por los
siguientes argumentos.

C debe por lo menos de tener una palabra cddigo o un polinomio de grado minimo.
Suponiendo que hubiera otra palabra distinta de cero: g¢' y ¢'/, corresponderian
polinomios ¢'(x) y ¢''(x) con grado minimo k, por lo tanto g¢'(x) + g¢''(x) = c¢(x) €
C, ya que C es lineal y de grad(c(x)) < k (ya que x¥ + xk = 0). Se sabe que ¢’ es una
palabra que tiene grado minimo distinto de cero, grad(c(x)) < k, lo que significa que
c(x) =0, asi ¢'(x) = ¢''(x) y entonces g'(x) es Gnico.

En un codigo ciclico C, se define el polinomio generador como el (inico polinomio minimo
distinto de cero. Sabemos que es Unico por la discusion anterior, pero no si es un

generador.

Para ver esto, necesitamos evidenciar que para cualquier palabra coédigo c(x) € C, existe
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a(x) tal que, c(x) = a(x)g'(x) mdd (1 + x"); de hecho, se demostrara que c(x) =
a(x)g'(x). Como el grad(c(x)) = grad(g'(x)), podemos usar el algoritmo de la
division

c(x) = q(x)g'(x) +7(x)

r(x) = q(x)g’'(x) + c(x)
sin embargo ambos ¢(x) y q(x)g'(x) son palabras codigo de C por el Lema 1.3 y asi
es (x). Pero por el algoritmo de la division cualquiera r(x) = 0 o grad(r(x)) <
grad(g'(x)). Puesto que lo Gltimo es imposible a no ser que 7(x)= 0, concluimos que

r(x) =0y asi ¢'(x) es un divisor de cada palabra codigo c(x) en C.

Teorema 1.1. Sea C un cddigo ciclico de longitud n y sea g'(x) el polinomio

generador. Si n — k = grad(g'(x)), entonces
1. C tiene dimensién k

2. La palabras cédigo correspondientes a g'(x), xg'(x), ..., x*1g'(x) son una
base para C,y

3. ¢(x) € C siy solamente si c(x) = a(x)g'(x) para algin polinomio a(x)
con grad(a(x)) < k (esto es, ¢'(x) es un divisor de cada palabra cédigo c(x)).

Demostracién. La discusion arriba del Teorema 1.1 prueba (3). Si ¢'(x) tiene grado n —
k entonces g'(x), xg'(x), . . ., x**g/(x) debe ser linealmente independiente. Puesto que

g'(x) divide cada palabra cddigo existe un Gnico polinomio a(x)=a,+a;x+- - -

+a,_1x*1 tal que c(x) = alx)g'(x) = apg’(x) + a;xg'(x) + - - - + ax_1x*'g'(x).
Por lo tanto c(x) esta en ({g'(x),xg'(x),...,x* 1g/(x)}) vy asi {g'(x), xg'(x),...,
xk-1g'(x)} es una base para C. O

Ejemplo 1.14. Sean =7, ¢/(x) = 1+ x + x3 el generador para el cddigo ciclico C.
Una base para C es:
g2'(x) =1+x+x® < 1101000
xg'(x) =x+x>+x* < 0110100
x?’g’(x) =x?2+x3+x> & 0011010

x3g'(x) =x3+x*+x® < 0001101

Note que x*g'(x) méd 1+x’ = 1+x*+x° es una palabra cddigo puesto que 1+ x*+x°

=1+x+x2)(1+x+x3)=(1+x+x2)g (x).
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Ejemplo 1.15. Sea C el cbdigo ciclico C = {0000, 1010, 0101, 1111}; los polinomios
correspondientes son {0, 1 + x2, x + x3, 1 + x + x? + x3}. Note que, 1 + x?> & 1010 es el
polinomio generador para C, puesto que C contiene solamente un polinomio de grado
2 y ninguno de grado 1. Ademas, cada palabra (polinomio) en C es un multiplo del

polinomio generador:
0=0(1+x?) x +x3=x(1+x?)
1+x%=1(1+x?) 1+x+x?+x%=(1+x)(1+x?)

Ejemplo 1.16. El cddigo lineal ciclico mas pequefio de longitud 6 conteniendo a g'(x)
=1+ x3 < 100100 es

{000000, 100100, 010010, 001001, 110110, 101101, 011011, 111111}

Esto se puede verificar por las técnicas descritas en esta seccion. El polinomio de grado
minimo que representa una palabra en C se puede ver observando ¢'(x) = 1+ x3, y
que C no tiene ningun otro polinomio de grado 3. Asi g¢'(x) = 1 + x3 es el polinomio

generador para C. Representamos cada palabra en C como un mltiplo de g'(x),

Palabra Polinomio f(x) factorizacion h(x)g'(x) de f(x)
000000 0 0(1 + x3)

100100 1+ x3 1(1 + x3)

010010 x + x4 x(1 + x3)

001001 x2 + x> x%(1 + x3)

110110 1+x+x3+x° (1+x)(1+x3)

101101 1+x2+x3+x° (1+ x2)(1 + x3)
011011 X+ x2+x*+x° (2 + x2)(1 + x3)
111111 1+ x+x2 +x3 +x% + x° (1+x+x2)(1+x3)

Podemos generar facilmente codigos ciclicos simplemente eligiendo una palabra u y
configurando € = {({u(x), xu(x), . .., x"tu(x)}) (méd 1 + x"). Sin embargo,
necesitamos encontrar el polinomio generador para dicho cédigo y enumerar todas las
palabras cédigo no seria un enfoque prudencial. Para un codigo ciclico el polinomio

generador tiene una importante propiedad:

Teorema 1.2. g'(x) es el polinomio generador para un cédigo lineal ciclico de longitud

n, si y sélo si g'(x) divide 1+ x" (asi 1+ x" = h(x)g'(x)).

Demostracién. Por el algoritmo de la division 1 + x” = h(x)g'(x) + r(x) conr(x) = 0
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o grad(r(x)) < grad(g'(x)). Equivalentemente r(x) = h(x)g'(x) + (1 + x"). Pero r(x)
= (h(x)g'(x) + (1 + x")) méd (1 + x") = h(x)g'(x) mdd (1 + x"). Asi r(x) esta
en el codigo generado por g¢'(x) yr(x) = 0 o grad(r(x)) < grad(g'(x)). Podemos

concluir que 7r(x) = 0. []

Corolario 1.2.1. EIl polinomio generador g'(x) para el codigo ciclico minimo de
longitud n conteniendo la palabra u (polinomio u(x)), es el maximo comdn divisor de

u(x) y 1+ x" (es decir, g¢'(x) = med(u(x), 1 + x")).

Demostracién. Si g'(x) es un polinomio generador entonces ¢'(x) divide a u(x) y 1 + x".

Pero g¢'(x) € ({u(x), xu(x), ..., x"1u(x)}), asi tenemos
g¢'(x) = a(x)u(x) (mdd 1 + x")
0 equivalentemente, por el Algoritmo de la Division
2'(x) = a(x)u(x) + b(x)(1 + x").

Por lo tanto cualquier divisor comin de u(x) y 1 + x" debe dividir g¢'(x) y de esta

manera g'(x) es el maximo comdn divisor. O

Ejemplo 1.17. Sean =8 y u = 11011000, es decir u(x) =1 + x + x> + x*. El mcd de
u(x)yl+x¥esl+ x2. Asig'(x) = 1+ x? y el menor cddigo lineal ciclico conteniendo

u(x) tiene dimension de 6 y g’(x) como el polinomio generador.

Encontrar una alternativa razonable al polinomio generador para un cédigo ciclico de
longitud n y dimensién n — k implica una simple reduccion de filas. Tomando una matriz
generadora (o base) y se coloca en una forma escalonada reducida (FER) con las Gltimas
k columnas como “Columnas lideres”, entonces la fila de grado minimo (palabra

codigo) se convierte en el polinomio generador.

1.4 Codificacion y decodificacion de polinomios

Para codigos ciclicos lineales se pueden encontrar diversas matrices generadoras; las mas
simple son las matrices donde las palabras codigo correspondientes al polinomio

generador son las filas y sus k — 1 cambios ciclicos:

g'(x)
¢ =| x¢®

X 1g ()
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Ejemplo 1.18. Sea un cbdigo lineal ciclico € = {0000, 1010, 0101, 1111}, con g'(x) = 1

+ x2, como polinomio generador. Sin =4y k = 2, entonces una base para C seria

g'(x)=1+x%? & 1010, xg'(x)=x+ x3 < 0101
la cual puede ser verificado sencillamente. La matriz generadora para C seria

g'(x) 1010}
xg'(x) 0101

Ejemplo 1.19. Sea un cédigo ciclico lineal C cuya longitud n =7y g'(x) = 1 + x>+ x3
polinomio generador, grad(g'(x)) = n-k = 3, por lo tanto k =4, asi una base para C es,
g2'(x)= 1+ x2+x3
xg'(x) = x + x3 + x*
x2g'(x) = x2 + x% + x°
x3g'(x) = x3 + x° + x®

y, Su matriz generadora para C es

1011000
0101100
0010110
0001011

G' =

Dado que C es un codigo lineal de longitud n y k - dimensién (por lo que el polinomio
generador ¢g'(x) tiene grado n — k). Los k digitos de informacion (ag, ay, . .., ax_1) a
codificar puede considerarse como un polinomio a(x) = ay + a;x + - - - + ai_,;x** la cual
se denomina polinomio de informacion o mensaje. La codificacién consiste Unicamente
en la multiplicacién de polinomios; es decir, a(x) se codifica como a(x)g'(x) = ¢(x). Por
lo tanto, en lugar de almacenar k x n entradas en la matriz generadora, solo se almacena
el polinomio generador, lo que es una mejora significativa en la complejidad de la
codificacion.

El inverso de la multiplicacion de polinomios es la division de polinomios. A partir de aqui
encontramos el correspondiente mensaje a la palabra cédigo ¢(x) mas cercana al mensaje
recibido, que consiste en ¢(x) dividido por g'(x), por lo que recuperamos el polinomio

mensaje a(x).
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Ejemplo 1.20. Sea g'(x) =1+ x?2+x3yn=7.Entoncesk =7-3 =4.Seaa(x) =1+
x3 el polinomio mensaje que le corresponde a la palabra a = 1001. El mensaje a(x) es

codificado como ¢(x) = a(x)g'(x), asi
cx)=(1+x3)(1+x2+x3)=1+x2+x°+x°
con ¢ = 1010011 como la palabra codigo correspondiente.

Si ¢(x) = 1+ x+ x2 + x* entonces el polinomio mensaje es ¢(x)/g'(x) = a(x) =
1 + x correspondiente al mensaje a = 1100.

Habiendo desarrollado un procedimiento de codificacion polindmica para codigos lineales
ciclicos debemos considerar una matriz de verificacion de paridad para tales codigos como
un algoritmo para decodificar palabras recibidas. Si ¢(x) es enviado y w(x) es recibido,
con w(x) = ¢(x) + e(x) entonces uno gustaria calcular el sindrome vy el polinomio error
mas probable e(x).

El sindrome polinémico, s(x), es definido por s(x) = w(x) méd g'(x). Asumiendo g'(x)
de grado n — k, entonces s(x) tiene grado menor que n — k y correspondera a la palabra
binaria s, de longitud n — k. Puesto que w(x) = c(x) + e(x) y ¢c(x) = a(x)g'(x)
tenemos que s(x) = e(x) mdd ¢'(x). Esto es, el sindrome polindmico es independiente
Gnicamente del error.

Podemos definir una matriz H en la cual la i —ésima fila 7; es la palabra de longitud n —
k correspondiente a 7; = x* méd g'(x). Resulta que esta matriz en una matriz de

verificacion de paridad para el codigo. Pero, si w es una palabra recibida entonces

w(x) =c(x) +e(x)

wH = (¢ + e)H
n-1
wH = Z(Ci + e))r;
i=0
n-1
o Y (et edn()
i=0
n—1 n-—1
wH = (Z cixi) mod g’ (x) + (Z eixi> mod g’ (x)
i=0 i=0

wH = ¢(x) mod g'(x) + e(x) méd g'(x)
wH =0+ e(x) mdd g'(x)

wH = s(x).
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Entonces s(x) = 0 si y solo si w(x) es una palabra codigo, asi H es una matriz de
verificacion de paridad. Ademas, si wH = s entonces s corresponde a s(x) = w(x) mbod

¢'(x). Es claro que nos referimos a s(x) como el sindrome polinémico.

Ejemplo 1.21. Sean =7,y g¢'(x) = 1+ x + x3. Entonces n — k = 3. Producimos H

como sigue:
To(x) =1 mod g'(x) =1 < 100
r1(x)=x mdd g'(x) =x < 010
5(x) = x? mod ¢g'(x) = x? < 001
r3(x)=x3 moddg'(x)=1+x < 110
4(x) =x* mdd g'(x) = x + x? - 011
rs(x)=x°> mddg'(x) =1+x+x? o 111
Te(x) =x® mod g'(x) =1+ x? < 101
asi
11007
010
001
H=1110
011
111
1014

Siw(x) =1+ x>+ x® es recibida, w = 1000011, entonces wH = s =110y s(x) =

1+x =1+ x°+x% méd (1 +x + x3).

En vez de construir una matriz de decodificacion estandar (SDA) para un codigo ciclico
usaremos un algoritmo que utiliza simetrias inherentes en codigos ciclicos. Note que si e es
un cociente lider y si s = eH, entonces s(x) = e(x) mdd ¢'(x) como mostramos en el
Ejemplo 1.21. Entonces x!s(x) = x’e(x) mdd ¢'(x) vy asi los sindromes de las partes
ciclicas de e son facilmente calculadas; en vez de almacenar un SDA usaremos esta
propiedad.

Es importante notar que si grad e(x) < grad ¢'(x) entonces e(x) = e(x) modd g'(x) y asi
el sindrome polindmico para el polinomio error e(x) es solo e(x) (es decir, s(x) = e(x)).
También podemos notar que si e(x) es un cociente lider para un coédigo ciclico de longitud

n, asi xte(x) mod (1 + x™).

Algoritmo 11. (Para decodificar coédigos ciclicos)
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1. Calcular el sindrome polindmico s(x) = w(x) méd ¢'(x), donde w es la palabra

recibida.

2. Para cada i = 0, calcular s; & s;(x) = x!s(x) mod g'(x) (el sindrome
polindmico del i —ésimo parte ciclica de w) hasta el sindrome s; es encontrado con
peso (s;) = t. Entonces el polinomio error mas probable es e(x) = x"_jsj(x)

mod (1 + x").

Observacion 1.1. Este algoritmo de decodificacién solo serd correcto para patrones
de error e(x) donde, para algtn i, x‘e(x) mdd (1 + x™) tiene grado a la sumo n — k.
Esto es posible puesto que existen patrones de error de peso a lo sumo t que no
satisfacen esta propiedad. Tales patrones de error son corregibles por el cédigo, pero las

palabras codigos mas cercanas no se pueden encontrar con este algoritmo.

Ejemplo 1.22. Sean = 7, sea g¢'(x) = 1 + x + x3 el polinomio generador para el 1-
codigo corrector de error lineal ciclico (asi t = 1). Si w(x) = x? + x3 es recibido
entonces s(x) = w(x) méd ¢g'(x) = x2 + x3mbdd (1 + x + x3) =1+ x + x?es el
sindrome polindmico. Calculamos

s1(x) = xs(x) méd g'(x) = x(1 + x + x?) mdd ¢'(x) =1+ x?

Sy(x) = x?%s(x) mdd ¢'(x) = x(1 + x?) méd ¢'(x) =1,
que tienen peso 1 <t. Asi j =2 y por lo tanto

e(x) = x""2s,(x) mod (1 + x7) =x°

Asi c(x) = w(x) +e(x) = (x? + x3) + x° es la palabra cd6digo méas probable.
Ejemplo 1.23. Sea n = 15, y sea g¢'(x) = 1 + x* + x® + x” + x® el polinomio
generador para el codigo ciclico con d = 5. Asi todos los patrones de error con peso t
= 2 0 menos son corregibles. Decodificar la palabra recibida w =110011100111000.
Aqui w(x) =1 +x+x*+ x>+ x°%+x% + x10+ x11,

El sindrome polindmico s(x) = w(x) mod g'(x) es

s(x) =1+x+x3+x*+x>+x%+x7

s1(x) = xs(x) =x + x>+ x*+ x>+ x% + x7 + x® mdd g'(x)
=1+x+x%+x°

So(x) = x2s5(x) = x +x2+x3+ x°( mdd ¢'(x))

s3(x) = x3s(x) = x2 + x3 + x* + x7 (mbéd g'(x))
Sa(x) = x%*s(x) =1+ 23+ x° + x® + x7(méd g'(x))

ss(x) = x°s(x) =1+ x (mdd g'(x))
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los cuales tienen peso 2 < t.
Asi e(x) = x55sc(x) mod (1 + x°) = x10 + x11,

Por lo tanto

w(x) + e(x)

c(x)

w(x) + (x1° + x11)

1+x+x*+ x> +x%+x°

1.5 Encontrando codigos ciclicos

Si se quiere construir un codigo lineal de longitud n y dimension k, se debe encontrar un
factor de 1 + x" que tiene grado n — k. Por supuesto que puede haber varios casos o
ninguno para n y k dados. Existe la pregunta de la distancia minima para codigos ciclicos
que no hemos considerado, una pregunta que no estd resuelta en general. La
postergaremos para después.

Para reiterar, el hecho que cada generador debe dividir 1 + x” nos permite encontrar
todos los codigos lineales ciclicos de una longitud n dada. Todo lo que tenemos que hacer
es encontrar todos los factores de 1 + x", que significa que primero debemos encontrar
todos los factores irreducibles.

Sea el polinomio f(x) € KX[x] de grado 1 como minimo, ademas no es el productode
dos polinomios € K[x], ambos de grado 1 como minimo, entonces f(x) es irreducible.
Encontrar todos los factores irreducibles (casi todos los factores que dan son de 1 + x")
no es tan sencillo. La potencia de 1, como factor de 1 + x"” es 0, por lo que se genera un
codigo ciclico de n - dimension; este cédigo debe ser K", lo que prueba que K" es
ciclico. También podemos definir el cddigo {0} que consta unicamente de la palabra cero
de longitud n de una manera especial para ser ciclico con generador ¢'(x) =0 =1+ x"
(méd 1+ x").

Podemos llamar a estos cddigos lineales ciclicos K" y {0}, cddigos ciclicos impropios.

De otra manera, el codigo es un cédigo ciclico propio.

Ejemplo 1.24. Para n = 3,setienequel + x3 = (1 + x)(1 + x + x?) es la
factorizaciébn de 1 + x3 en factores irreducibles. Por lo tanto hay dos cédigos ciclicos
propios de longitud 3. Uno tiene como generador:
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¢'(x) = 1+ x y matriz que lo genera

&'~ on1)

El codigo es C = {000, 110, 011, 101}. El otro codigo tiene generador ¢'(x) = 1 + x + x?
y matriz generadora G’ = [111], asi es el codigo C = {000, 111}

Ejemplo 1.25. Para n = 6, la factorizacion de 1+ x® en sus factores irreducibles es:
1+x%=(1+x3)?=(1+x)*(1+x+x?)2

Por lo tanto, para encontrar los generadores de codigos lineales ciclicos de longitud 6,
establecemos todos los posibles productos de estos factores exceptuado para 1y 1 +
x®. Cada producto es el generador para un cddigo lineal ciclico de longitud 6. Las
dimensiones y la longitud de estos productos del cédigo lineal ciclico de longitud 6 se

muestran en la tabla para cada producto resultante

generador dimension
1+x 5
(1+x)>=1+x? 4
1+ x +x? 4
(1+x+x2)?=1+x%>+x* 2
(1+x)1+x+x2)=1+x3 3
(1+x)AQ+x+x?)=1+x+x3+x* 2
l+x)1+x+x2)?2=1+x+x%2+x3+x*+x° 1

Teorema 1.3. Si n = 2”s entonces 1 + x" = (1 + x5)2"

Demostracién. Sin = 2s, entonces (1 + x5)? = 1 + x5+ x5 + x25 = 1+ x2S, Entonces

procedemos por induccién sobre 7. O

Corolario 1.3.1. Sea n = 2"s, donde s es par y sea 1+ x° el producto de z
polinomios irreducibles, entonces existen (2" + 1)# codigos lineales ciclicos de longitud

ny (2" + 1)*—2 codigos lineales ciclicos propios de longitud n.

Ejemplo 1.26. En el Ejemplo 1.24 estd demostrado que 1 + x3 es el producto de dos
polinomios irreducibles, a saber 1 + x y 1 + x + x2. Aplicando el Corolario 1.17 con r =
0, s = 3y z = 2 encontramos que existen (2° + 1)2 = 4 cbdigos lineales ciclicos de
longitud 3, 2 de los cuales son propios (como se muestra en el Ejemplo 1.24). Ademas,
para 1+x®, tenemos n = 6 = 21.3 asi r = 1, z es alin 2 asi existen (2 + 1)2 = 9 cddigos
lineales ciclicos de longitud 6, 7 de los cuales son propios (como se muestra en el
Ejemplo 1.25)
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Uno puede encontrar cbédigos ciclicos o equivalentes al factor 1+x", por un procedimiento
relativamente simple. A través de nuestra discusién asumiremos que para todo n es par.
Como primer paso se debe generar todos los polinomios I(x) méd (1 + x") tales que
I(x) = I(x)> mdéd (1 + x"). Estos polinomios se llaman polinomios idempotentes.
Facilmente entendemos que si u(x) y v(x) son idempotentes, entonces su suma u(x) +
v(x) y su producto u(x)v(x) mod (1 + x") también son idempotentes. Asi necesitamos
construir solamente un conjunto base de polinomios idempotentes. Para hacer esto
necesitamos la particiondelos Z, = {0,1, 2,...,n- 2, n - 1} en clases.

SeaC;={s=2/-i(médn)/j =0,1,...,7}, ademas 2" méd n = 1.
Ejemplo 1.27. Para n = 7 tenemos
Co={0}, C1={1,2,4}=C2=C4, yC3={3,56}=Cs=C7.
Para n =9 tenemos
Co={0}, C1={1,2,4,8,7,5}, y C3 ={3,6}

Siguiendo para cada clase diferente C; formamos un polinomio

&)= ) o

JEC;
Afirmamos que ¢;(x) es idempotente y ademas que cualquier idempotente I(x)(mbod 1+

x") es
k

1) = ) ey, a; € (0.1)

=0
Para ver esto note que,

ci(x)? =c;(x?) = Z x? = z x¥(méd 1+ x™)

JEC; keC;

puesto que si j € C; entonces también lo es 2j( mdd n).

Ejemplo 1.28. Para n = 7 tenemos,

Co ={0}, entonces Colx) =x0 =
C1 = {1, 2,4}, entonces ci(x) =x*+x% + x*

Cs = {3,5, 6}, entonces cs3(x) = x3 + x® + x°.
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Entonces cualquier polinomio idempotente mod (1 + x’) puede ser expresado como
I(x) = agco(x) + ascq(x) + azes(x), a; € {0, 1}.

Asi tenemos 23 — 1 idempotentes diferentes mdd (1 + x”). (Ilgnoramos que I(x) = 0

que es el idempotente trivial).
La relacién entre cédigos idempotentes y ciclicos es:

Teorema 1.4. Cada cédigo ciclico contiene un polinomio idempotente unico que genera el

cddigo.

Demostracién. Sea g'(x) el generador de un codigo ciclico de longitud n y sea g'(x)h(x)
= 1 +x" (n es par). Entonces MCD(h(x), ¢'(x)) = 1 y segun el Algoritmo de Euclides

existen polinomios t(x), s(x) tal que
1=1t(x) ¢'(x) + s(x)h(x)
Multiplicando ambos lados por t(x) g¢'(x) resulta,

t(x) ¢'(x) = (t(x) g'(x))* + t()s(x)(1 + x")

t(x) ¢'(x) = (t(x) ¢'(x))?> mdd 1 + x".

Asi t(x) ¢'(x) es un idempotente y

g'(x) = MCD(t(x) g'(x), 1 + x").




Capitulo 2
Codigos BCH

2.1 Utilidad en los Campos Finitos

Veremos en este capitulo codigos ciclicos de una clase especial y otra forma de
decodificarlos utilizando el campo de Galois GF (2); que es un cuerpo con un ndmero
finito de elementos, llamado también cuerpo finito definido sobre un conjunto de
elementos finito, la cual el nimero de elementos debe ser un nimero primo o potencia de
un numero primo.

Sabemos que el polinomio d(x) es un divisor o factor de f(x) si f(x) = g'(x)d(x).
Ademds, siempre los divisores triviales de f(x) son 1 y f(x). Se llama divisor no
trivial o propio de f(x) a cualquier otro divisor. Se dice que un polinomio f(x) € K'[x]
es irreducible en ¥ si no tiene divisores propios en K [x]; de lo contrario, es reducible
(o divisible) en XK.

Ejemplo 2.1. Por definicién, los polinomios x y 1 + x son irreducibles; 1 + x + x? no
tiene a x ni a 1+ x como divisores, por lo que también es irreducible. Sin embargo, x?,
1+ x? y x +x2 son no irreducibles: x? y x + x? tienen a x como divisor; 1 + x2 tienea 1

+ x como divisor.

En general, 1 + x es un divisor o factor de f(x) si y solo si 1 es raiz de f(x); lo que
significa; si y solo si f(1) = 0. Tenga en cuenta que 1 + x es un factor de f(x) = 1
+x2 y f(1) =1 + 1 = 0. De manera similar, x es un factor de g'(x) si y solo si g'(0) = 0.
Pero encontrar otros factores irreducibles de polinomios es mas dificil, por ahora es solo un
asunto de prueba y error.

Ejemplo 2.2. Si f(x) =1+ x+x2+x3 entonces f(1) =1+1+1+1=0vyasi 1+xesun
factor de f(x). Por divisién larga f(x) = (1 + x)(1 + x?) = (1 + x)3. Por otro lado,

26
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si ¢'(x) = 1+ x + x3, entonces ¢'(0) =1#0vy g'(1) = 1+#0, entonces ¢'(x) no cuenta
con factores lineales. Por lo tanto ¢'(x) es irreducible sobre ¥, ya que para que sea

reducible un polinomio cubico un factor lineal debe tener.

Ejemplo 2.3. Sea f(x) = 1 + x + x* Como f(0) #+= O y f(1) #+ O, f(x) no tiene
factores lineales. Por lo tanto, si f(x) es reducible, entonces f(x) debe tener factores
cuadraticos irreducibles. Sabemos que el Gnico factor cuadratico irreducible en X es
¢'(x) = 1+ x + x*. Luego de dividir ¢'(x) por f(x), encontraremos un residuo distinto de
cero. Entonces 1 + x + x> no es un factor de f(x). Por lo tanto f(x) es irreducible sobre X.

Un polinomio irreducible de grado n, n > 1 sobre K se llama polinomio primitivo si no es
divisor de 1 + x™ para cualquier m < 2™ - 1. Veremos que los polinomios irreducibles de

grado n siempre divide a 1+ x™ cuando m = 2" — 1.

Ejemplo 2.4.Yaque 1 + x + x2 no es un factorde 1 + x™ param <3 =22 — 1, es
primitivo. Ademds, para cualquierm <7 =23—-1,1+x + x3no es un factorde 1 +
x™y, por lo tanto, es primitivo.

Sinembargo 1 +x°> = (1 +x) (1 +x+x2+x3+x*)y1+x+x2+x3+x* son

irreducibles, pero5 <15 =24 -1 vy asi 1 +x + x% + x3 + x* no es primitivo.

Recuerda que la adicion y la multiplicacion de polinomios médulos para un polinomio
h(x) de grado n si se puede definir. Tenemos K"[x], que representa a todos los
polinomios en conjunto de K'[x] de menor grado n. Claro esta, que cada palabra en K"
le corresponde un polinomio en K"[x] por lo que podemos definir la adicién y
multiplicacion de palabras en K. Podemos introducir en este capitulo la estructura

adicional de campos finitos para ayudar en la decodificar codigos codificados.

Nosotros ya tenemos una definicion de adicion y multiplicacion de palabras en K", pero
para que esto forme un campo necesitamos tener cuidado en nuestro caso de h(x). Por

ejemplo, en un campo debe ser el caso que si ab = 0 entonces a =00 b = 0.

Ejemplo 2.5. Podemos definir la multiplicacion de palabras en X* usando la

multiplicacion de polinomios modulo 1+ x*. Sin embargo,

(0101)(0101) < (x+x3)(x +x3)
= x2+x°
= (x?+ x?)(méd 1+ x?)
= 0
< 0000,
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asi (0101)(0101) = 0000, pero 0101 # 0000 en K*. Entonces K* no puede ser un campo

de acuerdo con esta multiplicacion definida.

La complicacion en el ejemplo dltimo surge debido a que 1 + x* sobre X no es
irreducible. Una manera de definir la multiplicacién en K" y hacer de K" un campo es
definir la multiplicacion en K" modulo como un polinomio irreducible de grado n.

Dejamos la prueba que GF(2") es un campo para un curso de algebra moderna.

Ejemplo 2.6. Usando el polinomio irreducible h(x) = 1 + x + x* definiendo la

multiplicacion en K*. Para encontrar el producto (1101)(0101) notemos que
(1101)(0101) < (1 + x + x3)(x + x3)

Pero(1+x+x3)(x+x3)=x+x2+x3+xyx=x+x2+x3+x% mdd (1 +x + x?).
Asi (1101)(0101) = 0100 © x

Ejemplo 2.7. Usando el polinomio primitivo A(x) = 1 + x + x® para definir la
multiplicacién, considere construir GF(23). Hacemos este calculo x! méd h(x):

palabra < x!mod h(x)

100 1

010 X

001 x?

110 x3=1+x

011 x* = x+x?
111 x> =1+ x+x?
101 x6=1+x?

Para calcular (110)(001) < (1 + x)x? note que de la tabla anterior 1 + x = x> mdd h(x)

asi
(x)(1+x) = x*-x3
= x°
= 1+x+x% (mbdd h(x))
luego

(110)(001) = 111
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Para construir GF(2") usando el polinomio primitivo hace los calculos en el campo mucho

mas faciles que usando un polinomio irreducible no primitivo. Para ver esto:

Sea [ € GF(2") que representa la palabra correspondiente para x moéd h(x), donde h(x)
es un polinomio primitivo de grado n, entonces B' < x’ mod h(x). Tenga en cuenta
que 1 = x™ mod h(x) significa que 0 = 1+ x™ mod h(x) y asi que h(x) divide 1 + x™.
Como que h(x) es primitivo, sabemos que h(x) no es divisible por 1+ x™ para m <
2" — 1, entonces f™ # 1 param < 2" — 1. Como B’/ = B' para j > i, entonces / +
B'=0 o BY(B/7H+ 1) = 0. Como estamos en un campo, se tiene f: =0 & /71 =0;
pero  # 0, quiere decir que ,Bi # 0, por lo que quien deber ser cero es ﬂf‘i + 1, que en
forma polinomial seria:
BI=t = x7='mod h(x)
o BT+ 1 = (x/7t + 1)méd h(x)
0= (x/~'+ 1) méd h(x)

Lo cual quiere decir que: j —i > 2" -1, paraj > i = 0, lo que es lo mismo decir que si
j—i<2™ -1, entonces B/ # B‘ para j > i = 0. Por lo tanto tenemos que en el
conjunto {B, B2 B3,..., B2 ~1} no tiene potencia alguna que se repita y contiene 2" — 1
elementos no nulos, lo que podemos realizar una correspondencia uno a uno con GF(2") \

{0} (que también tiene 2" — 1 elementos).

Por la correspondencia entre {8, 82, B3..., B2 ~1} y GF(2") \ {0} por ultimo notemos
que existird una potencia k < 2" — 1 de [ tal que sea la identidad. Asi, para todo i, tal que
1<i<2"-1yi # k, tenemos:

Bkl = gi
Br+l = pi
- k+i—i=2"-1
k>=2"-1,perok <2"-1.
Sk=2"-1

Por lo tanto B¥= B2 ~1=1 = B9, lo que concluimos:

GF2")\{0}={8'/i=0,1,...,2" - 2}
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Esto significa que toda palabra distinta de cero en K" puede representarse con la
misma potencia de [5; esta es una propiedad que facilita la multiplicacién en este

campo.

Tabla 2.1: Construccién de GF(2%) usando h(x) = 1 + x + x*

palabra  polinomio en x!méd h(x) potencia de

0000 0 —_-
1000 1 p=1
0100 x B
0010 x? B>
0001 x3 p?
1100 1+x=x* p*
0110 x+x2 =x° B°
0011 x2 +x3 =« B
1101 1+x+x3=x7 B’
1010 1+ x2=x8 B8
0101 x+x3=x° B°
1110 1+x+x%2=x0 B
0111 x+x%+x3 = x11 pt
1111 1+x+x?+x3=x1? p?
1011 1+x%2+x3=x13 p3
1001 1+x3 = x4 p1

Un elemento a € GF(2") es primitivo si a” # 1 paral<m < 2" - 1.

En consecuencia, a es primitivo si toda palabra distinta de cero en GF (2") puede ser
representada como potencia de a. De la discusion anterior, vemos que para construir GF
(2") si se usa un polinomio primitivo, donde S siendo la palabra predefinida, concluimos
gue S es un elemento primitivo.

Ejemplo 2.8. Usando el polinomio primitivo h(x) = 1 + x + x*, construye GF (2*).
Escribimos cada vector como la potencia de f < x mbéd h(x) (ver Tabla 2.1). Note que
B> =1.

Para calcular (0110)(1101) = B°-B7 = 12 = 1111 yaque (x+x?)(1+x+x3) = x>-x7 =
x12(modd h(x)).
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2.2 Polinomio Minimal

Recordemos que a, un elemento en un campo F = GF (2") es llamado una raiz de un
polinomio p(x) € F[x] si y solamente si p(a) = 0. Esto es, si p(x) = ag+a;x +- - -+

axx® entonces

pla) = ag+aja + - - - + aia®

Ejemplo 2.9. Sea p(x) = 1+x3+x% y el elemento primitivo en GF (2%) es B construido

usando h(x) =1+ x + x* (ver Tabla 2.1).

p(B) =1+ B3+ p* = 1000+0001+ 1100
0101
= B°.

Asi w no es una raiz de p(x). Sin embargo:

p(B’) = 1+(B7)+(B")*
- 1+,821 +,828

1+ B+ p13(yaque p*° = 1)

1000+ 0011 + 1011 = 0000
= 0.

Puesto que p(B’) = 0, B’ es una raiz de p(x). Note que usada la convencién que 1 <
1000 y 0 «> 0000 asi como el hecho que B> = 1. Asi p?! = p156% =1.p% = péy p?8
=p15.p13=1.p513=p13

En general, los elementos distintos de cero @ en GF (2") tienen como orden el entero
positivo m mas pequefio, tal que a™ = 1. Sabemos que cualquier a diferente de cero en
GF(2"), el orden de a es de orden m < 2" — 1. En particular, @ en GF(2"), si su orden es

2" -1, es un elemento primitivo.

Definicién 2.1. Definimos el Polinomio minimal de «, para cualquier elemento o en GF
(2"), como el polinomio de grado minimo en K [x] y con raiz a. Sea m,(x) el polinomio
minimal de a. Tenga en cuenta que si @ es de orden m, (es decir, ™ = 1) por lo tanto
a es una raiz de 1 + x™, por lo tanto cada elemento de GF (2") es una raiz del mismo

polinomio en K[x].
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Si queremos encontrar de un elemento de GF (2") su polinomio minimal, apoyémonos en

algunos factores relacionados con polinomios minimales.

Teorema 2.1. Sea a # 0 un elemento de GF(2"), con polinomio minimal de a, m,(x).

Entonces
i. my(x) es irreducible sobre X,

ii. si f(x) es cualquier polinomio sobre KX tal que f(a) = 0, entonces m,(x) es un
factor de f(x),

iii. el polinomio minimal es (nico, y

o . . .. r_
iv. el polinomio minimal m,(x) es un factor de 1 + x? 1.

Demostracién. (i.) Simg,(x) = g'(x)h(x), entonces m,(x) = 0 implica que ¢'(x)h(x) =
0. Por lo tanto, g¢'(a) = 0 o h(a) = 0. Dado que m,(x) es el polinomio de menor
grado tal que m,(x) = 0 entonces ¢'(x) = 1 o h(x) = 1. Por lo tanto m,(x) es

irreducible sobre K.
(ii.) Por el algoritmo de la division
flx) = me(x) ¢'(x) + T(x),
donde r(x) = 0 o grado 7(x) < grado m,(x). Ahora f(a) = 0, puesto que
fla) = my(a) g'(a) + (@) =0 - g'(a) + T(a) = T(a)

tenemos que r(a) = 0. Por la minimalidad del grado de m,(x), (x) = 0. Por lo

tanto f(x) = my(x) q(x), y my(x) es un factor de f(x).

(iii.) Si m'(x) también es un polinomio de grado minimo tal que m'(a) = 0, de modo
que, por la parte (b), m,(x) es un factor de m'(x) y m’(x) es un factor de m,(x). Por

lo tanto m,(x) = m'(x), asi es Unico el polinomio minimal.

(iv.) Sea B un elemento primitivo en GF (27) y a = Bi. Entonces a? ~1 = (B)Z' 1
(BY~1)i = 1! = 1. Asi a es una raiz de 1 + x2 1 y por (b) m,(x) es un factor de 1 +

r_
X271 0

Encontrar polinomios minimales de a, « € GF(2"), se reduce a encontrar una combinacion
lineal de los vectores {1, @, a2, ..., a”} que suman 0. Ya que en K" es dependiente

cualquier conjunto de r + 1 vectores, teniendo en cuenta que existe tal combinacion.
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Una vez que hemos construido GF(2") usando polinomios minimales, es naturalmente
conveniente representar 1, (x) por m;(x) donde @ = f'. Esta notacién la introducimos

en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.10. Encontrar el polinomio minimal de a = 33, @ € GF(2*) construido usando
h(x) =1+ x + x* (ver tabla 2.1). Sea m, (x) = m3(x) = ag+a, x+a,x*+asx3+a,x* entonces

debemos encontrar los valores para aq, a4, ..., a, € {0, 1}. Note,

my(a) =0 = apl+a,x+ a,a®+aza® + a,at

= aof°+ a3+ aB° + azf° + asf1?

asi
0000 = a((1000) + a4(0001) + a,(0011) + a3(0101) + a,(1111)

resolviendo para ag, a¢, aA,, Az, Ay encontramos que
a0=a1=a2=a3=a4=1

y mg(x) = 1+ x+x?+x3 +x% Las raices de m,(x) son { a, a? a3 a*} = {B3, B° B°,
B2}, y asi mz(x) = mg(x) = mge(x) = my,(x) (donde m;(x) denota el polinomio minimal

de BY).

Si el polinomio minimal para todos los elementos en GF (2") son buscados entonces

tenemos otros hechos Gtiles. Recordemos que f(x)? = f(x?), asi

2 n n

(i al-xi> = Z a?(xH)? = Z a;(x%)"

i=0 i=0 =0

Seguimos del hecho que (a+ b)> = a? + b? y el hecho que a? = a; puesto que a; € {0, 1}.
Asi si f(a) = 0 entonces f(a?) = (f(a))? = 0y asi a? es también una raiz de f(x).
Similarmente f(a*) = (f(a?))? = 0, etc. y asi tenemos que si a es una raiz de f(x)
también lo son «, a?, a4, ..., azi, ..., etc. Con algunos esfuerzos mas probaremos

que:

Teorema 2.2. Sea a un elemento en GF(2") con polinomio minimal m,(x), entonces
{a, a?, a?,..., azr_l} es el conjunto de todas las raices de my(x). En particular, el grado

r—1
(Mg (X)) es |{a, a?, a*,..., a® }.

Demostracién. Se sabe por definiciéon de m,(x) que m,(a) = 0, entonces
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g (a2') = (mg(@)?

= (0%
=0, paratodoi € N.

Ademas, sia = ,Bi, donde f € GF(2") es un elemento primitivo, entonces:

= ()"
= (57 1.p8)
= (L.p)

[3]

a

Esto quiere decir que se repite el ciclo nuevamente, por lo que podemos pensar que el
. r—1 . ’
conjunto {a, a?, a*,..., a®> }tiene a todas las raices de m, (x).

Para confirmar esto, supongamos que hay otra raiz, digamos y, tal que m,(y) =0y
2r—1}

ademas satisface quey € {a, a?, a*,.., a
Por otro lado, el polinomio minimo de y es m, (x) y suponiendo que otro polinomio m, (x)
existe que como raiz tiene a y, por el teorema 2.1. (ii) debe suceder que m, (x) divida a
m, (x) y ademas grad(m,, (x)) < grad(mg (x)).

Entonces, por el algoritmo de la division, se tiene que, existe f(x) tal que grad(f(x)) <
grad(mg (x)).

mg(x) = my, (x)f (x).
Si x = a, entonces

me(a) = m, (a)f(a)
0=m,(a)f (o).

Sabemos que GF(2") es un campo, por lo tanto m, (@) =0 6 f(a) = 0. Pero para los
dos casos, no puede existir otro polinomio de menor grado que el de m,(x) la cual tenga a
a como raiz, ya que el polinomio minimo es Unico como ya sabemos. Con esto el conjunto

r—1 . ,
{a, a?, a*,.., a® "}tiene a todas las raices de m, (x).

. o ez . . . r—1 .
Por otro lado, por definicién de la cardinalidad del conjunto |{a, @2, a*,..., a? }|, es sin
repeticién, por lo tanto:

Grado (my(x)) es |{a, a2, a*,.., a? '}| -
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Ejemplo 2.11. Sea mz(x) el polinomio minimal de a = 8°, B> € GF (2*) (ver Tabla2.1).
Ya que {a, a?, a* a®} = {B> B'°} por teorema 2.2 las raices de mg(x) son 8°y B° que

significan que el grado (ms(x)) = 2 (del Teorema 2.2).

Asi mg(x) = ag + a;x + a,x?, por lo tanto

0 = a0+alﬁs+azﬁlo

= a,(1000) + a,(0110) + a,(1110).
Asiayg=a; =a, =1ymg(x) =1+x+x2

Similarmente podemos encontrar los polinomios minimales del resto de elementos del
campo en GF (2%) construidos usando 1 + x + x*. Los resultados son resumidos en la

siguiente tabla:

Tabla 2.2: Polinomios minimales en GF (2%)

elemento de GF (2% | polinomio minimal
0 X
1 1+x
B, B% B* B 1+ x+x*
B3, BS B°, p12 14 x + x2 + x3 + x4
B>, p1° 1+ x+x?
ﬁ7l Blll ﬁ13/ Bl4 1 +x3 +x4
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2.3 Los codigos de Hamming

De los codigos de Hamming sabemos que tienen una ventaja importante de ser codigos
completos de correccion de un solo error y de admitir un simple esquema de
decodificacion.

Definicién 2.2. El cédigo de Hamming corrector de un solo error de longitud n = 2" -1
para cada = 2, tiene una matriz H de verificacion de paridad tal que sus filas son todas
las palabras 2" -1 distintas de cero de longitud n = 2" - 1.

En esta seccion probaremos que existen codigos ciclicos de Hamming de longitud n = 2"
-1 paracada r = 2. La ventaja adicional de este cddigo es de ser facil de codificar, lo cual

es comun a todos los cddigos ciclicos.

Si B es un elemento primitivo de GF(2"), entonces por la definicion de potencias de  son
todos diferentes. Entonces podemos crear un cdédigo Hamming de longitud n = 2" -1 que

tiene una matriz de control de paridad

1

B
H=| p?

BZ;—Z
Note que H es una matriz (2" -1) x r.

Ejemplo 2.12. Sea r = 3, entonces n = 23 — 1 = 7. La construccién GF (23) con
p(x) =1+x+x3y B < 010 como primitivo. Recordemos que S < x! méd p(x). En

consecuencia, la matriz de verificacion de paridad para un cédigo Hamming de longitud 7

es
1] [ 100 |
I 010
B? 001

B3 o 110
p* 011

B5 111

i 101
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Vendria ser la misma matriz de verificacion de paridad del cédigo ciclico con polinomio
generador p(x).

Teorema 2.3. Un polinomio primitivo de grado r es el polinomio generador de un

codigo ciclico Hamming de longitud 27 - 1.

Demostracién. Sea C un cbédigo ciclico de longitud n con polinomio generador g'(x).
Sea a € GF(2") una raiz de ¢'(x). Entonces para todo ¢(x) € C, ¢(a) = 0y, por lo tanto
m,(x) es un divisor de c(x) por el Teorema 2.1(ii). Siempre podemos escribir g'(x)

como un producto polinomial minimo de elementos en GF(2"). O

Podemos usar este algoritmo de verificacién y decodificador de paridad de matriz en C.

Teorema 2.4. Sea g¢'(x) el generador para un cédigo ciclico C de longitud n entonces
g'(x) serd el producto (minimo comidn mdltiplo) de polinomios minimales de a4, a, ...,

a, € GF(27), con a; una raiz de 1+ x", si y solamente si para todo c(x) € C
cla;) =claz) =---=cl(a) =0.

Demostracién. La decodificacidon de codigos ciclicos de Hamming es facil. Si el generador
es un polinomio primitivo m,(x), y w(x) es recibido, entonces w(x) = c(x) + e(x),
c(x) € C yw(a) = e(a) = a’. Por lo tanto, el polinomio error mas probable es e(x) =

x7, por lo que ¢(x) = w(x) + x/. O

Ejemplo 2.13. Supdnga que GF (23) fue construido usando 1 + x + x3. Entonces
my;(x) = 1+ x + x> esungenerador para un codigo ciclico Hamming de longitud 7.

Supdnga que w(x) = 1+ x + x3 + x® es recibido. Entonces

W(B) = 1+p2+p3+p°
100+ 001 +110+101

110
,83

Asi e(x) =x3 y c(x) = w(x) +x3 =1 + x2 + x°.
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2.4 Codigos BCH

Los cédigos Bose-Chaudhuri-Hocquengham, o codigos BCH son una clase importante de
codigos de correccidén de errores multiples. El procedimiento para construir y decodificar
codigos BCH se desarrollard mas adelante. Construiremos primero y un ejemplo importante de
clases decodificaremos, para saber la familia de cédigos correctores de dos error BCH.

El cédigo BCH es importante por dos razones. En primer lugar, admiten esquemas de
decodificacion relativamente simples y, en segundo lugar, la categoria de cédigos BCH es
muy amplia. Por supuesto, para todos los enteros positivos 7y t con t < 271 - 1,
existe un codigo BCH de longitud n = 2" - 1 que es el corrector de t error y tiene
dimension k = n - rt.

Definicién 2.3. Los Cddigos correctores de 2 error BCH de longitud 2" - 1 son cbdigos
lineales ciclicos generados por g'(x) = mg (x)mgs(x), donde 8 es el elemento primitivo

en GF(2")yr = 4.

Dado que n = 27 - 1y g'(x) divide 1 + x" (por Teorema 2.1(iii)) ¢'(x) es un polinomio

generador para el cédigo ciclico.

Ejemplo 2.14. 8 es un elemento primitivo en GF (2*) construido con p(x) =1 + x + x*
(ver Tabla 2.1). Tenemos que m;(x) =1+ x +x% y mz(x) =1+ x + x2 + x> + x*. Por
lo que tenemos

g'(x) = my()mg(x) = 1+ x* +x% + x7 + 8
es un generador para el cddigo corrector de 2 error BCH de longitud 15.
Lema 2.1. La siguiente matriz H es una matriz de verificaciébn de paridad para el

codigo corrector de 2 error BCH de longitud 27 - 1, donde S es un elemento primitivo

en GF(2") y el polinomio generador es g'(x) = m; (x)mz(x)

B° p°
B p?
B’ B
H = : :
’{;L '8-31'
i 'Bér—z ’83('2T—2)_
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Demostracién. Puesto que B' es un elemento de GF (27), representa una palabra de
longitud r, asi H es una matriz (2" - 1) x (2r). Como el grado(m;(x)) = r =
grado(ms(x)), el grado de g'(x) = my(x)m3(x) es 2r, por lo que la dimensién del cddigo n
-2r=2"-1-2r. ]

Pongamos por caso, en la Tabla 2.1 usamos GF(2*) construido con el polinomio
primitivo p(x) = 1 + x + x* para construir un coddigo corrector de 2 error BCH C1s. El
cédigo Cis se define como el codigo lineal con matriz verificadora de paridad H 15x8, y

my (x)m3(x) como polinomio generador.

Tabla 2.3: La matriz verificadora de paridad de Cis

1 1 1000 1000
B g3 0100 0001
p? pe 0010 0011
g3 p° 0001 0101
p* p? 1100 1111
S5 1 0110 1000
p° g3 0011 0001
B’ e | «|1101 0011
[ p° 1010 0101
B° p1? 0101 1111
B0 1 1110 1000
gt g3 0111 0001
p1? i 1111 0011
g3 B° 1011 0101
p B | 1001 1111

Teorema 2.5. Para cualquier entero r = 4; existe un cédigo corrector de 2 error BCH
de longitud n = 2" - 1, dimensién k= 2" -2r - 1 y distancia d = 5 con polinomio

generador my (x)mz(x).

Demostracién. Para probar que la distancia es 5, mostraremos que este puede corregir
2 error y asi tiene distancia sea al menos 5. Esta claro a partir de la definicién de Ila
matriz de control de paridad, que n = 2" - 1, y puesto que m;(x) y mz(x) tienen

grado 7, g¢'(x) tiene grado n — k = 2r entonces k = 2" -2r -1 u
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2.5 Decodificando codigos corrector de 2 error BCH

Describimos el escenario de decodificacion para coédigos corrector de 2 error BCH creado
en la sesion anterior. En esta seccion, definiremos una palabra binaria cuya longitud r
es igual a la potencia de 3.

Una matriz de verificacion de paridad para el (27 - 1, 2" — 2r — 1) codigo corrector de 2
error BCH con generador g'(x) = m,; (x)m3(x) en H definida como en el Lema 2.1.

Supongamos que se recibe una palabra wy w < w(x). Asi que el sindrome de w es

wh = [w(B), w(B?)] = [s1, s3]

donde s1 y s3 son palabras de longitud r.

Si en la transmisidn no ocurre ninguln error, entonces el sindrome es wH = 0, asi s1 =
s3 = 0. Si en la transmision ocurre sélo un Gnico error, entonces, el error polindbmico es
e(x) = xt asi wH = eH = [e(B), e(B3)] = [s1, s3]. Por lo tanto s3 = ss.

Si en la transmisidn ocurren dos errores, en las posiciones i y j, con [ # j, entonces e(x) =

x'+x/ ywH = eH = [e(B), e(B3)] = [s4, s3]. Asi el sindrome wH es dado por
wH = [sy, s3] = [B" + B/, B3 + B3/].
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

ﬁi+ﬁj =5

ﬁ3i + ﬁ3j = Ss.
Ahora tenemos la factorizacion

(B + BI)(BZ + BT + p2I) = g3 + g3,

sp = (B +B))? = B2 + .

Por lo tanto

S3 B3i +B3j
(B + BI) (B> + B + B+

si(s? + Bi+)).
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Asi
S3 .
= +sZ=p
S

Ahora B¢y B/ son raices de la ecuacidn cuadratica
x2+ (BE+BI)x+ B =0

y de aqui las raices de
53
x? +slx+(—+s§) =0
S1

Por lotanto, al resolver esta ecuacion, podemos encontrarla ubicacién dela falla. El

polinomio del lado izquierdo de esta ecuacion se llama polinomio localizador de error.

Ejemplo 2.15. Sea w < w(x) la palabra recibida con sindromes s; = 0111 = w(f) y
s3 = 1010 = w(B3), donde w fue encodificada usando C1s. De la Tabla 2.1 tenemos que

s1 & By s3 & B3 Entonces

z_3+ 512 — ,883_11 +BZZ

! — 312 +ﬁ7
= ﬂz_

Formamos el polinomio x? + Bx + B? y descubrimos que tiene raices f* y B3. En
consecuencia, podemos decidir que en las posiciones 4 y 13 ocurren los errores mas

probables (es decir, e(x) = x* + x'3) de modo que el patrdn de error mas probable es
000010000000010.

Hemos llegado a una escena para la decodificacidon incompleta de maxima probabilidad
para el codigo corrector de 2 error BCH. Sea w una palabra recibida. Una vez que se

identifica el patrdn de error, el algoritmo, por supuesto, estd completo.

Algoritmo 2.1. Decodificacion de maxima probabilidad incompleta para el codigo
corrector de 2 error BCH con el polinomio generador m; (x)ms(x).

1. Calcular el sindrome wH = [sq, s3] = [w(B), w(B3)].

2. Sis; = s; = 0, concluimos que ningln error a ocurrido. Decodifique ¢ = w como

la palabra cbdigo enviada.
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3. Si s; =0y s3 # 0 solicitamos una retransmision.
4. Si s3 = s; entonces corrige un simple error en la posicién i, donde s; = .

5. De la ecuacidon cuadratica
x2+slx+z—j+s§=0 (*)
6. Si la ecuacién (*) tiene dos rafces distintas B¢ y £/, corrige el error de posicidn
iyj.
7. Si la ecuacién (*) no tiene dos raices distintas en GF(2"), concluimos que existio

tres errores como minimo en la transmisién, y solicitamos una retransmision.

A continuacion los ejemplos que siguen, usan Cis cuya matriz verificadora de paridad
estalistada en la Tabla 2.3 y polinomio generador g'(x) listado en el ejemplo 2.15.

Ejemplo 2.16. Suponemos que se recibe wy el sindrome es wH = 01111010 « [B1},
B2]. Ahora

si = (BM) = pP =p # p° =5
En este caso la ecuacion (*) es x? + B1'x+ 2 = 0, como es mostrado en el ejemplo 2.16.
Las raices de esta ecuacion B* y PB'3. Por lo tanto, corregimos los errores en las
posiciones i = 4y j = 13; en otras palabras, el mdas posible patrén de error es u =

000010000000010, y e(x) = x* + x*3 es el polinomio error presumido.

Ejemplo 2.17. Asuma que el sindrome es wH = [w(B), w(B3)] = [B3 B°]. Entonces s3
= (B3)® = B° = s;. Por lo tanto, es mas probable que haya ocurrido un error
singular en la posicién i = 3. El error mas posible es u = 000100000000000, y e(x) = x3

es el polinomio error.
Ejemplo 2.18. Asuma que w =110111101011000 es recibido. El sindrome es
wH = 01110110 < [B, B°] = [sy, s3]

Ahora s3 = ¥ = B3 # s; = B°. Para formar la ecuacién cuadratica (*), primero
calculamos

S3 -
;+512 — ESB 11 + (311)2
B°+ B’
0101 + 1101
1000
B°.

OB [RRORNT
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Asi en este caso, (*) sera

X2+ My + 0 = 0.

Probando los elementos de GF (2*) como las posibles raices, llegamos a x = 87 y encon-

tramos

(B7)2 +BY1B7 + B° = B4+ B3+ O
< 1001 + 0001 + 1000
= 0000.

Ahora f787 = 1= 5, asi f/= 38 es otra raiz. Entonces, en las posiciones i = 7y j =
8, corregimos errores; esto es u = 000000011000000 es mas probable patrén de error,

decodificamos v =w +1u =110111110011000 como la palabra que se envié.

Ejemplo 2.19. Digamos que de Cis una palabra es enviada, por lo que ocurren
errores en las posiciones 2, 6 y 12. Por lo tanto, el sindrome wH es la suma de las filas

2,6y 12 de H, donde w es la palabra enviada. Entonces

wH

00100011 +00110001+11110011
11100001 < [ﬁlo, 33] = [Sl, 53].

Ahora si = (B1°)?3 = p3° = 1 # (3. Calculamos
S3 a
_+512=‘B3’310+ﬁ20
S1
< 1010+ 0110 = 1100 < B4
y entonces la ecuacion cuadratica es
x2 + %% + g4 = 0.

Probando cada elemento de GF (2*), observamos que esta ecuacién no tiene raices en GF
(2%). En consecuencia, la decodificacion de maxima probabilidad es incompleta para que
C1s concluya correctamente que se han producido al menos tres errores y debemos

retransmitir.




Capitulo 3

Aplicacion de los Coédigos BCH

Tal y como vimos en teoria, un problema fundamental a la hora de enviar mensajes es
como transmitir informacién a través de un canal con ruido de forma que el receptor
sepa detectar si el mensaje que le hemos enviado es correcto o contiene errores.

La idea clave consiste en codificar la informacion (binaria), afiadiéndole redundancia

que nos permita recuperar la informacion que adn en el caso de que haya algln error en
la transmision.

3.1 Codificacion de mensajes de texto

El proceso de codificacion de un mensaje de texto consiste en asignar una letra a cada
palabra de K> luego multiplicar éste codigo por una matriz generadora, dicho producto

del codigo por la matriz generadora es el mensaje a transmitir.

Ejemplo 3.1. Supongamos que queremos transmitir el mensaje: HELP. Para tal fin

asignamos una palabra a cada letra:

H 110000000000000

000010000100001

E
L = 010001010100000
P = 110011100111000

Ahora codificamos el mensaje usando la matriz de verificaciébn de paridad que se en-
cuentra en la Tabla 2.3, asi tenemos

44
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11000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(H)=[110000000000000](1101 0011|=[1100 1001]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
1001 1111

1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(E) =[000010000100001][1101 0011|= [0000 1111]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111
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1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= (L) =[010001010100000]|1101 0011|=[1010 0101]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 11114

11000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(P) =[110000000000000]|1101 0011|= [0000 0111]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
1001 1111




Localizacion y correccion de errores en la trasmision de mensajes mediante codigos BCH

47

Luego el mensaje codificado es

C(H) =
C(E) =
c(L) =

C(P)

Ejemplo 3.2. Supongamos que queremos

asignamos una palabra a cada letra:

H
0
L
A

[11001001]
[00001111]

[10100101]
[00000111]

transmitir el mensaje: HOLA. Para tal fin

100000000000000
000000000000001
100001000010000

= 000010000100001

Ahora codificamos el mensaje usando la matriz de verificacion de paridad que se en-

cuentra en la Tabla 2.3, asi tenemos

C(H) = [100000000000000]

11000
0100
0010
0001
1100
0110
0011
1101
1010
0101
1110
0111
1111
1011

L1001

10001
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101

1111-

= [1000 1000]
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11000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= (C(0) =[000000000000001]{1101 0011|=[1001 1111]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
1001 1111

1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(L) =[100001000010000]{1101 0011|= [0000 1100]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111
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1000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(A4) =[000010000100001][1101 0011|=[0000 1111]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111

Luego el mensaje codificado es

C(H)
C(0)
(L)
C(A)

[10001000]

[10011111]
[00001100]
[00001111]

Ejemplo 3.3. Supongamos que queremos transmitir el mensaje: “PONER FACIL”, sin

considerar espacios ni acentos. Para tal fin asignamos una palabra a cada letra:

= 110011100100000
= 111000000000001
101110000000000
= 010000100000001

T m o=z O v
I

= 010101001011000

= 110111010001100
= 101110000001000
000010000100001
= 111001011000000

N~ O > ™
1

= 000111010000110
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Ahora codificamos el mensaje usando la matriz de verificaciobn de paridad que se en-
cuentra en la Tabla 2.3, asi tenemos

1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(P) =[110011100100000]|1101 0011 |= [0000 0000]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 11114

1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(0) =[111000000000001]|1101 0011|= [0111 0101]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
[1001 1111
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1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(N) =[101110000000000][{1101 0011|=[0111 0001]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 11114

1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(E) =[010000100000001]{1101 0011 |=[1110 1111]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111

1000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(R)=[010101001011000][1101 0011|= [0000 0000]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111
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C(F) = [110111010001100]

C(A) = [101110000001000]

¢(C) = [000010000100001]

11000
0100
0010
0001
1100
0110
0011
1101
1010
0101
1110
0111
1111
1011

1001

11000
0100
0010
0001
1100
0110
0011
1101
1010
0101
1110
0111
1111
1011
1001

11000
0100
0010
0001
1100
0110
0011
1101
1010
0101
1110
0111
1111
1011

L1001

10007
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101

1111-

10007
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111-

10007
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101

1111-

= [0010 1010]

= [0000 0000]

= [0000 1111]
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1000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(I)=[111001011000000][1101 0011|=[1111 0100]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111

1000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= (L) =[000111010000110]|1101 0011|=[0010 0111]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111

Luego el mensaje codificado es
c(p) = [00000000]
co) = [01110101]
C(N) = [01110001]
C(E) = [11101111]
C(R) = [00000000]
C(F) = [00100111]
c(A) = [00000000]
ce) = [00001111]
ciu = [11110100]
c(L) = [00100111]
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Ejemplo 3.4. Supongamos que queremos transmitir el mensaje: “HAGALO RAPIDO”,
sin considerar espacios ni acentos. Para tal fin asighamos una palabra a cada letra,

en esta oportunidad consideramos una sola palabra para cada letra:

= 100100000100000
= 000010000000001
101010000000000
= 000010000000001
= 010100100000001

Q &~ » O Xx I
1

= 011100001111000

= 110100010001001
= 000010000000001
111110000100001
= 011000000000000
= 000001000000110

SO T =~ v » =™
n

= 011100001111000

Ahora codificamos el mensaje usando la matriz de verificacion de paridad que se en-
cuentra en la Tabla 2.3, asi tenemos

1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(H) =[100100000100000] {1101 0011|=[0100 0010]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
(1001 11114
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1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(A4) = [000010000000001][1101 0011|=[1000 1010]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 11114

11000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(G)=1[101010000000000](1101 0011|=[0110 0100]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
1001 1111

1000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(L) =[010100100000001]{1101 0011|=[1111 1010]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111
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1000 10007
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(0) =[011100001111000]|1101 0011|= [1001 0100]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
(1001 11114

1000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= ¢(R) =[110100010001001]{1101 0011|=[1110 0001]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111

11000 1000
0100 0001
0010 0011
0001 0101
1100 1111
0110 1000
0011 0001
= C(P)=[111110000100001]|1101 0011|=[1111 0000]
1010 0101
0101 1111
1110 1000
0111 0001
1111 0011
1011 0101
11001 1111
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11000
0100
0010
0001
1100
0110
0011

= ¢(I) = [011000000000000]|1101

1010
0101
1110
0111
1111
1011
1001

r1000
0100
0010
0001
1100
0110
0011

= ¢(D) =[000001000000110]|1101

Luego el mensaje codificado es

1010
0101
1110
0111
1111
1011
1001

C(H) =
c(4) =
cG) =
cA) =
cL) =
c) =
C(R) =
c) =

1000
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111-

10007
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101
1111
1000
0001
0011
0101

1111-

= [0110 0010]

= [0010 1110]

[01000010]
[10001010]
[01100100]
[10001010]
[11111010]
[10010100]
[11100001]
[10001010]
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c(P) = [11110000]
e = [01100010]
c(D) = [00101110]
c) = [10010100]

3.2 Localizacion y correccion de error

Ahora veamos si ha ocurrido un error en la transmision de cada una de las palabras
codigo y localicemoslo.

1. Para el primer ejemplo se tiene:

C(H) = [11001001] < [B%, B*] = [sy, S3]

Ahorg s3 = B2 # s; = B4 Calculamos

st = B (B
= B4 B8
< 1110+ 1010
= 0100
o pt

Asi en este caso, la ecuacion cuadratica sera
x>+ B%*%+B1=0
Probando los elementos de GF (2*) como las posibles raices, llegamos a x = 81

(B1)? + gt +pt = p2+p°+pt
© 0010 + 0110+ 0100
= 0000

Ahora BB’ = B loqueimplicaque B/ =1 =25, asi B/ = B35 es la otra raiz. Por lo
tanto corregimos errores en las posiciones 1y 15; es decir u =010000000000001. Luego
decodificamos v = w + u = 100000000000001 como la palabra enviada.
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e Para laletra que sigue, tenemos
C(E) = [00001111] & [-, 2] = [sy, 53]
Si=0vy S3=B12%0
Por lo tanto, solicitamos una retransmision.
e Para la siguiente letra, tenemos
C(L) = [10100101] & [B%, B°] = [sy, 53]

Ahora 53 = (%)% = p2* = 5. 5° = B° = s,

Por lo tanto es mas probable que haya ocurrido un error singular en la posicion
i = 8, es decir u = 000000001000000. Luego decodificamos v = w + u =
010001011100000 como la palabra enviada.

e Y por ultimo, tenemos
C(P) = [00000111] & [--, BY] = [sy, S5]

Si=0y S;3=B1%0
Por lo tanto, solicitamos una retransmision.
2. Para el segundo ejemplo se tiene:
C(H) =[10001000] < [1,1] = [sy, s3]

Ahora como s; = 1000 y s3; = 1000, entonces s; = s3 lo que indica que ningun error
ha ocurrido durante la transmisién.

e Para la siguiente letra, se tiene

C(0) = [10011111] & [B*, 2] = [s;, s3]

Ahora Si% — (ﬁ14)3 — ﬁ42 — ﬁls.ﬁ15.ﬁlz — R12 — S3
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Por lo tanto es mas probable que haya ocurrido un error singular en la posiciéon
i = 12, es decir u = 000000000000100. Luego decodificamos v = w + u =
000000000000101 como la palabra enviada.

e Para la letra que sigue, tenemos

C(L) = [00001100] © [--, B*] = [sy, s3]

51=O \ S3=ﬁ4#—'0

Por lo tanto, solicitamos una retransmision.

e Para la ultima letra, tenemos

C(A) = [00001111] © [, B12] = [sy, s3]

51:0 \ 5323127‘:0

Por lo tanto, solicitamos una retransmision.

3. Para el tercer ejemplo se tiene:

C(H) = [00000000] ¢ [s4, s3]

Ahora como s; = 0000 y s3 = 0000, entonces s; = s3 lo que indica que ningun error
ha ocurrido durante la transmisién.

Para las demas letras del tercer y cuarto ejemplo se procede de la misma manera.




Conclusiones

. En esta tesis se localizd y corrigid errores en la transmisidon de mensajes haciendo uso
de los cédigos BCH, porgue es una clase de cddigos de correccidn de errores dobles
la cual nos permite la mejora de envio y recepcién de informacién.

. Se encontré la matriz de verificacion de paridad para los cédigos correctores de 2
error BCH, que tiene como filas palabras que se encuentran en la tabla 2.1.

. Se encontré el cddigo C1s, que tiene como matriz verificadora de paridad de la tabla
2.3 y polinomio generador m, (x)ms(x).

. Para el proceso de codificacion se formd el codigo Ci1s que resulta del producto de
la palabra por una de las columnas de la tabla 2.3.

. Tanto para el proceso de codificacion y de la localizacién y correccién de error se
utilizé la tabla 2.3.
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Sugerencias

= Con el avanzar de la ciencia y la tecnologia, la matematica va evolucionando en
diferentes ciencias, debido a ello seria de gran ayuda un curso sobre la Teoria de

Codigos.

= Para futuros investigadores, pueden considerar este estudio y quizad aclarar o

profundizar en muchos puntos que pueden haberse quedado vacios.

= Para que el trabajo realizado en la prdactica sea aplicado en el campo de las
telecomunicaciones e informatica, con el objetivo de mejorar la trasmision de

mensajes detectando y corrigiendo errores, producidos a causa del ruido.
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Localizacion y correccion de errores en la
transmision de mensajes mediante c6digos BCH

Oliva Suarez Eduardo Enrique

Resumen

El presente informe de investigacion titulado “Localizacion y Correccidn de errores en la
transmisién de mensajes mediante cédigos BCH”, tuvo como objetivo principal localizar y
corregir errores en la transmision de mensajes haciendo uso de los cédigos BCH,
producidos por disturbios a causa del ruido mejorando en su recepcion de los mismos. La
metodologia de estudio fue del tipo Inductivo — Deductivo, el modo de la investigacién
fue Unidisciplinario, el tipo de investigacidn que se usé fue Cientifica tedrica y aplicativa.
Se utilizd un conjunto de palabras cddigo de una cierta longitud pertenecientes a un
campo binario y haciendo el uso de polinomios se encontré una matriz generadora
usando cambios ciclicos de un cédigo ciclico, ademas se aplicd este proceso en el grupo
finito o campos de Galois GF(2'), donde se encontré una matriz generadora llamada
matriz de verificacion de paridad H 15x8 de un cddigo ciclico de longitud 15, llamado
cddigo 15 o C15, pertenecientes a la familia de cddigos BCH, la cual se utilizd esta matriz
para codificar palabras pertenecientes al C15 para el proceso de transmisién y para la
decodificacion se utilizé un algoritmo de decodificacién la cual se hizo uso del polinomio
sindrome y la matriz de paridad para encontrar los posibles errores en la transmisiény a
través de una ecuacién cuadratica se utilizd sus raices que pertenecen al GF(2%) para
corregir los posibles errores producidos en la transmisién. Por tal razén se localizd y
corrigio errores en la transmisién de mensajes haciendo uso de los cdédigos BCH, siendo
una clase de cdédigos de correccidén de errores dobles la cual nos permite la mejora de
envio y recepcion de informacién, recomendando que esta préctica sea aplicada en el
campo de las telecomunicaciones e informatica, con el objetivo de mejorar la trasmision
de mensajes detectando y corrigiendo errores, producidos a causa del ruido.
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Abstract

The present research report entitled "Location and Correction of errors in the
transmission of messages through BCH codes", had as main objective to locate and
correct errors in the transmission of messages using the BCH codes, produced by
disturbances due to noise, improving upon receipt thereof. The study methodology was
of the Inductive - Deductive type, the research mode was Unidisciplinary, the type of
research that was used was Theoretical and applied Scientific. A set of code words of a
certain length belonging to a binary field was used and using polynomials, a generating
matrix was found using cyclic changes of a cyclic code, in addition this process was
applied to the finite group or Galois fields GF(2"), where a generator matrix called the H
15x8 parity verification matrix of a cyclic code of length 15, called code 15 or C15,
belonging to the BCH code family, was found, which this matrix was used to encode
words belonging to the C15 for the transmission process and for the decoding, a
decoding algorithm was used, which used the polynomial syndrome and the parity
matrix to find the possible errors in the transmission and through a quadratic equation,
its roots that belong to the GF(2%) to correct possible errors produced in the
transmission. For this reason, errors in the transmission of messages were located and
corrected using the BCH codes, being a class of double error correction codes which
allows us to improve the sending and receiving of information, recommending that this
practice be applied in the field of telecommunications and computing, with the aim of
improving the transmission of messages by detecting and correcting errors caused by
noise.
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