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Resumen

En esta tesis se aborda la modelación de los fluidos y los plasmas para ser resueltos

con los Métodos Espectrales para lo cual se ha empleado la libreria Dedalus la

cual es una librerı́a de libre acceso y escrita en python para resolver ecuaciones o sistema

de ecuaciones utilizando los métodos espectrales, también se realizado nuestros propios

códigos empleando las bases de Chebyshev en el método de colocación y funciones seno

utilizando el método de Galerkin , se ha realizado experimentos numéricos haciendo

cambio de paso de tiempo el mallado espacial, combinación de bases y ası́ como también

el tipo de base y el método de solucionar con métodos explı́citos e implı́citos y se ha

obtenido buenos resultados con el método de Galerkin para los fluidos y método de

colocación para magnetohidrodinámica que para un fluido laminar se requieren 5 nodos

y para turbulentos 30 nodos lo cual nos ayuda a saber qué método es mejor que el otro

como menos coste computacional y también buenos resultados y además en la fı́sica de

plasma.

Palabras clave: Plasma, Fluidos, Métodos Espectrales, Ecuaciones de Zakharov.
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Abstract

This thesis deals with the modeling of fluids and plasmas to be solved with the Spectral

Methods for which the Dedalus library has been used, which is a free access library

written in python to solve equations or system of equations using the spectral methods,

our own codes have also been carried out using the Chebyshev bases in the placement

method and sine functions using the Galerkin method, numerical experiments have been

carried out by changing the spatial meshing over time, combining bases and as well as

the type of base and the method of solving with explicit and implicit methods and good

results have been obtained with the Galerkin method for fluids and the placement method

for magnetohydrodynamics that requires 5 nodes for a laminar fluid and 30 nodes for

turbulent It helps us to know which method is better than the other as less computational

cost and also good results and also in plasma physics.

Key wordsPlasma, Fluids, Spectral Methods, Zakharov Equations:

xii
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2.3. Hipótesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.4. Objetivos de la investigación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.4.1. Objetivo General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.4.2. Objetivos Especı́ficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

xiii
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5.26. Gráfico para 4 nodos el error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Capı́tulo 2

Planteamiento del Problema

Hoy en dı́a cada vez la fı́sica del plasma se va utilizando en muchas

areas como la Astrofı́sica ,medicina ,industria ,etc.(McKarthy et al., 2013)

Comprender su comportamiento en función de sus parámetros es de mucha

importancia en el desarrollo de la energı́a nuclear como es la fusión nuclear, las

turbulencias que se presenta en la Ionósfera de la tierra para las telecomunicaciones y

muchos campos más.

El comportamiento de los fluidos es cada vez de gran importancia en la medicina

,ingenierı́a ,etc. y conocer ese comportamiento nos ayuda a asimilar como se deben

diseñar de una manera óptima todo lo concerniente a los medios por donde se desplazan

los fluidos. Hansen, 1979

2.1. Situación problemática
Hoy se han desarrollado varios simuladores de fluidos, pero su programación y sus

costos hacen que sea difı́cil en cierto modo poder trabajar con ellos, adicionalmente la

falta de bibliografı́a más detallada sobre los métodos empleados en la solución de las

ecuaciones diferenciales que rigen a los fluidos y el plasma, hace que sea mas

complicado comprender la naturaleza de los mismos.

2.2. Formulación del problema de investigación
¿Usando los métodos espectrales se podra efectuar una simulación mas óptima en la

fı́sica de plasma y fluidos?.

2.3. Hipótesis
Se pueden utilizar los métodos espectrales en la simulación del plasma y los fluidos.

2



2.4. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN 3

2.4. Objetivos de la investigación

2.4.1. Objetivo General

Aplicar los Métodos Espectrales a la simulación del comportamiento del Plasma y

Fluidos.

2.4.2. Objetivos Especı́ficos

1. Plantear las ecuaciones de fı́sica de plasma y fluidos para casos reales.

2. Implementar las ecuación de fı́sica de plasma y fluidos.

3. Resolver la ecuaciones de fı́sica de plasma y fluidos, usando los métodos espectrales.

4. Realizar experimentos numéricos.



Capı́tulo 3

Diseño Teorico

3.1. Antecedentes
J.D.JACKSON, 1962 En este libro de electromagnetismo clásico en el capı́tulo 10 se

hace una introducción a la fı́sica del plasma y la Magnetohidrodinámica y hace análisis

de casos especiales que tienen solución analı́tica para obtener un análisis más detallado

del comportamiento de un fluido entre dos placas desde un punto de vista de la

Magnetohidrodinámica y el lı́mite a ser un fluido newtoniano, además hace la

introducción del número de Hartmann.

Spigel, 1976 Un texto que da las bases muy sólidas a lo que se refiere a las funciones y

polinomios ortogonales, Series de Fourier, polinomios de Legendre, polinomios de

Hermite, polinomios de Laguerre y los polinomios de Chebyshev, ası́ como sus fórmulas

de recurrencia, derivación y su ortogonalización, también hace aproximaciones a las

soluciones de problemas de conducción de calor, potencial electrostático.

Bird et al., 1982 Los autores realizan una exposición detalladamente de las ecuaciones

que gobiernan los fenómenos de transporte desde su base matemática con el cálculo

tensorial, ası́ como también ejemplos prácticos con solución analı́tica y realiza los

análisis muy necesarios para su comprensión, como las ecuaciones de Navier-Stokes, las

leyes de Fick y un estudio de los fluidos laminares y turbulentos.

John R. Reitz, 1996 El libro en el capı́tulo 14 titulado Fı́sica de plasma hace una

introducción histórica a la fı́sica de plasma y enseña los enfoques de cómo estudiar el

plasma llamada la teorı́a de equilibrio, teorı́a discreta y la Magnetohidrodinámica, ası́

como su aplicación en confinamiento termonuclear y las ondas de Alfvén.

Hace explicaciones de casos especiales de fluidos en campos magnéticos y campos

eléctricos cuando son campos paralelos y perpendiculares.

4



3.1. ANTECEDENTES 5

O’Neil, 2004 El libro profundiza en herramientas matemáticas para el desarrollo de

ecuaciones diferenciales parciales mediante series de Fourier, polinomios de Legendre,

series de Bessel que son funciones ortogonales, todo ello por un método llamado

separación de variables el cual tiene mucha similitud con los métodos espectrales.

A.V.Gurevich, 2007 Es una revista cientı́fica que hace un estudio de los efectos no

lineales que tiene la ionósfera de la tierra ası́ como también la turbulencia de Langmuir

en la sección 8 .

B.Eliasson y Thide, 2008 En este artı́culo el autor resuelve las ecuaciones de Zakharov

en la capa F de la ionosfera de la tierra (plasma inosnoférico) y realiza simulaciones para

dos ondas electromagnéticas cuyas variación es la intensidad del campo eléctrico y eso

se ve en su investigación que hay que hacer el paso más pequeño para poder tener la

simulación y eso implica un mayor coste computacional, El autor usa el método de las

diferencias finitas.

J.G.Paniagua (2012) Los autores realizan el planteamiento de las ecuaciones de segundo

orden con coeficientes constantes por los métodos espectrales, especialmente el método

de colocación usando las base de Chebyshev y se compara con el método numérico de

las diferencias finitas y se demuestra que los métodos espectrales es más preciso y

converge mucho más rápido que el de diferencias finitas.

López, 2015 En este trabajo de investigación consiste en aplicar el método de

diferencias finitas y los métodos espectrales especialmente para calcular las funciones

incógnitas, usando el Método de Tau y los polinomios de Chebyshev a la ecuación de

burgers y hacer sus comparaciones se llega a la conclusión que el método espectral

tienen muy buen resultado.

Gurnett y Bhattacharjee, 2017 En este libro se hace una introducción a la fı́sica del

plasma ,en el capı́tulo 4 el autor hace un estudio de las ondas de plasma frı́o y en el

capı́tulo 5 se plantean las ecuaciones Vlaso-Maxwell.

Hesthaven, 2018 Es un libro que resuelve ecuaciones de conservación como las

ecuaciones de Burgues. Usa métodos numéricos como diferencias finitas, volúmenes



3.2. FÍSICA DE FLUIDOS 6

finitos, Galerkin Discontinuo y los Métodos espectrales usando las funciones de Fourier.

Roque, 2018 En esta tesis desarrollada en la ciudad de Arequipa el autor hace un

estudio de los métodos espectrales especialmente usa la base de Chebyshev y hace una

teorı́a matemática rigurosa (Análisis Funcional) y menciona muchas aplicaciones muy

importantes en los cuales se usa los métodos espectrales, además de ecuaciones resueltas

para su mejor entendimiento.

F.Vadillo, 2019 El autor hace una introducción de los métodos espectrales, explicado

la bondad del método espectral ası́ como haciendo comentarios sobre las funciones base

además para calcular los coeficientes por el Método de Tau, el método de Galerkin y el

método de Colocación.

Burns et al., 2020 Es un artı́culo que explica las bases matemáticas y la

implementación de la libreria Dedalus v2 ası́ como ejemplos del uso de la libreria de

esta. Dedalus es una librerı́a libre en lenguaje de programación Python el cual resuelve

ecuaciones y sistema de ecuaciones aplicados a los fluidos usando los métodos

espectrales, especialmente el método de colocación .

3.2. Fı́sica de Fluidos
La fı́sica de fluidos es la rama de la fı́sica que estudia a las sustancias lı́quidas, gaseosas y

plasmáticas que están en reposo y movimiento indistintamente y se deforman pues

carecen de forma propia, debido a que las fuerzas que a estos los une son demasiados

débiles.

Según el comportamiento de la deformación del flujo aplicada por la fuerza tangencial se

define si son fluidos newtonianos y fluidos no newtonianos.

3.2.1. Reologı́a

Es el estudio de la deformación del fluir de las sustancias y es parte de la fı́sica de medios

continuos. Uno de los objetivos más importantes es encontrar las ecuaciones para

modelar el comportamiento de estas.
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Fluidos Newtonianos.

Son sustancias homogéneas que se deforman continuamente en el tiempo cuando a

este se le aplica una fuerza y esto se da debido a la poca cohesión intermolecular

que hay, pues carecen de forma propia y adoptan la forma de cualquier recipiente

que lo contenga.

𝜏𝑦𝑥 = −𝜇𝑑𝑣𝑥
𝑑𝑦

(3.1)

Fluidos no Newtonianos.

1. Módelo de Bingham

𝜏𝑦𝑥 = −𝜇0
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑦
± 𝜏0 (3.2)

2. Módelo de Ostwald-de Waele

𝜏𝑦𝑥 = −𝜇0

����𝑑𝑣𝑥𝑑𝑦

����𝑛−1
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑦
(3.3)

3. Módelo de Reiner-Philippoff

−𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑦
=

©­­­«
1

𝜇∞ + 𝜇0 − 𝜇∞
1+ (𝜏𝑦𝑥/𝜏𝑠)2

ª®®®¬𝜏𝑦𝑥 (3.4)

4. Módelo de Ellis

−𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑦
=

(
𝜙0 +𝜙1 |𝜏𝑦𝑥 |𝛼−1

)
𝜏𝑦𝑥 (3.5)

3.2.2. Ecuaciones de Navier Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes se aplican para fluidos Newtonianos y hasta ahora no

hay una solución para ellas a menos que se realicen muchas simplificaciones, las

ecuaciones de Navier-Stokes son unos de los 7 problemas del milenio.
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Componente en el eje x

𝜌
𝐷V𝑥

𝐷𝑡
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜇

3
𝜕

𝜕𝑥
(∇ ·V) + 𝜇

(
𝜕2V𝑥

𝜕𝑥2 + 𝜕2V𝑥

𝜕𝑦2 + 𝜕2V𝑥

𝜕𝑧2

)
+2

𝜕V𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝜇

𝜕𝑥

−2
3
(∇ ·V) 𝜕𝜇

𝜕𝑥
+

(
𝜕V𝑦

𝜕𝑥
+ 𝜕V𝑥

𝜕𝑦

)
𝜕𝜇

𝜕𝑦
+

(
𝜕V𝑧

𝜕𝑥
+ 𝜕V𝑥

𝜕𝑧

)
𝜕𝜇

𝜕𝑧
− 𝜌𝑔

𝜕𝑙

𝜕𝑥
(3.6)

Componente en el eje y

𝜌
𝐷V𝑦

𝐷𝑡
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜇

3
𝜕

𝜕𝑦
(∇ ·V) + 𝜇

(
𝜕2V𝑦

𝜕𝑥2 +
𝜕2V𝑦

𝜕𝑦2 +
𝜕2V𝑦

𝜕𝑧2

)
+2

𝜕V𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜇

𝜕𝑦

−2
3
(∇ ·V) 𝜕𝜇

𝜕𝑦
+

(
𝜕V𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕V𝑦

𝜕𝑧

)
𝜕𝜇

𝜕𝑧
+

(
𝜕V𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕V𝑦

𝜕𝑥

)
𝜕𝜇

𝜕𝑥
− 𝜌𝑔

𝜕𝑙

𝜕𝑦
(3.7)

Componente en el eje z

𝜌
𝐷V𝑧

𝐷𝑡
= −𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜇

3
𝜕

𝜕𝑧
(∇ ·V) + 𝜇

(
𝜕2V𝑧

𝜕𝑥2 + 𝜕2V𝑧

𝜕𝑦2 + 𝜕2V𝑧

𝜕𝑧2

)
+2

𝜕V𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝜇

𝜕𝑧

−2
3
(∇ ·V) 𝜕𝜇

𝜕𝑧
+

(
𝜕V𝑥

𝜕𝑧
+ 𝜕V𝑧

𝜕𝑥

)
𝜕𝜇

𝜕𝑥
+

(
𝜕V𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕V𝑦

𝜕𝑧

)
𝜕𝜇

𝜕𝑦
− 𝜌𝑔

𝜕𝑙

𝜕𝑧
(3.8)

Donde:
𝐷

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑣𝑧

𝜕

𝜕𝑧
(3.9)

3.2.3. Tipos de Fluidos

Los fluidos se caracterizan por ser de tres tipos según su comportamiento por una

cantidad adimensional llamada número de Reynolds.

1. Flujo Laminar: Es cuando el fluido se mueve en capas organizadas.

2. Flujo Turbulento: Es cuando el fluido se comporta de una manera caótica.
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3.2.4. Turbulencia

La turbulencia es un fenómeno fı́sico que se da en los fluidos cuando el número de

Reynolds es mayor de 4000, la turbulencia es esencial para la formación de las gotas de

lluvia, la difusión de los lı́quidos, subida de los peces salomón rio arriba, se encuentra de

escalas muy pequeñas hasta muy grandes como la nebulosa de orión. 3.1

Figura 3.1

Nebulosa de Orión Wikipedia, the free encyclopedia, 2013

3.3. Fı́sica de Plasma

3.3.1. Definición

El plasma es conocido como el cuarto estado de la materia por su comportamiento en

diferentes situaciones, como es un buen conductor de electricidad y a la vez es neutro, se

comporta como un fluido y las ondas electromagnéticas interactúan en el, ası́ como

también puede el emitir radiación electromagnética y por aquellas y otras propiedades

tiene muchas aplicaciones, en campos de la medicina para desinfectar heridas, en las

telecomunicaciones al usar la Ionósfera como medio de propagación de las ondas

electromagnéticas, adicionalmente el universo contiene mucho del plasma, ejemplo
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tenemos las estrellas y nuestro mismo sol que se encuentra en estado plasmático.

Figura 3.2

Plasma esta compuestos por partı́culas cargadas
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-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

3.3.2. Enfoques Teóricos del Plasma

El plasma está compuesto de partı́culas cargadas y estas son afectadas por los campos

magnéticos y eléctricos, hay tres enfoques para estudiarlo.

Teorı́a de Equilibrio: La teorı́a del equilibrio es el resultado de aplicar la segunda

ley de Newton con la fuerza de Lorentz ya para un número grande de partı́culas y

esta nos da una descripción estadı́stica del sistema el cual dos dice el movimiento

de los partı́culas cargadas por separado.

Teorı́a Orbital: Aplica la segunda de Newton para cada partı́cula y se describe

una ecuación diferencial para cada partı́cula.

®𝐹 = 𝑞( ®𝐸 + ®𝑣× ®𝐵) (3.10)

Hidromagnético: En el enfoque magnetohidrodinámico se asume un fluido

conductor el cual está gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes y las

ecuaciones de Maxwell.
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𝜌
𝜕®𝑣
𝜕𝑡

+ 𝑣 · ∇𝑣 = −∇𝑃+ ®𝐽 × ®𝐵+𝐹𝑣 + 𝜌®𝑔 (3.11)

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑣) = 0 (3.12)

𝐹𝑣 = 𝜂∇2𝑣 (3.13)

3.3.3. Plasma Ionosférico

Capa F de la Ionósfera Estas ecuaciones estan tomadas del paper de B.Eliasson y

Thide, 2008 el cual el autor resuelve por el método de diferencias finitas.

2𝑖
𝜔𝑝𝑒

𝜕𝐸

𝜕𝑡
−

(
𝑥

𝐿
+ 𝑛𝑠

𝑛0
− 𝑖

𝛾𝐿

𝜔𝑝𝑒

)
𝐸 +3𝜆2

𝐷𝑒

𝜕2𝐸

𝜕𝑥2 = 𝐸𝑝𝑢𝑚𝑝 (3.14)

𝜕2𝑛𝑠

𝜕𝑡2
+2𝛾𝑠

𝜕𝑛𝑠

𝜕𝑡
− 𝑐2

𝑠

𝜕2𝑛𝑠

𝜕𝑥2 =
𝜀0

4𝑚𝑖

𝜕2 |𝐸 |2
𝜕𝑥2 (3.15)

Donde:

𝜔𝑝𝑒 =
(
𝑛0𝑒

2/∈0 𝑚𝑒

)1/2 Es la frecuencia del plasma de electrones.

𝑣𝑇𝑒 = (𝑘𝐵𝑇𝑒/𝑚𝑒)1/2, es la velocidad térmica del electrón

𝛾𝐿 =es la frecuencia de colisión

𝑛0= densidad de electrones en equilibrio.

𝑇𝑖= es la temperatura del ión.

𝑚𝑖 es la masa del ión.

𝛾𝑠 frecuencia de colisión del ión.

𝐸𝑝𝑢𝑚𝑝=Campo eléctrico de la onda que interactua en la Ionósfera.

3.3.4. Plasma Termonuclear

En plasma para confinamiento termonuclear es un desarrollo de varias potencias

mundiales ya que tendrı́a un gran impacto en la economı́a mundial porque es una energı́a

limpia y en términos de producción muy importantes, el problema de esta energı́a es
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poder mantener temperaturas muy elevadas (próximas al sol) y no existe material que

pueda contenerlos, es por aquello que una de sus aplicaciones del plasma es poder

contener el plasma termonuclear en botellas magnéticas .

3.4. Análisis Numérico
El análisis numérico es de gran importancia de esta investigación ya que las ecuaciones

serán resueltas por un computador y precisamente las ecuaciones de trabajo no tienen

solución analı́tica y usaremos el método espectral el cual hace uso del análisis numérico

como la integración numérica, resolver sistema de ecuaciones lineales muy grandes que

no pueden ser resultas por ejemplo el método de Cramer el cual en este caso serı́a no

viable ya que usa un coste computacional inmenso.

3.4.1. Integración Numérica

La integración numérica es una manera de calcular una integral indefinida sin necesidad

de calcular la antiderivada, hace el cálculo mediante la evaluación de la función a

integrar lo cual el computador lo hace haciendo un coste más pequeño en el caso de

hacer grandes cantidades de integrales definidas.

Uno de los métodos de integración numérica es el método de Simpson.

3.4.2. Sistema de Ecuaciones Lineales

Un sistema de ecuaciones lineales son de mucha importancia en esta investigación por el

motivo de que después de aplicar los métodos espectrales a las ecuaciones llegaremos a

un sistema de ecuaciones lineales.



𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 + · · · + 𝑎3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏3
...

...
...

...
... =

...

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + 𝑎𝑛3𝑥3 + · · · + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

(3.16)
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Reprecentación Matricial

©­­­­­­­­­­«

𝑎11 𝑎12 𝑎13 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 𝑎23 · · · 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32 𝑎33 · · · 𝑎3𝑛
...

...
... · · ·

...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 · · · 𝑎𝑛𝑛

ª®®®®®®®®®®¬

©­­­­­­­­­­«

𝑥1

𝑥2

𝑥3
...

𝑥𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­­­­«

𝑏1

𝑏2

𝑏3
...

𝑏𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
(3.17)

3.4.3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Las ecuaciones diferenciales modelan fenómenos fı́sicos, biológicos, económicos, etc.

Muchas de ellas tienen soluciones analı́ticas y gran parte de ellas cuando modelan un

fenómeno real solo se pueden resolver mediante uso de métodos numéricos.

3.4.3.1. Métodos Explı́citos:

Los métodos explı́citos son métodos que para obtener el valor siguiente de la función

utiliza el valor anterior en el caso de ser un método de un paso o pasos anteriores de ser

un método multipaso como el caso del método de Método de Adams-Bashforth.

1. Método de Euler Explı́cito: Es un método numérico muy fácil de implementar pero

para obtener la solución correcta hay que disminuir mucho el paso y eso hace

aumentar el coste computacional.

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 (𝑦, 𝑡)

con 𝑦(0) = 𝑦0 El método de Euler para obtener el próximo valor es.

𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 +Δ𝑡𝑖

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +Δ𝑡 𝑓 (𝑦𝑖, 𝑡𝑖)

como nos damos cuenta para obtener el valor siguiente necesitamos el valor anterior.
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2. Runge-Kutta de 4 Orden: Es el método numérico mas usado gracias a sus resultados.

𝑘1 = 𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦𝑖)

𝑘2 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
Δ𝑡

2
, 𝑦𝑖 +

1
2
𝑘1Δ𝑡)

𝑘3 = 𝑓 (𝑡𝑖 +
Δ𝑡

2
, 𝑦𝑖 +

1
2
𝑘2Δ𝑡)

𝑘4 = 𝑓 (𝑡𝑖 +Δ𝑡, 𝑦𝑖 + 𝑘3Δ𝑡)

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
Δ𝑡

6
(𝑘1 +2𝑘2 +2𝑘3 + 𝑘4)

3. Método de Adams-Bashforth: Es un método numérico multipaso el de orden uno es

igual al método de Euler cuando se aplica de más órdenes se usa otro método

numérico para hallar los primeros pasos.

𝑦𝑖+4 = 𝑦𝑖+3 +
Δ𝑡

24
(55 𝑓 (𝑡𝑖+3, 𝑦𝑖+3 −59 𝑓 (𝑡𝑖+2, 𝑦𝑖+2) +37 𝑓 (𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1) −9 𝑓 (𝑡𝑖, 𝑦𝑖)))

3.4.3.2. Métodos Implı́citos:

Los métodos implı́citos son métodos que son más estables pero que requieren de resolver

una ecuación no lineal en cada paso y para evitar aquello se una el método

Predictor-Corrector el cual hace uso del método explı́cito.

1. Método de Euler implı́cito.

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +Δ𝑡 𝑓 (𝑦𝑖+1, 𝑡𝑖+1)

2. Método de Crank-Nicolson.

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
Δ𝑡

2
( 𝑓 (𝑦𝑖+1, 𝑡𝑖+1) + 𝑓 (𝑦𝑖, 𝑡𝑖))
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3. Método de Adams-Moulton.

𝑦𝑖+4 = 𝑦𝑖+3+
Δ𝑡

720
(251 𝑓 (𝑡𝑖+4, 𝑦𝑖+4 +646 𝑓 (𝑡𝑖+3, 𝑦𝑖+3) −264 𝑓 (𝑡𝑖+2, 𝑦𝑖+2) +106 𝑓 (𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1) + 𝑓 (𝑡𝑖+1, 𝑦𝑖+1)))

3.5. Funciones y polinomios ortogonales

3.5.1. Funciones Ortogonales

Las funciones Ortogonales es una generalización de las propiedades de los vectores

ortogonales.
®𝐴 · ®𝐵 = 0 (3.18)

y asi como un vector puede ser generado por un conjunto de ventores ortogonales asi

podemos llevar estos conceptos a las funciones como ejemplo tenemos.∫ 𝐿

0
sin

( 𝑚𝜋𝑥

𝐿

)
sin

( 𝑛𝜋𝑥

𝐿

)
𝑑𝑥 = 0 (3.19)

si 𝑚 ≠ 𝑛

3.5.2. Polinomios Ortogonales

1. Polinomios de Hermite Los polinomios de Hermite son la solución de la siguiente

ecuación diferencial 3.20 la cual es aplicada en el oscilador armónico en mecánica

cuántica.
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 −2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+2𝑛𝑦 = 0 (3.20)

Los primeros 5 polinomios son los siguientes.

𝐻0(𝑥) = 1 (3.21)

𝐻1(𝑥) = 2𝑥 (3.22)

𝐻2(𝑥) = 4𝑥2 −2 (3.23)
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Figura 3.3

Polinomios de Hermite

𝐻3(𝑥) = 8𝑥3 −12𝑥 (3.24)

𝐻4(𝑥) = 16𝑥4 −48𝑥2 +12 (3.25)

Formúlas de Recurrencia

𝐻𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝐻𝑛 (𝑥) −2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) (3.26)

Para la derivación de los polinomios de Hermite.

𝑑

𝑑𝑥
𝐻𝑛 (𝑥) = 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) (3.27)

Ortogonalidad de los polinomios de Hermite.∫ ∞

−∞
𝑒−𝑥

2
𝐻𝑚 (𝑥)𝐻𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑚,𝑛2𝑛𝑛!

√
𝜋 (3.28)

2. Polinomios de Laguerre Los polinomios de Laguerre parten de la ecuación 3.29 La

cual aparece en la ecuación diferencial para la parte Radial del átomo de hidrógeno en

mecánica cuántica.

𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − (1− 𝑥) 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+𝑛𝑦 = 0 (3.29)
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Figura 3.4

Polinomios de Laguerre

Los primeros 4 polinomios de Laguerre son los siguientes.

𝐿0(𝑥) = 1 (3.30)

𝐿1(𝑥) = 1− 𝑥 (3.31)

𝐿2(𝑥) = 𝑥2 −4𝑥 +2 (3.32)

𝐿3(𝑥) = 6−18𝑥 +9𝑥2 − 𝑥3 (3.33)

Fórmulas de Recurrencia

𝐿𝑛+1(𝑥) = (2𝑛+1− 𝑥)𝐿𝑛 (𝑥) −𝑛2𝐿𝑛−1(𝑥) (3.34)

𝑥
𝑑

𝑑𝑥
𝐿𝑛 (𝑥) = 𝑛𝐿𝑛 (𝑥) −𝑛2𝐿𝑛−1(𝑥) (3.35)

Ortogonalidad de los polinomios de Laguerre∫ ∞

0
𝑒−𝑥𝐿𝑚 (𝑥)𝐿𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑚,𝑛 (𝑛!)2 (3.36)

3. Polinomios de Leguendre Los polinomios de Leguendre son la solución de la
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Figura 3.5

Polinomios de Legendre

ecuación de laplace en coordenadas esféricas en la parte del ángulo 𝜃.

(1− 𝑥2) 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 −2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+𝑛(𝑛+1)𝑦 = 0 (3.37)

4. Polinomios de Chevyshev Los polinomios de Chebyshev son la solución de la

ecuación diferencial

(1− 𝑥2) 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+𝑛2𝑦 = 0 (3.38)

Su fórmula de recurrencia es la siguiente.

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛 (𝑥) −𝑇𝑛−1(𝑥) (3.39)

Ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev.∫ 1

−1

𝑇𝑚 (𝑥)𝑇𝑛 (𝑥)√
1− 𝑥2

𝑑𝑥 = 0;𝑛 ≠ 𝑚 (3.40)

Si 𝑛 = 𝑚 ∫ 1

−1

𝑇2
𝑛 (𝑥)√
1− 𝑥2

𝑑𝑥 = 𝜋;𝑛 = 0 (3.41)
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Figura 3.6

Polinomios de Chebyshev

∫ 1

−1

𝑇2
𝑛 (𝑥)√
1− 𝑥2

𝑑𝑥 =
𝜋

2
;𝑛 = 1,2,3,4, ... (3.42)

3.6. Métodos Espectrales

3.6.1. Teoria

Los métodos espectrales asumen una suma finita de funciones con bases globales de

naturaleza ortogonal.

𝑈 (𝑥, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝛼𝑘 (𝑡)Φ𝑘 (𝑥) (3.43)

Donde 𝑛 es la cantidad de términos, Φ𝑘 (𝑥) son las bases ortogonales, 𝛼(𝑡) son las

funciones incógnitas que hay que encontrar para el caso de un ecuación que no depende

del tiempo serán funciones constantes.

En caso de depender del tiempo nos conducirá a un sistemas de ecuaciones diferenciales

y en caso de no depender del tiempo a un sistema de ecuaciones lineales.
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3.6.2. Ejemplos

En este ejemplo nos servirá para comprender cómo funcionan los métodos espectrales.

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = (3𝑥 +5)𝑒𝑥 (3.44)

Sus respectivas condiciones de frontera.

𝑦(−1) = −𝑒−1

𝑦(1) = 𝑒1

Paso 1:Construir las matrices de diferenciación Las matrices de diferenciación

nos ayudan a pasar los coeficientes de la función derivada a los coeficientes de la

función, las derivadas superiores están dadas por la multiplicación de las matrices.

©­­­­­­­­­­«

𝑏0

𝑏1

𝑏2

𝑏3

𝑏4

ª®®®®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­­­­«

0 1 0 3 0

0 0 4 0 8

0 0 0 6 0

0 0 0 0 8

0 0 0 0 0

ª®®®®®®®®®®¬︸               ︷︷               ︸
𝐴

©­­­­­­­­­­«

𝑎0

𝑎1

𝑎2

𝑎3

𝑎4

ª®®®®®®®®®®¬
(3.45)

Paso 2:Realizar el mallado de la base El mallado de la base en los polinomios de

Chebyshev viene a dado para la ecuación siguiente.

𝑥 𝑗 = cos
(
𝑗𝜋

𝑁

)
(3.46)

Paso 3:El residual es cero en los puntos de la base El residuo en los puntos de la

base deben ser cero.
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Figura 3.7

Caption

Paso 4:Resolver el sistema de ecuaciones lineales Nos damos cuenta para

resolver el siguiente sistema de ecuaciones no pueden ser resueltas por métodos

iterativos y no podemos usar el método de cramer por el coste computacional para

ello usaremos el método de Householder.

Paso 5:Reemplazar en los coeficientes de la ecuación los valores son

reemplazamos en la ecuación.

Tabla 3.1

Coeficientes 𝑎𝑘

𝑎0 =0.56368092
𝑎1 =1.40260305
𝑎2 =0.59163703
𝑎3 =0.14047758
𝑎4 =0.01988324

3.6.3. Dedalus

DedalusEs una librerı́a en el lenguaje de programación Python está desarrollada para

resolver ecuaciones diferenciales utilizando métodos espectrales especialmente para

mecánica de los fluidos. Para implementar una ecuación o un sistema de ecuaciones

mostraremos los pasos que se deben hacer.

1. Construcción de la base: En este primer paso vamos construir una base que puede

ser de Laguerre, Fourier, Chebyshev, Hermite, Legendre y también dentro de las
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Figura 3.8

Caption

mismas bases poderlas combinar pero del mismo tipo de base con el propósito de

hacer una grilla variable en beneficio de nuestro problema a resolver y ası́ poder tener

un ahorro en coste computacional

2. Implementación de las ecuaciones: En este paso vamos a implementar las

ecuaciones en Dedalus teniendo en cuenta que en el lado izquierdo van todos los

términos lineales y en lado derecho todos los términos no lineales, aquı́ en este paso

también se implementa las ecuaciones de frontera según sea el problema, hay también

herramientas como funciones de sustitución para hacer que el problema sea más fácil

de implementar.

3. Elección del solucionador: Como se explicó en la sección de métodos espectrales

que al aplicar los Métodos Espectrales estos nos conducen a un sistema de ecuaciones

diferenciales acopladas ordinarias, para resolver Dedalus tiene solucionadores que los

llama solver los cuales hay solucionadores explı́citos e implı́citos los cuales

mostramos a continuación.
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3.7. Variables

3.7.1. Variable independiente

Parámetros de los Métodos Espectrales

3.7.2. Variable dependiente

Simulación del los Fluidos.

Simulación del Plasma Ionosférico.

Simulación del Plasma Termonuclear.

3.7.3. Operacionalización de variables

Tı́tulo: Aplicación de los métodos espectrales para la simulación de fı́sica de

plasmas y fluidos.
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Tabla 3.2

Operacionalización de Variables

Variables Dimensiones Indicadores Unidades

.

Métodos Espectrales
Tipo de Base

Modelización
de las
ecuaciones de
Fisica de Plasma
y Fluidos

Densidad del Mallado

Coste computacional Tiempo de procesa-
miento

segundos

Error

Simulación
de la
Fı́sica
del
Plasma y
Fluidos

Campo Eléctrico
,Campo Magnético y
La Densidad de
Electrones

Campo Eléctrico N/q

Densidad de electrones 𝑚−3

Campo Magnético Tesla

Campo de Velocidades m/s



Capı́tulo 4

Diseño Metodológico
Ahora se presenta el diseño metodológico usado para responder la pregunta de

investigación, hipótesis introducidas en el capitulo 2, ası́:

Pregunta de Investigación ¿Implementar los métodos espectrales nos podra efectuar

una simulación mas óptima en la fı́sica de plasma y fluidos?.

4.1. Instrumentos
Se usara una laptop core i3 marca Lenovo donde se construirán los programas de

simulación y tambien el uso de la internet para poder usar Google Colaboraty que es una

herramienta digital de Google.

Como lista de las herramientas digitales usaremos.

Lenguaje de Programación Python .

Herramienta de Google llamada Google Colaboraty.

Libreria Dedalus.

25



Capı́tulo 5

Resultados

5.1. Fı́sica de Fluidos

5.1.1. Ecuación de Burgues

Para La simulación de la ecuación de Burger’s se usan los siguientes parámetros Fı́sicos

y en cada simulación se tendrán los parámetros de los métodos espectrales. Parámetros

Fı́sicos

Estudio 1: Parámetros Fı́sicos 𝑣 = 0,1 para obtener un simulación de 50s.

• Simulación 1 En nuestra primera simulación vamos a usar una base de

Chebyshev con un mallado de 128 puntos y será resulto por método de Runge

Kutta.

Figura 5.1

Base

26
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Figura 5.2

Resultado

Tabla 5.1

Resultado de los parámetros de la simulación

Simulación Tipo de Base Puntos Solver Error Tiempo
Simulación 1 Chebyshev 128 SBDF2 0.0142 0.15504
Simulación 2 Legendre 32 SBDF2 0.00608 0.06701 s
Simulación 3 Legendre 64 SBDF2 0.001950 0.089879 s
Simulación 4 Legendre 128 SBDF2 0.014277 0.1210706 s

5.1.2. Plano Deslizando en el seno de un fluido

Vamos a resolver un problema en el cual se hará muchas simplificaciones de las

ecuaciones de Navier-Stokes 3.6, consiste en una placa que se dezliza subitamente con

velocidad 𝑉 y se desea saber su dependencia temporal y espacial para lo cual usaremos

los polinomios de Laguerre por su propiedad de ortogonalidad vease en 3.36 y usaremos
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el método de Galerkin para hacer formación de bases globales.

𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑡
= 𝜈

𝜕2𝑉𝑥

𝜕𝑦2 (5.1)

Donde 𝑉𝑥 es la velocidad en el eje x el cual depende del tiempo y de el eje 𝑦 con las

condiciónes de frontera y contorno 𝑉𝑥 (𝑡,0) =𝑉 y 𝑉𝑥 (𝑡,∞) = 0 además la condición

inicial 𝑉𝑥 (0, 𝑦) = 0.

Para lo cual planteamos la solución por métodos espectrales.

𝑉𝑥 (𝑡, 𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝛼𝑘 (𝑡)Φ𝑘 (𝑦) (5.2)

Donde 𝛼𝑘 (𝑡) son los coeficientes que dependen del tiempo el cual es encontrar su valor y

Φ𝑘 (𝑦) son las bases que dependen de los polinomios de Laguerre (se ha hecho una

conbinación de bases para que cumplan las condiciones de frontera). Calculamos el

residual

𝑅(𝑡, 𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=𝑜

Φ𝑘 (𝑦)
𝑑𝛼𝑘 (𝑡)
𝑑𝑡

− 𝜈

𝑛∑︁
𝑘=𝑜

𝛼𝑘 (𝑡)
𝑑2

𝑑𝑦2Φ𝑘 (𝑦) (5.3)

La propiedad que se debe cumplir es la ortoginalización de todo el dominio del residual

5.3∫ ∞

0
Φ𝑚 (𝑦)𝑅(𝑡, 𝑦)𝑑𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=𝑜

∫ ∞

0
Φ𝑚 (𝑦)Φ𝑘 (𝑦)

𝑑𝛼𝑘 (𝑡)
𝑑𝑡

𝑑𝑦−𝜈
𝑛∑︁

𝑘=𝑜

∫ ∞

0
Φ𝑚 (𝑦)𝛼𝑘 (𝑡)

𝑑2

𝑑𝑦2Φ𝑘 (𝑦)𝑑𝑦

(5.4)

Para m=0

=

∫ ∞

0
Φ0(𝑦)Φ0(𝑦)𝑑𝑦 ¤𝛼0(𝑡) − 𝜈

∫ ∞

0
Φ0(𝑦)Φ0(𝑦)𝑑𝑦𝛼0(𝑡) = 0 (5.5)

¤𝛼0(𝑡) − 𝜈𝛼0(𝑡) = 0 (5.6)

𝛼0(𝑡) = 𝑒𝜈𝑡/4 (5.7)
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Figura 5.3

Caption

Figura 5.4

Bases coseno
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Figura 5.5

Combinación debases de Chebyshev
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5.1.3. Inestabilidad Kelvin-Helmotz

En esta simulación de Fluidos en 2D para lo cual modelamos dos fluidos que viajan en

sentidos contrarios y hay difusión entre los dos fluidos para este caso se resolverá

utilizando el programa DedalusBurns et al., 2020 y un ejemplo de su repositorio para lo

cual las ecuaciones serán.

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+𝑈𝜕𝑈

𝜕𝑥
+𝑉 𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 1
𝑅𝑒

∇2𝑈 (5.8)

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+𝑈𝜕𝑉

𝜕𝑥
+𝑉 𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 1
𝑅𝑒

∇2𝑉 (5.9)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+𝑈𝜕𝑆

𝜕𝑥
+𝑉 𝜕𝑆

𝜕𝑦
=

1
𝑅𝑒𝑆𝑐

∇2𝑆 (5.10)

𝑆(𝑥, 𝑦,0) = −0,5(1+ 𝑡𝑎𝑛ℎ(cos(𝑦)/0,01)) (5.11)

𝑈 (𝑥, 𝑦,0) = −0,5𝑡𝑎𝑛ℎ(cos(𝑦)/0,01) (5.12)

𝑉 (𝑥, 𝑦,0) = −0,2sin
(
3𝜋𝑥
𝐿𝑥

)
𝑒−𝑦

2/𝜎2
(5.13)

y la solución seria

𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑚∑︁
𝑙=0

𝛼𝑘𝑙 (𝑡)Φ𝑘 (𝑥)Φ𝑙 (𝑦) (5.14)

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑚∑︁
𝑙=0

𝛽𝑘𝑙 (𝑡)Φ𝑘 (𝑥)Φ𝑙 (𝑦) (5.15)

𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑚∑︁
𝑙=0

𝛾𝑘𝑙 (𝑡)Φ𝑘 (𝑥)Φ𝑙 (𝑦) (5.16)

Resultados
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Figura 5.6

Como Inicia el sistema

Figura 5.7

Velocidad inicial en x
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Figura 5.8

Velocidad inicial en el eje y

Figura 5.9

simulación 3926.09 milisegundos
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Figura 5.10

simulación 4298.37 milisegundos

Figura 5.11

simulación 4684.91 milisegundos
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Figura 5.12

simulación 4684.91 milisegundos

Figura 5.13

simulación 5087.70 milisegundos
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Figura 5.14

simulación 5485.99 milisegundos

5.2. Fı́sica de Plasma

5.2.1. Flujo Magnetohidrodinámico Entre paredes

Vamos a ilustrar un ejemplo que contega solución analı́tica y la vamos a implementar

utilizando los métodos espectrales, el ejemplo ha sido tomado de J.D.JACKSON, 1962

𝑑2𝑉

𝑑𝑧2 −
(
𝑀

𝑎

)2
𝑉 = −

(
𝑀

𝑎

)2
𝐸◦
𝐵◦

𝑉 (0) =𝑉1

𝑉 (𝑎) =𝑉2

𝑉 (𝑧) = 𝑉1
sinh𝑀

sinh
[
𝑀

(𝑎− 𝑧

𝑎

)]
+ 𝑉2

sinh𝑀
sinh

(
𝑀𝑧

𝑎

)
+ 𝐸◦
𝐵◦


1−

sinh
[
𝑀

(𝑎− 𝑧

𝑎

)]
+ sinh

(
𝑀𝑧

𝑎

)
sinh𝑀


Simulación 1: Para esta simulación hemos optado con las siguientes datos. 𝑉1 = 10,
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𝑉2 = 8, 𝐿 = 50 𝐸0 = 40 𝐵0 = 0,06, 𝜎 = 13 y 𝜂 = 0,1 los cuales nos dan el número de

Hartmann

𝑀 =

(
𝜎𝐵2

0𝐿
2

𝜂

)1/2

= 34,20526 (5.17)
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Figura 5.15

Perfil de Velocidad del Fluido Magnetohidrodinámico
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Figura 5.16

Comparación para 10 nodos

Figura 5.17

Error para 10 nodos



5.2. FÍSICA DE PLASMA 40

Figura 5.18

Comparación para 20 nodos

Figura 5.19

Error para 20 nodos



5.2. FÍSICA DE PLASMA 41

Figura 5.20

Comparación para 25 nodos

Figura 5.21

Error para 25 nodos
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Simulación 2: Para esta simulación hemos optado con las siguientes datos. 𝑉1 = 10,

𝑉2 = 8, 𝐿 = 50 𝐸0 = 40 𝐵0 = 0,0006, 𝜎 = 13 y 𝜂 = 0,1 los cuales nos dan el número de

Hartmann 𝑀 = 0,34205

Figura 5.22

Perfil de velocidad
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Figura 5.23

Gráfico para 3 nodos

Figura 5.24

Gráfico para 3 nodos el error
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Figura 5.25

Gráfico para 4 nodos

Figura 5.26

Gráfico para 4 nodos el error
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Figura 5.27

Gráfico para 5 nodos

Figura 5.28

Gráfico para 5 nodos el error
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5.2.2. Ondas de presión de electrones y iones

En esta simulación usaremos las ecuaiones de Gurnett y Bhattacharjee, 2017.

𝜕𝑛𝑠

𝜕𝑡
+∇ · (𝑛𝑠𝑉𝑠) = 0 (5.18)

𝑚𝑠𝑛𝑠

[
𝜕𝑉𝑠

𝜕𝑡
+ (𝑉𝑠 · ∇)𝑉𝑠

]
= 𝑛𝑠𝑒𝑠𝐸 −∇𝑃 (5.19)

𝑃𝑠 = 𝑃𝑠0

(
𝑛𝑠

𝑛𝑠𝑜

)𝛾
(5.20)

Vamos a procesar las ecuaciones para una dimención y introducir las ecuación 5.20 en la

ecuación 5.19
𝜕𝑛𝑠

𝜕𝑡
+ 𝜕

𝜕𝑧
(𝑛𝑠𝑉𝑠) = 0 (5.21)

𝑚𝑠𝑛𝑠

[
𝜕𝑉𝑠

𝜕𝑡
+𝑉𝑠

𝜕𝑉𝑠

𝜕𝑧

]
= 𝑛𝑠𝑒𝑠𝐸 − 𝛾𝑃𝑠0

𝑛𝑠0

(
𝑛𝑠

𝑛𝑠0

)𝛾−1
𝜕𝑛𝑠

𝜕𝑧
(5.22)

5.2.3. Ecuaciones de Zakharov

Las ecuaciones de Zakharov mencionadas en el capı́tulo 3 son las 3.14 y 3.15 en son

ecuaciones que describen el comportamiento del campo eléctrico y la densidad de

electrones cuando una ona electromagnética interactua en la capa F de la Ionósfera de la

tierra.

Para la simulación se ha usado una base de Chebyshev de 256 puntos vemos la base

dividida en 3 partes para poder ver mejor su distribucipon de puntos el tiempo de

procesamiento fue de 734.07 segundos equivalente a 12 minutos y 14 segundos .

5.2.4. Plasma Termonuclear
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Figura 5.29

Extremo izquierdo de la base

Figura 5.30

Centro de la base

Figura 5.31

Extremo Derecho de la base
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Figura 5.32

Módulo del campo eléctrico
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Figura 5.33

Densidad de electrones
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Figura 5.34

Módulo Campo Eléctrico 20×10−6𝑠

Figura 5.35

Módulo Campo Eléctrico 100×10−6𝑠
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Figura 5.36

Módulo Campo Eléctrico 500×10−6𝑠

Figura 5.37

Módulo Campo Eléctrico 2500×10−6𝑠
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Figura 5.38

Módulo Campo Eléctrico par el tiempo 500×10−6𝑠

Figura 5.39

Módulo Campo Eléctrico par el tiempo 4500×10−6𝑠
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Figura 5.40

Módulo Campo Eléctrico par el tiempo 5000×10−6𝑠

Figura 5.41

Densidad de Electrones par el tiempo 20×10−6𝑠
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Figura 5.42

Densidad de Electrones par el tiempo 100×10−6𝑠

Figura 5.43

Densidad de Electrones par el tiempo 500×10−6𝑠
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Figura 5.44

Densidad de Electrones par el tiempo 2500×10−6𝑠

Figura 5.45

Densidad de Electrones par el tiempo 500×10−6𝑠
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Figura 5.46

Densidad de Electrones par el tiempo 4500×10−6𝑠

Figura 5.47

Densidad de Electrones par el tiempo 5000×10−6𝑠



Capı́tulo 6

Sugerencias
Como trabajos futuros es poder poder implementar los métodos espectrales a la 2 y 3

dimensiones, asi como tambien poder mejorar el método de Tau y poder construir bases

para que el método de Galerkin sea factible de usar sin necesidad de acoplar las

derivadas del sistema de ecuaciones.
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Capı́tulo 7

Discusión
En el presente estudio buscó modelar matemáticamente las ecuaciones que rigen el

comportamiento de los fluidos y el plasma y poder implementar estas ecuaciones para ser

resueltas utilizando los métodos espectrales encontrando como resultado que los métodos

espectrales modelan muy bien las ecuaciones de los fluidos y el plasma utilizando menos

recurso computacional que las diferencias finitas y un valor aproximado mucho más

cercano al valor obtenido en los casos donde la ecuación tiene solución analı́tica, en el

caso del método de las diferencias finitas y el método de elementos finitos y los métodos

espectrales conducen a un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas la cual deben

ser resueltas por métodos numéricos como Runge Kutta,Crak-Nicholson etc. los cual la

simulación hace que tenga que tener en cuenta el paso de tiempo y por lo tanto el coste

computacional además el tiempo de simulación es finito sin embargo un problema de la

placa deslizante se resolvió mediante bases de fourier y también por bases de legendre y

en los dos casos nos condujo a soluciones analı́ticas para la dependencia temporal lo cual

es un enorme desarrollo en la investigación de los fluidos.

Por otra parte el modelamiento matemático se obtuvo a partir de las ecuaciones de

Navier-Stokes y también se unió a las ecuaciones de difusión y para el caso de las

ecuaciones del plasma se usó las ecuaciones de Maxwell y la de momentum ası́ como la

ecuación de continuidad obteniendo un modelamiento real de los fluidos y el plasma.

Ası́ mismo en la implementación de las soluciones que plantea los métodos espectrales

es una sumatoria de funciones ortogonales con coeficientes desconocidos lo cual nos

conduce a un probleme de un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas en un grado

menor lo cual hace que su solución sea más estable y menor gasto computacional.

por consiguiente la solución de las ecuaciones implementadas en cierto caso nos da

soluciones analı́ticas en función del tiempo lo cual hace que el tiempo de simulación sea
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infinito, además usando las bases apropiadas en el sistema puede utilizar menor recurso

computacional.

Por último los experimentos numéricos nos muestra que base ortogonal es mejor en cada

caso, ası́ como también al utilizar el método de colocación como debiera ser la densidad

del mallado según los parámetros fı́sicos especialmente el número de Reynolds.



Capı́tulo 8

Conclusiones
Se concluye que los métodos espectrales son muy importantes para la simulación de

fı́sica de fluidos y plasma ya que pueden implementarse para todo los casos de

modelamiento de fı́sica de plasma y fluidos.

1. Referente a los objetivos especı́ficos, el modelamiento matemático de los fluidos y el

plasma se puede modelar muy bien utilizando las ecuaciones de momentum,

continuidad, para el caso de fluidos también la ecuación de difusión y para plasma las

ecuaciones de maxwell.

2. Ası́ mismo la implementación de los métodos espectrales se realizó dependiendo si es

una ecuación o un sistema de ecuaciones según las dimensiones y se utilizó la librerı́a

Dedalus.

3. Seguidamente se obtuvo un sistema desacoplado en las derivadas lineales e inclusive

soluciones exactas en la variable temporal lo cual hace una simulación de tiempo

infinito y un coste computacional muy bajo ası́ como también un uso muy pequeño de

memoria para guardar los resultados.

4. Finalmente los resultados de los experimentos numéricos mostraron que cuando se

tenı́a un fluido turbulento se necesita mayor número de términos que el caso del fluido

laminar.
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electromagnética (cuarta). Addison Wesley Iberoamericana.

61

https://books.google.com.pe/books?id=KH0dnwEACAAJ
https://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.2.023068
https://books.google.com.pe/books?id=hoH0MAAACAAJ


BIBLIOGRAFÍA 62
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Anexo 1: Ortogonalización de los polinomios de Laguerre
Partimos de la ecuación de Laguerre 3.29 la cual tenemos de la siguiente forma.


𝑥𝐿

′′
𝑛 + (1− 𝑥)𝐿′

𝑛 + 𝑛𝐿𝑛 = 0

𝑥𝐿
′′
𝑚 + (1− 𝑥)𝐿′

𝑚 + 𝑛𝐿𝑚 = 0
(1)

Multiplicamos a cada ecuación por 𝐿𝑚 y la segunda por 𝐿𝑛


𝑥𝐿𝑚𝐿

′′
𝑛 + (1− 𝑥)𝐿𝑚𝐿

′
𝑛 + 𝑛𝐿𝑚𝐿𝑛 = 0

𝑥𝐿𝑛𝐿
′′
𝑚 + (1− 𝑥)𝐿𝑛𝐿

′
𝑚 + 𝑛𝐿𝑛𝐿𝑚 = 0

(2)

Restando las ecuaciones y dividiendo entre x.

(𝐿𝑚𝐿
′′
𝑛 − 𝐿𝑛𝐿

′′
𝑚) +

(1− 𝑥)
𝑥

(𝐿𝑚𝐿
′
𝑛− 𝐿𝑛𝐿

′
𝑚) +

𝑛−𝑚

𝑥
𝐿𝑛𝐿𝑚 = 0 (3)

Nos damos cuenta que el primer termino lo ponemos en forma de una derivada.

𝑑

𝑑𝑥
(𝐿𝑚𝐿

′
𝑛− 𝐿𝑛𝐿

′
𝑚) +

(1− 𝑥)
𝑥

(𝐿𝑚𝐿
′
𝑛− 𝐿𝑛𝐿

′
𝑚) =

𝑚−𝑛

𝑥
𝐿𝑛𝐿𝑚 (4)

Factor integrante

𝑘 = 𝑒

∫ 1− 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

= 𝑥𝑒−𝑥

hacemos 𝑦 = 𝐿𝑚𝐿
′
𝑛− 𝐿𝑛𝐿

′
𝑚

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (1− 𝑥)

𝑥
𝑦 =

𝑚−𝑛

𝑥
𝐿𝑛𝐿𝑚 (5)

Multiplicamos por el factor integrante

𝑥𝑒−𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (1− 𝑥)𝑥𝑒−𝑥

𝑥
𝑦 =

𝑚−𝑛

𝑥
𝐿𝑛𝐿𝑚𝑥𝑒

−𝑥 (6)
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𝑥𝑒−𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (1− 𝑥)𝑥𝑒−𝑥𝑦 = (𝑚−𝑛)𝐿𝑛𝐿𝑚𝑒

−𝑥 (7)

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑒−𝑥𝑦) = (𝑚−𝑛)𝐿𝑛𝐿𝑚𝑒

−𝑥 (8)

integramos de 0 a ∞ en ambos términos∫ ∞

0
𝑑 (𝑥𝑒−𝑥𝑦) =

∫ ∞

0
((𝑚−𝑛)𝐿𝑛𝐿𝑚𝑒

−𝑥)𝑑𝑥 (9)

∞
𝑒∞

𝑦−0𝑒−0𝑦 =

∫ ∞

0
((𝑚−𝑛)𝐿𝑛𝐿𝑚𝑒

−𝑥)𝑑𝑥 (10)

0 = (𝑚−𝑛)
∫ ∞

0
(𝐿𝑛𝐿𝑚𝑒

−𝑥)𝑑𝑥 (11)

Notamos que cuando m=n el otro término no necesariamente es cero, por ello vamos a

saber cuanto vale ese término. Partimos de la función generativa

𝑒−𝑥𝑡/1−𝑡

1− 𝑡
=

∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛 (𝑥)
𝑛!

𝑡𝑛 (12)

Elevamos al cuadrado a ambos mienbros.

𝑒−𝑥𝑡/1−𝑡

1− 𝑡
· 𝑒

−𝑥𝑡/1−𝑡

1− 𝑡
=

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛 (𝑥)
𝑛!

𝐿𝑚 (𝑥)
𝑚!

𝑡𝑛𝑡𝑚 (13)

Y multiplicamos por 𝑒−𝑥

𝑒−2𝑥𝑡/1−𝑡𝑒−𝑥

(1− 𝑡)2 =

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛 (𝑥)𝐿𝑚 (𝑥)𝑒−𝑥
𝑛!𝑚!

𝑡𝑛+𝑚 (14)

𝑒
−𝑥

1+ 𝑡
1− 𝑡

(1− 𝑡)2 =

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛 (𝑥)𝐿𝑚 (𝑥)𝑒−𝑥
𝑛!𝑚!

𝑡𝑛+𝑚 (15)
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integramos en ambos términos en función de la variable x de 0 a ∞.

1
(1− 𝑡)2

∫ ∞

0
𝑒
−𝑥

1+ 𝑡
1− 𝑡 𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑛=0

∫ ∞

0

𝐿𝑛 (𝑥)𝐿𝑚 (𝑥)𝑒−𝑥
𝑛!𝑚!

𝑑𝑥 · 𝑡𝑛+𝑚 (16)

1
(1− 𝑡)2 𝑒

−𝑥
1+ 𝑡
1− 𝑡

1− 𝑡

−(1+ 𝑡) |
∞
0 =

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+𝑚

𝑛!𝑚!

∫ ∞

0
𝐿𝑛 (𝑥)𝐿𝑚 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 (17)

1
(1+ 𝑡) (1− 𝑡) =

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+𝑚

𝑛!𝑚!

∫ ∞

0
𝐿𝑛 (𝑥)𝐿𝑚 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 (18)

Desarrollando el primer término con la serie de Maclaurı́n y haciendo n=m.

∞∑︁
𝑛=0

𝑡2𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑡2𝑛

(𝑛!)2

∫ ∞

0
𝐿2
𝑛 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 (19)

Igualamos terminos

(𝑛!)2 =

∫ ∞

0
𝑒−𝑥𝐿2

𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 (20)



Anexo 2:Código para las ecuaciones de Zakharov:
1 i m p o r t numpy as np

2 i m p o r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

3 from d e d a l u s i m p o r t p u b l i c a s de

4 %m a t p l o t l i b i n l i n e

5 %c o n f i g I n l i n e B a c k e n d . f i g u r e f o r m a t = ’ r e t i n a ’

6 i m p o r t s c i p y . c o n s t a n t s a s c o n s t # l i b r e r i a de c o n s t a n t e s

1 Ganma s =1.0∗10∗∗3 # F r e c u e n c i a de c o l i c i o n d e l Ion

2 Ganma l =1.0∗10∗∗3 # F r e c u e n c i a de c o l i s i o n

3 L=100

4 L s c a l e =5e+4

5 Cs=2e+3

6 E pump= 1∗10∗∗( −4) #Campo de l a s a n t e n a s

7 mi =26.8∗10∗∗ ( −27) #masa de i o n e s de ox igeno

8 omega pe =4∗10∗∗7 # F r e c u e n c i a d e l p lasma

9 V te =1.7∗10∗∗5 # v e l o c i d a d t e r m i c a de l o s e l e c t r o n e s

10 Lamnda= V te / omega pe

11 p e r =8.8541878∗10∗∗ ( −12)

12 n 0 =5∗10∗∗ (11) # Dencidad

13 p r i n t ( ’ El v a l o r de lamda es : ’ , Lamnda , ’ m e t ro s ’ )

1 # B u i l d b a s e s and domain

2 N t e r m i n o s =256

3 zb1 = de . Chebyshev ( ’ z1 ’ , N te rminos , i n t e r v a l =(−L , 0 ) )

4 zb2 = de . Chebyshev ( ’ z2 ’ , N te rminos , i n t e r v a l = (0 ,L ) )

5 z b a s i s = de . Compound ( ’ z ’ , ( zb1 , zb2 ) , d e a l i a s = 3 / 2 )

6 domain = de . Domain ( [ z b a s i s ] , g r i d d t y p e =np . complex128 )
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7 # B u i l d problem

8 problem = de . IVP ( domain , v a r i a b l e s =[ ’E ’ , ’ Ez ’ , ’ n ’ , ’ nz ’ , ’ n t ’

] )

1 g r i d n o r m a l 3 = z b a s i s . g r i d ( s c a l e = 5 / 2 )

2 p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(10 , 2 ) , d p i =100)

3 p l t . p l o t ( g r i d n o r m a l 3 , 0∗ g r i d n o r m a l 3 +1 , ’ o ’ , m a r k e r s i z e =2)

4 p l t . x l a b e l ( ’ z ’ )

5 p l t . t i t l e ( ’ Base de Chebyshev ex t remo i z q u i e r d o ’ )

6 p l t . y l im ( [ 0 . 9 , 1 . 1 ] )

7 p l t . x l im ([ −100 , −90])

8 p l t . gca ( ) . y a x i s . s e t t i c k s ( [ ] ) ;

9 p l t . t i g h t l a y o u t ( )

1 g r i d n o r m a l 3 = z b a s i s . g r i d ( s c a l e = 5 / 2 )

2 p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(10 , 2 ) , d p i =100)

3 p l t . p l o t ( g r i d n o r m a l 3 , 0∗ g r i d n o r m a l 3 +1 , ’ o ’ , m a r k e r s i z e =2)

4 p l t . x l a b e l ( ’ z ’ )

5 p l t . t i t l e ( ’ Base de Chebyshev c e n t r o zona T u r b u l e n t a ’ )

6 p l t . y l im ( [ 0 . 9 , 1 . 1 ] )

7 p l t . x l im ([ −5 , 5 ] )

8 p l t . gca ( ) . y a x i s . s e t t i c k s ( [ ] ) ;

9 p l t . t i g h t l a y o u t ( )

1 g r i d n o r m a l 3 = z b a s i s . g r i d ( s c a l e = 5 / 2 )

2 p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(10 , 2 ) , d p i =100)

3 p l t . p l o t ( g r i d n o r m a l 3 , 0∗ g r i d n o r m a l 3 +1 , ’ o ’ , m a r k e r s i z e =2)

4 p l t . x l a b e l ( ’ z ’ )

5 p l t . t i t l e ( ’ Base de Chebyshev ex t remo d e r e c h o ’ )
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6 p l t . y l im ( [ 0 . 9 , 1 . 1 ] )

7 p l t . x l im ( [ 9 8 , 1 0 0 ] )

8 p l t . gca ( ) . y a x i s . s e t t i c k s ( [ ] ) ;

9 p l t . t i g h t l a y o u t ( )

1 problem . p a r a m e t e r s [ ’ a ’ ] = Ganma s

2 problem . p a r a m e t e r s [ ’ b ’ ] = Cs∗∗2

3 problem . p a r a m e t e r s [ ’ c ’ ] = p e r / ( 4 ∗ mi )

4 problem . p a r a m e t e r s [ ’w’ ] = 2 / omega pe # a q u i h i b a g l o

cambiamos por w

5 problem . p a r a m e t e r s [ ’ bb ’ ] = 3∗Lamnda∗∗2

6 problem . p a r a m e t e r s [ ’ cc ’ ] = E pump

7 problem . p a r a m e t e r s [ ’ a1 ’ ] = 1 / L s c a l e

8 problem . p a r a m e t e r s [ ’ a2 ’ ] = 1 / n 0

9 problem . p a r a m e t e r s [ ’ a3 ’ ] = Ganma s / omega pe

1 # Func t i on − l i k e s u b s t i t u t i o n u s i n g dummy v a r i a b l e s

2 problem . s u b s t i t u t i o n s [ ” mag sq (A) ” ] = ”A ∗ c o n j (A) ”

1 # Add main e q u a t i o n , w i th l i n e a r t e r m s on t h e LHS and

n o n l i n e a r t e r m s on t h e RHS

2 problem . a d d e q u a t i o n ( ”w∗ (1 j ) ∗ d t ( E ) +bb∗dz ( Ez ) =cc +( a1∗z+a2∗n

−(1 j ) ∗a3 ) ∗E” )

3 problem . a d d e q u a t i o n ( ” d t ( n t ) −b∗dz ( nz ) =c∗dz ( dz ( mag sq ( E ) ) )

−2∗a∗ n t ” )

4 # Add a u x i l i a r y e q u a t i o n d e f i n i n g t h e f i r s t −o r d e r r e d u c t i o n

5 problem . a d d e q u a t i o n ( ” Ez − dz ( E ) = 0 ” )

6 problem . a d d e q u a t i o n ( ” nz − dz ( n ) = 0 ” )

7 problem . a d d e q u a t i o n ( ” d t ( n )−n t = 0 ” )
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8 # Add boundary c o n d i t i o n s

9 problem . a d d e q u a t i o n ( ” l e f t ( Ez ) = 0 ” )

10 problem . a d d e q u a t i o n ( ” r i g h t ( Ez ) = 0 ” )

11 problem . a d d e q u a t i o n ( ” l e f t ( nz ) = 0 ” )

12 problem . a d d e q u a t i o n ( ” r i g h t ( nz ) = 0 ” )

1 # B u i l d s o l v e r

2 s o l v e r = problem . b u i l d s o l v e r ( ’RK443 ’ )

1 s o l v e r . s t o p i t e r a t i o n = 50000

1 # R e f e r e n c e l o c a l g r i d and s t a t e f i e l d s

2 z = domain . g r i d ( 0 )

3 E = s o l v e r . s t a t e [ ’E ’ ]

4 Ez = s o l v e r . s t a t e [ ’ Ez ’ ]

5 n = s o l v e r . s t a t e [ ’ n ’ ]

6 nz = s o l v e r . s t a t e [ ’ nz ’ ]

7 n t = s o l v e r . s t a t e [ ’ n t ’ ]

8 # Se tup a s i n e wave

9 E . s e t s c a l e s ( 1 )

10 E [ ’ g ’ ] = 0

11 #u . d i f f e r e n t i a t e ( ’ z ’ o u t =Ez ) ;

12 n . s e t s c a l e s ( 1 )

13 n [ ’ g ’ ] = 0

14 #n . d i f f e r e n t i a t e ( ’ x ’ , o u t =nx ) ;

1 # Se tup s t o r a g e

2 E . s e t s c a l e s ( 1 )

3 n . s e t s c a l e s ( 1 )

4 E l i s t = [ np . copy ( E [ ’ g ’ ] ) ]
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5
6 n l i s t = [ np . copy ( n [ ’ g ’ ] ) ]

7 t l i s t = [ s o l v e r . s i m t i m e ]

8
9 # Main loop

10 d t = 1e−6

11 w h i l e s o l v e r . ok :

12 s o l v e r . s t e p ( d t )

13 i f s o l v e r . i t e r a t i o n % 10 == 0 :

14 E . s e t s c a l e s ( 1 )

15 E l i s t . append ( np . copy ( E [ ’ g ’ ] ) )

16 n . s e t s c a l e s ( 1 )

17 n l i s t . append ( np . copy ( n [ ’ g ’ ] ) )

18 t l i s t . append ( s o l v e r . s i m t i m e )

19 i f s o l v e r . i t e r a t i o n % 1000 == 0 :

20 p r i n t ( ’ Completed i t e r a t i o n {} ’ . f o r m a t ( s o l v e r .

i t e r a t i o n ) )

21 ArrayHasNaN = np . i s n a n ( np . sum ( n [ ’ g ’ ] ) )

22 i f ArrayHasNaN :

23 p r i n t ( ’NaN found ! ’ )

24 b r e a k

25
26 # Conve r t s t o r a g e l i s t s t o a r r a y s

27 E a r r a y = np . a r r a y ( E l i s t )

28 n a r r a y = np . a r r a y ( n l i s t )

29 t a r r a y = np . a r r a y ( t l i s t )
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