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Resumen

Esta tesis fue realizada con el fin de crear un modelo matricial que nos permita conocer
la distribucién de genotipos en la descendencia. En primer lugar se inicié trabajando
con valores iniciales qué nos da la genética, en este caso de la primera generacién, ya
que esto es posible saberlo directamente haciendo los cruces de machos y hembras.
El primer cruce de padres nos da valores reales de la distribucién de genotipos en la
primera generacién, esto permitird crear ecuaciones con valores iniciales denotando a
cada tipo de combinacién de genotipo con una variable. Con esta ecuacién se puede ver
que siempre una generacion esta ligada a la generacion precedenté esto nos deja ver que
cada ecuacién de cada generacion siempre va a estar ligada a la primera generacion, de
esta manera se pudo crear un algoritmo matematico en funcién de los valores iniciales de
la primera generacién junto con las variables dadas a cada tipo de genotipo. Usamos la
definicién de matriz diagonalizable para generalizar este algoritmo con esto sera posible
saber la distribucién de genotipos para cualquier generacion, dejando esta generalizacion

en forma de ecuaciones o como un modelo matricial.



Abstract

This thesis was made in order to create a matrix model that allows us to know the
distribution of genotypes in the offspring. First it started working with initial values that
gives genetics, in this case of the first generation, as this is possible to know directly by
the crosses of males and females. The first crossing of parents gives us real values of the
distribution of genotypes in the first generation, this will create equations with initial
values denoting each type genotype combination with a variable. With this equation
it can be seen that whenever a generation is linked to the preceding generation that
lets us see that each equation of each generation will always be linked to the first
generation, so you could create a rhathematical algorithm based on the values initials of
the first generation with the given variables each type genotype. We use the definition of
diagonalizable matrix to generalize this algorithm it is possible to know the distribution
of genotypes for any generation, leaving this generalization as equations or as a matrix

model.

II



Introduccion

La genética es el estudio de los factores hereditarios o genes. De su transmisién resulta
que los hijos se parecen a sus padres mas que a otros seres vivientes. Ese parecido se
refiere no sélo a los rasgos de la organizacién general propios de la clase y especie a la
que pertenezca, ei grupo de progenitores y descendientes, sino a caracteristicas peculiares
de tipo racial o de una variedad determinada; en la especie humana, por ejemplo, se
heredan el color del pelo, de los ojos, los grupos sanguineos, etc. Desde siempre el
hombre se interesé por descubrir el mecanismo hereditario, pero su complejidad es tal
que solamente a fines del siglo pasado se pudo conocer el modo de transmisién de los
genes, gracias a los estudios del agustino Gregorio Mendel que, en 1856 comenz6 una
investigacién en el huerto de su convento que le llevo al conocimiento de las leyes de
la herencia biologica. Realizé sus experiinentos en razas de guisantes comunes, raza
que seleccioné y cultivé reiteradamente. Se ha podido comprobar estudiando escritos
de autores anteriores que los hombres tuvieron ya desde la antigiiedad algunas ideas
sobre la herencia bioldgica. En el presente trabajo se determina un modelo matricial
que nos ayude a determinar la distribucién de los genotipos en la descendencia, como
se sabe aun ahora es imposible determinar al cien por ciento cual es la distribucién de
los genotipos en las proximas generacidnes, es por eso que con este modelo se tratard de
acercar mas a una solucién real. Se ha creido conveniente, dividir este trabajo en tres
capitulos: En el primer capitulo, se trata las nociones basicas sobre matrices,elementos
matematicos necesarios para el desarrollo del presente trabajo. En el segundo capitulo, se

hableara de la genética y de cada una de los tipos de herencia, como son la HERENCIA

III



AUTOSOMICA Y LA HERENCIA LIGADA A X. II El en tercer capitulo se trata de
encontrar en primer lugar un algoritmo que nos permita crear un modelo matricial de
manera general, el cual ayudard a poder determinar la distribucién de los genotipos en

la descendencia.
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Capitulo 1

Matrices

1.1 Definiciéon y Notacion:

Una matriz es una tabla rectangular de nimeros reales dispuestos en filas y columnas

del modo:

an a2 Ain

a1 a2 Q2n
A=

Ami Gm2 - Omn

mn

Abreviadamente se puede expresar A = (a;;). Cada elemento de la matriz lleva dos
subindices. El primero de ellos “i”, indica la fila en la que se encuentra el elemento, y el
segundo, “j”, la columna.

Asi el elemento a23 est4 en la fila 2 y columna 3. Las matrices siempre se representarin
con letras mayusculas.

En general, si una matriz A tiene m filas y n columnas, diremos que su tamafo o di-

mensioén es m x n (se lee “m por n”), siempre en primer lugar el nimero de filas y en

segundo lugar el de columnas.|1]




Ejemplo 1.1. Son ejemplos de matrices los siguientes:

-6 0 4
5 6
A= ; B=13 12 11
8 2
8 23 5

1.2 Tipos de Matrices

1. Matrices Iguales

Se dice que dos matrices A = [aij|man ¥ B = [bijlmen son iguales si y solo si son
idénticas; es decir, si y solo si son del mismo orden y sus respectivos elementos son
iguales:

A = B & a,;; = b;; para cada ¢ y para cada j.

Ejemplo 1.2. Sean:

3 8 3 8
-10 4 -10 4

Averiguar si son iguales o no.

Solucién. A y B tienen el mismo orden (2 x 2). Veamos si tiene los mismos

elementos:

ajp = by =3
a1p = by = —10
ag1 = by = 8
Qs = by =4

Luego,A = B.




Ejemplo 1.3. Sean:

3 0 -1 0
A= y B=
00 00

Averiguar si son iguales o no.

Solucién. A y B tienen el mismo orden (2 x 2). Veamos si tiene los mismos

elementos:

an=3#by=-1
a2 =bia =0
a1 =bor =0
ax = by =0

Luego,ay; # b, entonces A = B.

. Matriz Cuadrada Se dice que una matriz A es cuadrada cuando el nimero de

filas es igual al niimero de columnas. A,,;, es cuadrada si y s6lo si m = n, en este

caso se dice que A es de orden (n x n) y se representa por A,.

Ejemplo 1.4.

11 111

La matriz A = es cuadrada, mientras que B = no lo es.
11 1 11

En una matriz cuadrada A de orden (n x n), los elementos a1, az, - , Gny , for-

man la diagonal principal de la matriz.

Ejemplo 1.5.

Obsérvese que en la matriz '
1 -3 4
A=[aij]3= 0 4 -2
-3 -5 1




los elementos de la diagonal principal, conforme esté indicado, son:

ay =1,a2 = 4,033 = —7.

. Matriz Nula

Una matriz en la cual todos sus elementos son ceros, se denomina matriz nula y

se denota por ¢ .

Ejemplo 1.6.

00
00

. Matriz Diagonal

Una matriz cuadrada en la cual los elementos fuera de la diagonal principal son

ceros, es llamada matriz diagonal.

Ejemplo 1.7.

200 200
A=]103 0]y B=}10200
0 0 4 000

. Matriz Escalar

Es una matriz diagonal en la cual todos los elementos de la diagonal principal son

iguales.

Ejemplo 1.8.

k 0 0 0
0 k0O
A=
00 k£ O
0 0 0 k
. Matriz Identidad
Es una matriz escalar en la que k= 1.
1 00

1 0
[1], , 101 01,etc
001
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Se acostumbra denotar a la matriz identidad de orden n X n por I,.

Matriz Fila

Se llama matriz fila a una matriz de orden 1 xn ( 1 fila y n columnas) de la forma:

A= [au, Q12, " 'am]

Ejemplo 1.9.
A=[5 6 3 1]

Matriz Columna

Se llama matriz columna a una matriz de orden n x 1, (n filas y 1 columna), de la

forma: ) .
a1
5D)
A=
A1in
Vector
Una n — upla ordenada de nimeros: @ = (ai,as, - ,a,) se llama vector de n

componentes. Tanto una matriz fila como una matriz columna representan un
vector (fila o columna). Por convencién, a una matriz columna le llamaremos

simplemente vector.

Transpuesta

Dada una matriz A, se llama transpuesta de A a la matriz que se obtiene cambiando
ordenadamente las filas por las columnas. Se representa por A* 6 AT. Si es

A = (@ij)mzn , Su transpuesta es A* = (a;;)nzm
Ejemplo 1.10.

1 3
1 2 5
A= entonces su transpuesta es A' = | 2 —4

3 -4 7
5 7
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Matriz Triangular Superior

Es una matriz cuadrada que tiene todos los elementos por debajo de la diagonal

principal nulos.

Ejemplo 1.11.

1 9 -6
A=10 2 1
00 5
12. Matriz Triangular Inferior
Es una matriz cuadrada que tiene todos los elementos por encima de la diagonal
principal nulos.
Ejemplo 1.12.
100
A= 1 20
-2 4 5
1.3 Operaciones y Propiedades
1. Suma de matrices

Sean las matrices: A = [a;;] y B = [b;;], ambas del mismo orden m X n. La matriz

suma de A y B es:
A -+ B = [aij 4 bz]]

la cual también es de orden m x n.

Observacion 1.1. En otras palabras, para sumar matrices, lo que se hace es

sumar los elementos que estdn situados en la misma fila y en la misma columna.[2]
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Ejemplo 1.13. Sean:

36 0 4 -2 -8 3 —4
A=|-183 5 |y B=| 4 3 5 3
5 7 0 -2 3 -1 4 2
entonces:
3+(~2) 6+(-8) 0+3 4+ (~-4) 1 -2 30
A+ B = -1+4 843 345 5+4+3 =13 11 8 8
543 7T+(-1) 0+4 -2+2 8 6 40

Propiedad 1.1.

a) A+B=B+A
b) (A+B)+C=A+(B+C)

¢) k(A+B)=kA +kB (k : escalar)
d) (k+1)A=kA+1A (k,1: escalares)
e) (k1)A=k (1A) (k,1: escalares)
f)1A=A

9) -A=(1)A

h) La diferencia de A y B, del mismo orden, es definida por: A - B = A + (-B)

Ejemplo 1.14. Sean:

2 -5 7 2 5 6
A=|8 -4 -1y B=]|7189
0 3 6 3 4 6
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Hallar A-B

Solucién.- Se puede efectuar la diferencia, ya que las matrices son del mismo orden

(3 % 3).

0 10 1
Luego: A-B = A+(-B)=A=| 1 -12 -10
-3 -1 0

. Multiplicacién de una Matriz por un Escalar

Sea A = [a;;] de orden m x n y k un nimero real. Entonces: kA = [ka;;] para todo
1,5
Nota 1.1. Observar que cada elemento de la matriz se multiplica por el

escalar k.

Ejemplo 1.15. Sea

-3 -8 4
yk =2  hallar kKA
4 3 3
-6 —-16 8
entonces kA = 2A =
8 6 6

. Producto de un Vector Fila por un Vector Columna

Sean:

A=[a1 as - an] yB=

Entonces AB = [ aiby + asbe + - - - + apby, ] = Z a;b; es el producto de A por B.

=1
n

Al nimero Z a;b; se le conoce como producto escalar de A y B.
i=1

Nota 1.2. . Observar que ambas matrices tienen la misma cantidad de elementos

(la matriz A tiene n elementos columna y la matriz B tiene n elementos fila)
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Ejemplo 1.16. Hallar AB, si :
A=1[2 —5 Thxs (unafilay 3 columnas) y

(tres filas y una columna)
solucién

2
AB=1[2 =5 7| 7 | =[(2)@)+ (-5)(7) + (1)(3)] = [-10]
3

. Producto de dos Matrices

El producto de una matriz A = [a;;] de m x n y una matriz B = [by] de n x p,
es otra matriz C = [c;z]de orden m x p, donde c;;, es el producto escalar de la
t—ésima fila de A por la k—ésima columna de B. Graficamente podemos observar

lo siguiente:

i1 G2 o Gy O by b by [ by
gy Gy -+ Oy v Gy byp by |y | by
=0 = [Cy]
Fiaide o> i1 (g -+ i - (i biv by b | by
la matriz
A
| Gy G 0 Gy Oy || buy by oo fbag | bngz ]
Columna k

delamatiz B
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[ b

bak

DOIldet C’Lk = [ Q;1 Q2 az_] e Qin ]

Ejemplo 1.17. Sean las matrices:

1 2 3
A= y B=
[6 10 14]

=~ W
O e

Calcular A x B.
Solucién
Calculando los elementos C;; del producto se tienen:
Cy; : (primera fila de A por primera columna de B)
8
C11=[1 2 3] 3 | =[26]
4

Cis: (primera fila de A por segunda columna de B)

—2
Cu=[1 2 3] 1 | =10]
0

C2; : (segunda fila de A por primera columna de B)

8
021=[6 10 14] 3 | =[134]
4

n
= aibi
i=1
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Cy; (segunda fila de A por segunda columna de B)

-9 |
Co = [ 6 10 14 ] 1| =[-2
0
Luego
Cn C 26 0
AB = n Ci |
021 022 134 -2

5. Propiedades

a) A(BC)=(AB)C
b) (A+B)C=AC+BC
¢) A(B+C)=AB+AC

d) En general, no se cumple que AB = BA. (No conmutan).

1.4 Determinantes

Definiciéon 1.1. El determinante viene a ser una funcién que aplicada a una matriz
cuadrada da un tnico valor numérico.[1]
Sea M, . €l conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n, entonces la definicién

queda de la siguiente manera:
I|: Muxn — R(0 C)
A— | A

Notacidn:

Sea A una matriz cuadrada, entonces el determinante de la matriz A se representa por

| A o det(A) o det A.
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1. Determinante de una matriz cuadrada de orden 2

Sea A una matriz cuadrada de orden 2

an Qa2

Qo1 Q22

Su determinante se define mediante la férmula:

~ ”
an ( G
l A I= ' ,"{ = Q11022 — Q12021
a8 and
“\
Ejemplo 1.18.
Sea la matriz cuadrada de orden 2 A = Jhallar det A
10 3
Solucién
5 8
| Al= = (5)(3) — (8)(10) = 15 — 80 = —65
10 3

2. Determinante de una matriz cuadrada de orden 3 Sea A una matriz cua-

drada de orden 3

@11 @12 413

A= Q21 Q22 Qa23
a31 azz2 G33

Su determinante se define mediante la férmula:

| @11 Q12 da3
|Al=| an a2 axs

a31 0asz2 Q33
= Q11022033 + 012023031 + Q13021032 — A31022013 — Q32023011 — A33A21012

Ejemplo 1.19. Sea la matriz
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1 2 3
A=1]3 2 1 | ,hallar det A
21 3
Solucién
1 2 3
|Al=13 2 1
21 3

= (1)2)B3)+ @AMQ2) + B)B)1) - (2)(A)B) - (MD(A) = (3)(3)(2) = —12

. Calculo del determinante de orden n, por los adjuntos

Cuando el orden de los determinantes es superior a 3 la regla de Sarrus no es
facilmente aplicable y entonces utilizamos el método de los adjuntos, que reduce

el orden en una unidad cada vez que le utilizamos.

Para ello vamos a definir dos nuevos conceptos:

. Menor complementario

Dada una matriz A,, se llama menor complementario de un elemento a;; al deter-
minante de la matriz, que resulta de suprimir la fila i y la columna j en la matriz

Ap: se llama my;.

. Adjunto de un elemento Al producto de (—1)**7 por el menor complementario

m;; de a;; se llama adjunto de un elemento a;; y se escribe A;; .
Aij = (=)™ - my;

A partir de estas definiciones obtenemos otra forma de calcular un determinante:
el valor de un determinante de orden n es igual a la suma de los productos de los
elementos de una fila o columna por sus respectivos adjuntos.
n
| A| z a;; X Aij = anAa + aiAip + aizAizs + -+ andin
207

= a1 A1; + ag;Ag; + azjAsj + -+ + anjAn;
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Ejemplo 1.20.

1 0 2 0
1 2 0 1 ) )
Calcular el valor del determinante Elegimos la primera fila
-1 1 4 -1
3 -1 -3 -2

ya que tiene dos elementos nulos y eso va a simplificar el célculo:

1 0 2 0
1 2 0 1
=1A;; + 0A10 + 2413+ 0Ay =
-1 1 4 -1
3 -1 -3 -2
2 0 1 1 2 1
=11 1 4 -1 |+O0mp+2(-1)) -1 1 ~1 |+ 0my=
-1 -3 -2 3 -1 -2

Cuando llegamos a un determinante de orden tres, podemos aplicar Sarrus:

1[(~16) + (—3) — [(—4) + 6]] +2[(-2) + 1+ (—6) — [3+ 1 + 4]} = —51

Propiedades

a) Para toda matriz A,x, se tiene detA = det(A*).

b) El determinante de una matriz A,x, cambia de signo si dos filas o dos co-

lumnas se intercambian.

¢) Si la matriz Bnxn se obtiene de la matriz A, trasladando una de sus filas

o columnas k lugares, entonces, | B |= (—1)* | A |.

d) Si una matriz A, x, se tiene que una fila o columna es miiltiplo de otra fila o

columna, entonces el determinante de dicha matriz vale CERO.

e) Si en una matriz A,x, todos los elementos de una matriz fila o columna son

CEROS entonces su determinante es CERO.

f) Si una matriz A,xn todos los elementos de una fila o columna son miltiplos
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por un escalar K, entonces el valor del determinante también queda multi-

plicado por K.

g) Si a una fila 0 una columna de una matriz A,x, se le suma el miltiplo de

otra fila o columna, se tendrd que el valor del determinante A, , no varia.

h) Si los elementos de una fila o columna cualquiera consta de dos términos, el

determinante puede expresarse como la suma de otros dos determinantes.
i) El determinante de la matriz identidad es igual a la unidad.

j) Sea D = [d,;] una matriz diagonal de orden n X n, entonces

lDl:dll'd22°°d33""dnn

k) El determinante de una matriz triangular superior o triangular inferior es

igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

I) En forma general el determinante de una suma de matrices es diferente de la

suma de los determinantes de cada matriz, es decir:

det(A + B)det(A) + det(B)

m) El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los de-
terminantes de las matrices, es decir:

det(A - B) = det(A) - det(B)

1.5 Valores y Vectores Propios

Definicién 1.2. Dada una matriz cuadrada diremos que un nimero A € R o C es un
valor propio (o autovalor) de si existe un vector no nulo, v # 0, tal que Av =\ v-
A - v se llama vector propio (o auto vector) asociado al valor propio , es un valor propio

si y sblo si es rafz de la ecuacién caracteristica det(A — X)) =0
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Ejemplo 1.21. Halle los autovalores y auto vectores propios de la matriz

110
A=1]111
011

a) La construccién del polinomio caracteristico se lleva a cabo resaltando de la dia-

gonal principal y buscando el determinante de la matriz resultante

‘b) Los autovalores propios se hallan con la condicién
p(A) =0
es decir
(1-N[(1-N -2 =0
1-2=0 Vv (1-X?2?=2
A=1 V A=1%+2

Luego: \; =1 A=14+V2 ¥y AM=1-+3
. Por lo tanto A;; A2; A3 son valores propios reales debido a que A es una matriz

simétrica.

c¢) Los vectores propios se hallan resolviendo los sistemas homogéneos
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r0 10 z 0
1 01 y| =120
010 z 0
Y 0
z+z | =10 =2y=0, 24+2=0=>z=—2
Y 0
sea 2z = —q
x « 1 1
V1 = Y = = 0 2>V =« 0
z - -1 -1
1
luego el auto vector v, es 0
-1
i) dg =142
—V2 1 0 z 0
1 —/2 1llyl=1]0
0 1 —/2 z 0
—V2z+y 0 :
t=V2y+z | =10 |=2-V2z+y=0; 2—V2y+2=0,9y—v2=0
y — 2z 0-

y=V21;2 -~ V2 +2=0,y =2z

(04
sea = = L= —
Y 2

y

Sl
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[«
x NG 1 1
V2 o
v=1yl|= a| =7 V2| =vn=al 42
= 1 1
z —
L V2
1
luego el auto vector v, es | /2
1
iii) Ag=1-+2
V2 1 0 T 0
1 V2 1 yl=10
0 1 vV2{]|z= 0
V2 4y 0
r+vVoy+z | =l 0| =V2+y=0; 2+V2y+2=0y+v22=0
y+v2z 0
y=V2r;20 - V2y+2z=0y=v2z
o
seay=q=>1=-——=
’ %
y
U
V2
a -
T G 1 1
V2 o
V3= oy | = a |l =—— —\/2— = U3 = & ——\/§
o V2
z —— 1 1
L V2
1
luego el auto vector vz es | —/2 | Entonces los autovectores de la matriz
1

{v1;ve;v3}
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Ejemplo 1.22. Halle los autovalores y auto vectores propios de la matriz

1 2 0
A= 0o 2 0
-2 -2 -1

a) Hallamos el polinomio caracteristico

p(\) = det(A — \)

1—X 2 0
p(A\) = det 0 2-X 0
-2 -2 -1-2X

2 -\ 0 0 0
p(A) = (1-24) -2
-2 —1-) -2 —-1-2X

p(A) =1 -2)2-2)(-1-2)
b) Los autovalores propios se hallan con la condicién

p(A) =0

es decir

(1= M2 =M)(=1-X)=0

ahoral—A=0; 2—-A=0;, -1-A=0
A=1 A=2 ;A=-1

Por lo tanto Aj; Az; A3 son valores propios reales

c¢) Los vectores propios se hallan resolviendo los sistemas homogéneos




1-2A 2 0 z 0
0 2-AX 0 y | = | 0 |Reemplazando en la matriz
-2 =2 -1-2AX z 0
0 2 0 T 0
0 1 0 yt =10
! -2 -2 =21z I 0
2y 0
y =10|=>2y=0=>y=0
—2r — 2y — 22 | 0 |

2 -2 —22=0=222+22=0=>zx+2=0=>2=—2

seaz=0=>1T=—«
T - -1 -1
n=\1y|= 0| =a 0| >un=a 0
z o 1 1
-1
luego el auto vector v, es 0 }
1
i) dp =2
(1-2 2 0] 0
0 2-2X 0 y | = | 0 | Reemplazando en la matriz
I —2 -2 —-1-=2A z 0
(1 2 of[z] 0
0 0 O y|1 =10
L—Q -2 -3 | 0
[ —x+ 2y ] -O
0 =10|=>-2+2=0=>2y=zx
_—2w——2y——3zd _O
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20 —-2y—-32=0=2c+2y+32=0=>4y+2y+3z2=0=>6y+32=0
3z=—-6y=>z=-2y

y=t=>zx =21

y=t=z=-2t

T 2t 2 2
r=1y | = t| =t 1| =>vn= 1
z —2t -2 -2
2
luego el auto vector vy es 1
-2
i) A3 =-—1
i 1—-A 2 0 z 0
0 2—-X 0 y | = | 0 |Reemplazando en la matriz
| 2 -2 -1- A z 0
[ 2 20 T 0
0 30 yl{=10
| -2 -2 0 z 0
i 2z + 2y 0
3y |=101=22x+2y=0 2y=-2r=>z=—y
i -2z — 2y 0

Jy=0=y=0=>x=0
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0

luego el auto vector v3 es | 0

1

Entonces los autovectores de la matriz
{v1; va; vs}

1. Diagonalizacién de matrices

Se dice que una matriz cuadrada A es diagonizable, si existe una matriz invertible
P tal que P AP sea diagonal; se dice que la matriz P diagonaliza a la matriz
A. Si existe una matriz ortogonal P tal que P"1AP es diagonal, entonces A es

diagonizable, y se dice que P diagonaliza ortogohalmente a A.

Ejemplo 1.23. La matriz

[ 13 O ]
A=131 0
I 0 0 -2 |
Es diégonizable ya que i .
1 10
P={1 -10
i 0 01 |
tiene la propiedad de que
4 0 O
P'AP=10 -2 o0
60 0 -2

Teorema 1.1.
Una matriz A de orden nxn es diagonizable si y solo si tiene n vectores propios
linealmente independientes.

En tal caso la matriz diagonal D semejante a A esta dado por:
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A 00 0
0 X O 0
D
0 00 An
Donde Ay, Aa, -+ -, A, son los valores propios de A.

Si P es una matriz cuyas son vectores propios linealmente independiente de A

entonces D = P~1AP

Demostracion.

Prmero se supone que A tienen vectores propios linealmente independientes vy, v2, vs, - - -

que corresponden a los valores propios (no necesariamente diferentes) Ay, Aa, - -+ , A
Sea ) _ _
[ Py [ Py [ P,
Py P Py,
N = ' y Ug = ' 7'ty Un = ' Y s€a
_Pnl_j _Pn2j _PnnJ
B n
Pll P12 Pln
P21 P22 P2n
P =
| P, nl P, n2 P, nn |

Entonces P es invertible ya que sus columnas

son linealmente independientes.

7’U‘n
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Ahora también

ayy

as

AP =

Y se ve que la columna i de AP es A =

a2

Q22

An2

cuya columna % es A\;v; y

AP =
pero
Py Py
P21 P22
PD =
Pnl Pn2

A1n

Qan

)\1P11 >‘2P12
A1-P21 )\2P22

)‘lpnl )\2Pn2

Pln
P2n

Pnn J

Pll P12
P21 P22
Pnl Pn2

Arupl'n
AnP2n

A1’1,‘P’l‘l/l'l.

A0
0 A
0 00

Pln
P2n

= Avi = \v; asi AP es la matriz
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MPu AP - - o - APy
MPor AP - - - - APy
| AP APz - - - - APrg

2. Solucién de Ecuaciones Lineales por métodos clasicos

1. Sistema de Ecuaciones Lineales Un sistema de ecuaciones lineales es un

conjunto de ecuaciones lineales de la forma:

a11%1 + Q12%2 + -+ Qinn = by
ATy + GgTo + -+ + Gy, = by
An1T1 + Ap2Za + - * + QT = bn

En este caso tenemos n ecuaciones y n incégnitas. Los niimeros reales a;; se
denominan coeficientes y los z; se denominan incégnitas (o nimeros a de-
terminar) y b; se denominan términos independientes. Resolver el sistema
consiste en calcular las incégnitas para que se cumplan todas las ecuacio-
nes del sistema simultdneamente. Diremos que dos sistemas son equivalentes

cuando tienen las mismas soluciones.[3]

2. Expresion matricial de un sistema Cualquier sistema de ecuaciones li-

neales se puede expresar en forma matricial del modo:

a1 a2 a@3... Qip Zy by

21 Q22 Q23... Q2p T2 by

Gm1 Om2 Am3-... Qmn Tn bn
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23
. . . . T2
La matriz A se llama matriz de coeficientes. La matriz X=] se llama
Tn
matriz de incognitas y
b
. be : . .
La matriz B= se llama matriz de términos independientes
bn
La matriz formada por A y B conjuntamente, es decir:
ann G2 W@3... G | by
a1 G Qg3... G2y | by
(A|B)=
Om1 OGm2 Om3 ... Omn bm

Se lama matriz ampliada del sistema y se representa por (A | B) o por A*.

Ejemplo 1.24.

El sistema

escrito matricialmente es:

11 -1 z 5)
11 0 y | = 7
2 2 -1 z 12

Y la matriz ampliada es:

11 -1]5
(AlB)=]111 0|7
2 2 —1{12
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3. Tipos de Sistemas

En general, buscaremos las soluciones de los sistemas en los niimeros reales.
Dependiendo del posible nimero de tales soluciones reales que tenga un sis-

tema, estos de pueden clasificar en:

INCOMPATIBLES : No tiene solucién (S.1.)
DETERMINADOS :Soluciéon Unica (S.C.D)

COMPATIBLES : Tiene solucién . .
INDETERMINADOS : Infinitas soluciones (S.C.I)

4. Solucién de un sistema de ecuaciones

Es un conjunto de valores de las incégnitas que verifican simultaneamente a
todas y cada una de las ecuaciones del sistema. De acuerdo con su solucién,
un sistema puede ser: Consistente, si admite solucion; o Inconsistente, si no
admite solucién. Un sistema Consistente puede ser: Determinado, si la solu-
cién es tnica o Indeterminado, si la solucién no es unica, es decir, existe una

infinidad de soluciones.

1) Método de Gauss

Dado un Sistema de Ecuaciones Lineal Az = b con A € M, inversible,
el principio que rige el método de Gauss para la resolucién del sistema
se puede resumir en “la determinacién de una matriz inversible M tal
que la matriz M A sea triangular superior”. Este es el proceso llamado
de eliminacion. Una vez analizado este proceso se resolvera el sistema,
triangular equivalente M Ax = Mb mediante el método de sustitucién
retrégrada.

En la préactica no se calcula M; sino directamente los productos

MA 'y Mb.

El método de Gauss se realiza en tres bloques:

i) Proceso de eliminacién sucesiva de incégnitas, que equivale a la de-

terminacion de una matriz M tal que M A sea triangular superior.
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2)

ii) Célculo del vector Mb; que se suele realizar simultaneamente al blo-

que 1.

iii) Resoluci6n de sistema triangular M Az = Mb por sustitucién retrogra-

da.

(Gauss normal

El proceso de eliminacién se realiza en (n — 1) etapas: en cada etapa
k—ésima se obtienen ceros en la columna k por debajo de la diagonal
principal. Asi, partiendo de A; = A, en la etapa k-ésima se construye
A1 a partir de Ay = (afj)

Para poder realizar cada etapa k—ésima se exigird (y esta es la carac-

teristica esencial de Gauss normal) que:
af, #0,Vk=1,---,n

Etapa k—ésima Se hacen ceros en la columna k por debajo de la diagonal
principal restando a las filas t = k+ 1, -- | n, la fila k¥ multiplicada por
k

a; ..
,Zk . Matricialmente, esto corresponde a hacer Ag.; = E A con:

(1 | 0

Ey = Gk (det(Er) = 1)

0 —= 0 1
\ 0 g /
Una vez realizadas las (n — 1) etapas se tiene:

An=En._1"'E2E1A=MA=U
N, oo’

M
Donde es una matriz triangular superior, y simultdneamente:

En—l . 'E2E1b = Mb




Capitulo 2

(Fenética

2.1 Genética

La genética es el campo de la biologia que busca comprender la herencia biolégica que
se transmite de generacion en generacién. El estudio de la genética permite comprender
qué es lo que exactamente ocurre en €l ciclo celular, (replicar nuestras células) y repro-
duccién, (meiosis) de los seres vivos y cémo puede ser que, por ejemplo, entre seres hu-
manos se transmiten caracteristicas biolgicas genotipo (contenido del genoma especifico
de un individuo en forma de ADN), caracteristicas fisicas fenotipo, de apariencia y hasta
de personalidad. El principal objeto de estudio de la genética son los genes, formados por
segmentos de ADN (doble hebra) y ARN (hebra simple), tras la transcripcién de ARN
mensajero, ARN ribosémico y ARN de transferencia, los cuales se sintetizan a partir de
ADN. El ADN controla la estructura y el funcionamiento de cada célula, con la capaci-
dad de crear copias exactas de si mismo, tras un proceso llamado replicacién, en el cual
el ADN se replica. En 1865 un monje cientifico checo-aleman llamado Gregory Mendel
observd que los organismos heredan caracteres de manera diferenciada. Estas unidades
bésicas de la herencia son actualmente denominadas genes. Fue William Bateson quien,
en 1905, utilizé el término ” Genetics” por primera vez. En 1941 Edward Lawrie Tatum
y George Wells Beadle demuestran que los genes [ARN-mensajero] codifican proteinas;

luego en 1953 James D. Watson y Francis Crick determinan que la estructura del ADN
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es una doble hélice en direcciones anti paralelas, polimerizadas en direccién 5’ a 3’, para
el afio 1977 Fred Sanger, Walter Gilbert, y Allan Maxam secuencian ADN completo del
genoma del bacteriéfago y en 1990 se funda el Proyecto Genoma Humano. Aunque la
genética juega un papel muy significativo en la apariencia y el comportamiento de los
organismos, es la combinacién de la genética replicacién, transcripcién, procesamiento
(maduracién del ARN) con las experiencias del organismo la que determina el resultado
final. Los genes corresponden a regiones del ADN o ARN, dos moléculas compuestas de
una cadena de cuatro tipos diferentes de bases nitrogenadas (adenina, timina, citosina
y guanina en ADN), en las cuales tras la transcripcién (sintesis de ARN) se cambia
la timina por uracilo 7la secuencia de estos nucleétidos es la informacién genética que
heredan los organismos. El ADN existe naturalmente en forma bicatenaria, es decir,
en dos cadenas en que los nucleétidos de una cadena complementan los de la otra. La
secuencia de nucleétidos de un gen es traducida por las células para producir una ca-
dena de aminoécidos, creando proteinas 7 el orden de los aminoacidos en una proteina
corresponde con el orden de los nucledtidos del gen. Esto recibe el nombre de cédigo
genético. Los aminoacidos de una proteina determinan cémo se pliega en una forma
tridimensional y responsable del funcionamiento de la proteina. Las proteinas ejecutan
casi todas las funciones que las células necesitan para vivir. El genoma. es la totalidad de
la informacién genética que posee un organismo en particular. Por lo general, al hablar
de genoma en los seres eucariéticos nos referimos solo al ADN contenido en el niicleo, or-
ganizado en cromosomas. Pero no debemos olvidar que también la mitocondria contiene

genes llamado genoma mitocondrial.

2.1.1 Subdivisiones de la genética

La genética se subdivide en varias ramas, como:

1. Clasica: Se basa en las leyes de Mendel para predecir la herencia de ciertos ca-

racteres o enfermedades. La genética clasica también analiza como el fendmeno de
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la recombinacién o el ligamento altera los resultados esperados segun las leyes de

Mendel.

2. Citogenética: Fl eje central de esta disciplina es el estudio del cromosoma y su
dindmica, asi como el estudio del ciclo celular y su repercusiéon en la herencia.

Estd muy vinculada a la biologia de la reproduccién y a la biologia celular.

3. Genética del desarrollo: Estudia como los genes son regulados para formar un

organismo completo a partir de una célula inicial.

4. Cuantitativa: Analiza el impacto de miltiples genes sobre el fenotipo, muy es-

pecialmente cuando estos tienen efectos de pequena escala.

5. Molecular: Estudia el ADN, su composicién y la manera en que se duplica.
Asi mismo, estudia la funcién de los genes desde el punto de vista molecular:

Como transmiten su informacién hasta legar a sintetizar proteinas.

6. Evolutiva y de poblaciones: Se preocupa del comportamiento de los genes en

una poblacién y de cémo esto determina la evolucién de los organismos.

7. Muta génesis: Estudia el origen y las repercusiones de las mutaciones en los

diferentes niveles del material genético.

2.1.2 Importancia de la genética

El conocimiento en genética ha permitido la mejora extensa en productividad de plantas
usadas para el alimento como por ejemplo el arroz, trigo, y el maiz. El conocimiento
genético también ha sido un componente dominante de la revolucién en salud y asistencia
médica en este siglo. La genética tiene también una gran importancia en la bioingenierfa,
ya que ha permitido modificar el material genético de distintos organismos. Los avances
en este campo han permitido también la alteracién de diversos segmentos del ADN,

resultando en la creacién de nuevos genes y rasgos genéticos y logrando también evitar
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malformaciones genéticas. En el drea de la salud ha permitido el tratamiento y pre-
vencién de la reaparicién del sindrome de Down. La bioingenieria ofrece la esperanza
de crear antibiéticos més eficaces, ademas de descubrir una hormona del crecimiento
para combatir el enanismo. Sin duda, la genética juega un papel muy importante en la

evolucién de la especie y la erradicacién de enfermedades genéticas.

2.2 Genotipo

Se denomina genotipo a toda la informacién de caracteristicas genéticas que tenemos los
seres humanos y ademads también lo tienen organismos particulares: animales, vegetales.
Esta informacién genética se encuentra en forma de ADN, que es el dcido desoxirribo-
nucleico, que es precisamente el dcido que contiene los datos e instrucciones genéticas
que intervienen en el desarrollo de un ser y en su funcionamiento.

A toda esa totalidad o conjunto de informaciones genéticas se lo denomina con el término
genoma. El término comenzé a utilizarlo un profesor aleman de botanica, Hans Winkler
a principios del siglo XX y se forma mediante la conjuncién de las palabras gene y
cromosoma (es un acrénimo de las mismas, es decir, se forma mediante una parte de
una palabra, y la parte de otra, para formar asi una sola).

El genoma especifico de una especie, como el genoma humano, entre individuos de la
misma especie puede sufrir variaciones en sus genes, y éstas pueden ser determinadas
mediante el proceso de genotipado, que es una técnica de estudio en laboratorio que
extrae y analiza la informacién genética de un determinado organismo para identificar
su genoma y poder asi diferenciarlo del resto.

Y aqui vamos a poner un ejemplo. Un estudio comun y conocido de este tipo se realizan
cuando un hombre quiere conocer si su paternidad sobre un nifio o nifia (aunque también
puede realizarse cuando el supuesto hijo o hija es adulto) es o no, efectivamente, de su
misma sangre. Como es informacién genética pero a la vez hereditaria, mediante este

tipo de estudios en laboratorio puede conocerse de manera certera y despejarse este tipo
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de dudas acerca de lazos paternales.

Al genotipo debemos diferenciarlo de un término similar, el fenotipo. Decimos similar
porque sélo una letra diferencia las palabras, pero su concepto es bien diferente uno de
otro. Mientras el genotipo inéluye todos los genes o caracteristicas internas del organis-
mo, el fenotipo es el conjunto de rasgos o caracteristicas externas del mismo, que en
general también estan relacionadas delma,nera estrecha con las condiciones ambientales
en las cuales vive.

El primero en identificar esta existencia genotipo-fenotipo fue el cientifico Gregory Men-
del, a lo cual lamo “naturaleza dual”de todo individuo. Muchas veces, el genotipo, que
incluye como dijimos al ADN suele compararselo con un cédigo que poseemos todos los
seres humanos y que por esta razén leyendo dicho cédigo es posible establecer diferentes
genéticas con el resto del individuo, puesto que entre seres humanos, no hay dos cédigos

iguales.

2.3 Herencia Autosémica

2.3.1 Herencia autosdmica recesiva

La herencia autosémica recesiva se da cuando el alelo alterado es recesivo sobre el normal
por lo que con una sola copia del alelo alterado no se expresa la enfermedad. Al ser
autosémico, el gen se encuentra en uno de los 22 pares de cromosomas no sexuales, o
autosomas, pudiendo afectar con igual probabilidad a hijos e hijas. El alelo alterado
tiene que heredarse tanto del padre como de la madre para que se dé la enfermedad.
Normalmente no se da en todas las generaciones de una familia. Cada persona afectada
tiene normalmente ambos progenitores sanos pero portadores del alelo mutado. Los

hijos de una pareja en la que ambos son portadores tienen una probabilidad del 50 %
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de ser portadores de una copia del alelo alterado (no expresaran la enfermedad pero
podrian transmitirla a sus descendientes), 25 % de probabilidad de tener dos copias del
alelo alterado y desarrollar la enfermedad autosémica recesiva y 25 % de probabilidad

de heredar dos copias del alelo normal y no desarrollar la enfermedad ni ser portador.

2.3.2 Herencia autosémica dominante

El patrén de herencia autosémica dominante se da cuando el alelo alterado es domi-
nante sobre el normal y basta una sola copia para que se exprese la enfermedad. Al ser
autosémico, el gen se encuentra en uno de los 22 pares de cromosomas no sexuales, o
autosomas, pudiendo afectar con igual probabilidad a hijos e hijas. El alelo alterado se
puede haber heredado tanto del padre como de la madre. Normalmente se da en todas
las generaciones de una familia. Cada persona afectada tiene normalmente un progenitor
afectado y una probabilidad del 50 % con cada hijo de que este herede el alelo mutado

y desarrolle la enfermedad autosémica dominante.

2.4 Herencia ligada a X

La herencia ligada al cromosoma X quiere decir que el gen que causa el rasgo o el
trastorno se localiza en el cromosoma X. Cabe recordar que un cromosoma X y un
cromosoma Y. Los genes del cromosoma X pueden ser recesivos o dominantes, y su
expresién en las mujeres y en los hombres no es la misma debido a que los genes del
cromosoma Y no van apareados exactamente con los genes del X. Los genes recesivos
ligados al cromosoma X se expresan en las mujeres unicamente si existen dos copias
del gen (una en cada cromosoma X). Sin embargo, en los varones sélo debe haber una
copia de un gen recesivo ligado al cromosoma X para que €l rasgo o el trastorno se

exprese. Por ejemplo, una mujer puede ser portadora de un gen recesivo en uno de sus
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cromosomas X sin saberlo y transmitirselo a su hijo, que expresara el rasgo o el trastorno.
Entre los ejemplos de trastornos recesivos ligados al cromosoma X se destacan los casos
del daltonismo y la hemofilia, enfermedades provocadas por un gen recesivo situado
precisamente en el segmento diferencial del cromosoma X. Recalcamos que, debido a
su ubicacién, para que una mujer padezca la enfermedad debe ser homocigota recesiva
(tener el gen recesivo en ambos cromosomas X), mientras que en los hombres basta con

que el gen recesivo se encuentre en el tinico cromosoma X que tienen.




Capitulo 3
Aplicacion de Matrices a la

Genética

Sabiendo las nociones} de matrices y los tipos de herencia que existen en la genética se
tratard de hallar un algoritmo que nos permita crear el modelo matricial para saber la
distribucién de los genotipos para cualquier generacién. Se aplicara los conocimientos
de matrices en ejemplos de genética, en primer lugar se hara un ejercicio de herencia

autosémica.

3.1 Aplicacién de Matrices en Herencia Autosémica

Un agricultor tiene una poblacién de plantas que consiste en cierta distribucién de los
tres genotipos posibles AA, Aa, aa. El agricultor quiere emprender un programa de cul-
tivo en el que cada planta en la poblacién sea fertilizada con una planta de genotipo AA
y después sea reemplazada por un miembro de su descendencia. Se quiere deducir una
expresion para la distribucién de los tres genotipos posibles en la poblacién después de

cualquier nimero de generaciones.

Solucién

Este cuadro podemos verificar en qué proporcién puede llegar los genotipos de los padres
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a partir de los diferentes cruces de padres.

AA-AA | AA-Aa|AA-aa | Aa-Aa|Aa-2a|aa-aa
AA 1 3 0 2 0 0
Aa 0 : 1 3 3 0
aa 0 0 0 2 3 1
fr
PRIMERA
GENERACION

Como nos piden que sea fertilizada con una plaﬁta de genotipo AA, solo trabajaremos
con padres de este tipo de genotipo.

Iniciaremos suponiendo que para cada cruce de padres pueden darnos la proporcién de
genotipos que llegaran a la descendencia, en este caso a la primera generacién podemos

ver que:
AA—-AA:ap=1,bp=0,c0=0

AA—Aa:ay=1bp=13%c=0 vemosqueag+by+co=1

AA—aa:a9g=0,bg=1,c0=0
Lo que quiere decir que al tomar la generaciéon precedente se puede hallar la siguiente

generacion. Se utilizara siempre los valores iniciales del primer cuadro para las siguientes
ecuaciones ya que cada descendencia siempre tendra como base los valores iniciales.

Denotaremos a los tipos de genotipos posibles de la siguiente manera:

a, = fraccién de plantas de genotipo AA para la n -ésima generacién
b, = fraccién de plantas de genotipo Aa para la n-ésima generacién
¢, = fraccién de plantas de genotipo aa para la n-ésima generacién

Formaremos una primera ecuacién para la primera generacion el cual esta dado los va-
lores iniciales de la distribucién de genotipos en la descendencia donde las fracciones
son los porcentajes de distribucién y donde ag, by y ¢y son las fracciones de plantas para
cada tipo de genotipo

Paran=1
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a1 =1l-a+3 b+0-¢
bl =0-a0+-§--b0+1-c0
g =0-a9+0-b9+0-¢

Para n = 2 en funcién de la descendencia precedente (n=1) podemos escribir las ecua-
ciones en funcién de los valores iniciales, de tal manera tendriamos:
ag=1-a;+3%-b+0-¢; = 1{ap + 2.bp) + 3.(5-bo +cp) =laag+ 3.y + t.cp
by=0-a1+3% -bi+1-c1 =0(ap+1.b0) + 1.(3.b0 + co) = 0.0 + §.bp + -co
=01 +0-0,+0-¢

Para la segunda generacién vemos que queda de la siguiente manera:

AA - AA | AA-Aa | AA-aa

AA |1 3 :
Aa |0 2 1
aa |0 0 0

Esta es la distribucion de genotipos para la segunda generacion. De igual manera Para
n=3 se puede escribir ecuaciones en funcién de los valores iniciales ya que de esta manera

ayudaran a entender de manera mas facil la distribucién de genotipos.

ag = 1.(12 -+ %bz + 0.62 = qg + %bo + -12‘60 -+ %bo + "]iCO = 1.0,0 + 7/8b0 4+ %CO
by = 0.ap + %bz +1l.cg = O(CLO + %b()) + %(ibo + %Co) = 0.a9 + —é—bo + iCO
cz = 0.a+ 0.5 + 0.c)

Donde obtenemos el siguiente cuadro

Generalizando la ecuacién se verifica que

AA -AA | AA-Aa | AA- aa
AA |1 I 3
Aa {0 | 5 2
aa [0 0 0

siempre se inicia trabajando con los valores

iniciales del primer cuadro, ademas de trabajar con la generacién precedente, de esta

manera tendriamos que:
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an = lan_l + %b -1 +O.Cn_1
by =081+ 3bp1+ 1oy ---(II)
Cp = Oan_l -+ Obn_l + O.Cn_l

Lo que quiere decir que:

1. La primera de las tres ecuaciones establece que la descendencia de genotipos
AA-AA sers 100 % de genotipo AA de acuerdo con este programa de cultivo y si
las plantas son de genotipo AA-Aa obtendremos la mitad de genotipo AA.

2. La segunda ecuacién establece que la descendencia de plantas de genotipos
AA -aa serin de genotipo Aa y que si las plantas de genotipo AA - Aa

seran la mitad de genotipo Aa.

3. En la tercera ecuacién no hay posibilidad de obtener descendencia de plantas de

genotipos aa.

La ecuacién (II) se puede escribir en notacién matricial:

X(n) — MX('n.—l) ,(1) para n = 1,2,3’...

Doénde:
an an—l 1 % 0
X"=| b, Xt l=1 b, M=10 11
Cn Cn—1 0 00

En la ecuacién (1) para n=1

X' =MxO

Nuevamente en la ecuacién (1) para n = 2
X2=MXVD =M M -XO=pm>xO
De esto se puede deducir que:

X" =M™XO .. (IIT)
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Para encontrar una expresién explicita para M), entonces se puede usar (III) para
obtener una expresién explicita de X (™. Para encontrar una expresién explicita para
M™ primero diagonalizamos, M. Es decir, se encuentra una matriz invertible P y una
matriz diagonal D tal que M = PDP~! entonces M™ = PD®™ p-1

Por lo tanto obtendremos:

X" = pfm x©

Donde quedaria:

X®=PDMP1XO parq n= 1,2,---

La diagonalizacion de M la llevamos a cabo encontrando sus eigenvalores y sus eigen-
vectores correspondientes. Estos son los siguientes:

Eigenvalores:

Al—_—-l )\2=% A3=0

Eigenvectores correspondientes:

1 -1 1
n=1_120 Up = 1 vg= | -2
0 0 1
Asi podemos verificar que:
1 -1 1

o
o
-

Hallamos 1a matriz invertible

[
e
ok

pPl=

O
]
—

Hallamos la matriz diagonal:

o]
[y
|
oy
ped

D=PMP=]| 09 1 2
001

|
2

SO W= N




44

Donde resulta:

ok
o
o

o
[ I 1 L)
o

Por ser una matriz diagonalizable tenemos:

1 00
Dr=1|0 & 0
0 00

Por lo tanto:

X" = ppnp-1x©

Reemplazando los valores tenemos:

an 1 -1 1 1 00 111 ap
X"=| b |=]10 1 -2 0 = 0 01 2 b
Cn 0 0 1 0 00 0 01 Co
an 11— 1-55 ag
X" by | =10 % T bo
Cn 0 0 0 Co
Lo cual nos da nuestro modelo matricial final:
an ao +bo +co — (3)"b6 — (3)" o
Xt=1 b [= (3)"b0 + (3)" "o
Cn 0

Donde:

an =ag+by+co— (3)" — (3)" e
b, = (%)nbg + (%)n_lco
cn =0
Estas son las formulas explicitas para el programa de cultivo el cual nos permitird obtener

las fracciones de los 3 genotipos en la n—esima generacién de plantas en términos de las

fracciones de los genotipos iniciales.
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Ejemplo 3.1. Con este programa de cultivo se desea saber la distribucién de genotipos

en la décima generacidn:

Para n=10 tendriamos:
ao =ag+ by +co— (1—012—4)()0 - (-5—}—2) = ag + (%%%)bo -+ (%)Co

bio = (ﬁ)b0 -+ (5_}5)00 ...... (IV)
Ci10 — 0

Esto nos permitird ver la distribucién de los genotipos en la décima generacién:

AA - AA { AA - Aa | AA - as
NIEEE BN
pml 0 | | &
aa 0 0 0

Del cuadro anterior se puede concluir que:

1. En la décima generacién se mantendrd al 100 % el genotipo AA en la descendencia

con padres AA - AA

2. En caso de padres de genotipo AA - Aa el 99% de descendientes mantendra el
genotipo AA y solo el 1% tiene el genotipo Aa.

3. De igual manera se puede verificar la distribucién de genotipos en la descendencia

para padres de genotipo AA - aa.

En un caso mas especifico en el cual se conoce el valor numérico de la poblacién igual
a 10000 plantas de los cuales supongamos que 5000 son de genotipo AA, 3000 son de
genotipo Aa y 2000 son de genotipo aa.

ap = 5000 by = 3000 co = 2000

Con estos valores podemos calcular la fraccién de distribucién de genotipos en la décima,

generacion: Del sistema de ecuaciones (IV) se cumple que:
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Donde:
ate = ao + (32)by + (Z2)eo = 5000 + (1522)3000 + (335)2000
bio = (3557)3000 + (515)2000
co =0
a0 = 5000 + 2997 + 1996
by =0+3+4
co =040+0
n=10 | AA-AA | AA - Aa AA - aa,
AA 5000 2997 1996
Aa 0 3 4
aa 07 o 707 O

3.2 Aplicacion de Matrices en Herencia Ligada a X

Suponer que un zootecnista tiene una poblacién grande de animales que consiste en cier-
ta distribucién de cinco genotipos posibles: MACHO (A, a) y HEMBRA (AA,Aaaa).El
zootecnista quiere emprender dos programas de reproduccién : En el primer programa
de reproduccién desea ver cual es la distribucion de los genotipos para descendientes
machos en la futuras generaciones teniendo en cuenta que solo se quiere aparear un
progenitor macho con gen dominante “A” con una hembra que al menos posea un gen
dominate.

(AA, Aa) En el segundo programa de reproduccién desea ver cual es la distribucién
de los genotipos para las descendientes hembras teniendo en cuenta que solo se quiere

[ 1P}

aparear un progenitor hembra que siempre se apareada con un macho de recesivo “a
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Damos solucién al primer programa

Genotipos de los progenitores

(A-AA) | (A-Aa) | (A-aa) | (a~AA) | (a-Aa) | (a-aa)
macho | A 1 : 0 1 % 0
a 0 3 1 0 : 1
hembra | AA 1 % 0 -0 0 0
Aa 0 : 1 1 3 0
aa 0 0 0 0 : 1

Del cuadro observamos que para el primer programa tomaremos la matriz:

M =

o= ol

0

x)

an

by

n=12,

a,= Fraccién de la poblacién de machos con genotipo A en la n-ésima generacién.

b,= Fraccién de la poblacién de machos con genotipo a en la n-ésima generacion.,

Utilizaremos el mismo algoritmo probado para la fertilizacién autosémica en la n-ésima,

generacién

M =

0

X® = MxX®"D para n=1,2,---

x @) —

(YIS ST

Qan

bn

xn-1)

Ap-1

bn—l

Como se conoce la distribucién inicial X la distribucién de los genotipos en la n-ésima

generacién estd dada por

X®™ = MXO pora n=1,2,---(1)

Primero diagonalizamos M. Es decir, se encuentra una matriz invertible P y una matriz

diagonal D tal que M = PDP~! entonces M(n) = PD™ P~} Los valores propios de la

matriz M son:
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1 1
v = Uy =
0 1
11 _1 1 —1
P = pt=
01 0 1
1 0 1 0
D = PMP~! por lo tanto D = | entonces D" =
03 0 3
Remplazando en (1)
X® = X0 — ppE p-1x0) — 1 1 0 1 1 ao
01 0 (3" 0 -1 bo
X () 1 1-(3)" @ | [ G+t bo — (3)™bo
0 (3)" b (3)bo
se tiene
an, = ag+by— (%)”bo ...... (V)
bn = (3)"bo

Estas son las formulas explicitas para el programa de reproduccion el cual veremos la
distribucién de los genotipos para descendientes machos en la futuras generaciones te-
niendo en cuenta que solo se quiere aparear un progenitor macho con gen dominante

“A” con una hembra que al menos posee un gen dominante (AA, Aa)

Ejemplo 3.2. Con este programa de reproduccién quisiéramos saber la distribucién
de genotipos de Machos apareados con una hembra de genotipos AA, Aa en la décima

generacion:

Para n = 10 tendriamos

— 1y10 —_ 1023
an =ao+bo—(3)%0 = a0+ {g5ho

by, = (%)101’0 = ialz‘gbo
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n=10 (A-AA) | (A-Aa)
MACHOS | A 1 i—g—g—i-
a 0 Tol—mi

Del cuadro anterior se puede concluir que:

1. En la décima generacién los machos mantendran al 100 % el genotipo AA en la

descendencia con padres A-AA

2. En caso de padres de genotipo A-Aa el 99 % de descendientes machos mantendran

el genotipo A y solo el 1% tiene el genotipo a.

En un caso més especifico en el cual se conoce el valor numérico de la poblacién igual a
5000 machos de los cuales supongamos que 3000 son de genotipo A, 2000 son de
genotipo a.

ap = 3000 y by = 2000

Del sistema de ecuaciones (V) se cumple que:

a0 = ag+bo— (3)'%0 =ae + Jombo
bio = (3)%o = oazbo
Por lo tanto
bio = 0+ (5357)2000 bio=0+2
n=10 (A-AA) | (A-Aa)

MACHOS | A | 3000 1998
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Damos solucién al segundo programa

Genotipos de los progenitores

(A-AA) | (A-Aa) | (A-aa) | (a-AA) | (a-Aa) | (a-aa)
macho | A | - 1 3 0 1 3 0
a | 0 1 1 0 L 1
hembra | AA 1 : 0 0 0 0
Aa 0 : 1 1 3 0
aa | 0 0 0 0 L 1

Del cuadro observamos que para el segundo programa tomaremos la matriz

0 0O an
M=}110 XM =1 p n=12---
0 5 1 Cn

an= Fraccién de la poblacién de hembras con genotipo AA en la n-ésima generacion.

b,= Fraccién de la poblacién de hembras con genotipo Aa en la n-ésima generacién.

X®™ = MX™D para n=1,2,---

0 00 an, Ap—1
M = 1 % 0 X® = bn, Xt = b1
0 % 1 Cn bn—l

Como se conoce la distribucién inicial X© la distribucién de los genotipos en la n-ésima

generacién estd dada por
XM = M®XO porg n=1,2,---(1)

Primero diagonalizamos M. Es decir, se encuentra una matriz invertible P y una matriz

diagonal D tal que M = PDP~! entonces M(n) = PD™ P~! Los valores propios de la




matriz M son:

1
0 ; 5 1
1 0 0
v = -2 Vg = -1 vz = 0
1 1 1
0 00 1 00
P=| -2 -1 0 Pl=| -2 -1 0
1 11 1 11
0 00 0 00
D=PMP'porlotanto D= 1| ¢ 1 0 [entonces D"= | 0 (i) 0
0 01 0 01
Remplazando en (1)
X®) = M x©0 — ppr) p-1x(0) =
o oo\[{o oo 1 00\ [ a
=| -2 -1 0 0 ()" 0 —2 -1 0 bo
1 11)\0o 01 1 11)\ a
G / 0 00 ag \
bn = 2(%)” (%)n 0 bo =
- 1-@)r 1
Cn 2 2 co )
an, 0
b | = 2()"a0 + (3)bo
Cn ag +bo + cg — 2(3)"as — ()"
se tiene
a, =0

bn = 2(%)"’&0 + (%)nbo
Cn = Qg+ bo +co — 2(%)”&0 - (%)nbo
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Estas son las formulas explicitas para el programa de reproducciéon el cual veremos la
distribucién de los genotipos para descendientes hembras en la futuras generaciones

teniendo en cuenta que solo se quiere aparear un progenitor hembra que siempre se

apareada con un macho de recesivo a.

Ejemplo 3.3. Con este programa de reproduccién quisiéramos saber la distribucion
de genotipos de Machos apareados con una hembra de genotipos AA,Aa en la quinta

generacion:
Para n = 5 tendriamos
as = 0
bn = 2(%)5(10 +. (’é‘)sbo
c, = ap+ bo + ¢y — 2(%)5010 - (%)sbo
as = 0

bs = 2(1)%a0 + (3)5bo = (3)ao + (35)bo
cs = ag+by+co— 2(%)500 - (%)Sbo = (‘%)GO + (%)bﬂ +Co

(a-AA) | (a-Aa) | (a-aa)
HEMBRAS | AA 0 0 0
Aa & 3 0
aa B % 1

Del cuadro anterior se puede concluir que:

1. En la quinta generacién la probabilidad de obtener descendientes con genotipo AA

€S Cero.

2. Para el caso de que dos padres sean de genotipo a-aa el cien por ciento de descen-

dientes hembras saldrian con genotipo aa

3. De igual manera se puede verificar para cada uno de los descendientes y padres
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En un caso més especifico en el cual se conoce el valor numérico de la poblacién igual
a 8000 hembras de los cuales supongamos que 4000 son de genotipo AA, 3000 son de
genotipo Aa y 1000 de genotipo aa

ap = 3000 by =2000 c¢o= 1000

Del sistema de ecuaciones (V) se cumple que:

Se tiene

b5 = 2(%)5(10 + (%)Sbo

as = 0
bs = (5)4000 + (Z)3000 = 250 + 94 + 0

3
s = (12)4000 + (2)3000 + 1000 = 3750 + 2906 + 100

= N

n=5 (a-AA) | (a-Aa) | (a-aa)
HEMBRAS | AA 0 0 0
Aa 250 94 0

aa 3750 2906 1000




Conclusiones

1. Se ha podido crear un modelo matematico que nos permita determinar la distri-

bucién de los genotipos en la descendencia.

2. Hemos podido relacionar la matemética aplicada con la genética.
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