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Resumen

En este trabajo se presenta una descripcién del método variacional, el cual se utiliza
para el estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales parciales: existencia, unicidad y
regularidad de la solucién.

Teniendo en cuenta que el método variacional transforma un problema clésico de ecua-
ciones diferenciales parciales a un problema débil, se establece la existencia y unicidad
de la solucién débil a través del teorema Lax-Milgram para después hacer la formulacién
variacional para el problema de Dirichlet en los espacios de Sébolev demostrando que
si a una solucién débil de una ecuacién diferencial parcial se le suma la regularidad, se

logra recuperar la solucién cléasica.



Abstract

This paper presents a description of the variational method, which is used for the qua-
litative study of partial differential equations: Existence, uniqueness and regularity of
the solution ’

counting that the variational method transforms a classic problem of partial differential
equations to a weak problem , existence and uniqueness of the weak solution are esta-
blished through the theorem Lax - Milgram and then make the variational formulation
for the Dirichlet problem in Sobolev spaces showing that if a weak solution of a partial

differential equation is added regularity, is able to recover the classical solution .

II



Introduccion

Las ecuaciones diferenciales Parciales han jugado un rol importante para el modelo de
fendmenos naturales como precipitaciones pluviales, entrada de oxigeno a los pulmones,
caudal de un rio, etc. El estudio del comportamiento de sus soluciones es un problema
de importancia para la fisica matemaética, lo que ha ocasionado su presencia y desarrollo
en textos cientificos desde hace varios afios, abordando problemas fisicos, de fluidos y
cuyas aplicaciones se extienden a diversas ramas de la ciencia como la medicina, fisica,
biologia.

La teoria cldsica de EDP tiene como objetivo encontrar soluciones analitica o fuertes
que es una funcién muy regular que la satisface punto a punto en todo el dominio, en
las cuales se utilizan varios métodos, como separacién de variables, series de potencia,
transformada de Laplace.

Pero existen grandes incovenientes que representan al momento de las aplicaciones como
son que exigen demasiada regularidad de las funciones que intervienen en EDP, alejdndo-
se del modelo al hacer simplificaciones que tienen una influencia no despreciable en los
resultados y no tienen sentido en la EDP diferenciar una funcién discontinua, ver (3],
como por ejemplo el modelo matematico de la cuerda elastica de longitud L, sujeta en
los extremos y sobre lo que actian una determinada fuerza que presentamos por medio

de la funcién f = f(z), estd dada por

—(kuY + M = f, en Q=(0,L)
u(0) =u(L) =0, sobre O (%)

I11



donde k = k(z) > 0 depende de las propiedades fisicas de la cuerda y A = A(z) > 0

0 plf' L

“
Supongamos ahora que la fuerza que actia sobre la cuerda estd localizada en un tnico
punto z = L/2.
Despreciando la fuerza que ejerce el medio eldstico, entonces es evidente que la cuerda

adopta la forma dada en el siguiente gréﬁco.'

0 L/2 L

Pero esa funcién dada en este grafico no es diferencial en z = L/2.

Por tanto tal funcién no puede ser solucién de la ecuacién —(ku') + Mu = f en (0, L),
al menos en sentido cldsico, es decir en el sentido que u debe ser dos veces diferenciable
en cada punto del intervalo abierto (0, L). Con este ejemplo es importante comprender
v entender el concepto de una ecuacién diferencial.

Esta dificultad motivé a desarrollar nuevos métodos como la férmula variacional que
consiste en reformular el problema (*) de modo que se exija a la funcién incégnita un
orden menor de derivabilidad y en vez del cumplimiento punto a punto, un cumplimiento
en promedio de la ecuacién diferencial.

El presente trabajo de investigacién tiene como objetivo principal encontrar una solucién
de la ecuacién de Poisson con condiciones de frontera homogéneo y no homogéneo,
aplicando la formulacién variacional para el problema de Dirichlet en los espacios de
Sébolev.

El trabajo se divide en dos capitulos, en el capitulo 1 se hace estudio de Introduccién
a los espacios funcionales, el espacio de distribuciones, espacios de Sébolev, espacios de
Hilbert y el Teorema de la traza. Y en el segundo capitulo que es la formulacién del

problema.



Notacion y Abreviaturas

EDP:
EDO:

Ecuacién en Derivadas Parciales

Ecuacién Diferencial Ordinaria

Cuerpo de los niimeros reales

n-tupla de nimeros reales

Conjunto abierto

Frontera del abierto §2

Soporte de la funcién Q

Operador laplaciano

Operador gradiente

Espacio de funciones p — integrables

Espacio de funciones localmente integrables
Espacio de funciones infinitamente diferenciables sobre 2
Espacio de funciones infinitamente continua
Espacio de funciones continuas sobre 2
Espacio de Sébolev W™2((2)

Espacio de funciones en H'(Q) con traza nula

Norma de u en espacios de Sébolev
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Capitulo 1:

Preliminares

1.1 Separacion de Variables

El método de separacién de una variable para la solucién de una ecuacién diferencial

parcial consiste en proponer una solucién del tipo:

u(z,y) = X(z).Y (y)

Donde X (z) es una funcién de z y Y (y) es| una funcién exclusivamente de y, asi que
cualquier ecuacién diferencial que se pueda [representar de esta manera podria ser re-
suelta con el método de separacién de variables.

Pasos del método de separacién de variables:

1) Se supone una funcién solucién de la ecuacién diferencial parcial u(z, y) = X (z)Y (y),

o bien u = XY.

2) Sustituir u(z,y) y sus derivadas parciales en la ecuacién diferencial parcial.

3) Separar en cada lado de la ecuacién diferencial parcial a las funciones univariables

con sus respectivas derivadas.

4) Se igualan ambos lados de la ecuacién diferencial parcial con una constante, lla-

mada. constante de separacién.



5) Resolver las dos ecuaciones diferenciales ordinarias que se tienen.

6) Multiplicar las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias del paso ante-

rior, para asi obtener la solucién completa de la ecuacién diferencial parcial.
Limitaciones del método de separacién de variables:
1) La ecuacién diferencial parcial tiene que ser lineal.

2) La solucién de la ecuacién diferencial parcial debe ser una funcién de dos variables

independientes.

Resuelva la ecuacién de Laplace, sujeta a las condiciones:

Ugy + Uy = 0 .. (1)

Con condiciones de frontera
uw(z,0) = f(z), u(z,b)=g(z) para 0<z<a ... (2)
u(0,y) =0, u(0,y)=0 para 0<y<b ...(3)
Solucién.

Se tiene :
u(z,y) = X(z)Y (y) ... (4)
Derivando 2 veces con respecto a 2

M) _X@¥E) 0

d*u(z,y)
0z2

Derivando 2 veces con respecto a y

= X" (@)Y (y) ...(6)

ou(z,y) ;
Mo X))

Pu(z,y) p
T _xew') @




reemplazando (8) y (6) en (1)

Ugg + Uyy = 0

X"@Y@W)+X@)Y'@)=0 .09
X"(@)Y (y) = -X(z)Y" ()
X' _ _Y'(y) .
X@ ~ v W
X)) _ Y'(y)
@)~ Yl ) ... (11)
de la ecuaci6n (11) se deduce :
Y _
Y"}(/%})
y
Y -
— Y (y) =AY (y) =0 (12)
X" (x)
X@)
X"(z) = —AX(z)
— X"(z) + XX (z) =0 (13)

Se considera las condiciones de frontera
u(0,y) = X(0)Y(y) =0
u(a,y) = X(a)Y(y) =0

como Y(y)#0 = X(0)=0 X(a)=0 ... (14)

de la ecuacién (13) se tiene
X"(z)+2X(z) =0

CasoI: A<0
X"(z) = AX(z) =0

La ecuacidn caracteristica es m? — A =0=>m? =)\ = m = £\

= X(z) = 16V + eV

como las condiciones de frontera se tiene que cumplir




= se tiene

caso II: A=0

X(0) = cre=VA0 4 eVA0
X(a) =cieV20 4 ceV@ =

C1 + ¢y =0
cle“/x(“) + cge‘/x("’) =0

=>ci=0=0

X(z)=0

X'(z)=0

La ecuacién caracteristica m? =0=m =10

X(z)=caz+c

Las condiciones de frontera nos dan

caso II1: A >0

X(z)=0

X" (z) +AX(z) =0

La ecuacién caracteristica es:




= X(z) = c1c08(V/Ax) + czsen(VAx)

se tiene las condiciones de frontera

X(O) = Cl(].) + 62(0) =0—0c¢ =0
X (a) = cicos(v/Aa) + casen(v/Aa) = 0 el determinante es:

1 0
cos(vAa) sen(vAa)

= sen(via) =0
Via =nr
VA :Baz ,VneZ

= X(z) = cosen(mEz)

Ahora se tiene Y (y) =AY (y) =0

La ecuacién caracteristica es:

m2—)X =0
m2 =)

m ::i:\/x

= Y (y) = cscosh(VIy) + cssenh(v/ Ay)

Y (y) = cscosh(E) + cysenh(Er)

a a

donde

u(z,y) = (CgCOSh(P%y) + c4senh(n—;m)) cpsen("G®)
u(z,y) = (@%cosh(l?) + czczlsenh(%)) sen(21z)

a

Un(x,y) = (ancosh(ﬁ;ﬂ) + bnsenh(‘n—:y)) sen(*G%)




La solucién general es:

[e e}

u(z,y) = Z <ancosh( Y) + bysenh(™2Y ))sen(%) (1.1)
(&i ?:ECN‘ch g i
/ f(z)sen(222) \\% Nﬁ«}?}/
u(z,b) = Z (ancosh( %) + by senh (2 )) sen(2Z) = g(x)
n=1

donde

= Eh—l(—%—b—) [%A g(w)sen("f:””)da: -—_ ancosh(%):l

Ejemplo 1.1. Resolver la siguiente ecuacién de Laplace:

Pu o2
%(m,y)Jra—y-z-(x,y):O; 0<z<0-5, 0<y<0-5
Con las condiciones de frontera:
u(0,y) =0, u(0-5,4)=200y, 0<y<3%
u(z,0) =0, u(z,0-5)=200z, 0<z<m

Solucidn.

De la ecuacion general 1.1 la solucién de este ejercicio se resolverd por partes donde

w(z,y) = wi(z,y) + uz(z, y)

w(z,y) = Z (ancosh(%’ﬂ) + bnsenh(%u)) sen(BLZ)
n=1

Donde:
=z/ f(x)sen(™22)dz
a Jjo

9 0-5
an = 6——5/0 (0)sen(™22)dx = 0




[/

fé’ oF= TNA ‘f‘

£& FROUESO% i

WA TECNICOS R/

\‘}\?:?91 P ,a{,%\&‘}:v’;, 9
\é‘él"f::""“ -

1 2 [° naz ! nw
b, = W [5/0 g(z)sen(222)dy —~ Ancosh(T)]

by = Sen;(nﬂ) [ - - /0 " (200z)sen(zme )dm}

1 —z 1 03
= Senh(n) [4 * 200 (%cos@nm;) + Wsen@nm;))o :l

_ —200(—1)*
 nmsenh(nm)

L& —200(=1)"
= w1 (z,y) = Zl Wsenh(mry) - sen(2nmx)

1=

o

us(z,y) =Y (A cosh(¥22) + B, senh(k1 ))sen(k—gu)
n=1
Donde:
/ fy)sen( 2
ap = 0—5 A (O)sen("’r5 )dy =0

b= — [3 / ’ g(y)sen(L)dy — Ancosh(bf)}

senh(¥2) | a Jo
1 9 0-5
— ’n/lry
ba senh(nm) [0 : 5_/0 (200y)sen(G)d ]

. 1 05
by, = _se—nh(—mr_) [4 * 200 <2—cos(2n7ry) + i 2sen(2n7ry))0 ]

—200(—1)k
 nmsenh(n)

_ x= —200(-1)"
= ug(z,y) = ; nsennm) senh(nmzx) - sen(2nmy)

—200(-1)" —200(—-1)"
. - § ’ i Wle? A Tz)- onm
oz, y) ;1 o senh( )senh(mry) -sen(2nmz)+ senh( )senh(n z)-sen(2nmy)
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1.2 Transformada de Laplace

Mencionaremos algunas definiciones bésicas de la transformada de Laplace.

Definicién 1.1. Sea o € R. Se dice que la funcién f : [0,c0[— C tiene crecimiento

exponencial de orden o en infinito si existe una constante M > 0 de modo que
le”®*f(t)| < M paratodot >0

Definicién 1.2. Dada f : [0, 0co[— C, se define formalmente la transformada de Laplace

de f como la funcién de variable compleja

LU =F@) = [ stea

donde la integral anterior se entiende en el sentido de Riemann impropio, es decir,

/00 ft)e™*dt = im /af(t)e_“ dt
1] a—00 0

Teorema 1.1. Sea F una funcion holomorfa en C\{z,z,...,2,} y de forma que

existen constantes M, R, o > 0 tales que
M
|IF(2)| < ==, 2| 2 R
||
Entonces la funcion

ZRes [€F(2), ] ZResz_zk e“F(2)], t>0

es la transformada inversa de F, es decir, L7Y(F) = f(1).

Ahora, al resolver ecuaciones diferenciales usando la transformada de Laplace, lo que se
obtiene es la transformada de nuestra , asi se vuelve indispensable saber recuperar una
funcién a partir de su transformada.

Esto se logra mediante la transformada Inversa de Laplace.

Esta se define por:

a+ico

1
“HF} = f(t) = — lim et dz = — F(z)e” dz

27rz R—oo 271 Jp—ico
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Donde F se define como en la definicién [1.2], Lg es el segmento de recta vertical
z=a+1it ,—R <t < R tal que todos lo polos de F' estén a su izquierda.
Ahora, bajo a ciertas condiciones muy generales, se demuestra usando el Teorema de
Residuo, que si [F(z)| < M (para z en el semicirculo Cg de la figura de abajo), donde
. Mp, tiende a cero cuando R tiende a oo, entonces:
n
= Z Res,—, [e'F(2)] (1.2)
K=1

donde 2z, 2, . . ., 2z, son los polos de F'.

El camino de integracién usual para aplicar el teorema del Residuo es el siguiente:

i
<

a+1tR

Q

a—1iR

Para una funcién de dos variables u(z,t) definimos su transformada de Laplace como

antes, considerando x como una constante es decir,
o0
u(z, z) = L{u(z,t)} = / e *u(z,t) di
0
y su transformada inversa es :
u(z, t) = —1—/6"tu(m z)dz
’ 2mi J, ’

donde C es el camino de arriba que consta de Ly seguido de Cg. Las propiedades de

esta transformada que estaremos usando son :

£{u} = / gz, t)e= dt = %q(:v 2) (1.3)
LA{ug} = 000 Ug(, t)e™ dt = %(CL’, z) (1.4)
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L{u} = /Ooo ui(z, t)e”* dt = 2U(z, z) — u(z,0) » (1.5)

LA{uy} = /Ooo u(z, t)e * dt = 22U(z, z) — zu(z, 0) — us(z, 0) (1.6)

donde U(z, z) = L {u(z,t)}.
Estas propiedades se obtienen de la definicién de la transformada, para funciones de una

variable y usando integracién por partes.
Ejemplo 1.2. Resolver la siguiente ecuacién de Laplace:

&*u o?

u
Er—z"(il?,y)-Fw(ilf,y):O; 0<z<0-5, 0<y<0-5

Con las condiciones de frontera:

u(0,y) =0, u(0-5,4)=200y, 0<y<Z
w(z,0) =0, u(z,0-5)=200z, 0<z<m
Solucién.
e 0%u
'a?(mfy) + 8_y2($’y) =0
0%u d%u
5y—2($,y) = —ﬁ(x,y)
Pu
E{a ;@ v} =—L{55@v)}
2
22u(z, z) — zu(z,0) — uy(z,0) = —%(w, 2)

U
Z2’U,(:B, Z) = —'8?(37: Z)
2

gZ(z z) + Z2u(z,2) =0

Resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria tenemos:

u1 (%, z) = crcos(zz) + casen(zz)
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se tiene las condiciones de frontera

u(0, s) = c1c08(0) + casen(0) = ¢1(1) + 2(0) =0=c; =0y

u(0-5,2) = E{U(O : 5,y)} = £{200y} = % donde

o 200
> 7 222senh(0 - 5zn)

200
222senh(0 - 5zn)

u(z,y) = L7? {ul(ﬁ:, z)} = E‘l{

u(z,z) = sen(zx)

200 (o) }
222senh(0 - 5zn) sen

x— —200(-1)"
w(z,y) = Z m— senh(nmy) - sen(2nrz)

El mismo procedimiento se hace para uy(z,y)

32 u 2

J“u
G @)+ g @) =0

0%y 0%y
@(9«“,3}) = —a—yz(x,y)

(S0} = —£{Z e
22u(z,y) — zu(0,y) — u-(0,y) = _%(z: )

2 0 0 82?1/
22u(z,y) — 2ul0;7)— u, 879 = —@(z,y)

0%y
22’“(% y) = —gy—g(% y)

d%u
@E(z, y) + 2%u(z,y) =0

Resolviendo la ecuaciéon diferencial ordinaria tenemos:

ua(2,y) = czcos(zy) + casen(zy)
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se tiene las condiciones de frontera

u(z,0) = c3cos(0) + cysen(0) = c3(1) + ¢4(0) =0=>c3 =0y

u(2,0-5) = £{u(z,0- 5)} = [,{200:1:} = 35—29 donde

B 200
 222senh(0 - 5zn)

200
222senh(0 - 5zn)

o) = £} = £ g enten)

ug(z,y) = sen(zy)

o0

Z —200(-1) senh(mm:)-sen(2n7ry)

~ nm wsenh(nm)

_ N~ —200(-1) —200(—1)"
u(z,y) = ; nsenh(nT) senh(nmy)-sen(2nmz) +Z Wsenh(nwm)-sen@mry)




Capitulo 2:
Teoria Matematica del Método

Variacional

2.1 Introduccién a los espacios Funcionales

Es necesario definir la integral de Lebesgue, puesto que en el presente trabajo la medida
del conjunto sobre el cual se integra es méds amplio que el que se usa para la integral
Riemann (puede ser R™ , espacios topoldgicos, variedades, etc).

La integral de Lebesgue es una construccién matemaética que extiende el concepto
de integracién convencional de Riemann a una clase mucho més amplia de funciones,

asf como extiende los posibles dominios en los cuales estas integrales pueden definirse.

2.1.1 Un toque a la teoria de integracion de Lebesgue

En esta seccién revisaremos algunos conceptos bdasicos de la teoria de integracién de
Lebesgue. Entendemos por un dominio §2 un subconjunto de R™ medible Lebesgue con

interior no vacio (generalmente abierto o cerrado). Sea f :  — R una funcién medible-
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Lebesgue e integrable, cuya integral se denota por

/Q f(z)dz

donde dz denota la medida de Lebesgue. Hagamos algunas notaciones y definiciones:
Una funcién medible, se dice que es totalmente acotada sii existe una constante K > 0
tal que |f(z)| < K, sobre (.

Definamos el espacio de funciones
L) ={f:Q—=R, integrable segin Lebesgue }

Ejemplo 2.1. Sea la funcién f(z) = xqnjo,1(2), se puede observar ficilmente que f no

es integrable segtin Riemann, pero segin Lebesgue se tiene que

| au=n@nio)=o
Qnlfo,1}

para 1l <p < oo,y f € L() se define

11y = 1l = ( / lf(:v)”|dw) - (2.1)

Para p = o0, escribimos

| f |20 = sup ess| f(z)] (2.2)
)

Observar que || - ||L»() es solamente una semi-norma, pues muchas funciones no nulas,
tendran por ejemplo, || f||zr@) = 0. Entonces se puede identificar funciones usando la
siguiente relacién: en LP(Q) por f ~ g sii €l conjunto {z € Q/f(z) # g(z)} tiene medida

nula. Asf se define el espacio de Lebesgue
LP(Q) = L(Y)/ ~

el espacio de funciones L? en el cual ||- || 1»(o) es una norma, con identificacién se dird que
todas las funciones que pertenecen a la misma clase de equivalencia se representan por

una sola y diremos que f = g, y de ello se tiene que / f(z)dz = / g(z)dz y en general
Q Q
1fllzo@ = llgllze(e)-
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Ejemplo 2.2. n=1, = [-1,1]

1, >0 1, z>0
flz) = g9(z) = h(z) =14 =,
0, z<0 0, <0 2
0, z<0

Como f, g y h difieren solamente en un conjunto de medida nula, entonces son la misma

1, O<x<xl, z>1
1
- =01

funcién en un espacio de Lebesgue.

De esta manera, se puede pensar que LP(f2) es un conjunto de clases de equivalencia
de funciones respecto a la identificacién vista anteriormente. Pero en la prictica no se
pensard que los elementos de L? son clases de equivalencia de funciones, mis si como
funciones definidas.

Las desigualdades que mencionaremos a continuacién (junto con desigualdad de poin-
care que mencionamos mas adelante) son de suma importancia, las usaremos en la -

demostracién de la hipodtesis del teorema de Lax Milgram.

1 1
1. Desigualdad de Holder: para 1 < p, g < oo, tal que ; + p =1,si fe LP(Q), g€
L9(£2). Entonces fg € L'(Q2) y ademés

19l < I f @9l Lon-
. ., 1 1 1
Generalizaciéon: — + — = —, entonces

P q T
1fgllzr@) S N llzo@llgliza, V5 € LP(R), g € LI(Q).

De ello se sigue para () acotado;

Al <Al < M fllg- - < flleey 1<p<g<o0

de donde se tiene la siguiente cadena de inclusiones continuas

L2@Q)c--cLli))cC---CcIPQ)cC---cLHQ), 1<p<g<oo (23)

2. Desigualdad de Cauchy-Schawrz: es un caso particular de la desigualdad de Holder,
cuando p =2 =gq, si f,g € L*(2), entonces fg € L*(?) y ademds

ol < 2@ llgllzz oy
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Si denotamos en L%(9) el producto interno como

(9 ey = / f(z)g(@)dz

la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa como
I{f, 92| < N1 fll 2@y llgll 2

Ahora. necesitamos introducir un nuevo termino DISTRIBUCION. Entendemos por dis-
tribucién o funcién generalizada como un objeto matemadtico que generaliza la nocién
de funcién y la de medida.

Ademsis la nocién de distribucién sirve para extender el concepto de derivada a todas

las funciones localmente integrables y a entes atin més generales.

2.1.2 Derivada Generalizada

Consideremos ahora la derivada de una distribucién, si un funcional la definimos

F: K — R, definida mediante la funcién f(z) (en el sentido corriente) por

+oo
Flp(@)] = (f(z), p()) = f (z)o(z)dz
parece natural definir su derivada por
P _ o) = (F@pan = [ Fapis

Si la funcién f(z) es diferenciable su primera derivada f’'(z) es continua, haciendo uso
de la integracién por partes en Flp(z)] con u = p(z) dv = f'(z)dz

i) = [ Pl
= f@e@rz- [ e Eas
[ @) @)

-0

= —Fl'(2)]
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ya que si ¢(z) es una funcién de prueba, tiene soporte compacto y se desvanece fuera
de un intervalo finito, es decir ¢(£o00) = 0, por lo cual el primer término de la ecuacién

se anula, obteniendo una expresién en la que no figura la derivada de f(z), y escribimos

('), p(z)) = —(f(z), ¢ (2))

Esta nueva funcional es lineal y continua sobre K, ya que si ¢(z) es funcién de prueba,
su derivada ¢'(z) también lo es.

Lo anterior sugiere la siguiente definicién.

Derivada Generalizada

dF
Llamaremos derivada T de la funcién generalizada Fip(z)] a la funcional definida

mediante % = F'p(z)] = —F[¢'(z)].

2.2 El Espacio de Distribuciones.

En primer lugar introducimos algunas notaciones para derivadas parciales y multiindices:
Dado un vector z con componentes (1, Z2, - ,Z,) € R". Un multiindice es un vector,

a= (a0, ,a,) € Z$; 1a longitud de a se define por

ol =D o
i=1
Para ¢ € C*, denotamos por
5\
D%p,  Dgo, (53;) o, ©% 6 o
a la derivada parcial usual
o \* o\ o'l
(871) (37) ¥ Bag B

A continuacién mencionaremos definiciones y notaciones puntuales como Soporte de una

funcién, el espacio de distribuciones y distribucién.
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Soporte de una funcién
Sea ¢ : @ C R™ — R una funcién, el soporte de una funcién es la clausura del conjunto

de puntos donde ¢ no se anula, y se denota por sop(y), es decir:

sop(p) = {z € Q; [p(x) # 0}

Si este conjunto es compacto y estd en el interior de €, entonces se dice que la funcién
tiene “soporte compacto”, con respecto a 2. Cuando €2 se dice acotado se dice que ¢ se

anula en una vecindad de Q2 =T.

Ejemplo 2.3.

ol

Los z € R tal que f # 0 es (—2,2).

Soporte de ¢ = (—2,2) = [-2,2)].

Definicién 2.1. Sea 2 C R”, un dominio con I' = 9. Se denota el conjunto de

funciones C*(£2) con soporte compacto en D(Q2) o C (), es decir:
D) ={¢:Q2— R /p es diferenciable y de soporte compacto en Q}

Definiciéon 2.2. Una distribucién o funcién generalizada es un funcional T' definida
sobre el espacio D(2), que es continua en el siguiente sentido. Para cada subconjunto
compacto K € 2 le corresponde ¢ > 0 y k entero positivo tal que:
IT(¢)l <c sup |Di¢(z)|, V¢ € D(Q)
[7|<k, zeK

Definicién 2.3. El espacio de distribuciones sobre €2 se define como el dual D'(€2) de
D(), es decir

D'(Q)={T:D() - R/ T eslineal y continua }

Notacién: Usaremos la notacién de dualidad (T, p) para ¢ € D(R)




21

Definicién 2.4. Una distribucién sobre §2 es cualquier aplicacién T : D(2) — R tal

que:
a) T es lineal.

b) T es (secuencialmente) continua, es decir, tal que si @, — , entonces T(p,) —
T(p) en R '

Al conjunto de todas las distribuciones sobre (2 se le denota D’(2).

Ejemplo 2.4. La funcién generalizada Delta de Dirac, se define como {dzg, ) = ¢(z0),
esta funcién también se le llama funcién impulso unitario y se puede observar que

0xg € D'(Q)

Una funcién localmente integrable es una funcién que es integrable en cualquier conjunto
acotado contenido en su dominio de definicién y cuya adherencia estd contenida también
en dicho dominio. La importancia del concepto reside en el hecho de que se ignora el
comportamiento de la funcién en el infinito, y se atiende sélo a su comportamiento local.
Este concepto nos servira para poder definir Derivada Generalizada y Derivada Distri-
bucional Ahora las definiremos:

Funciones localmente integrables

Definicién 2.5. Dado un dominio €2, el conjunto de funciones localmente integrables

se define por
L. ) ={f: feLYK), V compacto K C int}
FLL (Q) = {€ LK), V compacto K C Q (intQ, si Q es arbitrario )}

Recordar que
D) =/ KR/ [ 1] <0}

Asi, se puede decir una funcional lineal Ty : D(2) — R por

o (Tf,0) = /Q fea= [ roin
opp
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Asi, se puede decir que L}, C D'(Q)
Notacidén: Sugeridos por la anterior representacion, usaremos también la siguiente nota-

cién para cada T' € D'(2), por

(T, (p)D'(Q),D(Q) = /Q T'pdQ).
Usando este espacio podemos presentar el nuevo concepto de derivada.

Definicién 2.6. (Derivada generalizada).
Dada una funcién f € L} (), decimos que f tiene derivada débil o generalizada,

Def, sii existe una funcién g € L} () tal que

| s@eteris = (1) [ f)Do(a)dz, Ve e DO (2.4)
Si tal g existe, se define D*f := g en el sentido generalizado.

Definicién 2.7. (Derivada Distribucional).

Si T € D'(2) la derivada de T se define por la siguiente expresién:
(DT, ) = (=1)I*(T, D*¢) Vyp € D(Q)

A continuacién el teorema de Green cldsico o teorema de la divergencia que nos sirve para
poder integrar sobre ). Este teorema nos servira para poder “quitarle” una derivada al
lapaciano de u y asf llevar el problema cldsico a un problema variacional.

Férmula de Green para funciones de H3(S2).

Yu,v € H}(Q), se tiene:

v ou R
axidx—— Qa—mivdx, Vi=1ln

U
Q
Férmula de Green clésica a las funciones D(Q2):
/ Uy, vdT = —/ U Uy, dx + U, Vi, 7ds
Q 0 an
donde v = (41,74%,7%,- -+ ,¥") vector normal.

1. U= u(xlam% e 7:1:3)
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2. Au= (AUI,AUZ, AU3) //"‘ g
Pu;  Pu; By y /-"'"
Au; = + + 57 = (Wais }{/f
6:1:1 0z3 = Oz2 P *‘WA % ,.
L % o, 1)
bz, 2\ W ié& YECNICOS ;—
>, ? V. 4
Para i = 1 . s s S

2 w:’f’./
Ay = Z % = Z(ul)mjwj

Yy = (au du 6u)

Bz 61‘2 ) Oxg

Demostraremos que:

/ Auvdz = — / VuVv, YveC
Q Q

En efecto:

Hacemos v = u,

)

Reemplazando en Teorema de Green clésica o Teorema de divergencia:

/uwivda:=/uzivzidw+/ Ug,v Y'ds
Q Q 80

Vuvy = (Qu_ Buy %) (Qv_ vy ?_v_s)

O0x1’ Oxq’ Ox3 Oz’ Oz, Oz3
Bul 6’01 Buz 61)2 6’LL3 8’03
Bxl 6.’171 8.’)32 6.’122 61‘3 8:1;3

- Z LEL T AN

_ el Bt M4 1 .2 .3
V’Uf)’ - (3:1:1’8:1;2’8173) (’Y a717)

Ouy ,  Oug 5, Oug 4

—6_1131_ 3x2 U 8.’1?3

au'l, 3 : ]
= Z oz, ;umﬁ
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Tomando E tenemos.
i=1

3 3 3
Z/uzimiv dx = —Z/uxivzi d:c—l—Z/ Ug, U fyids
=3 7/ =1 /O =1 Joa

3 3 3
/Zummv dr = —/Zuzivmi d:v—l—/ Zuziv v'ds
=3 Q=1 0 j=1

3
Auv dr = —/ VuVv dz +/ Zuzi Yvds
Q Q o =1
Awdrx = - / VuVo dz + Auyvds
Q Q Ele}
= Awwdr = - / VuVv dz.
Q Q

Ejemplo 2.5. Hallar D'f, si f(z)=1-|z|, Q= (-1,1)

Solucién. En efecto: para Vo € D()

(Df9) = D)
— - [ a-lhv(e)

= —/1 da:—l—/ \z|¢' (z)dz
= @), + / 2l
- / el (@)ie

= [l @ie+ [ lalee)o
= - /0 zy'(z)dz + /01 zy' (z)dz

-1

= — [xcpl(ll—/—igo(x)dm] + [a: (,0|(1)—/01Q0(m)df‘7]

[ s@otayis

i

donde




25

Por tanto se concluye que en el sentido distribucional

(Df,0) = (9(z), ) ¥y € D(Q)
de donde se puede observar que
g ] 1 -1<z<0
dzx ~1, 0<z<1

Ahora veamos conceptos bésicos sobre Los espacios de Sébolev, denotados por W™P((Q)
son otro ejemplo de espacios de Hilbert, que se utilizan muy a menudo en el marco de
las ecuaciones en derivadas parciales definidas sobre un cierto dominio 2. Los espacios
de Sébolev generalizan los espacios LP.

Ademss en los espacios de Sébolev generales W™P((2) se usan ciertas notaciones parti-

culares para cierto tipo de espacios:
s H™(Q) = Wm2(Q)

= HP Q) = {/ € H™(Q)/ flaa = 0}

2.3 Espacios de Sébolev

Sea el operador D; = 0/0z; , j =1,--- ,n. Sea a € Z§ cualquier n—upla de enteros no
n ;

negativos, sea |a| = z y D* =]]., D
=1

Definicién 2.8. Sea 1 < p < co y m € Z$ un entero no negativo, se define
W™P(Q) = {u € LP(Q)/ D% € LP() , para |a| < m,}

dotado de la norma

i/p
Z | D%ul|5s sil<p<oo
[ullwme@ = Jal<m
Z sup |D%u| si p=o00

|ol<m
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Aqui siempre tratamos a las derivadas en sentido de las distribuciones.

Si p = 2, se denota por H™(Q)) = ng al espacio de Sébolev que se define por
H™(Q) = {u € L*(Q)/D* € L?, para |a| < m}
el cual es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno
(u,v)am@ = Y, (D%, D*); u,v € H™(Q)
|a|<m
donde (u,v) es el producto interno ordinario en L?, también se denota por L?(Q) =
H°(Q).
Sea D(2) el espacio de funciones C* con soporte compacto contenido en €. El cerrado
de D(R) en la topologia de H™ = W™? sers, denotado por Wg™? 6 H cuando p = 2 el
cual también es un espacio de Hilbert.
Param =1y p = 2, definimos al espacio H!(Q) = W'?(Q) y H}(Q) = W,*(Q)
HY(Q) = La clausura de C°(Q) en H(Q).
Ellos son ambos espacios de Hilbert con el producto escalar
(u, V) ) = (u,v)2@) + Z(Diu, Dyv) = / uv + Z D;u Dyv dz

i=1 Q i=1

y norma,

n 1/2
[l = (IIUIIiz(n) + IIDiUIIizm))

i=1

En H}(Q) se define el producto escalar (-,-) por
(u ’U)Hl(n (Vu V'U)LZ(Q)

Tenemos la desigualdad de Poincaré.

n 1/2
lullzz < k{ZIDiulz} ., Vu e HQ)

=1

lullze < EllVula@), Yue Hy(Q)}
donde k es una constante.

Teorema 2.1. El espacio W;“(Q) es un espacio de Banach.
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Demostracién. Consideremos una sucesién de Cauchy {v;}, respecto a la norma {|. ||z p.0.
Teniendo en cuenta que justo esta norma es una combinacién de normas de || - ||zs(n)
de derivadas generalizadas, se cumple que para cada |o| < k, la sucesién {D%v;} es de
nuevo una sucesién de Cauchy en la norma || - ||z»(). Se dice que existe v* € LP(Q) tal
que ||D*v; — v*||z» — 0, cuando j — oo. En particular v; — v% % ;= v en LP(Q).
Solo falta verificar que D®v existe y es igual a v°.

Para ello, observe que si w; — w en L?, entonces para todo ¢ € D((2), se cumple
[w@pEis— [wEp@s
Esto se sigue de la desigualdad de Holder
[wio — wol| o) < Jlws —wlize@) lI@llze@ — 0, cuando j — oo
Para mostrar que D* = v?, Adebemos verificar la identidad en el sentido distribucional

/'v"‘tpdz = (—1)'“[/v<p(°‘)dz, Yy € D(Q)
Q

Q

Por tanto

/ v¥pdr = lUm [ (D%;)pdz

Q i Ja
= lim (—1)|“|/vj<p°‘dm= (—1)|“|/v<p°‘dx

2.3.1 Desigualdades en los Espacios de Sébolev

En los espacios de Sébolev existen relaciones de inclusién que se usan muy a menudo,

cuando las inclusiones de un espacio en otro son continuas.

Proposicién 2.1. Sea Q cualquier dominio, k,m € Z$ tal que k <m, 1<p < o0,

entonces

W (Q) c WEQ)

inclusion continua y compacta.
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Observemos que
1/p 1/p

llipe= | D 1Dl | < | > 1D | = lulmpa

|a|<k la|<m
por tanto, tomando la inclusidn:
i WmP(Q) — WhP(Q)
u — i(u)=u
la desigualdad anterior significa que :

li@lkpe < lullepn  Vu € WE(Q)

. . s v g . . k,
La siguiente proposicién nos muestra que si p > q, W™? C W"P, esto es claro de
entender pues en el primer espacio los elementos que la conforman deben de ser mas
veces integrables. A continuacién la proposicién formal con algunos resultados a partir

de esta proposicion.

Proposicién 2.2. Sea ) dominio acotado, k € Z3, p,q € R tal que 1 <p < q < o0,
entonces

wW™i(Q) c WEP(Q).

observe que para k = 0 se tiene la siguiente cadena
L*@Q)c---cLyQ)c---cPQ)c---cL*Qc---cL'N), 2<p<Lg<Loo.
Recordar que:

(LSO(Q))I — L49/50(Q)

(L*Q) = L)
donde

(LP(Q)) = {T : LP(2) = R : T lineal continua },

con la notacién de dualidad (T, f) = / T f la continuidad significa que se cumple para
Q
algin ¢ > 0
(T = | [ 71| < s ¥5 € (@)
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.1 1
Si T € LP, y ademds p + 5 = 1, entonces, la desigualdad de Hélder garantiza:

KT, A <l fllze conc=||Tz

Por otro lado se tiene:

1T @y = sup [T, f)|

filLp=1

Por tanto
Tl @) = sup [T, f)|
II£llp=1
Definicién 2.9. Definimos los espacios W}(2) por
Wy (Q) = la clausura de D(Q) en W ()
Es natural que estos espacios se pueden caracterizar por

WE(Q) = {u € WF(Q) / u=0sobre I = 602}

Como W; () es espacio de Banach, entonces se cumple que WI‘,"(Q) es un espacio de
Banach.

En particular para p = 2 se denota por

H§(Q) = W5 (€)

2.3.2 Dualidad en los Espacios de Sébolev

Sabemos que si V' es un espacio de Banach, V' es el espacio dual de V, y la norma en

V"’ se define por:

T
Il = sup |T| = sup [Ta| = sup o2t — sup (T, 2)
llzlis llzll<1 zevia0 |Z]| o=t

Ejemplo 2.6. Para 1 <p < o0

(LP(Q)) = {T : L*(?) — R, lineal y continua }
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T:I7(Q) — R
v o (T,v):/Tv
Q

1 1
Si f € LU(f2), con s + 7" 1
por desigualdad de Hélder se cumple

(o) < I fllza [Jollze, Vo € LP(S2).

Entonces se cumple que f € (LP(Q2))'.
Por otro lado si:

T e (L7(Q)),

entonces dc > 0 tal que:
(T, )| < cljvllzay » Yo € LP(Q)

Usando el Teorema de Riesz se tiene en [Brezis pag. 61| que existe fr € L(Q) tal que

(T,v) = /Q frv

y de ello se tiene que

LUQ) = (LP()Y, % + % =1

Definicién 2.10. Sea 1 < p < 00, k € Z*t, ¢ € R tal que l—f——l— = 1. Se define el espacio
b q
Dual de W*9 por
W) = (W5 (Q))

q
sSu norma

[vl-kgo= sup = sup v, w)|
w€WkP(Q)  ueWhr(Q) ]|u|[ kp 2

en particular si p = 2 tenemos H*(Q2) = (H*(Q))’

Observacion 2.1. Sean V, W dos espacios de Banach tal que V' C W; veamos la relacién
de V'y W'
Sea T € W' se cumple

(T, w)| < cllwllw, YweW
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En particular
T, v)| < c||v|lw, YveW. (2.5)

entonces T' € V' con la norma de W. Por lo tanto
W’ C V' con la norma de W.

Si V.C W es una inyeccién continua (||lv[lw < M||v||y) para algin M, entonces si

T e V', de (1.7) se tendria
(T, v)| < cllv|lw < eM|v|ly, YveV;

Por lo tanto W’/ C V' si V C W (inclusién continua).

De las inclusiones de Sébolev sabemos que
D(Q) c---H*¥Q) c H*(Q) c --- H3(Q) c HY(Q) c HY(Q) = L*(Q)
de ello se cumple
Q) cHYQ)c---cH*™ Q) cH*Q)c---c D)

obteniendo la siguiente cadena de inclusiones continuas para k entero positivo
D) c --- Cc H¥Q) c H¥Y(Q) C --- C L*(Q) = (L*(Q))Y C --- C H*(Q) C
H™*Q) c-.-cD(Q)

El espacio de Hilbert es una generalizacién del concepto de espacio euclideo. Esta genera-
lizacién permite que nociones y técnicas algebraicas y geométricas aplicables a espacios
de dimensién dos y tres se extiendan a espacios de dimensién arbitraria, incluyendo a
espacios de dimensién infinita. Ejemplos de tales nociones y técnicas son la de dngulo
entre vectores, ortogonalidad de vectores, el teorema de Pitdgoras, proyeccién ortogonal,
distancia entre vectores y convergencia de una sucesién. El nombre dado a estos espacios
es en honor al mateméatico David Hilbert quien los utilizé en su estudio de las ecuaciones
integrales.

Msis formalmente, se define como un espacio de producto interior que es completo con
respecto a la norma vectorial definida por el producto interior. Ahora definiremos pro-

ducto interno para luego poder definir formalmente Espacio de Hilbert.




2.4 Espacios de Hilbert

Espacio con Producto Interno

Sea H un espacio vectorial, (-,-) : H x H — H es un producto interno si:
i) (z,z) >0, Vz € H.
i) (z,z) =0, si z=0.
1) (az,y) = afz,y), Vr,y € H, a escalar.
iv) (z,y) = (y,2).
v) e+ 2y) = (&) + (= y).
n
Ejemplo 2.7. R*, (z,y) = Zmiyi, z= (21, ,2,) ER", y=(p, -+ ,¥n) ER™ |
i=1
Demostraremos que (z,y) es un producto interno

i) (z,z) >0

(z,z) = inx,—

i=1

n
PIES
i=1

0

Como =7

v

(z,z) > 0.
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i) (z,2) =0 < z=0

(z, )
n
>
i=1
> 1’
= |z;]
< I;

T

t=1

0 para cada i.
0 para cada i.
0 para cada <.

0.

i) (az,y) = Z(ami)yi = az.’tiyi = a(z,y).

n n n n
w) (ay,z) = Zyi,ivi = ZEE = inyi = inyi = (z,y).
i=1 i=1 =1

i=1

v) {T+2,9) = (T,9) +(2,9)

(z + z,9)

n

Z(.’Ez + zi)yi

i=1
n

Z(xiyi + 2y;)

i=1

n n
Z Y + Z ZiY;
=1 =1

(z,9) + (2,9)

Luego : (R™, {(-,-)) es un espacio con producto interno.

o0

Ejemplo 2.8. I? = {z = (Tp)nen : Z |Zn|? < +oc} es un espacio con producto interno,

n=1
con

00
<x,y) =an 'gn
n=1

o]

Demostraremos que (z,y) = Z Zn * Y, €s un producto interno.

n=1




i) (z,2z)>0

o0

(©,3) = ) TuTn

n=1

(o ¢]
= Dol

n=1
Como |z,> > 0

(SL',.’E) = ZI‘IE“PZO

n=1

(z,z) > 0

i) (z,2)=0 <z=0

(z,z) = Z:L'n.fn

n=1

o0
= Z |$n|2 =0
n=1

< |z,|* = 0 para cada n.
<= 1, = 0 para cada n.

<=z = 0 paracada n.

i) {az,y) = afz,y)

o0

(az,y) = Z(axn)yn

n==1

= a Z(amn)ﬂn

n=1

= a(x, y)
)

<y’ 1:) = Zoozy"‘—x_"

n=1

o
= ) FpTn

n=1

= Z T

n=1

= (l’,y)




35

v) {@+2zy =@y + (%)

@+29) = ) (Tn+ )T
n=1

(e o]

= Z(zn.y“n + 2n.Ty)

n=1

= j{:ﬁm?nﬂ‘jizzmgﬁ
n=1 n=1

= (&,9) + (%)

Propiedades

Sea (H, (-, -)) espacio con producto interno

i) {(z,z+y) = (z,z)+ (29).

ii) (z,ay) =a(z,y).
Desigualdad de Cauchy-Schwartz

[z, )| < {z, ) + (y,0), Vz,y € H.
Observacién 2.2. Sea (H,{-,-)) espacio con producto interno.
lzl| = V/(=z,2) VzeH

define una norma sobre H.

La norma proviene de un producto interno.

) |zl 20
lell = V{z,2)
se sabe que (z,z) > 0
= +/(z,z) > 0
=zl 2 0
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it) |lz]l=0 <= z=0

llll =

(z, :E) =

o o o o

wi) ol = |ol||z]

laal| = +/{az,az)
laz|| = a.a(z, )
lazl = VIaF(z,a)
lazl = lalv/,2)

lozl| = lelllz]

w) [z +yll < il + llyl

lz+yl* = (z+y,z+y)
= (z,2) + (y,2) + (z,9) + (¥, 9)
= lz|* + 2Re((z, %)) + Iyl
= =]+ 2l{z, »)| + lly®
= |z + 2v/{e, ) vy, v) + Iyll®
[l2)® + 2{lz ]l lyll + flyll?
e +9l> < ()l + Iyl

lz+yl < Izl + [yl

Desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Si la norma proviene de un producto interno entonces:

[z, )| < ll=ll- Iyl
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La norma || - || proviene de un producto interno si cumple la ley del paralelogramo:

Iz + yI* + llz — wl* = 2(llll* + ly*)

o |lz+yl?

(x+y,z+y)
= (z,2)+ (z,y) + (v, 7) + (v, 9)

= |l=l* + (z,9) + (v, %) + yll?
o llz—yl? = (z—yz-y) =zl (z,9) - (y,2) + vl

= [l +yll* + e —ol* = 2]+ llyl*).
Espacio de Hilbert

Sea (H,{-,-)) un espacio con producto interno.

El espacio H es de Hilbert con || - || si
i) H es de Banach con || - ||.

i1) || - || provenga del producto interno.
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2.4.1 Algunos Espacios de Hilbert

n 1/2
1. R™ con ||z| = (Z |:cz-|2)
i=1

En efecto:
®™ 1D es un espacio de Banach
El producto interno en R"
n
(@y) = Yz
i=1
n
(z,z) = chia:i
i=1
n
= e’
i=1
(@,2) = |l
lzll = V{z,2)
Luego: || - || en R™ proviene de un producto interno.
oo 0 1/2
2. 12 = {z=(Gn)nen : Y |n|* < +00} con [zf| = (Z |:vi|2)
n=1 i=1
En efecto:

1% es un espacio con producto interno
o0

(z,y) = Zfﬂiﬂi; & = (T:)iew; ¥ = (Yi)ien € 1%,
i=1

o 1/2
(12,]| - ||) es un espacio de Banach con ||z|| = (Z Ixi|2)

=1
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El producto interno en 2

(x: y> = Zzzyz
n=1
(z,2) = Z-’Biﬂi
n=1
(g,2) = ) laif*
n=1
(z,z) = |=|
=l = /{z,z)
= || - || proviene de un producto interno.
Luego:
[? es Hilbert con || - ||.
2.4.2 Funciones Lineales
Sea V un espacio de Hilbert con producto escalar {:,-) y norma || - ||v.
Definicién 2.11. (Funcional Lineal).
Una funcional lineal en V' es una funcién:
L:V — R.
v +—— L(u)

tal que L(ou + Bv) = aL(u) + BL(v), Vo, €R

Una funcional lineal es acotada (continua) si existe C' € Rt tal que

IL()| < Clplly WweV (2.6)
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Ejemplo 2.9. V = Ly([a, b))
l:Ly(a,8)) — R
g — lg)= /abg(x)dw
Veamos:
(i) Linealidad: , X
tog+51) = [ log(a) + Bf@Nds = [ g(aldo+ 6 [ f(a)de = aila) + (1)
Es acotada, puesto que por la desigualdad de Cauchy-Schawrz

@) = / 1g<w)dm[ < / lo@)lde < 1] ol

ll(g)] < cllgll

El método variacional es especialmente 1itil en el estudio de la existencia de soluciones
débiles de problemas de contorno no lineales para E.D.O. 6 E.D.P., pues permite el uso
de herramientas muy potentes del Andlisis Funcional.

Se debe de aprender aplicar tal método a problemas de relacionados con E.D.O., donde
las dificultades técnicas son mdés ficilmente superables, para pasar después al caso de
E.D.P. Se necesita conocer los espacios de Sébolev para entender adecuadamente el
desarrollo que hacemos seguidamente, asi como tener unas nociones minimas de Célculo

diferencial e integral.

2.5 Método Variacional

1. transformar el problema clasico a un problema débil.

2. Se establece la existencia y unicidad de la solucién débil usando el Teorema de

Lax-Milgram.

3. Recuperacién de la solucién clésica, se demuestra que si una solucién débil se le

suma. la regularidad se logra recuperar la solucién elésica.
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Las formas bilineales son un caso particular de funciones multilineales que tienen diversas

aplicaciones. A continuacién la definicién formal:

Definicién 2.12. Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que la forma bilineal

a:HxH — R

(u,v) — a(u,v)
es continua, si existe una constante C' > 0 tal que
a(u,v) < Cllullallvlla, Vu,v e H,
vy es H—eliptica si existe una constante o > 0 tal que
a(u,u) > ollu||%, Vue H.

En caso de existir, C y « son llamadas constantes de continuidad y elipticidad, respec-

tivamente.

En este trabajo hacemos uso del teorema de Lax-Milgram por ser quien garantice la
existencia y unicidad de la forma débil de diversas ecuaciones elipticas en derivadas

parciales de segundo orden. Su enunciado dice que:

Definicién 2.13. Sea a : H X H — R una forma bilineal continua y coersiva, entonces

existe un tnico operador A € L(H) que verifica
(Au,v) = a(u,v) Vu,v € H. (2.7)

Teorema 2.2. Sea H un espacio de Hilbert y a una forma bilineal, continua y coersiva.

Entonces para cada f € H' (f lineal y continua) existe un tnico u € H tal que
a(u,v) ={f,v), WweH (2.8)
ademds, si a es simétrica, entonces u es caracterizado por la propiedad

%a(u,u) —(f,u) =min {%a(v,v) ~(/, v)}
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Demostracién.

Sea f € H' y sea v € H el punto asociado de H asociado a f osea f(v) =< f,v >
, Yve H.

Entonces se tiene que de la ecuacién (2.8) es equivalente
AT = vy (2.9)
Donde A es el operador definido por (2.7), ademés de la definicién (1.12) se tiene que
[|Av|| > al|v]|, Yve H.

De la ecuacién (2.9) se tiene que posee a lo mds una solucién.
Para demostrar la unicidad veamos el rango de A R(A), que es ala vez cerrado y denso

en H.

= Demostrar que R(A) es denso.
Esto es equivalente a probar que R(A)* = {0}
Si v € R(A)*, entonces 0 = (Av,v) > a||v||?, de donde v = 0.

= Demostrar que R(A) es cerrado.
Supongamos que u,, € H, para cada n > 1 y que Au, — v en H y veamos que

en tal caso v € R(A). Tenemos que:
o |tn = Unm||* € (AU — A,y Up — Um) < || AUp — Aup||||un — Um]|,

de donde {u,} es una sucesién de Cauchy y necesariamente existe u € H, tal que

Up — U.

Pero entonces v = Au y en consecuencia v € R(A). Como queriamos demostrar.




Capitulo 3:
Formulacion Variacional para el
Problema de Dirichlet en los

Espacios de Sébolev

3.1 Problema de Dirichlet Homogéneo Asociado a la

Ecuacion de Poisson

Dado f € L*(92). Hallar u definida en © y solucién de

(3.1)
U =0 sobre 6.

{ -Au =f enQCR?
Supongamos que u es suficientemente regular de modo que la ecuacién anterior tenga
sentido, por ejemplo u € H2((2), entendiendo las derivadas en sentido de distribuciones,
para esto tomemos una funcién v € H}(Q) = {v € H(Q)/v = 0 en 6Q}.

Multiplicando la primera ecuacién por una funcién v € H}(2) e integrando en Q.

/Q—Auv dz = /va dz (3.2)



Utilizando la férmula de Green

/—Auv dm=/ VuVv d:t:—/ @v ds
Q Q aq On

y sabiendo que v/3Q = 0, tenemos

/—Auv dz = /VuV'u dz (3.3)
Q Q

de modo que la ecuacién anterior nos queda.

/ VuVv dr = / fvdz , Yo € Hy(Q) (3.4)
Q Q

esta ecuaci6n tiene sentido aunque u no esté en H?((2), basta con que v € H(Q).
Por otro lado, al ser u = 0 sobre 9 y por las propiedades de 92 tenemos que u € H} ().

Por lo tanto el problema (3.4) recibe el nombre de formulacién variacional o débil, como:

Dada f € L%(Q), hallar u € H}() tal que

(3.5)
/ VuVv dz =/ fvdz , Yo € Hy(Q)
) Q

Teorema 3.1. El problema anterior liene solucion inica.

Para esto utilizaremos el teorema de Lax-Milgran.

Sea a: H;(Q) x Hy(Q) — R

definida por:

a(u,v) = /Vqu dz
Q

L:H(Q) — R

definido por:
L(v) = / fvdz
Q

Probemos que a(u,v) asi definido cumple que:
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IL

I1I.

IL.

III.

Es bilineal
Continua y
H-Eliptica.

Bilineal:

En efecto: Sea \,u € Ry u,v,w € H(Q)

a(Au + po,w) = / V(Au+ pv)Vuw dz = /()\Vu + uVv)Vw dz
Q Q

/\/ VuVw d:z:—I—u/ VoVw dz
Q Q

= Aa(u,w) + pa(v,w)
El otro caso se demuestra en forma andloga. Por lo tanto a(w, v) es bilineal.

Continuidad:
Probaremos que: |a(u, v)| < Cllullm ||v]|m, C >0

La continuidad se obtiene gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz, en efecto:

/ VuVv dz S/IVUl |Vv| dz
Q Q

< ( /Q V2 dx)l/z ( /Q Vo2 d:c)l/z

= [|Vullzz@) VY20

la(w,v)] =

= ullm llvlla
La constante de continuidad es C = 1.

H}-Eliptica:

Probaremos que:
a(u,u) > oflullt,

La H}—elipticidad se obtiene por la equivalencia de norma en Hg(f2), por ser Q2

acotado, ya que en este caso se verifica la desigualdad de Poincaré, en efecto

a(u, u) = / VuVu dz = / (Vu)ds = [[ValZ: = lul%
Q Q
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Pero |[ull;| = 1lull,

= a(u,u) > a||u||§]3 la constante de Hj—elipticidad es o = 1.

Finalmente L : Hj(Q) — R con L(v) = [, f v dz = (f, v) es lineal y continua.
(¢) L es lineal:
En efecto: Yu,v € HH(Q) , )\, a € R se tiene:

L(du+p) = / F(du+ w) dz

= /fudx+u/fvd:v

L(u) + pL(v).

Luego L es lineal.
(i¢) L es continua:

Para f € L*(§2), probaremos que |L(v)| < Cllv||m;

< / £ o] de

L) = '/vadx

1/2 1/2
< ( / lflzdw) ( / Ivlzdw)
Q Q
= [fllz2 vl
< Ch Ifllz2-IVollze  desigualdad de Poincaré

fl

C |Vollzz = C |lvllm , Vv € H5(Q)

Luego L es continuo.

Por tanto de (¢) y (#), L es lineal y continuo.

Observacion 3.1. Por lo tanto, como las hipdtesis del teorema de Lax-Milgram se

verifican, se tiene que el problema variacional tiene dnica solucién u € H.

Ahora demostramos que una solucién del problema fuerte es solucién del problema débil
(3.5).

Reciprocémente, si u € H}(Q) es solucién del problema débil, entonces podemos re-
cuperar las ecuaciones de la formulacién fuerte en el sentido de las distribuciones y el

teorema de traza.
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En efecto, como D(2) es denso en H}(Q), tenemos que la ecuacién de la formulacién

débil es cierta Yy € D(Q),

/ VuVpdz = / f o dz, Yo e D(Q) (3.6)
Q Q

que interpretandolo la integral como producto de dualidad entre D(Q) y D'(9), equivale

a
(Vu, V) pr (). piey = {f5 ©)p'@).p@ Ve € D(Q) (3.7)

y por definicién de derivada en sentido de distribuciones,tenemos
(Vu, Vo) oy py = (A% ), Vo € D(Q) (3.8)
Reemplazando (3.8) en (3.7), tenemos que:
(—Au, ©) o' (@),0) = (f, ()0>D'(Q),D(Q) Vi € D()

= (—Au, ‘P)D’(sz),D(Q) —(f, ‘P)D’(Q),D(Q) =0

por propiedad de producto interno tenemos
= (—Au— f, @) pa),p) =0, Ve € D().
donde: /(—-Au — fledz = 0, Ypen D(Q)
Q

= —-Au—f = 0, Vpen D(Q)
= —-Au = f, Vpen D(Q)

en particular, como f € L%(Q) se tiene
~Au=f, en L*Q)
y por las propiedades de las funciones de L%(f2)
—Au=f enQ (3.9)

Para recuperar las condiciones de contorno se necesita cierta regularidad en la solucién

débil.
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En efecto, si suponemos que u € H?(QQ), tiene sentido integrar por partes en la solucién
débil (3.6)

Au € L%(Q); ademds, como u € H?(Q2) entonces g:

€ H'(Q); 1 <i <3y porlo tanto

, 1 <i< 3 pertenecen a L%(90).
o0

se puede definir las trazas de estas funciones
Z;

La funcién 'yigﬁ_' es una funcién de L?(Q2) por ser producto de una funcién de L(69)

ilan
y otra de L%(Q) y podemos definir la derivada normal.

o 2
= Vu.y = E o —v: en L*(Q) (3.10)
En (3.6), aplicamos el teorema de Green.
Auv dx + 8—1} ds = fdz, Yve H(Q)
Q

/ Au’udm—i—/ Zyds = /fdcc, Vv € HY(Q)
aq On Q

Pero por (3.9) se tenemos:
/ fvdz +/ —u'u ds = /vadx, Vv € HY()
—vds = 0, Yve HY(Q)
Expresandolo en sentido de distribuciones:

(Vun,v)pa),.p@ =

= (u n, V’U)Dt(g)’p(g) =

o o O

== u nVuvds =
an

= u = 0 en 902




49

3.2 Problema de Dirichlet No Homogéneo Asociado

a la ecuacion de Poisson

Dado f € L?(f2), hallar u definida en €2 y solucién de:

{ —Au=f en

(3.11)
u=g, endQ="T .

Supongamos que u € H%(Q) es suficientemente regular de modo que la ecuacién anterior
tenga sentido.

Para esto tomemos una funcién test v € H3(Q), H}(Q) = {v € H*(Q)/v =0 en 0}
Ahora multipliquemos la ecuacién anterior por una funcién test v e integremos sobre €2,

v=0 en 0Q.
/—Auvda: = /f'udw, Vv € Hy(92) (3.12)
Q Q

Utilizando la férmula de Green:

/ —Auvdr = / VuVuvdz — / @-vds
Q Q aq On

y sabiendo que v, = 0, tenemos
/Q —Auvdz = /Q VuVvdz , Yov € Hy() (3.13)
Luego reemplazamos (3.13) en (3.12):
AVqudm = /ﬂfvdw , Vv € Hy(Q) (3.14)

Vemos que esta ecuacién tiene sentido aunque u no esté en H?(2), basta con que u €
H}(Q).

Por tanto (3.15) es el problema variacional o problema débil de (3.14), como:

Dado f € L?(Q), hallar u € H*(Q) tal que

. (3.15)
/ VuVudz = / fvdz , Y € Hy(Q)
Q 0
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Vemos que aparentemente el problema (3.15) cumple las condiciones del teorema de
Lax-Milgram, es decir que a(u,v) es bilineal, continua y H-eliptica, lo que permitiria
asegurar la existencia y unicidad de la solucién del problema débil, sin embargo no es
cierto, porque no cumple la condiciéon de que ambas funciones u y v pertenescan al
mismo espacio.

Entonces, para resolver este inconveniente y que luego cumpla el teorema de Lax-
Milgram, tomamos una funcién cualquiera ug que sea igual a la condiciéon de contorno
de u, pero en todo el dominio y en la frontera.

Luego definimos una nueva funcién w como diferencia de v y ug, de modo que susti-
tuyéndola en el problema débil lograriamos un problema débil de Dirichlet Homogéneo

el cual cumpla con las condiciones del Teorema de Lax-Milgram, es decir:

l.upy=g enQyendQ =T
u—g, en{}
2.w=u—1ug=
g—g=20, enl’
= u=w+ Y
Ahora si u es solucién de la ecuacién (3.15), entonces w lo es de la siguiente:

Reemplazando u en la formulacién débil (3.15).
/V(w—l—uo)Vvd:r = /f.vd:v
Q Q
/ (Vw + Vuy)Vudr = fudz
Q

/VwVvd:v-I—/Vro’udx = fudz
Q Q

De esta manera hemos trasladado el problema al caso homogéneo, de modo que el

problema variacional es:

Dado f € L*(Q?), hallar w € H3(Q) tal que
(3.16)

/V'wVv dr = /fvdx—/Vrovdm, Vv € Hy()
Q Q Q

donde up € H§ () con up|lp =g
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Luego, (3.16) podemos expresarlo de manera compacta como:
a(w,v) = VwVuvdz
a(w,v) = L(v)
L(v) = fvdz — / VugVudz
Q Q
donde,

a: H}(Q) x H} () — R
definido por:  a(w,v) = / VwVudz
Q

L:H}(Q) — R
definido por: L(v) = / fvdx — / VugVudz
Q Q

Teorema 3.2. El problema anterior tiene solucion tnica, si cumple las condiciones del

teorema de Lax-Milgran

Demostracién. Como a(w,v) = / VwVvdz, probaremos que a(w,v) asi definido
Q

cumple que:

i) Es bilineal

i1) Continua y

i11) H-Eliptica (Coersiva).

i) a(w,v) es Bilineal:

En efecto: Sea A\, p € Ry u,v,w € H}(R), tenemos:
a(w, \u+ pv) = /Q VuwV (Au + pv)dz
= /Q Vw(AVu + pVu)de
= /Q AVwVudz + /Q uVwVudz

= A / VwVudzs + p / VwVudz
Q Q

= a(w, u+pv) = da(w,u)+ pa(w,v).
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Luego para la linealidad de la otra componente se demuestra en forma angloga.

Por tanto a(w, v) es bilineal.

i1) a(w,v) es Continua:
Probaremos que: |a(w, )| < Cllul|g ||vllg;, C >0

En efecto:

Ia’(wvv)l =

/ VwVuvdx
Q

< / |VwVo|dz
)

< / [Vw||Vv|dz
Q

1/2 1/2
< ( / |Vw|2dm> ( / IVvlz) , por desigualdad de Cauchy-Schwartz
Q Q
= |[Vwll2@lVolleag
< (IVwllzz@ + lwllzz@) + (IVVlla@) + oll2@)

l[wll s lloll g

= la(w,v)l < |wllggllvllmg.
Luego a(w, v) es continua con C' = 1.

i4i) a(w,v) es H-Eliptica:
Se obtiene de la definicién de norma en H}(S2)

Probaremos que:
a(w,w) > oflul
En efecto:

a(w,w) = /Q(VwVw)dz=/Q(Vw)2dx
= |[Vuw|iZ

Luego sabemos que:
lwlif = llwliZ: + IVl (3.17)
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Pero por la desigualdad de Poincaret: d¢ > 0 tal que

lwllre < c||Vwl|g

lwllzz < cIVulze

De (3.17) se sigue:

[l < AIVuld+ Vol
< (@ + 1)Vl
Entonces : —L—||w||2 < ||Vw|i2: = a(w, w)
1t = o ’

— a(w,w) 2 afjul,

L H-elipti =
uego a(w, w) es H-eliptica con a ]

Lv) = /vada:—/QVuo Vudz.

Finalmente, veamos que:

sea lineal y continua.

(i) L(v) es lineal:

En efecto, sea o, p € R y u,v € H}(Q) se sigue

L{ou + pv) = /Qf(au + pv)dz — /Q Vup V(au + pv)dz

= a/fudac+,u/fvda:— (a/VUOVudm+u/Vu0VUd$>
= [/ fudm—/V'rovda:J +u [/ fvdx—fVUOVvdx:l

= aL(u) + pL(v)
Luego L(v) es lineal.

(it) L(v) es continua:

Para f € L2(Q) fijo se tiene:

= /f'vda:—/VuO Vudz .
Qe 8

I(v) k(v)

la constante de coersividad.
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Demostraremos que (v) y k(v) son continuas.

Para [(v):
)| = / fvdz

< /Qlfvldm

< [ 11l bids
Q
1/2 1/2
< ( / If |2dm> ( / |v|2dav) , por desigualdad de Cauchy-Schwartz
Q Q

= [fllizz@ vl

< IVfllzzy | VVl|L2), por desigualdad de Poincaret

£l zzg ol g

Cllvllag,  tomando C = |l

= )] < ClVlim

Para k(v):

k(v)] =

< / |VuoVu|dz
Q

/ VugVuvdz
Q

< / Vuo| [Voldz
Q

1/2 1/2
< ( / |Vu0|2dx> ( / |V1_)|2da:) , por desigualdad de Cauchy-Schwartz
Q Q
= luollzz@y llvll 2@

< ||Vuollzz@) [[Vvllz2@), por desigualdad de Poincaret

i

lluoll g IVollg,  tomando ki = |luol|

kl””“fig

= k@) < Kallvllmg

Luego l(v) y k(v) son continuas, entonces L(v) = l(v) — k(v) es continua.

Por tanto, como las hipétesis del teorema de Lax-Milgram se verifican, se tiene que el
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problema. variacional (3.16) tiene solucién tnica w € H}, entonces u = w+ug es solucién
del problema (3.16).
Pero como la eleccién de ug no es inica, tenemos que demostrar la unicidad de u.

Sean u,, ug dos soluciones del problema (3.16), entonces se verifica.

1) /Vul Vvdm=/fvda:, Vv € Hy ()
Q Q

2) /Vu2 Vvdw=/ffuda:, Vv € H} ()
Q Q

Restando 1) y 2), obtenemos:
/V(ul —up)Vudz = 0, Vv € Hy(Q)
Q

Luego tomando v = u; — uy € H}(R), resulta:
Cllus = uall < s = wall = [ V(s =)V us — )z =
0

Por tanto,

||u1—uz||§{3 = 0 en HY(), luego

u; = uy en HY(Q)

Ahora recuperaremos las ecuaciones de la formulacién fuerte en el sentido de las distri-
buciones y el teorema de la traza.
En efecto como D() es denso en H}(L2), tenemos que la ecuacién de la formulacién

débil también es cierta Vi € D(Q).

/Vchpd:c = /f.(pdx-—/Vrogo, Yo € D(Q) (3.18)
Q Q Q

que interpretando la integral sobre {2 como producto interno dual entre D'(2) y D(Q),

equivale a:

(Vw, Vo) = (f,9) —(Vuo, V), Vy e D(Q)
(Vw, Vi) + (Vuo, Vo) = (f,), Vo€ D(Q)
(Vw+Vuo, Vo) = (f,¢), Vo€ D(Q)
(V(w+uo), Vo) = (f,0), YoeD(Q)
(Vu,Vo)paype = (fre)p@.pe), Ye e D) (3.19)
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Y aplicando la derivada en sentido de las distribuciones tenemos:
(Vu,Vo)pra)pe = (—Au,9)p(e),p@) (3.20)
Reemplazando (3.20) en (3.19) tenemos
(—Au, )paype) = (f,9)p@),p@), Yo € D)
0, Yy € D(2)
= (—Au— f,9)p(),p@ 0, Vy € D(Q)

= /Q( u — flpdz 0
= —Au=f en L*Q).

i

(—Au, ©) pray,p) — {f> ) pr(),DE)

i

y por propiedades de las funciones L%(Q), se tiene:

—Au=f enc.t.p.ded

Para recuperar las condiciones de contorno se necesita cierta regularidad en la solucién
débil.
En efecto, si suponemos que u € H?({2), tiene sentido integrar por partes en la formula-

cién débil (3.16) y Au € L*(9), ademds como v € H?(2) entonces gg € H'(Q); i=1,2
i

, =1, 2 pertenecen
F19)

y por lo tanto se puede definir las trazas de estas funciones

a L2(09)).

U
aili.i

La funcién ~* 8.: es funcién de L?(Q) por ser producto de una funcién de L(6Q) y
1180
otra de L?(f2) y podemos definir la derivada normal.
Qul " Vuy= Z 7 en L2() (3.21)
on|sq < O; ’
i= a0
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Luego, en (3.18), aplicamos el teorema de Green.

ow
—Aw da:+/ —wds
/n 4 a0 371('0

ow 8'LLO
—Aw dx+/—Au d:c+/ — ds+/ —pds
/n PEET Jo 7T YT Jg o *
ow 8’&0
—(A A gv L%
[t [ (2225
du
—Au dx+/ —ds
/n i anan(p

ou
—Au— ¢n+/ ——pds
]Q( N 5’

= Ou wds
50 on

= Vun = 0 enI'=90
ou

oz, = 0 enT'=0Q

= u = ug, enl =030

como, ug = ¢, endQd="T

= u = g, endQ.

/ftpdq: — (/ —Augpdzx
Q Q
Buo

+ —_— ds)
an a’n v

fpdz
Q

fedz
Q

fdz
Q




Conclusiones

. La formulacién variacional es una herramienta muy 1itil que nos va a permitir
estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales en un ambiente

muy general, y asf superar la problemdtica presentada por los métodos clésicos.

. La formulacién variacional para problemas de Dirichlet en los espacios de Sébolev
es de facil adaptabilidad a diversas situaciones expuestas de manera, parcial en el

presente trabajo.

. En los problemas de ecuaciones diferenciales parciales y en particular el problema
de Dirichlet la formulacién variacional es la técnica mas dominante para su analisis

y solucién.

. En la formulacién destaca en la recuperacién de la solucién clsica, basada en

demostrar que toda solucién fuerte o cldsica es una solucién débil.
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