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Resumen 

En este trabajo se presenta una descripción del método variacional, el cual se utiliza 

para el estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales parciales: existencia, unicidad y 

regularidad de la solución. 

Teniendo en cuenta que el método variacional transforma un problema clásico de ecua­

ciones diferenciales parciales a un problema débil, se establece la existencia y unicidad 

de la solución débil a través del teorema Lax-Milgram para después hacer la formulación 

variacional para el problema de Dirichlet en los espacios de Sóbolev demostrando que 

si a una solución débil de una ecuación diferencial parcial se le suma la regularidad, se 

logra recuperar la solución clásica. 
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Abstract 

This paper presents a description of the variational method, which is used for the qua­

litative study of partial differential equations: Existence, uniqueness and regularity of 

the solution 

counting that the variational method transforms a classic problem of partial differential 

equations to a weak problem , existence and uniqueness of the weak solution are esta­

blished through the theorem Lax - Milgram and then make the variational formulation 

for the Dirichlet problem in Sobolev spaces showing that if a weak solution of a partial 

differential equation is added regularity, is able to recover the classical solution . 
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Introducción 

Las ecuaciones diferenciales Parciales han jugado un rol importante para el modelo de 

fenómenos naturales como precipitaciones pluviales, entrada de oxígeno a los pulmones, 

caudal de un río, etc. El estudio del comportamiento de sus soluciones es un problema 

de importancia para la física matemática, lo que ha ocasionado su presencia y desarrollo 

en textos científicos desde hace varios años, abordando problemas físicos, de fluídos y 

cuyas aplicaciones se extienden a diversas ramas de la ciencia como la medicina, física, 

biología. 

La teoría clásica de EDP tiene como objetivo encontrar soluciones analítica o fuertes 

que es una función muy regular que la satisface punto a punto en todo el dominio, en 

las cuales se utilizan varios métodos, como separación de variables, series de potencia, 

transformada de Laplace. 

Pero existen grandes incovenientes que representan al momento de las aplicaciones como 

son que exigen demasiada regularidad de las funciones que intervienen en EDP, alejándo­

se del modelo al hacer simplificaciones que tienen una influencia no despreciable en los 

resultados y no tienen sentido en la EDP diferenciar una función discontinua, ver [3], 

como por ejemplo el modelo matemático de la cuerda elástica de longitud L, sujeta en 

los extremos y sobre lo que actúan una determinada fuerza que presentamos por medio 

de la función f = f(x), está dada por 

{ 

-(ku')' +>.u= j, 

u(O) = u(L) =O, 

en n = (0, L) 

sobre an 

III 



donde k= k(x) >O depende de las propiedades físicas de la cuerda y>.= >.(x) >O 

Supongamos ahora que la fuerza que actúa sobre la cuerda está localizada en un único 

punto x = L/2. 

Despreciando la fuerza que ejerce el medio elástico, entonces es evidente que la cuerda 

adopta la forma dada en el siguiente gráfico. 

o 

Pero esa función dada en este gráfico no es diferencial en x = L/2. 

Por tanto tal función no puede ser solución de la ecuación -(ku')' +>.u= f en (0, L), 

al menos en sentido clásico, es decir en el sentido que u debe ser dos veces diferenciable 

en cada punto del intervalo abierto (0, L). Con este ejemplo es importante comprender 

y entender el concepto de una ecuación diferencial. 

Esta dificultad motivó a desarrollar nuevos métodos como la fórmula variacional que 

consiste en reformular el problema (*) de modo que se exija a la función incógnita un 

orden menor de derivabilidad y en vez del cumplimiento punto a punto, un cumplimiento 

en promedio de la ecuación diferencial. 

El presente trabajo de investigación tiene como objetivo principal encontrar una solución 

de la ecuación de Poisson con condiciones de frontera homogéneo y no homogéneo, 

aplicando la formulación variacional para el problema de Dirichlet en los espacios de 

Sóbolev. 

El trabajo se divide en dos capítulos, en el capítulo 1 se hace estudio de Introducción 

a los espacios funcionales, el espacio de distribuciones, espacios de Sóbolev, espacios de 

Hilbert y el Teorema de la traza. Y en el segundo capítulo que es la formulación del 

problema. 



Notación y Abreviaturas 

EDP: Ecuación en Derivadas Parciales 

EDO: Ecuación Diferencial Ordinaria 

JR: Cuerpo de los números reales 

JRn: n-tupla de números reales 

0: Conjunto abierto 

ao: Frontera del abierto o 
sop 0: Soporte de la función O 

L\: Operador laplaciano 

'\7: Operador gradiente 

.V(O): Espacio de funciones p- integrables 

Lfoc(O): Espacio de funciones localmente integrables 

0'0 (0): Espacio de funciones infinitamente diferenciables sobre O 

0 0 (0): Espacio de funciones infinitamente continua 

D(O): Espacio de funciones continuas sobre O 

Hm(O): Espacio de Sóbolev wm·2 (0) 

HJ: Espacio de funciones en H 1(0) con traza nula 

llull: Norma de u en espacios de Sóbolev 
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Capítulo 1: 

Preliminares 

1.1 Separación de Variables 

El método de separación de una variable p a la solución de una ecuación diferencial 

parcial consiste en proponer una solución de tipo: 

Donde X(x) es una función de x y Y(y) es una función exclusivamente de y, así que 

cualquier ecuación diferencial que se pueda representar de esta manera podría ser re­

suelta con el método de separación de varia les. 

Pasos del método de separación de var"ables: 

1) Se supone una función solución de la ec ación diferencial parcial u(x, y)= X(x)Y(y), 

o bien u= XY. 

1 

2) Sustituir u(x, y) y sus derivadas parciales en la ecuación diferencial parcial. 

3) Separar en cada lado de la ecuación diferencial parcial a las funciones univariables 

con sus respectivas derivadas. 

4) Se igualan ambos lados de la ecuación diferencial parcial con una constante, lla­

mada constante de separación. 
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5) Resolver las dos ecuaciones diferenciales ordinarias que se tienen. 

6) Multiplicar las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias del paso ante­

rior, para así obtener la solución completa de la ecuación diferencial parcial. 

Limitaciones del método de separación de variables: 

1) La ecuación diferencial parcial tiene que ser lineal. 

2) La solución de la ecuación diferencial parcial debe ser una función de dos variables 

independientes. 

Resuelva la ecuación de Laplace, sujeta a las condiciones: 

Uxx+Uyy=O ... (1) 

Con condiciones de frontera 

u(x, O)= f(x), u(x, b) = g(x) para O::; x::; a 

u(O, y)= O, u(O, y)= O para O::; y::; b 

Solución. 

Se tiene : 

u(x, y)= X(x)Y(y) 

Derivando 2 veces con respecto a x 

ou(x, y) = x' (x)Y(y) 
ox 

02~~;y) = x"(x)Y(y) 

Derivando 2 veces con respecto a y 

ou(x, y) = X(x)Y' (y) 
oy 

02~~; y) = X(x)Y" (y) 

... (4) 

... (5) 

... (6) 

... (7) 

... (8) 

... (2) 

... (3) 



reemplazando (8) y (6) en (1) 

Uxx+Uyy=O 

x" (x)Y(y) + X(x)Y" (y)= o o o o (9) 

X" (x)Y(y) = -X(x)Y" (y) 

X"(x) Y"(y) 
X(x) -- Y(y) o o o (10) 

X"(x) Y"(y) 
X(x) =- Y(y) = ->. ooo (11) 

de la ecuación ( 11) se deduce : 

Y"(y) 
- Y(y) = ->. 
Y"(y) 
Y(y) = >. 

---+Y" (y)- >.Y(y) =O (12) 

X"(x) 
X(x) = ->. 

X" (x) = ->.X(x) 

---+ X"(x) + >.X(x) =O (13) 

Se considera las condiciones de frontera 

u(O, y)= X(O)Y(y) =O 

u( a, y)= X(a)Y(y) =O 

como Y(y) =!=O ==} X(O) =O X(a) =O 

de la ecuación (13) se tiene 

o o o (14) 

X" (x) + >.X(x) =O 

Caso 1: >.<O 

X" (x)- >.X(x) =O 

La ecuación característica es m2 - ). = O ==} m2 = >. ==} m = ±>. 

como las condiciones de frontera se tiene que cumplir 

5 



=? se tiene 

caso 11: A= O 

X(O) = c1e-v'X(o) + c2ev'X(o) =O 

X( a) = C¡e-v'X(a) + c2ev'>:(a) =O 

C¡ + C2 = 0 

C¡e-v'>:(a) + c2ev;\(a) = O 

::::} C¡ = C2 = 0 

X(x) =O 

x"(x) =o 

La ecuación característica m2 =O=? m= O 

X(x) = c1x + c2 

Las condiciones de frontera nos dan 

caso 111: A > O 

X(O) = C¡(O) + C2 = o 
X(a) = c1(a) + c2 =O 

X(x) =O 

X" (x) + AX(x) =O 

La ecuación característica es: 

m 2 +A =O 

m2 =-A 

m = ±vÍAi 

6 



se tiene las condiciones de frontera 

X(O) = c1(l) + c2(0) =O ---+ c1 =O 

X(a) = c1cos(VXa) + c2sen(VXa) =O el determinante es: 

1 o 
=0 

cos(VXa) sen(~a) 

===* sen(~a) =0 

VXa = n7r 

vx n7r 
,VnEZ --

a 

X(x) = c2sen(n:x) 

Ahora se tiene y" (y) - .AY (y) = O 

La ecuación característica es: 

donde 

m 2
-). =O 

m2 =). 

m =±VX 

Y(y) = c3cosh(~) + c4senh(~) 

u(x,y) = (c3cosh(7) + c4senh(7))c2sen(n:x) 

u(x, y)= (c2c3cosh(n;y) + c2c4senh(n;y))sen(n:x) 

Un(x, y) = ( ancosh(n:y) + bnsenh(7)) sen(n:x) 

7 
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La solución general es: 

00 

u(x, y)= L ( ancosh(n:y) + bnsenh(!!:![!-)) sen(n;x) (1.1) 
n=l 

00 

u(x, O)= L ansen(n;x) = f(x) 
n=l 

21a An =- f(x)sen(n:x)dx 
a o 

00 

u(x, b) = L ( ancosh(n;b) + bnsenh(n;b))sen(n:x) = g(x) 
n=l 

donde 

bn = l [~ {a g(x)sen(mrx)dx- ancosh(~)] 
senh(n;b) a }0 a · a 

Ejemplo 1.1. Resolver la siguiente ecuación de Laplace: 

82u 82u 
ax2 (x, Y)+ ay2 (x, y)= O; O< x <O· 5 , O< y< O. 5 

Con las condiciones de frontera: 

Solución. 

u(O,y) =O, u(O · 5,y) = 200y, O~ y~~ 

u(x, O)= O, u(x, O· 5) = 200x, O~ x ~ 1r 

De la ecuación generall.lla solución de este ejercicio se resolverá por partes donde: 

u(x, y)= u1(x, y)+ u2(x, y) 

00 

u1(x, y)= L ( ancosh(!!:![!-) + bnsenh(7))sen(n:x) 
n=l 

Donde: 

21a an = - f(x)sen(mrx)dx 
a o a 

2 ¡0·5 
an = -

5 
(O)sen(n;x)dx =O o. o 



Donde: 

bn = 1 [~ ¡a g(x)sen(!!:E.)dx -Ancosh(!!:!!:)] 
senh(n:b) a lo a a 

1 [ 2 r0·5 ] 
bn = senh(mr) 0 . 5 lo (200x)sen(~~;)dx 

1 [ ( X 1 ) 0·5] bn = senh( mr) 4 * 200 2mr cos(2mrx) + 4n 21!'2 sen(2mrx) 
0 

-200( -1)k 
bn=--~...:......,-

mr senh( mr) 

00 -200( -1)n 
===? u1(x, y)= L h( ) senh(mry) · sen(2n1l'x) 

i=l n1!'sen n1!' 

00 

u2(x, y)= L ( Ancosh(k:x) + Bnsenh(k:x) )sen(~) 
n=l 

An =- f(y)sen(~)dy 2¡a 
a o a 

2 r0·5 
an = 0 . 5 lo (O)sen(~)dy =O 

1 [ 2 r·5 ] 
bn = senh(n1l') O. 5 lo (200y)sen(~~l)dy 

1 [ ( 1 )0·5] bn = h( ) 4 * 200 
2
-y cos(2n1l'y) + -

4 2 2sen(2n1l'y) 
sen n1l' n1!' n 1l' 0 

-200( -1)k bn = __ ...:.......,.---'-:-
n1l' senh( n1l') 

00 -200( -l)n 
===? u2(x, y)="" h( ) senh(n1l'x) · sen(2n1l'y) 

~ n1l'sen n1!' 
t=l 

9 

00 -200(-1)n 00 -200(-1)n 
:. u(x, y)= L h( ) senh(n1l'y)·sen(2n1!'x)+ L h( ) senh(n1l'x)·sen(2n1l'y) 

i=l n1l'sen n1!' i=l n1l'sen n1l' 
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1.2 Transformada de Laplace 

Mencionaremos algunas definiciones básicas de la transformada de Laplace. 

Definición 1.1. Sea a E R Se dice que la función f : [0, oo[-t e tiene crecimiento 

exponencial de orden a en infinito si existe una constante M > O de modo que 

¡e-atf(t)i ~M para todo t ~O 

Definición 1.2. Dada f: [0, oo[-t e, se define formalmente la transformada de Laplace 

de f como la función de variable compleja 

C {f(t)} = F(z) = loo f(t)e-zt dt 

donde la integral anterior se entiende en el sentido de Riemann impropio, es decir, 

1
00 

f(t)e-zt dt = lím la f(t)e-zt dt 
O a-too O 

Teorema 1.1. Sea F una función holomorfa en C\ {z1, z2, ... , Zn} y de forma que 

existen constantes Af, R, a > O tales que 

M 
IF(z)i ~ W' izi ~ R 

Entonces la función 
n n 

f(t) = L Res [etz F(z), Zj] = L Resz=zk [etz F(z)] , t ~O 
j~ K~ 

es la transformada inversa de F, es decir, c-1(F) = f(t). 

Ahora, al resolver ecuaciones diferenciales usando la transformada de Laplace, lo que se 

obtiene es la transformada de nuestra , así se vuelve indispensable saber recuperar una 

función a partir de su transformada. 

Esto se logra mediante la transformada Inversa de Laplace. 

Esta se define por: 

1 ¡ 1 ¡a+ioo c-1 {F} = f(t) = -. lím F(z)ezt dz = -. F(z)ezt dz 
27f~ R--too LR 27f~ a-ioo 
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Donde F se define como en la definición [1.2], LR es el segmento de recta vertical 

z = a + it , - R ~ t ~ R tal que todos lo polos de F estén a su izquierda. 

Ahora, bajo a ciertas condiciones muy generales, se demuestra usando el Teorema de 

Residuo, que si !F(z)! ~ MR (para z en el semicírculo CR de la figura de abajo), donde 

MR tiende a cero cuando R tiende a oo, entonces: 

n 

f(t) = L Resz=zk [eztp(z)] (1.2) 
K=l 

donde z1 , z2 , ... , Zn son los polos de F. 

El camino de integración usual para aplicar el teorema del Residuo es el siguiente: 

a+iR 

a 

a-iR 

Para una función de dos variables u(x, t) definimos su transformada de Laplace como 

antes, considerando x como una constante es decir, 

u(x, z) =L.: { u(x, t)} = 100 

e-ztu(x, t) dt 

y su transformada inversa es : 

u(x, t) = 2
1

. r eztu(x, z) dz 
m}c 

donde Ces el camino de arriba que consta de LR seguido de GR. Las propiedades de 

esta transformada que estaremos usando son : 

(1.3) 

(1.4) 
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.C { Ut} = 1= Ut(x, t)e-zt dt = zU(x, z) - u(x, O) (1.5) 

.C { uu} = ¡= uu(x, t)e-zt dt = z2U(x, z) - zu(x, O) - Ut(x, O) (1.6) 

donde U(x,z) = .C{u(x,t)}. 

Estas propiedades se obtienen de la definición de la transformada para funciones de una 

variable y usando integración por partes. 

Ejemplo 1.2. Resolver la siguiente ecuación de Laplace: 

fPu 82u 
ax2 (x, y)+ ay2 (x, y)= O; O< x <O· 5 , O< y< O. 5 

Con las condiciones de frontera: 

Solución. 

u(O, y) =O, u( O· 5, y) = 200y, O ::; y::; ~ 

u(x, O) =O, u(x, O· 5) = 200x, O ::; x ::; 1r 

82u 82u 
8x2 (x, y)+ 8y2 (x, y)= O 

82u 82u 
8y2 (x, y)=- 8x2 (x, y) 

.e{~:~ (x, y)} =-.e{ ~:~(x, y)} 
82u 

z2u(x, z)- zu(x, O)- uy(x, O)=- ax2 (x, z) 

2 O O 82u 
z u(x, z)-z~-~=- ox2 (x, z) 

2 82u 
z u(x, z) =- ax2 (x, z) 

82u 2 
ax2 (x, z) + z u(x, z) =O 

Resolviendo la ecuación diferencial ordinaria tenemos: 



se tiene las condiciones de frontera 

u(O · 5, z) =.e{ u(O · 5, y)} =.e{ 200y} = 
2~2° donde 

200 
c2 = -::--~,..-----:-

z22senh(O · 5zn) 

200 
u1(x, z) = 22 h(O 5 ) sen(zx) z sen · zn 

u1(x, y)= .c-1
{ u1(x, z)} = .c-1

{ z22se~~~. 5zn) sen(zx)} 

00 -200( -l)n 
u1(x, y)= L h( ) senh(mry) · sen(2mrx) . n1rsen n1r 

t=1 

El mismo procedimiento se hace para u2 ( x, y) 

EPu EPu 
8y2 (x, y)+ 8x2 (x, y)= O 

82u 82u 
8x2 (x, y)=- 8y2 (x, y) 

{a
2
u } {a2

u } .C 8x2 (x, y) = -.C 8y2 (x, y) 

2 82u 
z u(z, y)- zu(O, y)- ux(O, y)= --

8 2 
(z, Y) 

xy 

2 o o 82u 
z u(z,y)-z~-~=- ay2(z,y) 

2 a2u 
z u(z, y)=- ay2 (z, y) 

82u 
ay2 (z, y)+ z2u(z, y) =O 

Resolviendo la ecuación diferencial ordinaria tenemos: 

13 



se tiene las condiciones de frontera 

u(z, O· 5) = .e{ u(x, O· 5)} = .e{ 200x} = 
2~2° donde 

200 
C4 = ~--:-:-:----:-

z22senh(0 · 5zn) 

200 
u2(z, y) = 22 h(O 5 ) sen(zy) 

z sen · zn 

u2(x, y)= .c-1{ u2(z, y)} = .c-1{ z22sen~~~. 5zn) sen(zy)} 

00 -200( -l)n 
u2(x, y)= L h( ) senh(mrx) · sen(2mry) 

n1rsen n1r 
i=l 

14 

00 -200(-l)n 00 -200(-l)n 
:. u(x, y)= L h( ) senh(n7ry)·sen(2n7rx)+"""' h( ) senh(n1rx)·sen(2n1ry) 

i=
1 

n1rsen n1r {;;t n1rsen n1r 



Capítulo 2: 

Teoría Matemática del Método 

Variacional 

2.1 Introducción a los espacios Funcionales 

Es necesario definir la integral de Lebesgue, puesto que en el presente trabajo la medida 

del conjunto sobre el cual se integra es más amplio que el que se usa para la integral 

Riemann (puede ser Rn , espacios topológicos, variedades, etc). 

La integral de Lebesgue es una construcción matemática que extiende el concepto 

de integración convencional de Riemann a una clase mucho más amplia de funciones, 

así como extiende los posibles dominios en los cuales estas integrales pueden definirse. 

2.1.1 Un toque a la teoría de integración de Lebesgue 

En esta sección revisaremos algunos conceptos básicos de la teoría de integración de 

Lebesgue. Entendemos por un dominio O un subconjunto de ~n medible Lebesgue con 

interior no vacío (generalmente abierto o cerrado). Sea f : n --7 IR una función medible-

1 
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Lebesgue e integrable, cuya integral se denota por 

k f(x)dx 

donde dx denota la medida de Lebesgue. Hagamos algunas notaciones y definiciones: 

Una función medible, se dice que es totalmente acotada sii existe una constante K> O 

tal que IJ(x)l ~K, sobren. 

Definamos el espacio de funciones 

L.:(D) = {f: n---)- JR, integrable según Lebesgue } 

Ejemplo 2.1. Sea la función f(x) = XQn[o,1¡(x), se puede observar fácilmente que f no 

es integrable según Riemann, pero según Lebesgue se tiene que 

f dJ-t = J-t(Q n [O, 1]) = o 
JQn[O,l] 

para 1 ~ p < oo, y f E .C(D) se define 

(2.1) 

Para p = oo, escribimos 

llfllLoo(n) := sup esslf(x)l 
xEO 

(2.2) 

Observar que 11 · IILP(O) es solamente una semi-norma, pues muchas funciones no nulas, 

tendrán por ejemplo, llfllLv(n) = O. Entonces se puede identificar funciones usando la 

siguiente relación: en .CP(ü) por f f'V g sii el conjunto {x En¡ f(x) =J. g(x)} tiene medida 

nula. Así se define el espacio de Lebesgue 

el espacio de funciones LP en el cualii·IILP(O) es una norma, con identificación se dirá que 

todas las funciones que pertenecen a la misma clase de equivalencia se representan por 

una sola y diremos que f = g, y de ello se tiene que k f(x)dx =k g(x)dx y en general 

llfllLv(O) = llgllLP(O)· 



Ejemplo 2.2. n = 1, n = [-1, 1] 

{ 

1, X> 0 
f(x) = -

0, X< 0 
g(x) = { 

1, X> 0 

0, X::; 0 

1, 0 < X < 1, X > 1 
1 

h(x) = x =O, 1 2' 
0, X< 0 
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Como f, g y h difieren solamente en un conjunto de medida nula, entonces son la misma 

función en un espacio de Lebesgue. 

De esta manera, se puede pensar que .LP(O) es un conjunto de clases de equivalencia 

de funciones respecto a la identificación vista anteriormente. Pero en la práctica no se 

pensará que los elementos de LP son clases de equivalencia de funciones, más sí como 

funciones definidas. 

Las desigualdades que mencionaremos a continuación (junto con desigualdad de poin­

care que mencionamos mas adelante) son de suma importancia, las usaremos en la 

demostración de la hipótesis del teorema de Lax Milgram. 

l. Desigualdad de Holder: para 1 ::; p, q < oo, tal que ! +! = 1, si f E .LP(n), g E 
p q 

Lq(n). Entonces fg E L1(0) y además 

G li 
., 1 1 1 

enera "zacwn: - +- = -, entonces 
p q T 

De ello se sigue para n acotado; 

llflh ::; · · ·llfllv::; IIJIIq · · ·::; llflloo, 1 ::; P::; q::; 00 

de donde se tiene la siguiente cadena de inclusiones continuas 

L00 (0) e ... e U(n) e ... e LP(f2) e ... e L1(n), 1 ::; p::; q::; oo (2.3) 

2. Desigualdad de Cauchy-Schawrz: es un caso particular de la desigualdad de Holder, 

cuando p = 2 = q, si J, g E L2 (0), entonces fg E L1 (0) y además 
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Si denotamos en L2 (D.) el producto interno como 

la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa como 

Ahora necesitamos introducir un nuevo termino DISTRIBUCIÓN. Entendemos por dis­

tribución o función generalizada como un objeto matemático que generaliza la noción 

de función y la de medida. 

Además la noción de distribución sirve para extender el concepto de derivada a todas 

las funciones localmente integrables y a entes aún más generales. 

2.1.2 Derivada Generalizada 

Consideremos ahora la derivada de una distribución, si un funcional la definimos 

F : K ----+ JR, definida mediante la función f ( x) (en el sentido corriente) por 

¡+oo 
F[cp(x)] = (f(x), cp(x)) =l-oo f(x)cp(x)dx 

parece natural definir su derivada por 

dF[cp(x)] = F'[cp(x)] = (f'(x), cp(x)) = ¡+oo f'(x)cp(x)dx 
dx l-oo 

Si la función f ( x) es diferenciable su primera derivada f' ( x) es continua, haciendo uso 

de la integración por partes en F[cp(x)] con u= cp(x) dv = f'(x)dx 

F'[cp(x)] = ¡:oo f'(x)cp(x)dx 

- f(x)cp(x)i~:- ¡:oo f(x)cp'(x)dx 

-¡: f(x)cp'(x)dx 

-F[cp'(x)] 
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ya que si tp(x) es una función de prueba, tiene soporte compacto y se desvanece fuera 

de un intervalo finito, es decir rp(±oo) = O, por lo cual el primer término de la ecuación 

se anula, obteniendo una expresión en la que no figura la derivada de f(x), y escribimos 

(f'(x), tp(x)) = -(f(x), rp'(x)) 

Esta nueva funcional es lineal y continua sobre K, ya que si rp(x) es función de prueba, 

su derivada rp'(x) también lo es. 

Lo anterior sugiere la siguiente definición. 

Derivada Generalizada 

Llamaremos derivada ~~ de la función generalizada F[<,o(x)] a la funcional definida 

mediante ~: = F'[rp(x)] = -F[rp'(x)]. 

2.2 El Espacio de Distribuciones. 

En primer lugar introducimos algunas notaciones para derivadas parciales y multiíndices: 

Dado un vector x con componentes (x1 , x2, · • · , Xn) E :!Rn. Un multiíndice es un vector, 

a= (a1, a 2 , · • · , an) E Zci; la longitud de a se define por 

n 

iai = í:ai 
i=l 

Para 'P E coo, denotamos por 

a la derivada parcial usual 

A continuación mencionaremos definiciones y notaciones puntuales como Soporte de una 

función, el espacio de distribuciones y distribución. 
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Soporte de una función 

Sea r.p : O e IRn -+ IR una función, el soporte de una función es la clausura del conjunto 

de puntos donde r.p no se anula, y se denota por sop( r.p), es decir: 

sop(r.p) = {x E O; lr.p(x) =/=O} 

Si este conjunto es compacto y está en el interior de O, entonces se dice que la función 

tiene "soporte compacto", con respecto a O. Cuando O se dice acotado se dice que c.p se 

anula en una vecindad de an = r. 

Ejemplo 2.3. 

-5 

Los x E IR tal que f =/= O es ( -2, 2). 

Soporte de c.p = (-2,2) = [-2,2]. 

f 

-2 2 5 

Definición 2.1. Sea O e IRn, un dominio con r == 80. Se denota el conjunto de 

funciones CC)()(O) con soporte compacto en D(O) o C0 (0), es decir: 

D (O) = { r.p : O --+ IR 1 r.p es diferenciable y de soporte compacto en O} 

Definición 2.2. Una distribución o función generalizada es un funcional T definida 

sobre el espacio D(O), que es continua en el siguiente sentido. Para cada subconjunto 

compacto K E O le corresponde e > O y k entero positivo tal que: 

IT(<P)I :::;; e sup IDj<jJ(x)i, 'V<P E D(O) 
lil:s;k, xEK 

Definición 2.3. El espacio de distribuciones sobre O se define como el dual D'(O) de 

D(O), es decir 

D'(O) = {T: D(O)-+ IR 1 Tes lineal y continua} 

Notación: Usaremos la ~otación de dualidad (T, r.p) para r.p E D(O) 
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Definición 2.4. Una distribución sobren es cualquier aplicación T: D(O) ~ 1R tal 

que: 

a) T es lineal. 

b) Tes (secuencialmente) continua, es decir, tal que si 'Pn ~ r.p, entonces T(r.pn) ~ 

T(r.p) en JR. 

Al conjunto de todas las distribuciones sobre n se le denota D'(O). 

Ejemplo 2.4. La función generalizada Delta de Dirac, se define como (8x0 , r.p) = r.p(x0 ), 

esta función también se le llama función impulso unitario y se puede observar que 

8x0 E D'(O). 

Una función localmente integrable es una función que es integrable en cualquier conjunto 

acotado contenido en su dominio de definición y cuya adherencia está contenida también 

en dicho dominio. La importancia del concepto reside en el hecho de que se ignora el 

comportamiento de la función en el infinito, y se atiende sólo a su comportamiento local. 

Este concepto nos servirá para poder definir Derivada Generalizada y Derivada Distri­

bucional Ahora las definiremos: 

Funciones localmente integrables 

Definición 2.5. Dado un dominio n, el conjunto de funciones localmente integrables 

se define por 

Lfoc(O) = {f: fE L1(K), V compacto K e intO} 

f Ltoc(O) = {E L1 (K), V compacto K e O (intO, si O es arbitrario)} 

Recordar que 

L 1 (K) = {f : K --+ 1R 1 L 1 JI < 00} 

Así, se puede decir una funcional lineal T¡: D(n)--+ 1R por 

r.p--+ (T j, r.p) = f fr.pdO = f fr.pdO Jn lsopcp 
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Así, se puede decir que Lfoc e D'(D) 

Notación: Sugeridos por la anterior representación, usaremos también la siguiente nota­

ción para cada T E n' (O.), por 

(T, r.p)n'(n),D(n) = L Tr.pdO.. 

Usando este espacio podemos presentar el nuevo concepto de derivada. 

Definición 2.6. (Derivada generalizada). 

Dada una función f E L}
0
c{O.), decimos que f tiene derivada débil o generalizada, 

na j, sii existe una función g E Lfoc(O.) tal que 

L g(x)r.p(x)dx = ( -l)lal k f(x)Dar.p(x)dx, V<p E D(O.) (2.4) 

Si tal g existe, se define na j := g en el sentido generalizado. 

Definición 2.7. (Derivada Distribucional). 

Si TE n'(O.) la derivada de T se define por la siguiente expresión: 

A continuación el teorema de Green clásico o teorema de la divergencia que nos sirve para 

poder integrar sobre 0.. Este teorema nos servirá para poder "quitarle" una derivada al 

lapaciano de u y así llevar el problema clásico a un problema variacional. 

Fórmula de Green para funciones de HJ(O.). 

Vu, v E Hó(O.), se tiene: 

1 8v 1 8u u-
0 

dx = - -
0 

vdx , 
f! Xi f! Xi 

Vi= l,n 

Fórmula de Green clásica a las funciones D(O.): 

r Ux; vdx = - r u Vx;dx + 1 Un Vn ¡ids Jn Jn an 
donde ¡ = ( ¡ 1

, ¡ 2 , ¡ 3 , • · • , ¡n) vector normal. 



4 V'u- (~ ~ ~) 
· - 8x1 ' 8x2 ' 8xg 

Demostraremos que: 

L /:}.uvdx = - L V'uV'v, Vv E e~ 

5. 

6. 

En efecto: 

Hacemos u = Uxi 

Reemplazando en Teorema de Green clásica o Teorema de divergencia: 

V'uV'v 

(
au1 a1HJ au3) ( 1 2 3) 

a 'a 'a 'Y,"f,'Y 
X¡ X2 X3 

au¡ 1 au2 2 au3 3 - -"'( + -"'( + -"'( 
ax1 ax2 ax3 

3 3 

""" aui i ""' i - W-"( = WUxi"f 
i=l axi i=l 
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Tomando L tenemos. 
i=l 

3 

L r Ux;x;V dx 
i=3 Jn 

3 1 LUx;x;V dx 
n i=3 

l.ó.uv dx 

L.ó.uv dx 

::::} l.ó.uv dx 

3 3 

- - L 1 Ux;Vx; dx + L 1 Ux;V 'yids 
i=1 n i=l an 

3 3 -1 L Ux;Vx; dx + 1 L Ux;V '"·/ds 
n i=1 an i=l 

3 -1 '\lu'\lv dx + 1 L Ux; "/vds 
n an i=l 

- - r '\lu'\lv dx + r .ó.u¡vds ln lan 
-l '\lu'\lv dx. 

Ejemplo 2.5. Hallar D 1 f, si f(x) = 1 -lxl, n = ( -1, 1) 

Solución. En efecto: para V<p E D(n) 

donde 

- -(!, Dl<p) -¡: (1 -lxl)~.p'(x)dx 

--¡: <p1(x)dx + I: lxl<p'(x)dx 

- -<p(x)l~ 1 + ¡: lxl<p'(x)dx 

¡: lxl~.p'(x)dx 
¡: lxl<p'(x)dx + 11 

lxl<p'(x)dx 

- - ro xc.p'(x)dx + {
1 

xc.p'(x)dx 
l-1 lo 

- [ x<pl~1 -¡: <p(x)dx] + [x <pi~ -11 

<p(x)dx] 

-¡: g(x)<p(x)dx 

{ 

1, -1 <X< 0 
g(x) = 

-1, 0 <X< 1 

24 
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Por tanto se concluye que en el sentido distribucional 

(D1 f, cp) = (g(x), cp) Vcp E D(O) 

de donde se puede observar que 

df = { 1, 

dx -1, O< x < 1 

-1 <X< 0 

Ahora veamos conceptos básicos sobre Los espacios de Sóbolev, denotados por wm,P(O) 

son otro ejemplo de espacios de Hilbert, que se utilizan muy a menudo en el marco de 

las ecuaciones en derivadas parciales definidas sobre un cierto dominio O. Los espacios 

de Sóbolev generalizan los espacios LP. 

Además en los espacios de Sóbolev generales wm,P(O) se usan ciertas notaciones parti­

culares para cierto tipo de espacios: 

• Hfr(O) ={fE Hm(O)/ flan= O} 

2.3 Espacios de Sóbolev 

Sea el operador Di= 8j8xi , j = 1, · · · , n. Sea o: E Z~ cualquier n-upla de enteros no 
n 

negativos, sea io:i = 2:: y na.= f}7=1 Dfi 
i=l 

Definición 2.8. Sea 1 :s; p < oo y m E Zó un entero no negativo, se define 

wm,P(O) = {u E LP(O)/ Da.u E LP(O) ' para lo:l :s; m,} 

dotado de la norma 

si 1 :s; p < oo 

si p = oo 



Aquí siempre tratamos a las derivadas en sentido de las distribuciones. 

Si p = 2, se denota por Hm(n) = wm,2 al espacio de Sóbolev que se define por 

el cual es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno 

(u, v)Hm(n) = I: (Da, Dav); u, vE Hm(n) 
lai:Sm 
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donde (u, v) es el producto interno ordinario en L2
, también se denota por L2 (0) = 

H0 (0). 

Sea D ( n) el espacio de funciones eco con soporte compacto contenido en n. El cerrado 

de D(f!) en la topología de Hm = wm,2 será denotado por w¿n·2 ó Hf: cuando p = 2 el 

cual también es un espacio de Hilbert. 

Para m= 1 y.p = 2, definimos al espacio H1(f!) = W 1•2(0) y H¡}(n) = W~·2 (0) 

H 1 (f!) =La clausura de 0 0 (0) en H 1(f!). 

Ellos son ambos espacios de Hilbert con el producto escalar 

y norma 

( 

n )~2 
lluiiHl = llulli2(!1) + ~ IIDiulliz(n) 

En HJ(n) se define el producto escalar (·,·)por 

(u, v)Hl(!1) = (V'u, V'v)Lz(n) 

Tenemos la desigualdad de Poincaré. 

{ 

n }1/2 
llullp < k ~ 1Diui2 

, Vu E Hó(n) 

llullp < kiiV'v,llp<n), Vu E Hó(n)} 

donde k es una constante. 

Teorema 2.1. El espacio w;(n) es un espacio de Banach. 
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Demostración. Consideremos una sucesión de Cauchy {v1}, respecto ala norma ll·llk,p,!l· 

Teniendo en cuenta que justo esta norma es una combinación de normas de 11 · IILP(!l) 

de derivadas generalizadas, se cumple que para cada lal ~ k, la sucesión { nav1} es de 

nuevo una sucesión de Cauchy en la norma II·IILP(!l)· Se dice que existe va E LP(O) tal 

que IIDavi- vai!L" -----+O, cuando j-----+ oo. En particular v1 -----+ v0•"'•0 :=ven V(O). 

Solo falta verificar que nav existe y es igual a va. 

Para ello, observe que si w1 -----+ w en LP, entonces para todo cp E D(O), se cumple 

L wi(x)cp(x)dx -----+lo w(x)cp(x)dx 

Esto se sigue de la desigualdad de Holder 

Para mostrar que na = va, debemos verificar la identidad en el sentido distribucional 

Por tanto 

o 

2.3.1 Desigualdades en los Espacios de Sóbolev 

En los espacios de Sóbolev existen relaciones de inclusión que se usan muy a menudo, 

cuando las inclusiones de un espacio en otro son continuas. 

Proposición 2.1. Sea O cualquier dominio, k, m E zt tal que k ~m, 1 ~ p ~ oo, 

entonces 

inclusión continua y compacta. 



Observemos que 

llullk,p,n = ( L JDauJ1") l/p ~ 
lai:'Sk 

por tanto, tomando la inclusión: 

i: Wm,p(O) ---+ Wk•P(O) 

u r----7 i(u) =u 

la desigualdad anterior significa que : 
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La siguiente proposición nos muestra que si p > q, wm,q e Wk,p, esto es claro de 

entender pues en el primer espacio los elementos que la conforman deben de ser mas 

veces integrables. A continuación la proposición formal con algunos resultados a partir 

de esta proposición. 

Proposición 2.2. Sea O dominio acotado, k E Zci, p, q E IR tal que 1 ~ p ~ q ~ oo, 

entonces 

observe que para k = O se tiene la siguiente cadena 

Recordar que: 

donde 

(L5o(O))' 

(L2 (0))' 

(LP(O))' = {T : LP(O) -t IR: T lineal continua}, 

con la notación de dualidad (T, f) = L T f la continuidad significa que se cumple para 

algún e> O 

J(T, f)J = IL Tfl ~ cllfiiL" Vf E LP(O). 
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Si TE V, y además - +- = 1, entonces, la desigualdad de Holder garantiza: 

r p 

Por otro lado se tiene: 

Por tanto 

I(T, f)l ~ cllfiiLP con e= IITIIu 

IITIIcLP)' = sup I(T,J)I 
llfiiLP=1 

IITIIucn) = sup I(T, f)l 
llfiiLP=1 

Definición 2.9. Definimos los espacios w;(n) por 

w;(n) = la clausura de D(f2) en w;(n) 

Es natural que estos espacios se pueden caracterizar por 

w;(n) ={u E w;(n) j u= 0 sobre r = 80} 
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Como w;(n) es espacio de Banach, entonces se cumple que w;(n) es un espacio de 

Banach. 

En particular para p = 2 se denota por 

2.3.2 Dualidad en los Espacios de Sóbolev 

Sabemos que si V es un espacio de Banach, V' es el espacio dual de V, y la norma en 

V' se define por: 

IITIIv' = sup ITxl = sup ITxl = sup IITI xlll = sup (T, x) 
llxllv llxll9 xEV,#O X llxll=l 

Ejemplo 2.6. Para 1 ~ p < oo 

(U(f2))' = {T: U(f2) ~ R, lineal y continua} 



T; LP(D) ---+ ~ 

v 1-----t (T,v) = fnrv 

Si fE Lª(D), con~+~= 1 
. p q 

por desigualdad de Holder se cumple 

Entonces se cumple que fE (LP(O))'. 

Por otro lado si: 

TE (U(D))', 

entonces 3c > O tal que: 

1 (T, v) 1 ~ cllviiLP(O) , Vv E LP(D) 
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Usando el Teorema de Riesz se tiene en [Brezis pag. 61] que existe fr E Lª(O) tal que 

y de ello se tiene que 

(T,v) = L frv 

Lª(O) = (LP(O))', ~ + ~ = 1. 
p q 

Definición 2.10. Sea 1 ~ p ~ oo, k E z+, q E ~ tal que ~ + ~ = l. Se define el espacio 
p q 

Dual de Wk,q por 

su norma 

llvll-k,q,n = sup 
uEWk,P(O) 

l(v, u)l 
sup 

uEWk·P(O) llulik,p,O 

en particular si p = 2 tenemos H-k(O) = (Hk(O))' 

Observación 2.1. Sean V, W dos espacios de Banach tal que V e W; veamos la relación 

de V' y W'. 

Sea T E W' se cumple 

I(T,w)l ~ cilwllw, Vw E W 
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En particular 

/(T, v)l ~ cllvllw, 'í!v E W. (2.5) 

entonces TE V' con la norma de W. Por lo tanto 

W' e V' con la norma de W. 

Si V e W es una inyección continua (llvllw ~ Mllvllv) para algún M, entonces si 

T E V', de (l. 7) se tendría 

(T, v)l ~ cllvllw ~ cMIIvllv, 'í!v E V; 

Por lo tanto W' e V' si V e W (inclusión continua). 

De las inclusiones de Sóbolev sabemos que 

de ello se cumple 

obteniendo la siguiente cadena de inclusiones continuas para k entero positivo 

D(n) e ... e Hk(n) e Hk-1(0) e ... e L2 (n) = (L2 (f2))' e ... e H-k+1(n) e 

H-k(f2) e··· e D'(O) 

El espacio de Hilbert es una generalización del concepto de espacio euclídeo. Esta genera­

lización permite que nociones y técnicas algebraicas y geométricas aplicables a espacios 

de dimensión dos y tres se extiendan a espacios de dimensión arbitraria, incluyendo a 

espacios de dimensión infinita. Ejemplos de tales nociones y técnicas son la de ángulo 

entre vectores, ortogonalidad de vectores, el teorema de Pitágoras, proyección ortogonal, 

distancia entre vectores y convergencia de una sucesión. El nombre dado a estos espacios 

es en honor al matemático David Hilbert quien los utilizó en su estudio de las ecuaciones 

integrales. 

Más formalmente, se define como un espacio de producto interior que es completo con 

respecto a la norma vectorial definida por el producto interior. Ahora definiremos pro­

ducto interno para luego poder definir formalmente Espacio de Hilbert. 
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2.4 Espacios de Hilbert 

Espacio con Producto Interno 

Sea H un espacio vectorial, (-, ·) : H x H ---t lHI es un producto interno si: 

i) (x,x) ~O, 'Vx E H. 

íi) (x, x) = O, si x = O. 

iii) (ax, y) = a(x, y), 'Vx, y E H, a escalar. 

ív) (x, y)= (y, x). 

v) (x+ z,y) = (x,y) + (z,y). 

n 

Ejemplo 2.7. :!Rn, (x, y)= L XiYi, X= (x¡, · · · , Xn) E :!Rn, Y= (y¡,··· , Yn) E :!Rn 
i=l 

Demostraremos que (x, y) es un producto interno 

í) (x, x) ~O 

n 

(x,x) Lxixi 
i=l 

n 

¿x; 
i=l 

Como x7 > o 
(x,x) > o. 
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ii) (x, x) = O ~ x = O 

(x, x) o 
n 

L:xt o 
i=l 

~X~ t o para cada i. 

~lxi! o para cada i. 

~Xi O para cada i. 

~X O. 

n n 
iii) (ax, y)= 'L)axi)Yi =a LXiYi = a(x, y). 

i=l i=l 

n n n n 

iv) (ay,x) = LYi,Xi = LYi Xi::;:; LXiYi = LXiYi = (x,y). 
i=l i=l i=l i=l 

v) (x + z, y) = (x, y)+ (z, y). 

n 
(x+z,y) L(xi + zi)Yi 

i=l 
n 

- L(XiYi + ZiYi) 
i=l 
n n 

L XiYi + L ZiYi 
i=l i=l 

- (x, y) + (z, y) 

Luego : (~n, ( ·, ·)) es un espacio con producto interno. 

00 

Ejemplo 2.8. l2 = { x = (xn)neN : L lxn 12 < +oo} es un espacio con producto interno, 
n=l 

con 
00 

(x,y) = LXn · Yn 
n=l 

00 

Demostraremos que (x, y) = L Xn · Yn es un producto interno. 
n=l 
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i) (x,x) ~O 
00 

(x, x) - l:xn.Xn 
n=l 

00 

= l: lxnl
2 

n=l 
Como lxnl2 > o 

00 

(x,x) l: lxnl2 ;=::O 
n=l 

(x,x) > o 

ii) (x, x) =O {:::=:}x=O 
00 

(x,x) l:xn.Xn 
n=l 

00 

l:lxnl2 
=O 

n=l 
{::::::} lxn 12 o para cada n. 

{::::::} Xn o para cada n. 

{::::::} X - o para cada n. 

iii) (ax, y) = a(x, y) 
00 

(ax, y) - l:(axn)Yn 
n=l 

00 

a l:(axn)Yn 
n=l 

- a(x,y) 

iv) 

00 

(y,x) l:Yn·Xn 
n=l 

00 

LYn·Xn 
n=l 

00 

LXn·Yn 
n=l 

- (x, y) 
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v) (x + z, y)= (x, y)+ (z, y) 

00 

(x+z,y) 
n=l 

00 

n=l 
00 00 

n=l n=l 

(x, y)+ (z, y). 

Propiedades 

Sea (H, (-, ·)) espacio con producto interno 

i) (z, x +y) = (z, x) + (z, y). 

ii) (x, ay) = a(x, y). 

Desigualdad de Cauchy-Schwartz 

1 (x, y) 1 ~ (x, x) + (y, y), \:fx, y E H. 

Observación 2.2. Sea (H, (·, ·)) espacio con producto interno. 

llxll=~ \:/xEH 

define una norma sobre H. 

La norma proviene de un producto interno. 

i) llxll 2 O 

llxll = ~ 
se sabe que (x, x) > o 

~~ > o 

~ llxll > o 



ii) /lx/1 = O ~ x = O 

iii) iiaxJJ = JaJIIxll 

iv) llx + Y/1 ~ llx/1 + /IYII 

Jlx+y/12 

JJx+yJJ2 

/lx+yll 

/lxll - O 

y'(x,X) = o 

~ (x,x) = O 

~X- 0 

/laxJJ = v(ax,ax) 

IJaxJI - va.a(x,x) 

IJaxJI = vlai2(x, x) 

IJaxJI - lalv'{x,X} 

JJaxll - laJJJxJJ 

= (x + y,x+ y) 

- (x, x) + (y, x) + (x, y) + (y, y) 

- llxll2 + 2Re( (x, Y))+ IIYII2 

- llx/12 + 21 (x, Y) 1 + IIYII2 

- llxll2 + 2v'(x,X} .J(ii:Y) + IIYII2 

= /lxll2 + 2llxll IIYII + IIYII2 

< (JJxJI + IIYII)2 

< llxll+ IIY/1 

Desigualdad de Cauchy-Schwartz. 

Si la norma proviene de un producto interno entonces: 

J(x,y)J ~ llxii·IIYII 
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La norma 11 · 11 proviene de un producto interno si cumple la ley del paralelogramo: 

• !!x + Yll 2 
- (x +y, x +y) 

- (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) 

- llxll2 + (x, Y) + (y, x) + IIYII2 

• llx - Yll 2 = (x-y, x-y) = llxll2
.- (x, y) - (y, x) + IIYII2 

Espacio de Hilbert 

Sea ( H, ( ·, ·)) nn espacio con producto interno. 

El espacio H es de Hilbert con 11 · 11 si 

i) Hes de Banach con 11·11· 

ii) 11 · 11 provenga del producto interno. 

37 
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2.4.1 Algunos Espacios de Hilbert 

( 

n ) 1/2 

l. JRn con llxll = ~ lxil2 

En efecto: 

El producto interno en JRn 

(x,y) 

(x, x) 

(x,x) 

llxll 

= 

es un espacio de Banach 

n 

LXiYi 
i=l 
n 

LXiXi 
i=l 
n 

'L:Ixil2 
i=l 
llxll2 

~ 

Luego: 11 ·11 en JRn proviene de un producto interno. 

l2 es un espacio con producto interno 
00 



El producto interno en 12 

00 

(x, y) - L x/fji 
n=l 

00 

(x,x) LX/fh 
n=l 

00 

n=l 

(x, x) - llxll2 

llxll ~ 

=? 11·11 proviene de un producto interno. 

Luego: 

l2 es Hilbert con 11 · 11· 

39 

2.4.2 Funciones Lineales 

Sea V un espacio de Hilbert con producto escalar (·, ·) y norma 11· llv-

Definición 2.11. (Funcional Lineal). 

Una funcional lineal en V es una función: 

L:V --+ IR. 

u t---7 L(u) 

tal que L(au + f3v) =aL( u)+ f3L(v), \fa, f3 E IR 

Una funcional lineal es acotada (contínua) si existe CE IR+ tal que 

IL(v)l S Cllvllv \fv E V (2.6) 
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Ejemplo 2.9. V= L 2 ([a, b]) 

l: L2 ([a, b]) --+ lR 

g 1----t l(g) = ¡b g(x)dx 

Veamos: 

( i) Linealidad: 

l(ag + /3!) = 1b[ag(x) + f3f(x)]dx =a ¡b g(x)dx + f31b f(x)dx = al(g) + f3l(f) 

Es acotada, puesto que por la desigualdad de Cauchy-Schawrz 

ll(g)l 111 

g(x)dxl ~ 11

lg(x)ldx ~ 1111111911 
ll(g)l < cll9ll 

El método variacional es especialmente útil en el estudio de la existencia de soluciones 

débiles de problemas de contorno no lineales para E.D.O. ó E.D.P., pues permite el uso 

de herramientas muy potentes del Análisis Funcional. 

Se debe de aprender aplicar tal método a problemas de relacionados con E.D.O., donde 

las dificultades técnicas son más fácilmente superables, para pasar después al caso de 

E.D.P. Se necesita conocer los espacios de Sóbolev para entender adecuadamente el 

desarrollo que hacemos seguidamente, asi como tener unas nociones minimas de Cálculo 

diferencial e integral. 

2.5 Método Variacional 

l. transformar el problema clásico a un problema débil. 

2. Se establece la existencia y unicidad de la solución débil usando el Teorema de 

Lax-Milgram. 

3. Recuperación de la solución clásica, se demuestra que si una solución débil se le 

suma la regularidad se logra recuperar la solución clásica. 
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Las formas bilineales son un caso particular de funciones multilineales que tienen diversas 

aplicaciones. A continuación la definición formal: 

Definición 2.12. Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que la forma bilineal 

a:HxH----+ IR 

(u,v) r-+ a(u,v) 

es continua si existe una constante e > O tal que 

y es H -elíptica si existe una constante a > O tal que 

a( u, u) 2:: allullt, Vu E H. 

En caso de existir, e y a son llamadas constantes de continuidad y elipticidad, respec­

tivamente. 

En este trabajo hacemos uso del teorema de Lax-Milgram por ser quien garantice la 

existencia y unicidad de la forma débil de diversas ecuaciones elípticas en derivadas 

parciales de segundo orden. Su enunciado dice que: 

Definición 2.13. Sea a: H x H 1--7 IR una forma bilineal continua y coersiva, entonces 

existe un único operador A E .C(H) que verifica 

(Au, v) =a( u, v) Vu, vE H. (2.7) 

Teorema 2.2. Sea H un espacio de Hilbert y a una forma bilineal, continua y coersiva. 

Entonces para cada f E H 1 (f lineal y continua) existe un único u E H tal que 

a(u,v) = (f,v), Vv EH (2.8) 

además, si a es simétrica, entonces u es caracterizado por la propiedad 

!a( u, u)-(!, u)= mín {!a(v, v)- (!, v)} 
2 vEH 2 
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Demostración. 

Sea f E H 1 y sea v E H el punto asociado de H asociado a f osea f(v) =< f, v > 

, 'Vv E H. 

Entonces se tiene que de la ecuación (2.8) es equivalente 

Av=v¡ (2.9) 

Donde A es el operador definido por (2.7), además de la definición (1.12) se tiene que 

IIAvll ~ adlvll, Yv E H. 

De la ecuación (2.9) se tiene que posee a lo más una solución. 

Para demostrar la unicidad veamos el rango de A R(A), que es ala vez cerrado y denso 

en H. 

• Demostrar que R(A) es denso. 

Esto es equivalente a probar que R(A).L ={O} 

Si vE R(A).L, entonces O= (Av,v) ~ allvW, de donde v =O. 

• Demostrar que R(A) es cerrado. 

Supongamos que Un EH, para cada n ~ 1 y que Aun ----+ven H y veamos que 

en tal caso v E R( A). Tenemos que: 

de donde {Un} es una sucesión de Cauchy y necesariamente existe u EH, tal que 

Un----+ U. 

Pero entonces v = Au y en consecuencia vE R(A). Como queríamos demostrar . 

• 



Capítulo 3: 

Formulación Variacional para el 

Problema de Dirichlet en los 

Espacios de Sóbolev 

3.1 Problema de Dirichlet Homogéneo Asociado a la 

Ecuación de Poisson 

Dado fE P(O). Hallar u definida en O y solución de 

=! 
=0 

en n e !R3 

sobre an. 
(3.1) 

Supongamos que u es suficientemente regular de modo que la ecuación anterior tenga 

sentido, por ejemplo u E H 2 (0), entendiendo las derivadas en sentido de distribuciones, 

para esto tomemos una función vE H¡}(O) ={vE H1(0)jv =O en 80}. 

Multiplicando la primera ecuación por una función vE Hó-(0) e integrando en n. 

1 -~uv dx - 1 fv dx (3.2) 



Utilizando la fórmula de Green 

L -~uv dx = L \lu\lv dx- hn ~: v ds 

y sabiendo que V j 80 = 0, tenemos 

L -~uv dx L "\lu\lv dx 

de modo que la ecuación anterior nos queda 

L \lu\lv dx = L fv dx , \lv E H~(n) 

esta ecuación tiene sentido aunque u no esté en H 2 (0), basta con que u E H 1(0). 
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(3.3) 

(3.4) 

Por otro lado, al ser u= O sobre 80 y por las propiedades de 80 tenemos que u E HJ(O). 

Por lo tanto el problema (3.4) recibe el nombre de formulación variacional o débil, como: 

{ 

Dada fE L2 (0), hallar u E HJ(n) tal que 

L \lu\lv dx = L fv dx , Vv E H~(n) 

Teorema 3.1. El problema anterior tiene solución única. 

Para esto utilizaremos el teorema de Lax.-Milgran. 

Sea a: H¡}(n) x H¡}(n) -7JR 

definida por: 

a(u,v) L \lu\lv dx 

y 

L : H~(n) -7 lR 

definido por: 

L(v) = L fv dx 

Probemos que a( u, v) así definido cumple que: 

(3.5) 



I. Es bilineal 

11. Continua y 

111. H-Elíptica. 

l. Bilineal: 

En efecto: Sea>.., J-t E IR y u, v, w E H 1 (0.) 

a(>..u + J-LV, w) L V(>..u + J-LV)'Vw dx = L (>..'Vu + J-t'Vv)'Vw dx 

>.. L \7u\7w dx + J-t L \7v\7w dx 

>..a( u, w) + J-ta(v, w) 

El otro caso se demuestra en forma análoga. Por lo tanto a( u, v) es bilineal. 

11. Continuidad: 

Probaremos que: la( u, v)i ~ el!ui!Hl llvi!Hl, e~ o 
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La continuidad se obtiene gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz, en efecto: 

la( u, v)i - IL \7u\7v dxl ~ L i'Vui!Vvl dx 

< (L 1Vul
2 

dx) 

112 (L 1Vvl
2 

dx) 

112 

IIVuiiL2(n) IIVviiL2(n) 

iiuiiHJ llviiHJ 

La constante de continuidad es e = l. 

111. HJ-Elíptica: 

Probaremos que: 

La HJ-elipticidad se obtiene por la equivalencia de norma en HJ(O.), por ser O. 

acotado, ya que en este caso se verifica la desigualdad de Poincaré, en efecto 



~ a( u, u) 2: o:i!u!!~l la constante de HJ-elipticidad es o:= l. 
o 

Finalmente L: HJ(n) ---tJR con L(v) = J0 f v dx = (!, v) es lineal y continua. 

( i) L es lineal: 

En efecto: Vu, v E HJ(O) , A, o: E 1R se tiene: 

L(Au + ¡.w) 

Luego L es lineal. 

( ii) L es continua: 

l j(Au + ¡.¿v) dx 

Al fu dx + ¡.¿ l fv dx 

AL( u)+ ¡.¿L(v). 

Para fE L2 (0), probaremos que !L(v)! ~ el!vi!HJ 

!L(v)! = ll f v dxj ~ fn!!!!v! dx 

Luego Les continuo. 

< (fn!!!2dx) 1/2 (fn!v!2dx) 1/2 

l!fi!L2 l!vl!p 

< el llfi!L2·11\7vllp desigualdad de Poincaré 

- e l!\7vi!L2 =e l!vi!HJ , Vv E H¡}(O) 

Por tanto de ( i) y ( ii), L es lineal y continuo. 
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Observación 3.1. Por lo tanto, como las hipótesis del teorema de Lax-Milgram se 

verifican, se tiene que el problema variacional tiene única solución u E HJ. 

Ahora demostramos que una solución del problema fuerte es solución del problema débil 

(3.5). 

Recíprocamente, si u E HJ(n) es solución del problema débil, entonces podemos re­

cuperar las ecuaciones de la formulación fuerte en el sentido de las distribuciones y el 

teorema de traza. 
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En efecto, como D(D) es denso en H¡}(D), tenemos que la ecuación de la formulación 

débil es cierta Vr.p E D(D), 

L \lu \lr.p dx = L f r.p dx, Vr.p E D(D) (3.6) 

que interpretándolo la integral como producto de dualidad entre D(D) y D' (D), equivale 

a 

("V u, "Vv) n' (n),D(n) = (!, r.p)n' (n),D(n) Vr.p E D(D) (3.7) 

y por definición de derivada en sentido de distribuciones, tenemos 

("V u, "Vv) D' (n),D(n) = (-!::..u, r.p), Vr.p E D(D) (3.8) 

Reemplazando (3.8) en (3.7), tenemos que: 

(-b..u,r.p)D'(n),D(n) = (f,r.p)D'(n),D(n) Vr.p E D(D) 

===} (-!::..u, r.p) D1 (O),D(O) - {f, r.p) D' (O),D(O) = 0 

por propiedad de producto interno tenemos 

===?(-!::..u-f, r.p)D'(n),D(O) = 0, Vr.p E D(D). 

donde: L (-!::..u- f)r.pdx - o, Vr.p en D(D) 

===? -!::..u-f O, Vr.p en D(D) 

===} -!::..u - f, Vr.p en D(D) 

en particular, como f E L2 (D) se tiene 

y por las propiedades de las funciones de L2 (D) 

-!::..u= f en n (3.9) 

Para recuperar las condiciones de contorno se necesita cierta regularidad en la solución 

débil. 
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En efecto, si suponemos que u E H 2(0.), tiene sentido integrar por partes en la solución 

débil (3.6) 

..ó.u E L2 (0.); además, como u E H 2 (0.) entonces ~u E H 1(0.); 1 ~ i ~ 3 y por lo tanto 
UXi 

se puede definir las trazas de estas funciones ~.1 , 1 ~ i ~ 3 pertenecen a L2 (80.). 
UXt 80 

La función ¡i ~u.l es una función de L2 (0.) por ser producto de una función de L(oO.) 
uxt an 

y otra de L 2 (0.) y podemos definir la derivada normal. 

ou ~ ou = = \lu.¡ = L....J ~/i en L2 (0.) 
un i=l uxt 

En (3.6), aplicamos el teorema de Green. 

- r ..Ó.UV dx + r ~U V ds 
Jn lan un 

r -..Ó.UV dx + r ~U V ds 
Jn Jan un 

Pero por (3.9) se tenemos: 

L f dx, Vv E H 1(0.) 

L f dx, Vv E H 1(0.) 

r fvdx + r ~U V ds 
Jn Jan un 

1 ou 
::::;.. -;;¡-V ds 

an un 

L fvdx, Vv E H 1 (0.) 

O, Vv E H1(0) 

Expresandolo en sentido de distribuciones: 

(\Jun, V) D'(O),D(O) = o 

=::::? (un, \Jv)D1(0),D(O) - o 

==? 1 u n\lvds o 
an 

===} u o en an 

(3.10) 
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3.2 Problema de Dirichlet No Homogéneo Asociado 

a la ecuación de Poisson 

Dado fE L2 (0), hallar u definida en O y solución de: 

{ 

-~u= f en n 
u=g, en80=r 

(3.11) 

Supongamos que u E H2 (O) es suficientemente regular de modo que la ecuación anterior 

tenga sentido. 

Para esto tomemos una función test vE HJ(O), HJ(O) = {vE H 1(0)/v =O en 80} 

Ahora multipliquemos la ecuación anterior por una función test ve integremos sobren, 

V= 0 en 80. 

i -~uvdx - i fvdx, Vv E Hó(O) 

Utilizando la fórmula de Green: 

1-~uvdx 

y sabiendo que vlan =O, tenemos 

{ "Vu"Vvdx- f 
8
8u vds 

Jn lan n 

1 -~uvdx = 1 "Vu"Vvdx , Vv E HJ(O) 

Luego reemplazamos (3.13) en (3.12): 

i "Vu"Vvdx = 1 fvdx , Vv E HJ(O) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Vemos que esta ecuación tiene sentido aunque u no esté en H 2(0), basta con que u E 

HJ(O). 

Por tanto (3.15) es el problema variacional o problema débil de (3.14), como: 

{ 

Dado J E L2 (0), hallar u E H1 (0) tal que 

1 Vu"Vvdx = 1 fvdx , Vv E HJ(O) 
(3.15) 
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Vemos que aparentemente el problema (3.15) cumple las condiciones del teorema de 

Lax-Milgram, es decir que a( u, v) es bilineal, continua y H-elíptica, lo que permitiría 

asegurar la existencia y unicidad de la solución del problema débil, sin embargo no es 

cierto, porque no cumple la condición de que ambas funciones u y v pertenescan al 

mismo espacio. 

Entonces, para resolver este inconveniente y que luego cumpla el teorema de Lax­

Milgram, tomamos una función cualquiera u0 que sea igual a la condición de contorno 

de u, pero en todo el dominio y en la frontera. 

Luego definimos una nueva función w como diferencia de u y u0 , de modo que susti­

tuyéndola en el problema débil lograríamos un problema débil de Dirichlet Homogéneo 

el cual cumpla con las condiciones del Teorema de Lax-Milgram, es decir: 

l.uo=g enOyenoO=f 

e nO 
2. w = u- uo = { u- g, 

g- g =o, enr 

====}- u = w + uo 

Ahora si u es solución de la ecuación (3.15), entonces w lo es de la siguiente: 

Reemplazando u en la formulación débil (3.15). 

1 \7(w + u0 )\7vdx -

1 (\7w + \7u0 )\7vdx 

1 \7w\7vdx + L \7u0 \7vdx 

L f.vdx 

fotvdx 

fotvdx 

De esta manera hemos trasladado el problema al caso homogéneo, de modo que el 

problema variacional es: 

hallar w E HJ(O) tal que 

L \7w\7v dx = L fvdx- L \7u0\7vdx, 'ilv E HJ(O) 

donde u0 E HJ(O) con uolr = g 

(3.16) 



Luego, (3.16) podemos expresarlo de manera compacta como: 

donde, 

y 

L(v) = 

1 \lw\lvdx } 
a(w,v) = L(v) 1 fv dx- ¡ '\lu,'\lvdx 

a(w,v) = 

a: HJ(O) x HJ(O) ----+ lR 

definido por: a(w, v) = L \lw\lvdx 

L : HJ(O) ----+ lR 

definido por: L(v) = L fvdx- L \luo\lvdx 
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Teorema 3.2. El problema anterior tiene solución única, si cumple las condiciones del 

teorema de Lax-Milgran 

Demostración. Como a(w, v) = L \lw\lvdx, probaremos que a(w, v) así definido 

cumple que: 

i) Es bilineal 

ii) Continua y 

iii) H-Elíptica (Coersiva). 

i) a(w, v) es Bilineal: 

En efecto: Sea A., J-t E lR y u, v, w E HJ(O), tenemos: 

a(w, A.u + J-tV) - L \lw\l(A.u + pv)dx 

L \lw(A. \lu + p\lv)dx 

LA. \lw\ludx + L J-t\lw\lvdx 

= A. k \lw\ludx + J-t k \lw\lvdx 

::::} a(w, A.u + J-tV) A.a(w, u)+ J-ta(w, v). 



Luego para la linealidad de la otra componente se demuestra en forma análoga. 

Por tanto a(w, v) es bilineal. 

ii) a(w,v) es Continua: 

Probaremos que: ia(w,v)i::;; e¡¡uiiHfi llviiHfi' e~ o 
En efecto: 

ia(w,v)i IL \7w\7vdxi 

< L iV'wV'vidx 

< L IY'wiiY'vldx 
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< ( ) 1/2 ( ) 1/2 L IY'wl2dx L IY'vl2 ' por desigualdad de Cauchy-Schwartz 

IIY'wiiL2(0) IIY'viiP(n) 
::;; (IIY'wiiL2(n) + llwiiL2(n)) + (IIY'viiL2(n) + llviiL2(n)) 

iiwiiHJiiviiHfi 

::::} la(w, v)i < llwiiHJ llviiHJ· 

Luego a(w, v) es continua con e= l. 

iii) a(w, v) es H-Elíptica: 

Se obtiene de la definición de norma en HJ(n) 

Probaremos que: 

a(w, w) > aiiwll~l 
o 

En efecto: 

Luego sabemos que: 

a(w, w) = l (\7w\7w)dx = L (\7w) 2dx 

IIY'wlli2 

(3.17) 



Pero por la desigualdad de Poincaret: ::le > O tal que 

llwiiL2 < ciiY'wiiL2 

llwiiL2 < c2 IIY'wllp 

De (3.17) se sigue: 

llwll~l < c2 IIY'wlli2 + IIY'wi1i2 o 

< (c2 + 1)IIY'wlli2 

Entonces c2 ~ 1 11wii~J < IIY'wi1i2 = a(w, w) 

====? a(w, w) > allwll~l o 

Luego a( w, w) es H-elíptica con a = +-
1 

la constante de coersividad. 
e + 

Finalmente, veamos que: 

L(v) 1 fvdx -1 V'u0 V'vdx. 

sea lineal y continua. 

( i) L( v) es lineal: 

En efecto, sea a, J-l E IR y u, v E HJ(n) se sigue 

L(au + J-lV) - 1 f(au + J-tV)dx -1 Y'uo Y'(au + J-lV)dx 

- aL fudx + J-l 1 fvdx- (a 1 V'u0 V'udx + J-l 1 V'u0 V'vdx) 

a [L fudx- 1 Y'uo V'vdx] + J-l [1 fvdx- L Y'uo V'vdx] 

aL( u)+ J-tL(v) 

Luego L( v) es lineal. 

( ii) L( v) es continua: 

Para f E L2 (S1) fijo se tiene: 

L(v) - 1 fvdx -1 V'u0 V'vdx. 
~ '-n--.,...---

l(v) k(v) 
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Demostraremos que l(v) y k(v) son continuas. 

Para l(v): 

ll(v)l IL fvdxl 

< k ifvidx 

< k ifiividx 
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< (L ifi 2dx) 
112 (L lvl2dx) 

112
, por desigualdad de Cauchy-Schwartz 

IIJIIL2(n) llviiP(n) 

< IIV' !IIL2(0) IIVviiL2(n), por desigualdad de Poincaret 

II!IIHJIIviiHJ 
= CllviiHJ• tomando e= lifliHJ 

=? il(v)i < CIIVIIHJ 

Para k(v): 

ik(v)i 11 V'uo"Vvdxl 

< k i"Vu0V'vidx 

< fni"Vuoii"Vvidx 

< (L i"Vu0 i2dx) 
112 

(fni"Vvl2dx) 
112

, por desigualdad de Cauchy-Schwartz 

lluoiiL2(n) llviiP(n) 

< IIV'uoiiP(n) IIV'viiL2(n), por desigualdad de Poincaret 

lluoiiHJ IIVviiHJ• tomando k1 = lluoiiHJ 

k¡llviiHJ 

=? ik(v)i < k¡llvliHJ 

Luego l(v) y k(v) son continuas, entonces L(v) = l(v)- k(v) es continua. 

Por tanto, como las hipótesis del teorema de Lax-Milgram se verifican, se tiene que el 
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problema variacional (3.16) tiene solución.única w E HJ, entonces u= w+uo es solución 

del problema (3.16). 

Pero como la elección de u0 no es única, tenemos que demostrar la unicidad de u. 

Sean ub u2 dos soluciones del problema (3.16), entonces· se verifica. 

1) L V'u1 V'vdx = L fvdx, Vv E HJ(n) 

2) L V'u2 V'vdx = L fvdx, Vv E HJ(n) 

Restando 1) y 2), obtenemos: 

L V'(u1- u2)V'vdx =O, Vv E HJ(n) 

Luego tomando v = u1 - u2 E HJ(O), resulta: 

C1lu1- u21l S 1lu1- u21l = L V'(u1- u2).V'(u1- ~)dx =O. 

Por tanto, 

Ahora recuperaremos las ecuaciones de la formulación fuerte en el sentido de las distri­

buciones y el teorema de la traza. 

En efecto como D(n) es denso en HJ(n), tenemos que la ecuación de la formulación 

débil también es cierta Vc.p E D(n). 

L V'wV'c.pdx = L f.c.pdx- L V'uoV'c.p, Vc.p E D(n) (3.18) 

que interpretando la integral sobren como producto interno dual entre D'(O) y D(O), 

equivale a: 

(V'w, V'c.p) (f, c.p) - (V'uo, V'c.p), Vc.p E D(O) 

(V'w, V'c.p) + (V'uo, V'c.p) (f, c.p), Vc.p E D(O) 

(V'w + V'uo, V'c.p) - (f, c.p), Vc.p E D(O) 

(V'(w + uo), V'c.p) - (f, rp)' Vc.p E D(O) 

(V' u, V' rp) D'(O),D(O) - (f, c.p)n'(n),D(n), Vrp E D(n) (3.19) 



Y aplicando la derivada en sentido de las distribuciones tenemos: 

(\Ju, 'Jcp)D'(O),D(O) = (-bou, cp)D1(0),D(O) 

Reemplazando (3.20) en (3.19) tenemos 

( -bou, cp) D'(O),D(O) 

( -bou, cp) D'(O),D(O) - (!, cp) D'(O),D(O) 

=} ( -bou- f, cp) D'(O),D(O) -

(!, cp)n'(n),D(n), Vcp E D(n) 

O, Vcp E D(O) 

O, Vcp E D(O) 

=? L ( -.6.u- f)cpdx - O 

=? -.6.u = f en L2 (0). 

y por propiedades de las funciones L2 (0), se tiene: 

-.6.u = f en c.t.p. de n. 
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(3.20) 

Para recuperar las condiciones de contorno se necesita cierta regularidad en la solución 

débil. 

En efecto, si suponemos que u E H 2 (0), tiene sentido integrar por partes en la formula­

ción débil (3.16) y .6.u E P(n), además como u E H 2 (0) entonces ~u E H 1 (0); i = 1, 2 
UXi 

y por lo tanto se puede definir las trazas de estas funciones ~u-1 , i = 1, 2 pertenecen 
uxt an 

a L2 (80). 

La función ,.,/ ~u-1 es función de L2 (0) por ser producto de una función de L(oO) y 
uxt an 

otra de L2 (0) y podemos definir la derivada normal. 

(3.21) 
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Luego, en (3.18), aplicamos el teorema de Green. 

f -Aw<pdx + f aaw <pds 
lo lan n 

L f<pdx- (L -Auo<pdx 

+ in ~: <pds) 

r r ¡aw f8uo 
Jo -Aw<pdx +lo -Au0<pdx +Jan 8n <pds +Jan 8n <pds L f<pdx 

r r (aw auo) lo -(Aw + Auo)<pdx +Jan 8n + an <pds - L f<pdx 

f -Au<pdx + f aau <pds 
lo lan n - L f<pdx 

f ( -Au- f)<pdx + f aau <pds 
lo lan n 

o 

1 au 
::;. -

8 
<pds 

an n 
o 

::} \lu n o en r = an 
a u o enr=an 
axi 

=}u uo, enr=an 

como, u o g, enan=r 

=}U - g, en an. 



Conclusiones 

l. La formulación variacional es una herramienta muy útil que nos va a permitir 

estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales en un ambiente 

muy general, y así superar la problemática presentada por los métodos clásicos. 

2. La formulación variacional para problemas de Dirichlet en los espacios de Sóbolev 

es de fácil adaptabilidad a diversas situaciones expuestas de manera parcial en el 

presente trabajo. 

3. En los problemas de ecuaciones diferenciales parciales y en particular el problema 

de Dirichlet la formulación variacional es la técnica más dominante para su análisis 

y solución. 

4. En la formulación destaca en la recuperación de la solución clásica, basada en 

demostrar que toda solución fuerte o clásica es una solución débil. 



) 
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