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Introduccion

Actualmente la contaminacidn hidrica es uno de los problemas ambientales mas grandes a
nivel mundial, ya que la escasez de agua dulce y la creciente contaminacion de esta, estan
haciendo que su uso sea cada vez més dificultoso. Perd no es ajeno a esta problemdtica y
los casos de contaminacion en los cuerpos naturales de agua en nuestro territorio, son
cada vez mas significativos y frecuentes.

En la actualidad esta surgiendo en el pais una importante corriente de conservacion
ambiental, es por eso que las universidades estan enfocando esfuerzos en la creacién de
proyectos que permitan obtener niveles razonables de calidad de agua; lo cual ha dado
origen al desarrollo y aplicacion de una amplia gama de modelos especialmente
matematicos, con el fin de disefiar, dimensionar, aplicar y cumplir planes alternativos para
el control y manejo de la calidad de agua.
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RESUMEN

En este trabajo de tesis se muestra cémo deducir el modelo matematico basado en
el sistema OD - DBO (oxigeno disuelto — demanda bioldgica de oxigeno) de calidad de
aguas superficiales, donde se toma a la calidad de agua en un rio como un caso
particular de estudio. También se presenta como garantizar la existencia de la
solucidén analitica del modelo en mencién, aplicando el teorema de Cauchy —
Peano.

En el capitulo 1, se presentan las definiciones bioldgicas y quimicas que se utilizaran en el
planteamiento del modelo a la vez se presentan las definiciones basicas matematicas, que
constituyen el soporte tedrico para los teoremas que se desarrollaran en el capitulo 2.

En el capitulo 2, se mencionan y demuestran los teoremas necesarios que se aplicaran
para garantizar la existencia y unicidad de solucién del modelo en desarrollo.

En el capitulo 3 se plantea las ecuaciones del modelo, analiza y garantiza la existencia y
unicidad de solucién del modelo matematico OD - DBO de calidad de aguas superficiales
utilizando el teorema de Cauchy — Peano.




“APLICACION DEL TEOREMA DE CAUCHY - PEANO PARA DETERMINAR LA
EXISTENCIA DE LA SOLUCION DEL MODELO MATEMATICO DE DEMANDA DE
OXIGENO EN AGUAS SUPERFICIALES”

CAPITULO 1: BASE TEORICA:

1.1. ELEMENTOS BASICOS DE BIOLOGIA

En esta seccidn, se definen los conceptos bioldgicos que se usarén a lo largo de esta tesis.

Desoxigenacién: Es un proceso mediante el cual se elimina parte del oxigeno contenido
en un cuerpo de agua debido a la vegetacién presenté, la actividad microbiolégica o a la
alta temperatura del agua.




Reaireacion: Es la transferencia de oxigeno del aire al agua. Las superficies de agua
necesitan de oxigeno para completar su ciclo biolégico. Este proceso ocurre de forma
natural durante el transcurrir de las corrientes, en zona de rdpidos y quebradas la
reaireacion se produce a mayor velocidad.

La fotosintesis de las plantas acuaticas también contribuye a la recuperacién del oxigeno
en los rios.

Demanda Bioldgica de Oxigeno (DBO): El DBO es el parametro que mide la cantidad de
oxigeno que usan los microorganismos (principalmente bacterias y protozoarios) en la
degradacion (oxidacion) de la materia organica mediante procesos biol6gicos aerébicos.

Si hay una gran cantidad de desechos organicos en la masa de agua, implica que habra

- una cantidad importante de bacterias presentes trabajando para descomponer la materia
organica. En este caso la demanda de oxigeno sera alta, asi que el nivel de DBO sera alto.
Conforme el desecho es consumido o dispersado en el agua, los niveles del DBO empiezan
a bajar.
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Oxigeno Disuelto (OD): Es la cantidad de oxigeno que esta disuelto en el agua y que es
esencial para los rios y lagos saludables. El nivel de oxigeno disuelto puede ser un
indicador de que tanto esta contaminada el aguay cuanto soporte puede dar esta agua a
la vida vegetal y animal. Generalmente un nivel mas alto de oxigeno disuelto indica agua
de mejor calidad. Si los niveles de oxigeno disuelto son demasiado bajos, algunos peces y
otros organismos no pueden sobrevivir.
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Reaccién quimica: Es el proceso mediante el cual unas sustancias (reactivos), por efecto
de factores energéticos (bacterias) se transforman en otras nuevas sustancias llamados
productos.

MO + Bacterias + O, —- CO, + H,0 + Nuevo Microoganismo

~- e
Reactan tes Producto

S P
B e B
j Reaccién Quimica  »
s S 3 e

Condiciones iniciales Condiciones finales
Reactantes Producto g
Papel Ceniza

gy T e R N P i bty

Constante cinética de reaccién

Representa la proporcionalidad entre la velocidad de reaccidn y las variables que la
afectan, fundamentalmente la concentracién.

Calidad de agua

La calidad del agua no es una caracteristica absoluta, sino que es mas un atributo definido
socialmente en funcidn del uso que se le piense dar al liquido; cada uso requiere un
determinado estandar de calidad. Por esta razén, para evaluar la calidad del agua es
necesario considerar el contexto del uso probable que tendra.

Las estimaciones de disponibilidad del agua no reflejan por completo el problema de las
necesidades de este recurso, ya que en la mayor parte del mundo la calidad del agua esta
lejos de ser la adecuada. De acuerdo con la Organizaciéon Mundial de la Salud (OMS), 1 100
millones de personas no tienen acceso a una fuente de agua potable mejorada,
particularmente en areas rurales donde no existe posibilidad de que el agua tenga un
tratamiento previo que mejore su calidad y posibilite su uso general.

iz



La calidad del agua esta afectada por diversos factores como los usos del suelo, la
produccidn industrial y agricola, el tratamiento que se le da antes de ser vertida
nuevamente a los cuerpos de agua, y la cantidad misma en rios y lagos, ya que de ésta
depende su capacidad de purificacion

Constante de Desoxigenacidn: Indica la velocidad con que se consume el oxigeno disuelto
en el tramo de estudio, como consecuencia de la descomposicion de la materia orgdnica
gue contiene y se calcula con el objeto de conocer la cantidad de oxigeno que perdera el
cuerpo.

Constante de Reaireacion: Este coeficiente nos proporciona la tasa de reaireacién del
agua mediante el intercambio con la atmésfera. Depende de [a temperatura, velocidad de
la corriente, profundidad y tipo de lecho. Su determinacién tiene como objetivo conocer la
cantidad de oxigeno disponible que tendra el cuerpo en un tramo determinado, para
oxidar la materia organica.
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1.2. ELEMENTOS BASICOS MATEMATICOS

Iniciaremos recordando las siguientes definiciones y notaciones:

Al producto de n copias del espacio vectorial R, lo denotaremos por R™, es decir:

Diremos que x es un elemento de R™, lo cual denotaremos por x € R®, si y solamente si
X=X, Xa,., X, ;X ER;Ii=1,..,n

ESPACIOS METRICOS

Para definir proximidad entre puntos de una imagen digital, usaremos el concepto de
distancia, la cual pasamos a definir.

Definicién 1: Sean X un conjunto cualquiera no vacio y d una funciénreal d: X X X - R,
que cumple las siguientes propiedades:

d(x,y) =2 0,vx,yeX

d(x,y) = 0,siysolamentesix =y
d(x,y) = d(y,x),Vx,y € X

d(x,z) <d(x,y) +d(y,2),Vx,y,z€ X

A S

Alafuncién d se le llama métrica, y al par (X, d) se le llama espacio métrico.

Ejemplo: Sea X =R" para x = (X;,%5,..,%),¥ = V1, V2,.., ¥) € R", definamos
d:R" X R" - R, por d(x,y) = /X, l%; — y:[*, luego (R, d) es un espacio métrico.

Demostracién: sean x = (X1, X3,.., %), Y = Vi, V2, Y Z = (21, 22,..,2,) E R
1. Comox;,y; € Ri=12,..,n>x—y,€ R

S —-yl?=20i=12,..,n
" 2
- E - wlFzo0
=1

14



n
—d(x,y) = \/Z 1|xi —yil*=0
=

- d(x,y)=0
2. dx,y) =X —ylP=0- YLl —yl> =0
Sl —yl2=0,i=12,..,n
>l —yl=0i=12..,n
-»x—y;=0,i=12,..,n

»x=y,i=12,..,n
S>x=y

3. d(x,y) = XL lx —yil? = VXL — ]2 = d3, %) - d(x,y) = d(y,%)

4. Usaremos, la llamada desigualdad de Holder: sean p > 1,9 > 1: 1/p + 1/q = 1.
Entonces:

n n n
Z. la;b;| < (z_ lailp)l/p(E |b:1%) /4
=1 i=1 i=1

Como: |xj —z| < I —yil +lyi—zl,i=12,..,n

- (x—-zD*<Ux—wl+lyi—zD*%i=12,..,n

- Z 1(|xi — z;)? SZ_ 1(|xi —yil + lyi — zil)?
i= i=

n n 1/
- (Zi=1(|xi —Zil)z)l/z < (Z.=1(|xi — il + |y — Zil)z) z o (%)

i

De otro lado, aplicando la desigualdad de Hélder, en las siguientes desigualdades:
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n
D = yilll =il + Iy = 7]
i=
n '\ n 1
< _l=nl) QL Gr=nil+ = aDHe . ()
1= i=
n
D7 Iyl = yil + ly — ]
-

= (zn e = Zilz)l/z)(zz;ﬂxi —yil +lyi = 2Dz . (x5)

i=1
Ahora como podemos escribir:
(i = yil + i = z:D? = |2 = willlx — vl + lyi — z:A] + |y — zil % — vl + 1y — 2]

De donde en la desigualdad anterior, sumando sobre i = 1,2,..,n y usando las ecuaciones
(*2) ¥ (*3), se obtiene:

1 1
Callr =yl + i — 2D 72 < Gltaln =yl 72+ Glalyi - 2072 (w)
Usando la ecuacidn (*,), en la ecuacién (*,):
n 1 n 1/2 n 1/2
QO Ux—zde< () w=-wl) +() -zl
i=1 i=1 =1
De donde: d(x,2) < d(x,y) + d(y,2)

Por lo tanto d es una métrica y (R™, d) es un espacio métrico.

Para x € R", se define

n
L, = Z S+ 52 %2
i=1
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Liamada norma euclidiana en R™. Por comodidad escribiremos simplemente ||. || en vez
de . |l

Dado a € R™,r > 0,r € R , definimos:

Definicion 2 (CONJUNTO ABIERTO): Diremos que un subconjunto D c R™ es llamado
Abierto, si paratodo unx € D3r > 0: B(x,7) C D.

Ejemplo: Todo bola abierta en R™ es un conjunto abierto.

Demostracién: sea x, € R® yr > 0, mostremos que la bola abierta B(x,, ) es un
conjunto abierto, elijamos 0 < R =r— ||x — x| < r

Ahora verifiquemos que B(x, R) < B(x,,1)
Seay € B(x,R) - |ly—x|| <R
De otro lado:
ly = xoll = ly —x 4+ x — x| < lly — x| + llx — o/l <R+ llx — x5,
ly — 20l <R+ llx — xoll =7~ llx — x| + [|lx — ol

Luego
ly —xll <r—>ye€ B(x1)

Entonces B(x,R) € B(xq,7)
Por lo tanto B(x,, r) es un conjunto abierto.

Como consecuencia del hecho anterior se tiene que todo intervalo abierto (a; b) en R es
un conjunto abierto.

Definicién 3 (CONJUNTO CERRADO): Diremos que un subconjunto F ¢ R™ es llamado
Cerrado, si su complemento: F¢ = R™ — F es un conjunto abierto.
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Ejemplo: Todo bola cerrada en R™ es un conjunto cerrado.

Demostracién: sea x, € R" yr > 0, mostremos que la bola cerrada B[x;,7] es un
conjunto abierto, es decir que su complemento R™ — B[x,, 7] es un conjunto abierto.

Sea x € R™ — B[x,, ], mostraremos que existe R > 0 tal que la bola
B(x,R) ¢ R" — B[x,,7]
Puesto que x & B[x,,7] = ||x — x,]| > 7, elijamosR = ||x —xoll =7 > 0
Mostremos que para este R se cumple que: B(x, R) ¢ R" — B[x,, 1]
Seay € B(x,R) - |ly—=x|| <R
De otro lado:
lx — xoll = llx =y +y —xoll < lly —xll + lly — %o/l <R+ lly — xll
flx = xoll <R+ [ly — x0ll = [l — 2]l =7 + [l — 2

Entonces

—r+ 1y =2l >0 [ly = %]l > 1 > y & B[x,7]
Es decir

y € R" — B[x,,7] » B(x,R) ¢ R" — B[x,,7]

Luego R™ — B[x,, r] es un conjunto abierto, por lo tanto B[x,, r] es un conjunto cerrado.

Como consecuencia del hecho anterior se tiene que todo intervalo cerrado [a; b] en Res
un conjunto cerrado.

Definicion 4 (CONJUNTO COMPACTO): Sea X un espacio métricoy A c X, diremos que
A es compacto si y solamente si toda sucesion convergente en A posee una subsucesion
convergente.

Definicién 5 (CONJUNTO ACOTADO): Diremos que un subconjunto 4 c R™ es acotado, si
existe una constante y > 0 tal que: ||lx|l, <y;Vx€ A

En espacios métricos de dimensidn finita la definicion de compacidad es equivalente a:
A c X Es compacto si y solamente si A4 es un conjunto cerrado y acotado.
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Definicién 6 (CONTINUIDAD): Sea D c R", diremos que una funcién f: D ¢ R" —» R™ es
continua en xy € dom(f), si:

Ve > 0,36 > 0, tal que para todo x € dom(f) se cumple:

llx = xoll, <6 = (If () = fFlxpdlm < &

Ejemplo: La funcién identidad 1;: D ¢ R — R, definida por 1;(x) = x es una f{,Lngon
continua, basta elegir § = £ > 0, ya que:

o (x) = la(xo)| =[x — 0] <=6

Definiciéon 7 (CONVERGENCIA UNIFORME): Sea X un espacio metrlco y\Sea una funcnon
f:X - R .Diremos que una sucesién de funciones f,: X —» R, converge umformemente

hacia f si y solamente si:
Dado ¢ > 0,3 N(e) >0talque sin=2N() - |[fo(x) —f(X)[<e¢ Vx

Ejemplo: Sea f,:[0; 1[ = R, definida por f,(x) = x™ converge uniformemente hacia la

funcién idénticamente nula f(x) = 0, puesto que lim,,_,, , x™ = 0 en [0; 1]

Nota: denotaremos por C(K)) al conjunto de las funciones continuas definidas sobre el

conjunto compacto K ¢ R", es decir:
C(K)={f:X > Rtal que f es continua}
Sobre €(K) se define la métrica:

dos (£, 9) = Supre|f (%) — g(0)| = Maxeex |f () — g(x)|

Definicién 8 (UNIFORMEMENTE EQUICONTINUA): Diremos que una familia de funciones
continuas F = {f: E ¢ R™ —» R™} es uniformemente equicontinua; Si V€ > 0,36 > 0
tal que:

d(x4%5) <8 = |f(x) = f(x) < EVxy,x, EEVFETF
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Definicion 9 (UNIFORMEMENTE ACOTADA): Diremos que una familia de funciones
F = {f:E c R" - R™} es uniformemente acotada en E si existe una constante ¥ > 0

talque: |f ()| S M;Vx€EVfeF

La siguiente propiedad presenta el ejemplo estandar de familia equicontinua. Constituye
el criterio mas util para localizar dichas familias.

Propiedad: Sea (f;)ie;, fi: E € R" -» R™, wuna familia de funciones diferenciables ,
E c R" abierto y convexo. Si la familia de las derivadas (Df;);e; esta uniformemente
acotada en E. Entonces la familia (f;);¢; es equicontinuaen E.

Usemos la propiedad anterior para mostrar un ejemplos de una familia de funciones
equicontinua.

Ejemplo:SeaE = [0;1};J = N; f,(x) = %sin(nx), de donde f;, (x) = cos(nx)
Y como, se sabe que: [cos(nx)| < 1; Vx € E, ¥n € N, por propiedad anterior se tiene
que (fi)nen ©S una familia equicontinua.

Definicién 10 (ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA (EDO)):
Es una ecuacién que adopta la forma siguiente:

E(x,y(l),y(z), ...,y('")) =0,xel c R...... (1.3.1)
n) — W
Donde y e

En la ecuacién (1.3.1) se observa que la mayor derivada es la n-esima derivada, por esta

razon se le llama ecuacion diferencial de orden n.
Al exponente de la mayor derivada en la ecuacion (1.3.1) se le llama grado de la EDO.

Ejemplo: x'(t) = f(x,t), (x,t) enE € R? es una EDO de primer orden y de primer
grado.
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Definicién 11 (Solucién de Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO)): Diremos que una
funcién @:] ¢ R— R es una solucién de la EDO dada en la ecuaciéon (1.3.1) siy

solamente si ¢ satisface la ecuacién (1.3.1); es decir:
E(x' (p(l)l (P(z): ey (P(n)) = 0,x el

Ejemplo: La funcién @(x) = eXt es solucién de la EDO x'(t) = KeXt; puesto que

@' (t) = Ke'!

21




CAPITULO 2: TEOREMA DE CAUCHY - PEANO

PROBLEMA DE CAUCHY: Dada una funcién f: R?2 - R, el llamado Problema de Cauchy

consiste en hallar una funcién x(t) que verifique:

{x'(t) =f(x 1), (x,t) en Rz} (1.2)

x(to) = %o

En lo que sigue determinaremos condiciones sobre f(x,t) para que el problema de

Cauchy dado por la ecuacién (1.2) tiene una Gnica solucion.

El siguiente resultado sirve para demostrar que una funcién continua definida en un

compacto en R™ puede ser aproximada por polinomios.

TEOREMA 1: Para una funcién continua f definida sobre el intervalof0,1] la sucesién de

polinomios

BN = ) f¥f) Gt —
k=0

Converge uniformemente hacia la funcion f

Demostracién; denétese por 1, (x) = (Z)x" (1 —x)"* de donde se tiene que

BN = ) re(f (V)

k=0

Luego:

Bu(1)(x) = Ttome(®) = Theo (3 #* (1 — 0™ * = x4+ (1 =) =1

B, (x)(x) = Z(k/n) N (x) = Z(k/n) (Z)xk (1—x)"k
k=0 k=
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n .
_ N—1\ keioq _ n-k _
—xkz_:(k_l)x A-x)""*=x

Ba () (x) = Z("/n)zrk(x)——Zk(Z DAL =2y

n-1 n—1

== 1x njl(” 1) (= x)n 7t 4= Z( ; )x"(l—x)”‘l"'

j=0

n—1 1
= X% +—x
n n

Con lo cual se muestra que el teoremase cumplesi f = 1, f = x; f = x?

A continuacion se muestra que el teorema es vélido para una funcién continua f

arbitraria.

Por ser el intervalo [0,1] es un compacto en R entonces es uniformemente continua en

[0,1], luegodado £ > 036 > 0:

Jx =yl <8 = |f(x)—f()| <e Sean x € [0,1]y n € N cualesquiera y considérese los

conjuntos
L= {k:O <k Sn;lx—k/nl SJ},IZ ={k:0 SkSn;lx—k/nl > 6}

Entonces, usando el hecho que Y3—, 7. (x) = 1 se tiene

C*/myme))

< > r@ = £(¥n) | @
k€l

+ 3 Jr@ = ()@ s e+ ) |16 = £(¥n) | ne)
icer, kel,
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Sea M una cota superior de la funcién f en [0; 1]
De la definicién de I, setieneque k €L © 1 < 312- (x— k/n)2

Usando estos hechos se tiene que

Sty [F ) = (%) e < 24 By (= /) )

-1 1 2M
Z(x—k/‘n) ne(x) = (x —2x? + n x2+;l"X) =ﬂx(1—x)
2M
<
62n

Ahora como - 0, cuando n — oo se tiene que rm L2 =3 L independiente de x

De lo cual sin pérdida de generalidad se tiene

Yl —(*n)|n@ < e

ke,

Por lo tanto IZ};O(f(x) - f(k/n)rk(x))l < ¢, de lo cual se deduce que la sucesién B, (f)

converge uniformemente hacia f.

Ahora se generaliza hacia el compacto [a, b]

Sea g: [a, b] = R una funcién continua y definase la funcién
p(x)=(h—-a)x+a

De donde: f(x)=g(@(x)).Si B,(f), entonces B,(g)=B,(f)op~ converge

uniformemente a g y de donde se obtiene

R Z F(( = @) */n+a) (x — ) (b — )"
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Teorema 2 (Teorema de Stone - Weierstrass):

Cada funcién continua definida sobre un subconjunto compacto de R™ puede ser

aproximado uniformemente en el compacto por un polinomio.

Demostracion: Se define f = (fy, f5, ..., fu), donde cada f; es una funcién real de variable

real, usando el teorema 1. se concluye la demostracién del teorema.
Teorema 3 (Teorema de Arzela - Ascoli):

Sea K un espacio métrico compacto y sea F un subconjunto acotado de C(K) .Suponga

que F es uniformemente equicontinua; es decir: YE > 0,348 > 0 tal que:
d(x1,x2,) <= |fr)—fl)I<EVFEF
Entonces F es relativamente compacto en C(K) .

Demostracién: Supdngase que Je > 0 y @ un subconjunto infinito de F tales que si

f,geQ,conf#+g—-d,(f,g) >¢

Lo que permite definir la funcién ¢: QxQ — K dada por ¢(f,g) = x, con x cualquier

elemento tal que d(f(x),g(x)) > ¢
Considérese Q; = Q y elegimos cierta f; € Qy

Inductivamente se construye Q; un subconjunto infinito de Q y sea f; € Q; como K es

compacto, existe g, € Q; — {fi} con g, # Gm>
n % m,x; € K Tales que a, = ¢(f;, g;) = %

Como F es uniformemente continua 36 > 0 independiente de x; tal que si d(x,x;) <

8-> d(f (), f(x)) <%/4,VfEK

Ademas, existe n, tal que sin = ng — d(ay, x;)

25



Definase: Q;+1 = {gn: 1 = ny}entonces Q;,; es un subconjunto infinito de Q; , ademas

dada g, € Q41 se tiene: d(f;(al), gnah) > €
d(fi(ah). fi(x)) < /4
d(gn(ah), gn(x)) < ¥/
Luego
d(fi(ah), gn(ah)) < d (i(ah), fia) + A(fiGx), gn () + d (g ), g ()
De donde se obtiene: d(f;(x;), gn (%)) = 2

En particular, si j>i->fi=g, para alguna g,€Q;y; y luego
£
d(f; (e, £i(x)) 2 2

Considérese P; = (x;, fj(%))) € B =Uyeyx {x} X F(x)

Sid(x, %) < 8 > d (i, () = d (£ (). (%)) = d (). fitw) > 2

Luego d(P;, P;) = min{J, 5/4} lo que prueba que B no es compacto, lo cual no puede

ocurrir, con lo cual el teorema queda demostrado.

El siguiente teorema garantiza la solucién del problema (1.2) sobre subconjuntos

compactos de R?
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TEOREMA DE CAUCHY-PEANO(O TEOREMA DE PEANO): Sea R un subconjunto

compacto en R? y f: R c R? - R una funcién continua sobre R, entonces existe una

Gnica solucién de la ecuacion (1.2), definida en el intervalo I =[-a,a], donde
0< a=Min {a, b/M'}’
Con M = Max{|f (x,t)|: (x,t) € R}

Demostracion, Por hipétesis f es una funcién continua en el subconjunto compacto R de
R?, luego usando el Teorema de Stone-Weierstrass existe una sucesion de funciones
polinomiales (f;;,)men tal que f, = f uniformemente en R; es decir: VE > 03M, > 0

tal que:vm = M,
lfin (e, ) — f, )| <EV(x,t) ER (*1)
Si se escribe:

[, 8) = fin(x,t) = f(x,t) + f(x, 1) , entonces usando la desigualdad triangular y la

desigualdad (*,) se obtiene:
IfmCe, )l < €4 N,V (x,t) ER,¥Ym = M, (*2)
Siseelje M >N -3, >0 talque M > &, + N
Si en (*,), se toma € = E; se tiene que:
Ifn(x, D] < € +N<M,V(xt) €RYM =M,
Considérese el Problema de Cauchy:

u'(t) = fin(x,t), (x,t) en R?
{ u(0) = uy } (.29

vm = M, Se cumplen las hipétesis del teorema de Picard y por lo tanto admite una unica

solucion dada por:

Om: [—a,a] = [xo = b,xo + b]
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Obteniéndose asi una sucesion (@p)m=u, € C[—a, a] con

t
Pm(t) =uo + ffm((pm(s)r s)ds
/]
La sucesion (@m)m=n, satisface las hipétesis del teorema de Arzela-Ascoli, como se

muestra a continuacion:

(Pm)m=m, Esacotada: dadot € [~a, a] se tiene:

t t
om(®)] = [uo + f fon (@), 5)ds| < ol + f fin(@m($),5)] ds
0 0

De donde se obtiene:
lpm (O] < ol + MIt] < |uol + M < Jug| + b
Es decir:
[@m(®] < lugl + b,V t € [—a,a], ym = M,
De lo cual se deduce:
pmllci—car < luol + b, vim = M,
Por lo tanto: (@) m=n, €SACOTADA.

(@m)m=m, Esequicontinua: dados to,t € [~a, a] se tiene:

o (®) = om(&)] = f Fu(Pm(5)r)ds f Fn(Pm(5),)ds

' f fn(@m(s), 5)ds
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De donde:

I(pm(t) - qom(to)l < M’lt - tol

Luego dado € > 0 basta elegir: 6 = E/M, > 0 tal que si:ty,t E[—a,al y|t—t| <&

entonces se tiene que: |@, (t) — @ (t)| < E,Vo,, € F
Por lo tanto ¢@,,, es equicontinua.
Ahora usando el teorema de Arzela-Ascoli

Juna subsucesion (@, )k, en de (@m)m=pm, convergente en C[—a,a], es decir

Ap € C[—a, a] tal que
P, > P
Uniformemente en [—a, a] nétese que f;,, — f uniformemente en
[xo — b, xq + b] X [~a,a]
De donde se obtiene: fkmo((pkm, Id) - fo(@, Id) uniformemente en [—a, ]

De otro lado como

t
Prpy () = Ug + f fem (@1, (5),5)ds Vm = M, Vt € [-a, a]
0

Haciendo que: m — +-00 se obtiene:

() =uy + ff((p(s), s)dsVt € [—a, a]
0

Es decir ¢ satisface ((1.2)") y por lo tanto ¢ es la solucién buscada.
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TEOREMA (UNICIDAD): Bajo las mismas hipétesis del teorema de Cauchy - Peano, si el
problema (1.2) tiene solucién, ella es tnica.

Demostracion, Sea Y(t) = uy + fot f@(s),s) ds , otra solucién del problema (1.2)

e S
< St N

Luego como ¢; 1 son soluciones del problema (1.2), se tiene que: P
SR g W
] 18] \-Y}ﬁak‘
[(9(s),8) = (9(0), D] < Ny |(h(s),8) = @(0), O <N g v¥ons
Si § > N entonces: \\\;ﬂi’gfi':’“’é\//
[(@(s),s) — (9(0),0)] <& ¥y [(W(s),s) — (¥(0),0)| <& (*)

De otro lado si se escribe:

f(p(s),5) = f@(s),5) = fp(s),5) = f(9(0),0) + F(¥(0),0) — f(¥(s),5)

Ya que ¢ (0) = uy = Y(0) por ser ambas funciones soluciones del problema (1.2), de

donde usando desigualdad triangular e integrando se obtiene:

t
f f (0(),5) = F((s), )] ds
0
t
< f 1F(0(s),5) = F(@(0), 0| ds
t
+ f [F (), 5) — F((0), 0)] ds

Ahora usando las desigualdades dadas en (*), y la hipétesis que la funcién f es continua

sobre la region R , se obtiene:

LI (@(s),9) = F(p(s),9)| ds < 2ltle (%)

De otro lado, usando (**):

t ' t
lo(®) = p(0)] = f flo(s),s) — f((0),0) ds —f f@(s),s) = f(@(0),0) ds
0 0

ds < 2Ne

[ F@@) = b))
0
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Es decir:
0 < |p() —y(t)| <2Ne,vVe> 0
De donde se obtiene:
lle = Pllc-aa =0 - @) — () = 0,Vt € [-a,a]
= o) =9(0),Vt € [-a,a]
Por lo tanto la solucién del problema (1.2) es Gnica.
OBSERVACIONES:

i) Por construccién ¢ € C[—a, a]

i) ¢ =fle®),t) > ¢ € ([~a,a]
iii)  De (i) y (ii) se tiene que ¢ € C'[—a, a]
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El Teorema de Cauchy — Peano y la solucién de un P.V.I
Sea el siguiente problema de valor inicial (P.V.1)
dx _ -
—=f(x1)
x(to) = xo

Considere f: R € R? - R es una funcién continua, con a < x < b, entonces el problema
de valor inicial (P.V.I) tiene solucién en el intervalo I = [—a; +a], con a = Min {a; %}
donde M = Max{|f(x,t)|; (x;t) € R}.

Solucién:

% = f(x;t) entonces dx = f(x; t)dt

t t
Jo-dx=tjo-f(x;s)ds

t
x(2) = x(to) = f Fx; $)ds
Lo

t
x(t) = x(ty) + ff(x; s)ds
to

Si f:R € R? - R es continua en R entonces 3 fttof(x; s)ds;(x;s) ER

Notese que s € [tg;t] c R

b - — —— — — — — —
oy 1
|
I
: R |
I i
al_h. - |
[ S ]
L
E g
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Ejemplo:

Resolver:
dx
— = x* + t?
dt
x(O) = xO
Solucion:

f(x; ) = x% 4+ t2 (“f” es continua puesto que es una funcién polinémica en R?)
Asitenemosquesi: a=2; b=5;t,=0; t>0
Max|f (x; t)| = Max|x? + t?|

(x;t) € R? (x; t) € [2; 5]x[0; t]

0’ H

Los valores maximos se buscan en los extremos por que la funcidn es creciente.

Se tiene que el valor madximo lo obtenemos en el punto (¢; 5) entonces M = 25 + t2

. 5
= ; ——1 por lo tanto tenemos a=
a = Min {2, 25+t2} por lo tanto tenemos que YT

[ = [ 5 5 ]
Tl 254¢2’ 25 4 ¢2
Sit = 5 entonces estamos garantizando la existencia y unicidad del P.V.I en el intervalo

1=[-1; 4]

10’ 10
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CAPITULO 3: EL MODELO MATEMATICO DE DEMANDA DE

1)

OXIGENO EN AGUAS SUPERFICIALES (RiOS)

PROCESOS QUE HACEN VARIAR LA CANTIDAD DE OXIGENO
EN ELAGUA

En un cuerpo de agua se produce y a la vez se consume oxigeno. La produccién de oxigeno
estd relacionada con la fotosintesis de algas y otras plantas acudticas, mientras que el
consumo dependerd de la respiracion de las bacterias presentes durante la
descomposicién de sustancias orgénicas.

También puede intercambiarse oxigeno con la atmdsfera por difusién o mezcla
turbulenta(rapidos).

A continuacién se muestra la interpretacién matematica de dichos procesos

Descompasicion de la materia organica:

La tasa de cambio con que los microorganismos descomponen la materia biodegradable es
proporcional a la cantidad de materia organica presente en ese instante.

(Velocidad de desaparicic’m) _ (Cantidad de materia orgénica)
de materia organica B disponible

Matematicamente se escribe como:

%" = —K1Cpgo (31)

Dénde:
v Coso: Concentracién de la demanda biolégica de oxigeno.
v K. Constante cinética de reaccion.

DESOXIGENACION.

La cantidad de oxigeno disuelto en agua (OD) es uno de los indicadores utilizados
para determinar la salud de un rio, cuando el OD disminuye prevalecen factores
nocivos como lodos flotantes, gases fétidos y burbujeos.
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La rapidez con que se consume el OD est4 ligada en forma directa con la rapidez de
desaparicion de materia organica.

de oxigeno disuelto

Velocidad de desaparici(m)
con respecto al tiempo

El cambio en la concentracién
- ( de materia orginica

Matematicamente se escribe asf:

dCop _ dCppo __
dt - dt - KICDBO
dCpp

dt

= —K{Cppo (3,2)

Dénde:
v Coo ; Concentracién de la demanda biolégica de oxigeno.
v Con: Concentracién de oxigeno disuelto.

v K1 Constante cinética de reaccion.

C. Reaireacion:

El ritmo al que se recupera el oxigeno es proporcional a la diferencia entre el actual
nivel actual de OD en el rio en cualquier punto y el valor de saturacién de OD. Esta
diferencia se denomina déficit de oxigeno.

(La velocidad de oxigenacion

delrio en cada instante / (Deficit de oxigeno)

Matemdaticamente se escribe de la siguiente forma:

dc
d—tb = —K;(Cs — Cgp) (3,3)

Doénde:
v Co. Deficiencia de oxigeno en el agua.
v Cov: Concentracion de oxigeno disuelto.

v Cs: Constante de oxigeno disuelto saturado en el agua.




Kiely (1999), expresa la concentracién de OD en términos de la deficiencia de
oxigeno, es decir C, = (Cs — Cyp), considerando que cuando un residuo
biodegradable se vierte a un curso de agua consume oxigeno, el cual sélo es
renovado por la reaireacion atmosférica. De tal forma que la dinamica del
sistema DBO — OD se representa como sigue:

0Co],
/ Seccion x

Longitud de tramo Ax —_—

Seccion x +Ax

QCOD L-A»Ax
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2) Modelacion del Sistema DBO - COD:

Considerando un volumen de control de un rio con entradas y salidas como el que se
muestra en la Figura 1. Se hace el balance de materia alrededor del volumen de flujo:

(Acumulacién)=(Entrada) - (Salida) + (Desoxigenacién) - (Reaireacién):

dc
'T(;QAV = QCop IX —QCop |X+AX + rdesoxigenaciénAV - r‘reaireaciénAV (4)

Ddénde:

e Cppl|: Concentracién de oxigeno disuelto.
o AV = AAX: Incremento de volumen de longitud AX.

En la ecuacién (4) reemplazamos AV = AAX:

dc
d‘:D AAX = QCDD IX - QCUD|X+AX + TdesoxigenaciénAAX - TreaireaciénAAX (5)

Dividimos la ecuacién (5) por AAX y teniendo en cuenta que en un estado estable

dCop =0

se tiene:
dt

QCoplx  QCoplx+ax " TdesoxigenaciénAAX _ Treaireacion AAX

=0
AAX AAX AAX AAX

QCoplx—QCoplx+ax _
AAX + Tdesoxigenacion ~ Treaireacion = 0 (6)

Tomando el limite cuando AX — 0y sustituyendo las respectivas velocidades de Desoxigenacion

y reaireacion respectivamente tenemos:

s 1 C —QC,
limyy g [(_;) Q ODlXAAXOD|X+AX] + K, Cppo — KoCop = 0 )
1 d

1 (QCop) = K1Cppo — K2Cop
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1 d
77 (@Cop) = =K1 Cppo + KaCop
Consideramos:

> Elflujode entrada Q = Cte

Q d
= (Cop) = ~KiCppo + Kz Cop

Aplicando regla de la cadena:

dCop dt

d
ax (Con) =57

Ademas sabemos que el tiempo de residencia es de la forma :

t=%; donde V = AX

t—AX ; ntonces a _ A
=9 enton ax g

Reemplazamos (f) en {oc):

dCgp A
dt "Q

% (CDD) =

Ahora reemplazamos (8) en la ecuacién (9):

Q [dc A
e (—d(t)-—Da) = —K Cppo + K,Cop

Simplificando términos se tiene que:

dc
d(;u = —K3Cppo + K2Cop
Teniendo en cuenta que:
Cp = (Cs — Cop)
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Derivando con respecto al tiempo:

dcy) d
dr E(Cs — Cop)

d d

=——C
dt ° g oP
Reemplazando en (y)

dc
——7=—K1Cppo + KzCp

dcp

2t — K1Cppo — K2Cp

Resolviendo la ecuacién (3,1)

dCpgo

—220 _ _Kk.C
dr 1Cppo
dCpgo

—_— = —K.dt

ln(CDBo) = —Klt + Cl

In (ngf’) = —K,t

— =Kyt
Cppo = C1e™1

Hallando la constante de integracién, para £ = 0, se tiene que Cpgy = K1Cppo,

Cppo _
e—Kit -1

Kyt _
e 'K Cppp = €4

coeficiente de dexosigenacion. K;Cpgp = C4

K1Cppo,e*t* = Cy
Sustituimos la ecuacion (13) en la ecuacién (¥)

dCop
dt

= K1Cppo,e*1* — K, Cp

Modeio DBO - OD
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3) Existencia y unicidad de la solucién del Sistema DBO - OD.

Sea el siguiente problema de valor inicial:

dt

®
Cop(te) = Cs, — Cp,

dC
{ D = K1Cpgo, et — K€,

Se tiene que f(x,t) = f(Cop,t) = K;Cppo,e™** — K,Cp, es una funcién continua la cual
depende del Cpp y del tiempo.

Para t = 0 obtenemos la condicién inicial x(t;) = Cop(ty) = Cs, — Cp,-

Se grafica la regién [Cpp ; Cop + ACop] X [tg ; t] donde estd definida la funcién.

En la region R se tiene que f(Cpp,t) = K;Cppp,e™* — K,C)p es continua y posee un
maximo en (Cop + ACgp; t) ER, con Cpp < x < Cyp + ACyp, € R, bajo estas
condiciones se cumplen las hipdtesis del teorema de Cauchy — Peano, entonces el
problema de valor inicial (*) tiene solucién en el intervalo I = [—a; +a], con

.Cop+ACop

a = Min{Cyp; 2252502} donde M = Max{|f (Cop, t)l; (Cop,t) € R}.

Bajo las mismas hipétesis del teorema de Cauchy - Peano, si el problema (1.2) tiene

solucion, ella es Unica.

Por lo tanto se garantiza la existencia y Ia unicidad de la solucion problema de valor inicial

del Sistema DBO -0D
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4) Solucion del Sistema DBO - OD.

La solucion de la ecuacidn (14) con la condicién inicial:

t=0 ; Cp=0Cp, =Copltey) =Cs,—Cp

(]

Es del tipo:

Con =Ae—fP(t)dt+e—fP(t)dt[ejP(t)dtf(t)dt

Mostrados la solucidn analitica de la ecuacidn (14) :

Ddnde:

f(t) = K{Cppo, et

COD = Ae—fK2dt + e_szdtf eszdt KICDBOOE—Kltdt
Integrando los primeros términos tenemos:

Cop = Ae~ %2t 4 e'K2tf eX2t K, Cppo, e~ atdt

Reordenando:

COD = Ae—Kzt + E—KZtKICDBOO f E(Kz—xl)t dt
Integrando tenemos:

- —k,t KaCpso -
Cop = Ae Kt e KZ"L-"-;{—-K—D6'(K2 K1)t (15)
2—Ky
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Ahora evaluamos la condicidn inicial para encontrar la constante de integracidn.

K1 Cppo,
Cph=A+ 7{—2‘_—1{1
KICDBO
C — 0
A= o, K, — K

Sustituyendo en la ecuacién (14) y reordenando adecuadamente se tiene la solucién de la
ecuacidn (14)

K;C - - -
Cop = 2222 (et — 7Kt 4 e~Hat (16)
2 1
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CONCLUSIONES

= El modelo matematico de la demanda biolégica de oxigeno en un rio usando
ecuaciones diferenciales ordinarias es tal como se muestra en la ecuacion.

dCop

ke K1Cppo,e*1* — K,C)

» Mediante el teorema de Cauchy Peano se concluye que el modelo DBO — 0D
posee solucion, tal como se muestra en la ecuacion.

K1Cppo,

c —_ %0 e_Klt — e—Kzt +C e—Kzt
o= FR, ( )+ Cp,

43



SUGERENCIAS

= A la solucidn analitica encontrada (16) se le puede implementar un algoritmo
matematico que permiten encontrar los valores numeéricos de las constantes
obtenidas en cada proceso natural para cada rio en particular.
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