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Introducción 

Actualmente la contaminación hídrica es uno de los problemas ambientales más grandes a 

nivel mundial, ya que la escasez de agua dulce y la creciente contaminación de esta, están 

haciendo que su uso sea cada vez más dificultoso. Perú no es ajeno a esta problemática y 

los casos de contaminación en los cuerpos naturales de agua en nuestro territorio, son 

cada vez más significativos y frecuentes. 

En la actualidad está surgiendo en el país una importante corriente de conservación 
ambiental, es por eso que las universidades están enfocando esfuerzos en la creación de 
proyectos que permitan obtener niveles razonables de calidad de agua; lo cual ha dado 
origen al desarrollo y aplicación de una amplia gama de modelos especialmente 
matemáticos, con el fin de diseñar, dimensionar, aplicar y cumplir planes alternativos para 
el control y manejo de la calidad de agua. 
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RESUMEN 

En este trabajo de tesis se muestra cómo deducir el modelo matemático basado en 

el sistema OD - DBO (oxígeno disuelto - demanda biológica de oxígeno) de calidad de 

aguas superficiales, donde se toma a la calidad de agua en un río como un caso 

particular de estudio. También se presenta como garantizar la existencia de la 

solución analítica del modelo en mención, aplicando el teorema de Cauchy -

Peana. 

En el capítulo 1, se presentan las definiciones biológicas y químicas que se utilizarán en el 

planteamiento del modelo a la vez se presentan las definiciones básicas matemáticas, que 

constituyen el soporte teórico para los teoremas que se desarrollarán en el capítulo 2. 

En el capítulo 2, se mencionan y demuestran los teoremas necesarios que se aplicarán 

para garantizar la existencia y unicidad de solución del modelo en desarrollo. 

En el capítulo 3 se plantea las ecuaciones del modelo, analiza y garantiza la existencia y 

unicidad de solución del modelo matemático OD - DBO de calidad de aguas superficiales 

utilizando el teorema de Cauchy- Peana. 
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"APLICACIÓN DEL TEOREMA DE CAUCHY- PEANO PARA DETERMINAR LA 
EXISTENCIA DE LA SOLUCIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO DE DEMANDA DE 

OXÍGENO EN AGUAS SUPERFICIALES" 

CAPITULO 1: BASE TEORICA: 

1.1. ELEMENTOS BÁSICOS DE BIOLOGÍA 

En esta sección, se definen los conceptos biológicos que se usarán a lo largo de esta tesis. 

Desoxigenación: Es un proceso mediante el cual se elimina parte del oxígeno contenido 

en un cuerpo de agua debido a la vegetación presenté, la actividad microbiológica o a la 

alta temperatura del agua. 
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Reaireación: Es la transferencia de oxígeno del aire al agua. Las superficies de agua 

necesitan de oxígeno para completar su ciclo biológico. Este proceso ocurre de forma 

natural durante el transcurrir de las corrientes, en zona de rápidos y quebradas la 

reaireación se produce a mayor velocidad. 

La fotosíntesis de las plantas acuáticas también contribuye a la recuperación del oxígeno 

en los ríos. 

Demanda Biológica de Oxígeno (DBO): El DBO es el parámetro que mide la cantidad de 

oxígeno que usan los microorganismos (principalmente bacterias y protozoarios) en la 

degradación (oxidación) de la materia orgánica mediante procesos biológicos aeróbicos. 

Si hay una gran cantidad de desechos orgánicos en la masa de agua, implica que habrá 

una cantidad importante de bacterias presentes trabajando para descomponer la materia 

orgánica. En este caso la demanda de oxígeno será alta, así que el nivel de DBO será alto. 

Conforme el desecho es consumido o dispersado en el agua, los niveles del DBO empiezan 

a bajar. 

10 



Oxígeno Disuelto (00): Es la cantidad de oxígeno que está disuelto en el agua y que es 
esencial para los ríos y lagos saludables. El nivel de oxígeno disuelto puede ser un 
indicador de que tanto está contaminada el agua y cuánto soporte puede dar esta agua a 
la vida vegetal y animal. Generalmente un nivel más alto de oxígeno disuelto indica agua 
de mejor calidad. Si los niveles de oxígeno disuelto son demasiado bajos, algunos peces y 
otros organismos no pueden sobrevivir. 

11 



Reacción química: Es el proceso mediante el cual unas sustancias (reactivos), por efecto 
de factores energéticos (bacterias) se transforman en otras nuevas sustancias llamados 
productos. 

MO + Bacterias + 0 2 --+ C02 + H 20 + Nuevo Microogauismo 
Reactan tes Producto 

Condiciones iniciales Condiciones finales 

Reactantl!s Producto 

Papel Ceniza 

Constante cinética de reacción 

Representa la proporcionalidad entre la velocidad de reacción y las variables que la 
afectan, fundamentalmente la concentración. 

Calidad de agua 

La calidad del agua no es una característica absoluta, sino que es más un atributo definido 
socialmente en función del uso que se le piense dar al líquido; cada uso requiere un 
determinado estándar de calidad. Por esta razón, para evaluar la calidad del agua es 
necesario considerar el contexto del uso probable que tendrá. 

Las estimaciones de disponibilidad del agua no reflejan por completo el problema de las 
necesidades de este recurso, ya que en la mayor parte del mundo la calidad del agua está 
lejos de ser la adecuada. De acuerdo con la Organización Mundial de la Salud (OMS), 1100 
millones de personas no tienen acceso a una fuente de agua potable mejorada, 
particularmente en áreas rurales donde no existe posibilidad de que el agua tenga un 
tratamiento previo que mejore su calidad y posibilite su uso general. 
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La calidad del agua está afectada por diversos factores como los usos del suelo, la 
producción industrial y agrícola, el tratamiento que se le da antes de ser vertida 
nuevamente a los cuerpos de agua, y la cantidad misma en ríos y lagos, ya que de ésta 
depende su capacidad de purificación 

Constante de Desoxigenación: Indica la velocidad con que se consume el oxígeno disuelto 

en el tramo de estudio, como consecuencia de la descomposición de la materia orgánica 

que contiene y se calcula con el objeto de conocer la cantidad de oxígeno que perderá el 

cuerpo. 

Constante de Reaireación: Este coeficiente nos proporciona la tasa de reaireación del 
agua mediante el intercambio con la atmósfera. Depende de la temperatura, velocidad de 
la corriente, profundidad y tipo de lecho. Su determinación tiene como objetivo conocer la 
cantidad de oxígeno disponible que tendrá el cuerpo en un tramo determinado, para 
oxidar la materia orgánica. 
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1.2. ELEMENTOS BÁSICOS MATEMATICOS 

Iniciaremos recordando las siguientes definiciones y notaciones: 

Al producto den copias del espacio vectorial lRl., lo denotaremos por lffi.n, es decir: 

lffi.n = lffi.X ...... X lffi. 
n-veces 

Diremos que x es un elemento de lffi.n, lo cual denotaremos por x E lffi.n, si y solamente si 
x = (x11 x2 , •• ,xn);xi E lffi.;i = 1, .. ,n 

ESPACIOS MÉTRICOS 

Para definir proximidad entre puntos de una imagen digital, usaremos el concepto de 

distancia, la cual pasamos a definir. 

Definición 1: Sean X un conjunto cualquiera no vacío y d una función real d: X x X -? lffi., 

que cumple las siguientes propiedades: 

l. d(x,y);;::: O, 'ltx,y E X 
2. d(x,y) =O, si y solamente si x =y 
3. d(x,y) = d(y,x), 'ltx,y E X 
4. d(x,z):::; d(x,y) + d(y,z), 'ltx,y,z E X 

A la función d se le llama métrica, y al par (X, d) se le llama espacio métrico. 

Ejemplo: Sea X= lffi.n para x = (x11 x2, .. ,Xn),y = (y11 y2, .. ,yn) E lffi.n, definamos 

d: lffi.n x lffi.n -? lffi., por d(x, y) = .J¿i=1 1xi - yd2 , luego (1Rl.11
, d) es un espacio métrico. 

Demostración: sean x = (x11 x2 , •• ,xn),y = (y11 y2, .. ,yn),z = (zvz2, .. ,zn) E lffi.n 

l. Como xi, Yi E lffi., i = 1,2, .. , n -? xi - Yi E lffi. 

-? lxi - yd 2 
;;::: O, i = 1,2, ... , n 
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--7 d(x,y);;::: O 

-?IX¡- y¡j 2 = O,i = 1,2, ... ,n 

--7 lxi - yd = O, í = 1,2, .. , n 

--7 X¡- Yi = O, i = 1,2, .. , n 

--7 X¡ = y¡, i = 1,2, .. , n 
-7X=y 

4. Usaremos, la llamada desigualdad de Holder: sean p > 1, q > 1: 1/p + 1/ q = 1. 

Entonces: 

Como: lx¡ -zd :5lxi -yd + IYi -zd,i = 1,2, .. ,n 

--7 (lxi- zd) 2 :5 (lx¡- yd + IYi- zd)Z, i = 1,2, .. , n 

De otro lado, aplicando la desigualdad de Holder, en las siguientes desigualdades: 

15 



I::
1
lxi - Yd [lxi - Yd + IYi - zd] 

('n ·)1

/z 'n 1 
~ \Li=tlxi- Yd 2 

)(¿i=t (lxi- Yd + IYi- zd)2
) lz ... (*2 ) 

L~=1 1Yi - zd [lxi - Yd + IYi - zd] 

~ (L~=11Yi- zd 2 f/2)(L~=t (lx¡- Yíl + IYi- zd)2
)

1
/z ... (*3) 

Ahora como podemos escribir: 

(lxi- Yil + IYi- zdf = lxi- yd[lx¡- Yd + IYi- zd] + IYi- zd[lx¡- Yd + IYi- zd] 

De donde en la desigualdad anterior, sumando sobre i = 1,2, .. , n y usando las ecuaciones 

( *z) y ( * 3 ), se obtiene: 

Usando la ecuación (*4), en la ecuación (*1): 

De donde: d(x,z) ~ d(x,y) + d(y,z) 

Por lo tanto des una métrica y (!R{n, d) es un espacio métrico. 

Para x E !R{n, se define 

16 



Llamada norma euclidiana en ¡~n. Por comodidad escribiremos simplemente 11.11 en vez 

de ll.lln 

Dado a E lm.11
, r > O, rE IR{ , definimos: 

Definición 2 (CONJUNTO ABIERTO): Diremos que un subconjunto D e lm.11 es llamado 

Abierto, si para todo un x E D 3 r > 0: B(x, r) e D. 

Ejemplo: Todo bola abierta en lm.11 es un conjunto abierto. 

Demostración: sea x 0 E lm.11 y r > O, mostremos que la bola abierta B(x0 , r) es un 
conjunto abierto, elijamos O < R = r- llx - x 0 11 < r 

Ahora verifiquemos que B (x, R) e B (x0 , r) 

Sea y E B(x, R) ~ IIY- xll < R 

De otro lado: 

Luego 

lly-x0 11 = lly-x+x-x0 11 ~ lly-xll + llx-x0 11 <R + llx-x0 11 

IIY- Xoll < R + llx- Xoll = r -llx- Xoll + llx- Xoll 

IIY- Xoll < r ~y E B(x, r) 

Entonces B(x, R) e B(x0 , r) 

Por lo tanto B(x0 , r) es un conjunto abierto. 

Como consecuencia del hecho anterior se tiene que todo intervalo abierto (a; b) en 1m. es 
un conjunto abierto. 

Definición 3 {CONJUNTO CERRADO): Diremos que un subconjunto F e lm.11 es llamado 

Cerrado, si su complemento: Fe = lm.11 
- F es un conjunto abierto. 



Ejemplo: Todo bola cerrada en lffi.71 es un conjunto cerrado. 

Demostración: sea x 0 E lffi.71 y r > O, mostremos que la bola cerrada B [x0 , r] es un 
conjunto abierto, es decir que su complemento lffi.71

- B[x0 , r] es un conjunto abierto. 

Sea x E lffi.71
- B[x0 , r], mostraremos que existe R >O tal que la bola 

Puesto quex ~ B[x0,r] ~ llx- x 0 11 > r, elijamosR = llx- x 0 11- r >O 

Mostremos que para este R se cumple que: B(x, R) e lffi.71
- B[x0 , r] 

Sea y E B(x,R) ~ lly-xll < R 

De otro 1 ado: 

Entonces 

Es decir 

llx -xoll = llx -y+y -xoll ~ lly-xll + lly-xoll < R + lly-xoll 

llx- xoll < R + IIY -xoll = llx -xoll-r+ IIY-Xoll 

-r + IIY- Xoll >O~ IIY- Xoll > r ~Y~ B[Xo, r] 

y E lffi.71
- B[x0 , r] ~ B(x, R) e lffi.n- B[x0, r] 

Luego lffi.71 
- B [ x 0 , r] es un conjunto abierto, por lo tanto B [ x 0 , r] es un conjunto cerrado. 

Como consecuencia del hecho anterior se tiene que todo intervalo cerrado [a; b] en lffi. es 
un conjunto cerrado. 

Definición 4 (CONJUNTO COMPACTO): Sea X un espacio métrico y A e X, diremos que 
A es compacto si y solamente si toda sucesión convergente en A posee una subsucesion 
convergente. 

Definición 5 (CONJUNTO ACOTADO): Diremos que un subconjunto A e lffi.71 es acotado, si 
existe una constante y > O tal que: llxlln ~ y; 'ti x E A 

En espacios métricos de dimensión finita la definición de compacidad es equivalente a: 
A e X Es compacto si y solamente si A es un conjunto cerrado y acotado. 
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Definición 6 (CONTINUIDAD): Sea De Iffi.n, diremos que una función f: De !ffi.n ~ !ffi.m es 
continua en x 0 E dom(f), si: 

'ti E. > O, 3 o > O, tal que para todo x E dom(f) se cumple: 

llx- Xolln <o~ llf(x)- f(xo)llm <E 

Ejemplo: La función identidad Jd: D e Iffi. ~ !ffi., definida por IAx) = x es U..Q.P {Y..qfión 
continua, basta elegir o = E > O, ya que: ,_/!¡,f)u>'\~-'.l <:'>\., 

II.(x) -I.(x0)1 = lx-x,l <E= O ~~~~I:~L,:,,~~ 
Definición 7 (CONVERGENCIA UNIFORME): Sea X un espacio métrico'::y~·~~ec¡.;un:~·,.ft.i'nción 

-.;;;,-e::,·--·:-_:~---· 

f: X~ Iffi. .Diremos que una sucesión de funciones f n= X~ !ffi., converge uniformemente 

hacia f si y solamente si: 

Dado E> 0,3 N(E) >O tal que sin 2:: N(E) ~ lfn(x)- f(x)l <E, 't/ x 

Ejemplo: Sea fn: [O; 1[ ~!IR, definida por fn(x) = xn converge uniformemente hacia la 

función idénticamente nula f(x) = O, puesto que limn-->+oo xn = O en [O; 1[ 

Nota: denotaremos por C(K)) al conjunto de las funciones continuas definidas sobre el 

conjunto compacto K e Iffi.n , es decir: 

C(K) = {f: X~ Iffi. tal que f es continua} 

Sobre C(K) se define la métrica: 

dooCf,g) = SupxEKif(x)- g(x)l = MaxxEK lf(x)- g(x)l 

Definición 8 (UNIFORMEMENTE EQUICONTINUA): Diremos que una familia de funciones 
continuas f = {f: E e Iffi.n ~ IIRm} es uniformemente equicontinua; Si 't/E > O, 3 o > O 
tal que: 
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Definición 9 (UNIFORMEMENTE ACOTADA}: Diremos que una familia de funciones 

:F = {f: E e lffi.n--? lffi.m} es uniformemente acotada en E si existe una constante M> O 

tal que: lf(x)l :$;M; V x E E, V fE :F 

La siguiente propiedad presenta el ejemplo estándar de familia equicontinua. Constituye 
el criterio más útil para localizar dichas familias. 

Propiedad: Sea (f¡.)iEJ• k E e ~n --? ~m. una familia de funciones diferenciables , 
E e ~n abierto y convexo. Si la familia de las derivadas (D fi)iEJ esta uniformemente 
acotada en E. Entonces la familia (fi)iEJ es equicontinua en E. 

Usemos la propiedad anterior para mostrar un ejemplos de una familia de funciones 
equicontinua. 

Ejemplo: Sea E= [O; 1];] =N; fn(x) = .!.sin(nx), de donde ¡r:_(x) = cos(nx) 
n 

Y como, se sabe que: lcos(nx)l :$; 1; Vx E E, Vn E N, por propiedad anterior se tiene 
que Cht)nEN es una familia equicontinua. 

Definición 10 (ECUACIÓN DIFERENCIAL ORDINARIA (EDO)): 
Es una ecuación que adopta la forma siguiente: 
E(x,yC1),yC2), •.. ,yCn)) = O,x E I e lffi. ......... (1.3.1) 

dyn 
Donde y(n) = -

dxn 

En la ecuación (1.3.1) se observa que la mayor derivada es la n-esima derivada, por esta 

razón se le llama ecuación diferencial de orden n. 

Al exponente de la mayor derivada en la ecuación (1.3.1) se le llama grado de la EDO. 

Ejemplo: x'(t) = f(x, t), (x, t) en E e ~2 es una EDO de primer orden y de primer 

grado. 

20 



Definición 11 (Solución de Ecuación Diferencial Ordinaria (EDO)): Diremos que una 

función qJ: I e Im. ~ Im. es una solución de la EDO dada en la ecuación (1.3.1) si y 

solamente si qJ satisface la ecuación (1.3.1); es decir: 

Ejemplo: La función qJ(x) = eKt es solución de la EDO x'(t) = KeKt; puesto que 

lfJ'(t) = KeKt 
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CAPITULO 2: TEOREMA DE CAUCHV- PEANO 

PROBLEMA DE CAUCHY: Dada una función f: lffi.2 ~ IR{ , el llamado Problema de Cauchy 

consiste en hallar una función x(t) que verifique: 

{
x'(t) = f(x, t), (x, t) en Im.2 } 

x(t0 ) = X 0 

En lo que sigue determinaremos condiciones sobre f(x, t) para que el problema de 

Cauchy dado por la ecuación (1.2) tiene una única solución. 

El siguiente resultado sirve para demostrar que una función continua definida en un 

compacto en IR{n puede ser aproximada por polinomios. 

(1.2) 

TEOREMA 1: Para una función continua f definida sobre el intervalo[0,1] la sucesión de 

polinomios 

n 

BnCf)(x) = L f(k/n) (~)xk(1- x)n-k 
k= O 

Converge uniformemente hacia la función f 

Demostración; denótese porrk(x) = (~)xk(1- x)n-k de donde se tiene que 

n 

B11 (f)(x) = L rk(x)t(kfn) 
k=O 

Luego: 

n n 

Bn(x)(x) = ¿ ckfn) rk(x) = I(kfn) (~xk(1- x)n-k 
k=O k= 
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n -1 nL-
1 

j (n -1) . . xLn-
1 (n -1) . . = --x -- . xl(1- x)n-1-J +- . xl(1- x)n-1-J 

n n-1 J n J 
~o ~o 

n-1 1 
=--x2 +-x 

n n 

Con lo cual se muestra que el teorema se cumple si f = 1,/ = x; f = x 2 

A continuación se muestra que el teorema es válido para una función continua f 

arbitraria. 

Por ser el intervalo [0,1] es un compacto en ~entonces es uniformemente continua en 

[0,1], luego dado e> O 38 >O: 

lx- yl <o~ lf(x)- f(y)l <c. Sean x E [0,1]y n E N cualesquiera y considérese los 

conjuntos 

11 = {k: O ~k ~ n; jx- kfnl ~o}, /2 = {k: O ~k~ n; jx- kfnl > o} 

Entonces, usando el hecho que L~==o rk(x) = 1 se tiene 

n L (f(x)- f(k/n)rk(x)) 
k=O 

~ L jJ(x)- t(kfn)lrk(x) 
kEJ1 

+ L jf(x)- t(kfn)l rk(x) ~E+ L jf(x)- t(kfn)l rk(x) 
k~ ~~ 
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Sea M una cota superior de la función f en [O; 1] 

De la definición de 12 se tiene que k E 12 H 1 < ;
2 
(x- kfn) 2 

Usando estos hechos se tiene que 

n 

2M¿ ( k )2 2M ( n- 1 1 ) 2M ::;;- x- /n rk(x)=- x 2 -2x2 +--x2 +-x =-x(1-x) 
lJ2 lJ2 n n lJ2n 

k= O 

2M 
<­- lJ2n 

Ahora como;~ O, cuando n ~ oo se tiene que::: ::;; ~~E independiente de x 

De lo cual sin pérdida de generalidad se tiene 

L lt(x)- t(kfn)l rk(x)::;; e 
kE/2 

Por lo tanto I.L;=oCf(x)- f(k/n)rk(x))l::;; E, de lo cual se deduce que la sucesión BnCf) 

converge uniformemente hacia f. 

Ahora se generaliza hacia el compacto [a, b] 

Sea g: [a, b] ~ ~una función continua y defínase la función 

q¡(x) = (b- a)x +a 

De donde: f(x) = g(q¡(x)).Si Bn(f), entonces Bn(B) = BnCf)o<p-1 converge 

uniformemente a g y de donde se obtiene 

n 

Bn(g)(x) = (b! a)n L f((b- a) kfn +a) (x- a)k(b- xy-k 
k=O 
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Teorema 2 (Teorema de Stone - Weierstrass): 

Cada función continua definida sobre un subconjunto compacto de R11 puede ser 

aproximado uniformemente en el compacto por un polinomio. 

Demostración: Se define f = Cfv [2 , •.. Jn), donde cada ti es una función real de variable 

real, usando el teorema l. se concluye la demostración del teorema. 

Teorema 3 (Teorema de Arzela - Ascoli): 

Sea K un espacio métrico compacto y sea J= un subconjunto acotado de C(K) .Suponga 

que J= es uniformemente equicontinua; es decir: V'E > O, 38 > O tal que: 

Entonces J= es relativamente compacto en C(K). 

Demostración: Supóngase que 3c > O y Q un subconjunto infinito de J= tales que si 

f,g é Q,conf * g ---7 doo(f,g) >E 

Lo que permite definir la función cp: QxQ ---7 K dada por cp(f, g) = x, con x cualquier 

elemento tal que d(f(x),g(x)) >E 

Considérese Q1 = Q y elegimos cierta f1 E Q1 

Inductivamente se construye Q¡ un subconjunto infinito de Q y sea ti E Q¡ como K es 

compacto, existe On E Q¡ - {Ji} con On * Om• 

n -::¡:. m, X¡ E K Tales que a~ == cp(fi, g¡) ---7 X¡ 

Como J= es uniformemente continua 38 >O independiente de X¡ tal que si d(x,xa < 

8---7 d(t(x),f(xd) < c¡4 , V' fE K 

Además, existe n 0 tal que si n ;::: n0 ---7 d ( a!v x¡) 
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Defínase: Qi+1 = {g11 : n;;::: n0 }entonces Qi+l es un subconjunto infinito de Qi , además 

dada Bn E Qi+l se tiene: d(Ji( a!t), Bncaf1) > E 

Luego 

d(Ji(a!t),Ji(xi)) < c¡4 

d(gn(~J,gn(x¡)) < é/4 

De donde se obtiene: d(fi(xD,BnCxD);;::: ~ 

En particular, si j > i ~ fj = 911 para alguna 9n E Qi+1 y luego 

d (fi(x¡),fj(xi));;::: ~ 

Considérese Pi= (xi,fj(xj)) E B ==UxEX {x} x :F(x) 

Luego d(Pi,~);;::: min{o//4} lo que prueba que B no es compacto, lo cual no puede 

ocurrir, con lo cual el teorema queda demostrado. 

El siguiente teorema garantiza la solución del problema (1.2) sobre subconjuntos 

compactos de lffi.2 
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TEOREMA DE CAUCHV-PEANO(O TEOREMA DE PEANO): Sea 1l un subconjunto 

compacto en lffi.2 y f: Jl e lffi.2 
--7 lffi. una función continua sobre Jl, entonces existe una 

única solución de la ecuación (1.2), definida en el intervalo 1 = [-a, a], donde 

O< a= Min{a,b/M} 

Con M~ Max{lf(x, t)l: (x, t) E 1?.} 

Demostración, Por hipótesis f es una función continua en el subconjunto compacto 1l de 

lffi.2 , luego usando el Teorema de Stone-Weierstrass existe una sucesión de funciones 

polinomiales Cfm)mEf<l tal que fm --7 f uniformemente en Jl; es decir: VE > O 3M0 > O 

tal que:Vm > M0 

l.hn(x, t)- f(x, t)l <E, V (x, t) E Jl 

Si se escribe: 

hn(x, t) = hn(x, t)- f(x, t) + f(x, t) , entonces usando la desigualdad triangular y la 

desigualdad ( *1) se obtiene: 

lfm(X, t)l < E+ N, V (x, t) E Jl, Vm ~ M0 

Si se elije M' > N --7 3 E1 > O tal que M' > E1 + N 

Si en ( *2), se toma E = E1 se tiene que: 

lfrn(x, t)l < E1 +N< M', V (x, t) E Jl, Vm ~ M0 

Considérese el Problema de Cauchy: 

{
u'(t) = fm(x, t), (x, t) en lffi.2 } 

u(O) = u 0 

(*z) 

((1.2)') 

Vm ~ M0 Se cumplen las hipótesis del teorema de Picard y por lo tanto admite una única 

solución dada por: 

lfJm: [-a, a] --7 [x0 - b,x0 + b] 
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Obteniéndose así una sucesión (cpm)m;?:Mo ~ C[-a, a] con 

t 

cpm(t) = Uo + J fm(cpm(s),s)ds 
o 

La sucesión ( cpm)m;?:Mo satisface las hipótesis del teorema de Arzela-Ascoli, como se 

muestra a continuación: 

( lfJm)m<:.Mo Es acotada: dado t E [-a, a] se tiene: 

t t 

lcpm(t)l = Uo + J fm(<pm(s),s)ds ~ luol + Jlfm(cpm(s),s)l ds 
o o 

De donde se obtiene: 

Es decir: 

l<pm(t)l ~ luol + b, 'V tE [-a, a], 'Vm;::: M0 

De lo cual se deduce: 

llcpmllc[-a.a] :5 luol + b, 'Vm;::: Mo 

Por lo tanto: ( cpm)m;?:Mo es ACOTADA. 

(lfJm)m<:.Mo Es equicontinua: dados t 0 , tE [-a, a] se tiene: 

t to 

1(/Jm(t)- <pm(to)l = J fm(cpm(s),s)ds- J fm(cpm(s),s)ds 
o o 

t 

= J fm(cpm(s), s)ds 

to 



De donde: 

Luego dado E> O basta elegir: o= E¡ M' >O tal que si: t 0 , tE [-a, a] y lt- t 0 l <o 

entonces se tiene que: l<Pm(t)- <Pm(t0 )l <E, V<pm E :F 

Por lo tanto <Pm es equicontinua. 

Ahora usando el teorema de Arzela-Ascoli 

3unasubsucesion(<pkm)k.mEN de (tp111)m"'=Mo convergente en C[-a,a], es decir 

3<p E C[-a, a] tal que 

Uniformemente en [-a, a] nótese que fkm -? f uniformemente en 

[x0 - b,x0 + b] X [-a, a] 

De donde se obtiene: fkma(<fJkm•ld) -7 fo(cp,Jd) uniformemente en [-a, a] 

De otro lado como 

t 

(/Jkm(t) = Uo + J Am(<fJkm(s),s)dsVm;:::: M0, Vt E [-a, a] 
o 

Haciendo que: m -? +oo se obtiene: 

t 

<p(t) =u0 + J f(cp(s),s)dsVt E [-a,a] 
o 

Es decir cp satisface ((1.2)') y por lo tanto qJ es la solución buscada. 
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TEOREMA (UNICIDAD): Bajo las mismas hipótesis del teorema de Cauchy- Peano, si el 

problema (1.2) tiene solución, ella es única. 

Demostración~ Sea 1/J(t) = u 0 + J: f(l/J(s),s) ds , otra solución del problema (1.2) 

Luego como tp; 1/J son soluciones del problema (1.2), se tiene que: 

I(({J(s), s)- (tp(O), O)l :5 N y l(l/J(s), s)- (1/J(O), O)l :5 N 

Si o > N entonces: 

I(({J(s),s)- (({J(O), O)l <o y 1(1/J(s),s)- (1/J(O), O)l <o 

De otro lado si se escribe: 

f(({J(s),s)- f(l/J(s),s) = f(({J(s),s)- [(({J(O), O)+ f(l/J(O), O)- /(1/J(s),s) 

Ya que ({J(O) = u0 = 1/J(O) por ser ambas funciones soluciones del problema (1.2), de 

donde usando desigualdad triangular e integrando se obtiene: 

iti/(({J(s),s)- f(l/J(s),s)l ds 

t 

:5 i lf(qJ(s),s)- f(({J(O), O)l ds 

+ itlf(l/J(s),s)- f(l/J(O), O)l ds 

Ahora usando las desigualdades dadas en ( *) , y la hipótesis que la función f es continua 

sobre la región :R , se obtiene: 

J:lf(qJ(s),s)- f(l/J(s),s)l ds :5 2ltk (**) 

De otro lado, usando(**): 

I<P(t) - 1/J(t)l = IJ.' f(q>(s),s)- f(q>(~). O) ds- J.'t(l/J(s),s)- f(l/J(O), O) dsl 

= litf(tp(s), s)- f(ljJ(s), s)l ds :5 2Ne 
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Es decir: 

0::; l<p(t) -1/J(t)l ::; 2NE, Ve> 0 

De donde se obtiene: 

ll<fJ -1/JIIc[-a.a] =O~ <p(t) -ljJ(t) =O, Vt E [-a, a] 

~ <p(t) = 1/J(t), Vt E [-a, a] 

Por lo tanto la solución del problema (1.2) es única. 

OBSERVACIONES: 

i) Por construcción <p E C[ -a, a] 

ii) <p' = f(<p(t), t) ~ <p' E C[-a, a] 

iii) De (i) y (ii) se tiene que <pE C1 [-a, a] 
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El Teorema de Cauchy- Peana y la solución de un P.V.J 

Sea el siguiente problema de valor inicial (P.V.I) 

{

dx 
dt = f(x; t) 

x(t0) = Xo 

Considere f: J?. e Iffi.2 ~ Iffi. es una función continua, con a :::;; x :::;; b, entonces el problema 

de valor inicial (P.V.I) tiene solución en el intervalo 1 = [-a; +a], con a= M in {a;;} 
donde M~ Max{lf(x, t)l; (x; t) E J?.}. 

Solución: 

dx 
- = f(x; t) entonces dx = f(x; t)dt 
dt 

t t 

J dx = J f(x; s)ds 
to to 

t 

x(t)- x(t0 ) = J f(x; s)ds 

to 

t 

x(t) = x(t0 ) + J f(x; s)ds 

to 

t 
Si f: :R. e Iffi.2 ---7 IR{ es continua en Iffi. entonces 3 Jt

0
f(x; s)ds; (x; s) E :R. 

Nóteseques E [t0 ;t] e Iffi. 
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Ejemplo: 

Resolver: 

Solución: 

{

dx - = xz + t2 
dt 

x(O) = x0 

f(x; t) = x2 + t 2 ("f' es continua puesto que es una función polinómica en 1Rl.2 ) 

Así tenemos que si: a = 2 ; b = S; t 0 = O; t > O 

Maxlf(x; t)l = Maxlx 2 + t 2 l 

(x; t) E 1Rl.2 (x; t) E [2; S]x[O; t] 

(t;S] 

los valores máximos se buscan en los extremos por que la función es creciente. 

Se tiene que el valor máximo lo obtenemos en el punto (t; S) entonces M= 2S + t 2 

a = M in {2; ~2} por lo tanto tenemos que a = ~2 25+t 25+t 

Si t = S entonces estamos garantizando la existencia y unicidad del P.V.I en el intervalo 

1 = [- 2:.. . 2:..] 
10 1 10 
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CAPITULO 3: EL MODELO MATEMÁTICO DE DEMANDA DE 

OXÍGENO EN AGUAS SUPERFICIALES (RÍOS) 

1) PROCESOS QUE HACEN VARIAR LA CANTIDAD DE OXÍGENO 

EN ELAGUA 

En un cuerpo de agua se produce y a la vez se consume oxígeno. La producción de oxígeno 

está relacionada con la fotosíntesis de algas y otras plantas acuáticas, mientras que el 

consumo dependerá de la respiración de las bacterias presentes durante la 

descomposición de sustancias orgánicas. 

También puede intercambiarse oxígeno con la atmósfera por difusión o mezcla 

turbulenta(rápidos). 

A continuación se muestra la interpretación matemática de dichos procesos 

A. Descomposición de la materia orgánica: 

La tasa de cambio con que los microorganismos descomponen la materia biodegradable es 
proporcional a la cantidad de materia orgánica presente en ese instante. 

(
Velocidad de desaparición) = (Cantidad de materia orgánica) 

de materia orgánica disponible 

Matemáticamente se escribe como: 

Dónde: 

dCogo 
--= -KtCDBO dt 

(3,1) 

./ cvao : Concentración de la demanda biológica de oxígeno . 

./ K1 : Constante cinética de reacción. 

B. DESOXIGENACIÓN. 

La cantidad de oxígeno disuelto en agua (OD) es uno de los indicadores utilizados 

para determinar la salud de un río, cuando el OD disminuye prevalecen factores 

nocivos como lodos flotantes, gases fétidos y burbujeos. 
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la rapidez con que se consume el OD está ligada en forma directa con la rapidez de 

desaparición de materia orgánica. 

(

El cambio en la concentración) (V 1 "d d d d · ·, ) 
d , d" lt e ocz a e esaparzczon e oxigeno zsue o = d . , . 

t l t
. e materza organzca con respec o a zempo 

Matemáticamente se escribe así: 

Dónde: 

C. Reaireación: 

dCon _ denso _ -K C 
dt - ----;¡¡-- - 1 DBO 

./ Cnno : Concentración de la demanda biológica de oxígeno . 

./ con : Concentración de oxígeno disuelto . 

./ K1: Constante cinética de reacción. 

El ritmo al que se recupera el oxígeno es proporcional a la diferencia entre el actual 

nivel actual de OD en el río en cualquier punto y el valor de saturación de OD. Esta 

diferencia se denomina déficit de oxígeno. 

(
La velocidad de oxigenación) (D 1. "t d , ) = e zcz e ox1geno 

del río en cada instante 

Matemáticamente se escribe de la siguiente forma: 

Dónde: 

dCn ( ) - = -Kt Cs- Con 
dt 

./ en: Deficiencia de oxígeno en el agua . 

./ con : Concentración de oxígeno disuelto . 

./ es : Constante de oxígeno disuelto saturado en el agua. 

35 



Kiely (1999), expresa la concentración de OD en términos de la deficiencia de 

oxígeno, es decir CD = (Cs- CaD), considerando que cuando un residuo 

biodegradable se vierte a un curso de agua consume oxígeno, el cual sólo es 

renovado por la reaireación atmosférica. De tal forma que la dinámica del 

sistema DBO- OD se representa como sigue: 

Longitud de tramo ~x 

\// 
...... .. 

_/_, .. ·····'···· 
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2) Modelación del Sistema DBO - OD: 

Considerando un volumen de control de un río con entradas y salidas como el que se 

muestra en la Figura 1. Se hace el balance de materia alrededor del volumen de flujo: 

(Acumulación)=(Entrada)- (Salida) +(Desoxigenación)- (Reaireación)· 

dCov V l l -;¡¡-!J. = QeoD X- QeoD X+llX + Tdesoxigenación!J.V- Treaireación!J.V (4) 

Dónde: 

• eavl: Concentración de oxígeno disuelto. 

• !J. V= ALlX: Incremento de volumen de longitud LlX. 

En la ecuación (4) reemplazamos IJ.V = AIJ.X: 

dCoD 
1 1 -;¡¡-AIJ.X = QeoD X- QeoD X+llX + TdesoxigenaciónALlX- TreaireaciónAIJ.X (5) 

Dividimos la ecuación (S) por A.IJ.X y teniendo en cuenta que en un estado estable 

dCov = O se tiene: 
dt 

Qeovlx _ Qeovlx+M + TdesoxigenaciónALlX _ TreaireaciónALlX =O 
AIJ.X ALlX ALlX AIJ.X 

QCovlx-QCoviX+.<l.X - 0 
AllX + Tdesoxigenación- Treaireación - (6) 

Tomando el límite cuando LlX --7 O y sustituyendo las respectivas velocidades de Desoxigenación 

y reaireación respectivamente tenemos: 

lim [(.!:.) QConlx-QConlx+.<l.X] +K e -K e = o 
llX-->0 A AllX 1 DBO 2 OD 

1 d 
--.-d (Qeov) = K1eDBO- Kzeon 

A X 
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Consideramos: 

~ El flujo de entrada Q = Cte 

Aplicando regla de la cadena: 

~ (C ) = dC0 n • dt 
dx OD dt dx 

Además sabemos que el tiempo de residencia es de la forma: 

Reemplazamos (/l) en (ex:): 

V 
t = - · donde V = AX Q 1 

AX 
t=­

Q 
entonces 

~(C ) = dCon ~ 
dx OD dt • Q 

dt 

dx 

Ahora reemplazamos (8) en la ecuación (9): 

Simplificando términos se tiene que: 

Teniendo en cuenta que: 

A 

Q 

{8) 

(9) 

(ex:) 

(/3) 

(6) 

(y) 



Derivando con respecto al tiempo: 

Reemplazando en (y) 

d(Cn) d 
--=-(Cs-Cov) dt dt 

d d 
-Co=--Cov dt dt 

Resolviendo la ecuación (3,1) 

deDBO 
dt = -K1eDBO 

Hallando la constante de integración, para t = o, se tiene que e DBO = K 1 e DBOo 

coeficiente de dexosigenación.K1 Cn80 = C1 

Sustituimos la ecuación (13) en la ecuación (y) 

d~n Kt C -- = KtCDBO e 1 - Kz D dt o 

Modelo DBO- OD 
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3) Existencia y unicidad de la solución del Sistema DBO - OO. 

Sea el siguiente problema de valor inicial: 

(*) 

Se tiene que f(x, t) = f(C0 n, t) = K1 Cn800 eK1t- K2 Cn, es una función continua la cual 

depende del Can y del tiempo. 

Para t =O obtenemos la condición inicial x(t0 ) = C0n(t0) = Cs
0

- CDo· 

Se grafica la región [Can; Con+ .LlC0 n] x [t0 ; t] donde está definida la función. 

t 

En la región J?. se tiene que f(C0 n, t) = K1Cn800 eK1t- K2 Cn es continua y posee un 

máximo en (Con+ AC0n; t) E :R, con C0 D :::;; x:::;; Can+ .LlC0 n E :R, bajo estas 

condiciones se cumplen las hipótesis del teorema de Cauchy- Pea no, entonces el 

problema de valor inicial e*) tiene solución en el intervalo 1 = [-a; +a], con 

a= M in { C0 v; CoD::coD} donde M;;::: Max{lf(C0 n, t)l; (Con• t) E :R}. 

Bajo las mismas hipótesis del teorema de Cauchy- Peano, si el problema (1.2) tiene 

solución, ella es única. 

Por lo tanto se garantiza la existencia y la unicidad de la solución problema de valor inicial 

del Sistema DBO- OD 
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4) Solución del Sistema DBO- OO. 

La solución de la ecuación (14) con la condición inicial: 

Es del tipo: 

Cov = Ae- f P(t)dt +e-J P(t)dt J ef P(t)dt f(t)dt 

Mostrados la solución analítica de la ecuación (14): 

Dónde: 

P(t) = K2 

Integrando los primeros términos tenemos: 

Reordenando: 

Integrando tenemos: 

(15) 
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Ahora evaluamos la condición inicial para encontrar la constante de integración. 

Sustituyendo en la ecuación (14) y reordenando adecuadamente se tiene la solución de la 

ecuación (14) 

(16) 
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CONCLUSIONES 

• El modelo matemático de la demanda biológica de oxígeno en un río usando 
ecuaciones diferenciales ordinarias es tal como se muestra en la ecuación. 

• Mediante el teorema de Cauchy Pea no se concluye que el modelo DBO- OD 
posee solución, tal como se muestra en la ecuación. 

K CD 
e _ 1 BOo ( -K1t _ -Kzt) + e -K2t 
oD- K K e e Doe 

2- 1 
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SUGERENCIAS 

• A la solución analítica encontrada (16) se le puede implementar un algoritmo 
matemático que permiten encontrar los valores numéricos de las constantes 
obtenidas en cada proceso natural para cada río en particular. 
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