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RESUMEN

En esta tesis se presenta un modelo matematico para la creacion de carteras de
inversion éptimas en un mercado financiero, cuya solucidn queda garantizada mediante
la aplicacion del teorema de Karush — Kuhn — Tucker. Primeramente se usan las
definiciones de valor esperado, varianza y covarianzas para obtener el rendimiento
esperado, varianza y covarianza de cada activo que forma parte de la cartera, con esta
informacion se determina tanto el valor esperado como la varianza y covarianza de la
cartera de inversion, luego se construye la matriz de varianzas y covarianzas de la cartera
de inversion, y de este modo se obtiene un modelo de programacion cuadratica con
restricciones el cual es el modelo matematico para la creacién de carteras de inversion
optimas en un mercado financiero , puesto que se quiere optimizar el valor esperado y
el riesgo el problema es de minimizacién. Finalmente para poner de manifiesto la fuerza
de la técnica descrita en este trabajo, se aplica en el caso particular de un inversionista
que desea invertir en una cartera formada por acciones de las empresas peruanas:
Alicorp S.A.A, Cervecerias unidas Backus& Johnston S.A.A y Gloria S.A., cuya informacion
fue obtenida de la pagina Web de la Bolsa de Valores de Lima, el modelo implementado
para este caso particular fue resuelto utilizando la herramienta de Solver de la planilla

de célculo de Excel.



ABSTRACT

In this thesis a mathematical model for creating optimal investment portfolios in a
financial market, the solution is ensured by applying the Karush theorem is presented.
First the definitions of expected value, variance and covariance are used to obtain the
expected return, variance and covariance of each asset that is part of the portfolio, then
this information is determined by both the expected value and variance and covariance
portfolio investment, then the matrix of variances and covariances of the investment
portfolio is constructed, and thus a model of quadratic constraint programming which
is the mathematical model for creating portfolios optimal investment in a financial
market is obtained, since you want to optimize the expected value and risk minimization
is the problem. Finally, to demonstrate the strength of the technique described in this
paper applies in the case of an investor who wants to invest in a portfolio consisting of
shares of Peruvian companies: Alicorp SAA, together Breweries Backus & Johnston SAA
and Gloria SA, whose information was obtained from the Web site of the Lima Stock
Exchange, the model implemented in this particular case was solved using the Solver in

Excel spreadsheet.
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CAPIiTULO 1

BASE TEORICA

En este capitulo se dan las definiciones y resultados basicos utiles para el desarrollo de

la parte central de este trabajo.

1.1. ESPACIOS VECTORIALES

DEFINICION: Sea V # @ un conjunto, k un campo sobre el cual se definen las
siguientes dos operaciones, la llamadas adicion, que se denota por (+) y producto,

que se denota por (.)

+:VxV-V
xy)-»+xy)=x+y

VXV -V

(a,x) ».(a,x) =a.x

Si estas operaciones satisfacen las siguientes:

Ai-x+y=y+x Vx,y €V (propiedad conmutativa).

A x+(+2)=x+y)+z Vx,y,z €V (propiedad asociativa para la

adicién).

Az.- Vx €V, existe 0 €V, tal que x +0 =0+ x = x donde 0 se denomina

elemento neutro aditivo o cero para la adicion.

Ay-Vx€eV, existe —x €V, tal que x + (—x) = (—x) + x = 0, donde —x se

denomina elemento opuesto de x para la adicion.

B;.- a(Bx) = (aB)x, Vx,a,8 € k (propiedad conmutativa para el producto

interno)



B,-(a+ B)x = ax + Bx, YV x €V,a, Be k (propiedad distributiva respecto a los

escalares)

Bs- alx+y)=ax+ay, Vx,y €V,ae k (propiedad distributiva respecto a

los elementos del conjunto V)

B4.-V x €V ,existe untinico 1 € k llamado elemento identidad multiplicativo
talque l.x =x

En este caso se dice que (V, +,.) es un espacio vectorial sobre K.

Observacion:

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de K se llaman escalares.

Como V esta definido sobre los elementos de K, se dice que V es un K espacio

vectorial.

De la definicién anterior se sigue que para un conjunto ¥V # @ para que sea un
espacio vectorial sobre un campo K debe tener definidas do operaciones ** suma
y ““multiplicacién por un escalar’” y que cumple los ocho axiomas mencionados, en

caso que no cumpla con alguno de dichos axiomas no es un espacio vectorial.

Ejemplo 1: Probar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales,
Plx] = {apx™ + ap—1x™ 1 + -+ a;x + ap,n € N,ay, a4, .., a, € R}

es un espacio vectorial, con las operaciones definidas como sigue:

p(x) + q(x) = (ag + bg) + (ay + by)x + ---+ (a, + by)x™, donde p(x) = aq +

ax + ax? + -+ ax™ ; q(x) =bg+ byix + byx? 4+ -+ bpyx™ y Ap(x) =

Aag + Aagx + Aazx? + - + Aax™.

En efecto:
1) Sea p(x) =ag+ ax + azx% + -+ apx™,
q(x) = by + byx + byx? + -+ + byx™ dos elementos de P[x]
Probaremos que: p(x) + q(x) = q(x) + p(x)
p(x) +q(x) = (ag + bg) + (ay + by)x + -+ (@ + by )x™

10



= (by+ a) + (b; + a)x + -+ + (b, + ap)x™
= q(x) + p(x)

2.) Seap((x) =ag+a;x+ax?+ -+ apx™, po(x) = by + byx + byx? + - +
b,x™ ,ps(x) = co + c1x + c3x% + -+ + ¢, x™ tres elementos de P[x]

Probaremos que: py(x) + (p2(x) + p3 (1)) = (p1(x) + p2(x)) + p3 (x)

3.) El elemento neutro es el polinomio nulo q(x) = 0, puesto que para cualquier

p(x) € P[x] se verifica que: p(x) + q(x) = p(x) + 0 = p(x)

4.) Dado cualquier polinomio p(x) = ag + a;x + ax? + -+ + a,x™ de P[x] se
verifica que el polinomio p(x) = —ap—a;x — azx? — - —a,x™ es su

elemento opuesto, puesto que p(x) + p(x) = q(x) =0
5.) Si p;(x),p,(x) € P[x]y @ € se debe probar que:

a[p (x) + p2(x)] = ap, (x) + ap(x)

6.) Si:a,f € Ry p(x) € P[x] se debe probar que:
(a + Bp(x) = ap(x) + pp(x)
(a+ Bpx) = (a + B(ag + a;x + azx® + - + a,x™)

= a(ap + a1 + azx? + -+ a,x") + B(ag + ayx + azx? + -+
anx")

= ap(x) + Bp(x)
7) Sia,B €R y p(x) € P[x] se debe probar que: (af)p(x) = a(Bp(x))
(@B)p(x) = (@B)(ap + arx + axx? + - + a,x™)
= a(fay + Bax + Bayx? + - + Bay,x™)

= a(Bp(x))

11



8.) 31E€R,tal que 1.p(x) = p(x) para todo polinomio p(x) de P[x] con lo cual
se ha probado que el conjunto P[x] de polinomios de coeficientes reales es un

espacio vectorial sobreR.

Ejemplo 2: Probar que el conjunto de todas las matrices de orden m x n sobre K =
R denotado por R™*" esta provisto de dos operaciones suma (+) y producto (.).

Probaremos que (R™", 4, .) es un espacio vectorial sobre K = R.

En efecto:
1) Sea f,g ER™" = f,g: X > R de donde

fir - fin g11 " Gin
f = : R : , g= : :
mi1 " fmn m1 " 9mn
fuutg9u - fint 9in
f+g= : :
fml + I9m1 - fmn + Imn
guutfin - Gt fin
= ", =g +f
Im1 +fm1 ** 9mn +fmn
Porlotanto f+g=g+f
2) Sea f,g,he R™" = f,g,h: X - R de donde
fir  fin giithiy - Ginthig
f+@+h)=]: P+ : :
m1 " fon Im1tlm1  Gmnt hon
[ fu+@u+h) o fin+ Gin+ hin) }
fmi+ @m1 + 1) - fon + (Gmn + Ann)

[ (fi1 + 91_1) +hy) 0 (fiat 91_11) + hyp)

(fm1 + gnll) + hn1) (fmn + gm.n) + hyn)d

fint g1 f1n+gln] [hn n]
1t Im1 - fon t Imn
=(f+g)+h

12



3.) Sealamatriz0=]:

[ f11
f+o0=1\:

[fg
fm

=f

0 -

0 -
fn1

fi1+0

frma+0 -

‘ fmn

0
] tal que V f € R™" se tiene:

0
fln] 0o - 0]
S B FE
0 - 0

fmn
v fin+0

fmn+0

SVFER™I0eR™  talque f+0=f

—fi1
4.) VfeR™"sea —f = [ :
~fmy
fua Tfn

m1— fml

1

_f 1n]
: =
_fmn

i fln"_fln]
fmn;fmn

]

LuegoV f ER™" 3 — fe R™  talque f+ (—f) =0

5) Sea f €e R™" 1,8 € R setiene:

AB fu1
AR f = [ '

- Afun ]
Afmy

B

13



ABf) - ABfin)
3B - A(ﬁ}mn)]
B B
i o

= A(Bf)

6.) Sea f e R™" 4,8 € R setiene:
(A+_ﬁ)f11 (A+.ﬂ)f1n]

A+ Dfps -~ A+ Bfonn

M +Bfis = Min+ Bfin
) Lfm +Bfms ~ Mn iﬁfmn]
(M M) [ B
) Lf:m v Al By - Bf;m]

A+p)f =

+

= Af + Bf
7.) Sea f,g € R™", 1 € R se tiene:

Afir+ 9101+ 911) - Afin + Gin)
AMf+g)= [ : : ]
Alfma + Gm1)  Afmn + Gmn)

[:»fn'*'lgn /1f1n'*_‘lg1n]

fm1tA9m1  Afon + A9mn

Efn  Afin] EQH Agm]
fmi " Afmnl Im1 " Admn

fir o fia] 911 " Y
=,1[z s+/1[g5 ]

m1 " Gmn

m1 7 fmn-

=Af + g

14



8)V f eR™™", 3] e R™" talqueflI=f

fi1 - fin] [1 0]
fl=]: . : P B

-fml fmn- 0 1
-f11 flnw

fl=|: =~
-fml fmn-

fl=f

Por lo tanto se tiene que el conjunto de matrices R™" de orden mxn provisto

de las dos operaciones de suma y producto es un espacio vectorial sobreR.

1.2. ESPACIOS NORMADOS

Definicion 2: Sea E un espacio vectorial sobre K (R o C). Diremos que E es un

espacio normado si existe una funcién:

Il E - Ry*
x = |Ix|
Que cumple con las condiciones:
1.) llx|l = 0Vxe E
lxl =0 x =0
2.) x|l = 1Ax|l Viek y Vxe E

3) lx+yll < lixlf+1llyll  vx,yeE

Todo espacio normado ( E, |l. ||) se puede convertir en un espacio métrico (E,d )

donde se define la distancia.

dx,y) =lx =yl .. (1)

15



ESPACIO METRICO:

Definicién 3: Sea x un conjunto no vacio. Diremos que X es un espacio métrico si
existe una funcién.
d:XxX - R
(x,y) = d(x,y)

Que cumple con las condiciones:
1) d(x,y) =0 vx,yeX
dix,y) =0 x=y

2) d(x,y) =d(y,x) Vx,y € X
3)dl,y) <d(x,2z)+d(zy) Vx,y,z€ X

Vemos que (1) cumple las condiciones de métrica:

d(x,y) =llx—=yl|l =0 Porsernorma
1)Si dlx,y)=0

lx—yll=0
lx—yll=0
- x—y=0 Por 1.)

Si x=y=2>x-y=0
Luego llx—vy|ll=0 Por 1.)
d(x,y) =0

2) d(x,y) = llx—=yll

=D& =0

= -1y =l Por 2.)
=y -0l

= d(x,y)

Portanto d(x,y) = d(y,x)

3)si dxy)=llx—yl
=|lx—z+z-yll
< llx —zll + liz =yl

16



=dx,2z)+d(z+y)
Porlotanto d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

Ejemplo 3: »

Sea E = {f:[a, b] » R: f continua}

Definiendo (f + g)(x) = f(x) + g(x)
(Af)(x) = Af (x)

E con estas operaciones forman un espacio vectorial sobreR.

Definimos: ||fll = ,e[ap)lf (I

Vemos que cumple las condiciones de norma

Vx € [a, b] lf()l =0

1.) Entonces |Ifll=0eof=0

= Supongamos que ||f|| = 0, por definicién de maximo se sigue que:

If OOl < xefapilf (N =0

Luego |f(x)]I=0 Vx € [a, b]

Yportanto f(x) =0 Vx € [a,b]

Luego =0 elemento identidad de E.

<Sif=0
lfe)l=0 Vx € [a,b]

Yportanto [Ifll = fanilf) =0

17



2) liAfll = 1allf

IAfIl = xefapilAf GO

= relapjlAf (0]

= xefasilAIf ()]

= |2 xefapjlf GOl

= 1allfil

Portanto:  [IAfIl = |AllfII

3) If +gll < I+ llgll
V x € [a, b] Setiene

|(F + @] =1 () + gl < IF Gl + 1g(x)]

< PO + g GOl

<IlIfil+ gl
Luego Vx € [a,b] se tiene
I(F + )1 < lIfIl + lgll
Por tanto: xelaoll F + 2N < IfII + ligll

If +gll < iF1 + llgll

18



1.3. FUNCIONES DIFERENCIABLES
Derivadas parciales de funciones de varias variables

Definicién 4: Sea f:U —» R donde U es un subconjunto abierto de R", y
consideremos un punto a € U. Parai= 1,....., n, la i-ésima derivada parcial de f en

el punto a, que designamos indistintamente mediante
8if (2) Otambién 2L f(a)o fx;
1

ltl_r’%w Cuando este limite existe.

Es el valor del limite

En el caso particular en el que n = 2, se tiene para un punto a = (x,y), la derivada

parcial respecto a x viene dada por la siguiente expresion:

) PV e o)
2. (@) = L f(a) = lim 2

La derivada parcial de f respecto de y se define de manera andloga como sigue:

— a_f . f&xy+t)-f (X,y)
0.1 @) = L f(a) = lim [EX+0=T0w)

Una situacion analoga obtenemos cuandon = 3: eneste caso a= (X y; 2), Yy

designamos la tercera derivada parcial, o derivada parcial respecto de z, mediante

an(a) = fz(a) = fz(x,y,z).

En lo que respecta al célculo de las derivadas parciales, como la definicién indica
que la derivada parcial i-ésima es la derivada de una funcidn real, con respecto de
una variable real privilegiada x;, cuando las otras permanecen constantes, se

aplican las reglas de derivacién de funciones reales de variable real.
Ejemplo 4. Calcular las dos derivadas parciales de la funcion f(x,y) = 2x% — xy +

y? en el punto p(1,0).

Solucién

19



of :
5x 0 =1

fA+t¢0)-£71,0)
t

21+h)?*-(1+h).0+02-(2-0+0)

= lim

t—0 t '

20426+t -2 . 244t +2t2—-2 | At +2t?
=lim = lim = lim

t—=0 t t-0 t ‘ t—0 t

=lim4+2t =4
t—0

d 1,0+¢t)~ £(1,0 1L,t)—-f(1,
f(lo)_1 fA0+0) =~ FA0) _ . f(1,1) = f(10)
t—)O t t—0 t
- lim 2.12-1.t+t%-2 = lim 2—t+t2—2 —lim —t+t? —lm—14t=—1
t—0 t t-0 t t-0 t t—0

Continuidad y derivadas parciales:

La existencia de f,, depende del comportamiento de la funcién solo en la direccion
del eje x, y la existencia de f,, del comportamiento de la funcion solo en la direccién
del eje y, mientras que la continuidad depende del comportamiento de la funcién
en todos los puntos del entorno. Esto significa que una funcién puede tener
derivadas parciales en un punto aunque no sea continua en dicho punto. Es decir la

existencia de las derivadas parciales no garantiza la continuidad de una funcién

Tenemos pues, que de ia continuidad de las funciones de n variables en un punto
dado, no se deriva la existencia de sus derivadas parciales en ese punto. Pero es
mas, cuandon = 2 incluso de la existencia de todas las derivadas parciales en cierto
punto, no se deduce la continuidad en ese punto. (Recordemos que paran =1, es
decir, para las funciones de una variable, de la existencia de la derivada en un punto

se deriva también que la funcion es continua en ese punto).

Ejemplo 5. Consideremos f: R? - R definida mediante £(0,0) =0y f(x,y) =

si (x,y) # (0,0)

x? +y2’

En todo punto distinto de (0,0) la funcion tiene derivadas parciales, dadas por

3 (x,y) = L2 U y) =22

x2 +y2 ! xZ +y2

20



En el origen (0,0) tenemos

t.0

- _ Lo __ g
Q(O,O) — hmw =lim f(t,0)-£(0,0) = lim 2402 -0
dx t—0 >0 PR am T
.t2 0
a—f(o'o) fmecd limw - lim f(olt)_f(oro) = ’h'm 02+t2 — 0
> £=0 t t-0 t t-0 t

Sin embargo, y aunque existen ambas derivadas parciales en todos los puntos, la
funcién f(x,y) no es continua (0,0), ya que no existe el limite en dicho punto. En

efecto, si nos acercamos al punto mediante las rectas y = mx resulta:

. xy
lim —————o
xy)—(0,0) x2 + y2
. xy . xy . xmx
= lim ——= lim ———s= lm ————
@y)=0,0)x% +y2  (@xy)-00x% +y2  (xy)-(0,0) x2 + (mx)?
y=mx y=mx y=mx
x*m x*’m m m

im — = lim = lim =
x)o00 X2 + m2x2 00 x2(1 + m2)  x01+mZ 1+ m?
y=mx y=mx

Luego el limite no existe ya que depende del valor m.Es decir, segun la recta por la

que nos aproximemos al punto tendriamos un valor de limite u otro

En lo que sigue revisamos la interpretacion geométrica de las derivadas parciales

21



Interpretaciéon geométrica de las derivadas parciales:

F § 'y
z (Yo 2 z (%, ¥o,20)
1 e ———, ‘, e ———
e —
T S
| /\.\ -
Zs s / p — el
i — ]
{ -~
| |
/ —_ [ S S
[ — / - -
.,“ / —T*Planoy=y, / / —T*Plano x=x,
{ Yo . LA }’o .
¥ Y
X
/ X

% {zg.vp): pendiente en la direccién = %—{J—( 2p.v0): pendiente en la direccién »

Desde el punto de vista geométrico, la funcion g(x) = f(x, y,) representa la curva

que se obtiene de la interseccién de la superficie z = f(x,y) con el plano y = y,.

250 < v = o)

La derivada parcial de la funcién f, respecto de la variable x, en el punto p
representa la pendiente de la tangente a la curva g(x) = f(x,y,) en el punto p
correspondiente de la gréfica, es decir, la inclinacién de la superficie en la direccién
del eje X.

Andlogamente, la funcién g(y) = f(x,,y) representa la curva que se obtiene de

la interseccién de la superficie z = f(x,y) conel plano x = x, .

z=f(x, y)}z = f(x0,%) = g(¥)

X =Xy

-

La derivada parcial de la funcién f , respecto de la variable y , en el punto p

representa la pendiente de la tangente a la curva g(¥) = f(xo,y) en el punto p

correspondiente de la grafica, es decir, la inclinacion de la superficie en la direccién

del eje Y.
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2
Ejemplo 6. Hallar la pendiente a la superficie f(x,y) = —-’fz— -y2+ ZT:i en el punto

P (—21-, 1,2), en las direcciones de los ejes x e y.

Solucién
of of (1 1) 1, 1
_— ey =) —— | — = e ——) = ——
ox  ~ 9z \2’ p o tana ="y

af_ af(l )__ _
ay_ 2y—>ay 2,1 =—2->tanf = -2

Definicion (Derivadas parciales de orden superior) 5:
Consideremos f : U = R diferenciable en cada punto del abierto U c R™. Para

cada natural i = 1,....., n tenemos definida la funcién

af
'a—x—i.U—)R

Denotamos a las derivadas de segundo orden por

T

axiax]. - Bxl- axj

Se ha derivado primero con respecto a x; y luego con respecto a x;.

0*f  0* 0 (of
dx2  0xi8y,  0x;\9x;

Se ha derivado dos veces con respecto a x;.

Ejemplo 7. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la funcion:

f(x, y) = xzyex2+y2

Solucién

a (0 0 0
F (-6{_) = 5;(296)’6"2"'3’2 + x2y(2xe**+7*) = = 2x3y + 2xy)ex2+y2)
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a (0
a(%) = (6x2y + 2y)e***¥* + 2x3y + 2xy) (2xe***¥?)

= (4x*y + 10x2y + 2y)e*"+7*

d (0f a 22 4y2 2402 24,2
—_ L) = — y 2 x4+y<Y — 3 x<+y
% ( ax) 5 (2xye + x2y(2xe*" ") = (2x3 + 2x)e

+ 223y + 2xy) (2ye***¥*) = (4x3y? + 2x3 + 4xy? + 2x)e*
d 0

P (5) = (9cze"2+3’2 + xzy(Zyexz"yz)) = % ((szy2 + xz)e"z+yz)

d (0
a_x'('aé) = (4xy? + 2x)e*" 7" + (2x2y? + x2)(2xe*"+7%)
= (4x3y% + 2x3 + 4xy? + 2x)e* tV*
8 (f\ B [, i 2pyayy 0 24y2
—_— ) = — y 2 x°+y —— 24,2 2\, x4ty
5 (ay) 3 (x e +x%y(2ye )) 5 ((Zx y2 +xe )
d (of 2,,,%2+y? 24,2 2 x2+y? 2,3 2 24y?
@a—y-=4xye Y+ (2x2%y? + x2)(2ye* 1) = (4x2y3 + 6x2y)e* tY

Diferenciabilidad de funciones de varias variables

Al generalizar un concepto de R a R™, tratamos de conservar las propiedades
importantes que consideremos en el caso unidimensional. Por ejemplo, en R la
existencia de la derivada en un punto x implica la continuidad en el mismo. Sin
embargo, para funciones de dos variables, hemos visto que la existencia de las
derivadas parciales en un punto no implica la continuidad en ese punto, ni siquiera
la existencia de todas las derivadas direccionales implica la continuidad. Por esta
razén las derivadas parciales, al igual que las derivadas direccionales, son una
extension en cierto modo poco satisfactoria del concepto de derivada
unidimensional. Por tanto, parece natural el deseo de tener una nocion de derivada
para funciones de varias variables que implique la continuidad. Introducimos ahora

una generalizacién mas conveniente que implica la continuidad y, al propio tiempo,
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nos permite extender los principales teoremas de la teoria de la derivada
unidimensional a las funciones de varias variables. El concepto que mejor sirve a tal

proposito es la nocion de diferencial.

Nos proponemos definir la diferenciabilidad de una funcién en un punto,
generalizando la nocién de derivabilidad de funciones reales, como sigue.
Recordemos que dada f : I = R, donde I es un intervalo abierto de Ry a €1,

definimos la derivada de f en el punto a, que designamos indistintamente.

f (@) o también %ft- (),
‘Como el valor del limite

lim flatt)-f (a),
t-0 t

Cuando existe y es finito. Supongamos que f es derivable en el punto a, y definamos
la funcion p(t), en un entorno reducido B(0,€), suficientemente pequefio,

mediante

p(t) =D _ gy (1)

Es claro que }:1_r)r(} p(t) = 0y podemos escribir, despejando,

fla+t)—f@=f(@t+tp(t), limp(t)=0

Sea f: U—-> R, donde Uc R"™ es un conjunto abierto. La funcion f es
diferenciable en un punto a € U, cuando existen un vector A = (4,,4,,...,4,) ¥y
una funcién p: B(0,€) — R tales que, para todo v = (ay, a3, ..., a,) € R* con a +
v € B(a, €) < U, se verifica

fla+v)—f(a) =(4,v)+ |Ivip(v), Li_r)l;l)p(v) =0 e @))

Decimos que f es diferenciable en U cuando es diferenciable en todo a € U ,
introduciendo la funcién r(v) = ||v|lp(v), que llamamos resto, la formula (2) se

puede escribir como
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fla+v)—f(a) =(4, y) + r(v) lmé T"S’") ............. (3)

Estamos entonces definiendo que una funcidn es diferenciable en un punto a
cuando su incremento se puede aproximar por una transformacion lineal de la

format(v) = (4,v).

Definicion 6: Una funcidn f(x,y) de dos variables, definida en un conjunto abierto
U c R?, es llamada diferenciable en un punto a = (x, y) cuando existen dos
constantes 4, B y una funcién r(h, k) : B(0,¢) » R , tales que si, v = (h,k),a +
v € B(a,e) c U, es decir

r(hk) _
+h,y+k)—f(x,y) =Ah+ Bk +r(hk), 1 —_

Observemos finalmente, que en la definicion utilizamos la norma euclidiana usual.
Despejando r(v) en (3) , obtenemos que f es diferenciable en a € U si y sélo si

existe un vector A4 tal que

1m"”0m+w fl@)—{4v) =

Como este limite no depende de la norma en R™ (porque todas las normas son
equivalentes), la definicion de diferenciabilidad no depende de fa norma elegida. A

continuacion, el resultado que estdbamos buscando.

Teorema 1.Sea f : U » R, donde U € R™ es un conjunto abierto,ya € U.Si f
es diferenciable en el punto a, entonces es continua en a, y, dado un vector v

cualquiera, existe la derivada direccional (3f/dv)(a) , que verifica

Donde A = (4,45, ...,A,) es el vector de la definicién de diferenciabilidad. En

particular, existen las derivadas parciales, y se verifica

o oy=a. . (=
a_xl (a) = All vy axn (a) = An
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Demostracion, La continuidad es inmediata, dado que

lim(f(a+v) - f() = lim((4,v) + lIvllp@)) = 0

Respecto de la derivada direccional, dado un vector v, si ponemos tv en (3),

tenemos

fla+tv) - f(a) = t{4,v) + [t||IvlIp(tv),

Dividiendo por t y tomando limite, obtenemos

lim

flattv)—f(a) _
t—0 t

t4,v) +lim  vllp(v) = (4,),

Porque p(tv) - 0(t— 0), lo que demuestra (5). En particular, si v =g

obtenemos

0if(a) = :—L(a) = (A, e;) = A;, concluyendo la demostracién m

Observacién 2. La férmula (4) muestra que la derivada parcial (3f/0v)(a) es una

funcién lineal de v, cuando la funcién es diferenciable en a.

Estudiemos ejemplos de diferenciabilidad de algunas funciones sencillas a partir de

la definicion.

Ejemplo 8. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen de la siguiente

funcién vy, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.

xy

fl,y) =1{x%+y?

0 si (x,y)=1(00)

Solucién

si (x,y) # (0,0)

. xy . y
—_—— . =0. =0= ,0
L W e Rl L Ny e L f0.0)

Luego la funcién es continua (0,0).
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Calculamos las derivadas parciales aplicando la definicidn:

h.0
F) 0+ h,0)— £(0,0 h,0) -0 JZroz
9 00 =1imZ )= OO0 _ (RO =0y, VRO
ox h-0 h h—0 h h—0 h
0.k
0 0,0+ k)-£(0,0 0,k)—-0 VOZ ¥ k2
O (00 = g LR ZTO0 _\ JOB 0\ JELEE
dy h—0 k h~0 k -0k
Luego, A(hbk)=0.h+0.k=0
Por otro lado, Af(0,0)=f(0+h,0+k)—£(0,0) = f(hk) — 0 = 7=
(h,k) Af=A(h,K) J—hk 0
. r(hk = s f— hk _ . h2+k2
Luego, (h,kl)lg%o,o) [ Rl (h,k)lir%o,o) Vh2+k? (h,kl)l—r{%o,o) VhZ+k2
. hk " hmh . Bm  m
= S0 hZ + k2 %ﬁl h2 + m2h2 khifn;n A +m2)  1+m?

Luego el limite no existe, por depender de m, y en consecuencia la funcién no es
diferenciable en (0, 0). Al no ser diferenciable resulta que df (0,0) no existe, con lo

cual A(h, k) = Oh + 0Ok = 0 no tiene ninguna significacion.m

Ejemplo 9. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen de la siguiente

funciony, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.

fO,y) =x%+y?

Solucién

La funcion es continua en (0,0), en efecto:

lim /x2+y2=+/02+02=+/0=0

(x,y)—(0,0)
. - . Rl _ P L
Y dicho limite no existe, puesto que ’E%L = 1 y hlg(r)l_ e 1
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Luego, la funcion no es diferenciable en el origen por no existir las derivadas
parciales en dicho punto y ser la existencia de las derivadas parciales en un punto p
una condicion necesaria para la diferenciabilidad de la funcién en dicho punto. En

consecuencia resulta que df(0,0) no existe. m
EL GRADIENTE DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Definicion 7: El vector gradiente de la funcién f (x4, x5, X3, ..., X,) en el punto
(a4,ay, ...,a,) se define como el vector que tiene por componentes las derivadas
parciales de f en este punto. El vector gradiente se denota por Vf(ay,ay, ..., a,) .

Si se supone que se evalta en el punto (ay, a,, ..., a,), tenemos:

of of of af)

dxy dx, dx3” " Oxy,

Vf=(
Es importante remarcar el hecho de que el gradiente es un vector.

Ejemplo 10; Dada la funcién f(x,y) = x2 + y%* + 5xy + 2x — 3y — 20,
determinar el gradiente V£ (x,y)

Solucién, de acuerdo a la definicion del vector gradiente se tiene que:

of 0
Vi(x,y) = (%,5!;) =(2x+5y+ 22y +5x—-3)

Curvas de Nivel y el vector Gradiente

Proposicion 1: El gradiente de una funcion f en un punto en particular es

perpendicular a la curva de nivel de f en el mismo punto.

Prueba:
Consideremos que X, es el punto de interés. La curva de nivel que pasa a través de
Xp es una x|f (X) = f(Xy). Consideremos la curva paramétrica y(t) es la curva de
nivel que pasa a través de X, por lo tanto podemos asumir que y(0) =X =
[x4, X2, X3, .., X, ]T. Entonces tenemos

fr(@) =fX) =cC
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Ahora vamos a calcular la derivada de la funcién con respecto al parametro t

utilizando la regla de la cadena

df (%, (), %,(t), o, % () BF(X)dxy  AF(X) dxy + _.__'_af(X)%_
dt T x; dt @ 0x, dt dx, dt

0

ax,
dt
dx;
_[oren aren  aren)|

- ’ ey
0x; = Ox, ox,

dx,,
| dt |

= [VF Xy (Xo) = 0

De la formula anterior podemos ver que f (X(t)) es el producto escalar del
gradiente y la derivada de la curva de nivel. El producto escalar de vectores, que
también puede ser escrito como IIVf(xo)IIHy'(O)H cos @ y la anica posibilidad de
que este sea cero es que el angulo entre ambos vectores sea 90°. Por lo tanto la el
angulo entre la tangente a la curva de nivel y*(X,) forma un angulo de 90° con la
direccién del vector gradiente. En la figura 2.1 podemos ver las curvas de nivel en

un punto y la direccion del menos gradiente.m

Propiedades del gradiente:

- SiVf(xq,xy, ..., %) = 0 entonces D, f(xq, X3, ..., X,) = 0 para todo u.

- La direccién de méaximo crecimiento de f viene dada por Vf(xy, x3, ..., X,), el

valor maximo de D, f (x4, X3, ..., ) €s | VF(xq, %5, ..., x|

- Sea u=f(x4,x3..,X,) una funcién diferenciable en el punto

((x1)0, (X205 s (X)) Y V((x1)0) (X2)0s wors (Xn)o) # 0 entonces

V£ (xq, X2, ..., X,) €s normal a la superficie que pasa por ((x1)o, (x2)os ) (Xn)0)

30



El Hessiano de una funcidn de varias variables

Definicién 8: Si la funcién z = f(x, y) tiene derivadas parciales de segundo orden
en un conjunto D € R? se denomina Hessiano de f en el punto (x,y)eD al
determinante:

fax (%, ¥) fiy (2, ¥)

HEY) = 6 y)fy ()

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE EXTREMO.

Sea f una funcidn con derivadas parciales primeras y segundas continuas en un
conjunto abierto que contiene un punto (a,b) para el que f.(a,b) =0y

fy(a,b) = 0.Si H(a, b) representa el Hessiano de f en (a,b) entonces se verifica:

1. SiH(a,b) > 0y fix(a,b) > 0 entonces f alcanza en el punto (a, b) un minimo

relativo.

2. SiH(a,b) >0y f,(a,b) < 0 entonces f alcanza en el punto (a, b) un maximo

relativo.
3. SiH(a,b) < 0 entonces la funcién tiene un punto desilla en (a,b) .
4. SiH(a,b) = 0 entonces no se tiene informacién por esta via.

Si H(a,b) > 0, entonces fyx(a, b) y fyy(a, b) deben tener el mismo signo.
Esto significa que se puede remplazar fx(a,b) por f,,(a,b) en las dos primeras

partes del criterio.

Ejemplo 11: Encontrar los extremos relativos de

fO,y)=x3+4xy—2y2+1

Solucién, Comenzamos buscando los puntos criticos de f . Puesto que
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1.4.

fet,y) = =3x% + 4y, £,(x,y) = 4x — 4y

estan definidas para todo x e y, los Unicos puntos criticos son aquellos para los
cuales ambas derivadas parciales primeras son nulas. Para localizar estos puntos,

hacemos f,.(x,y) vy f,(x,y) cero y obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

—3x2+4y=0}
4x—4y =0

De la segunda ecuacién vemos que x = y, y sustituyendo en la primera obtenemos

dos Soluciones:y =x =0ey = x = 4/3. Como

fexCe,y) =—6x, fiy(x,y)=~4 y fo,(xy)=4

se sigue que para el punto critico (0,0), H(0,0) = —16 < 0y, por el criterio de las

derivadas parciales segundas, concluimos que (0,0,1) es un punto de silla de f.
Para el punto cnitico (4/3,4/3), se tiene H G'%) =16 > 0ycomo

4 4
fix(3:3) =8 <0

Concluimos que f(4/3,4/3) esun méximo relativo. m

CONJUNTO CONVEXO

Definicién 9: Dado S un subconjunto de R”, S es llamado Conjunto Convexo si para

todo x,y €S y paratodo 4 e[0,1]; se tiene:

z=Ax+(A—-Ay €S

El conjunto de puntos zse llama segmento cerrado y la igualdad anterior se

denomina combinacion lineal convexa de x y y.
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El grafico de abajo en R?, se muestra un conjunto convexo y un conjunto no

convexo

Convexo ho convexo

Ejemplo 12: Demostrar que el conjunto € = {(x,y) € R?/ y = x} es convexo.
Demostracion

C={(xy) ER?/ y=x}
y sean x,y € C dos puntos cualesquiera. Tal que

x=(x,x)€EC,y=@uy) EC
y ademds sea un A € [0,1]

xXA+ (A -y ecC

(1, 22)A + (A — D (1, y2)

En otras palabras demostraremos que: (xlx'l + (1 =Dy, x4+ y,(1 — /1)) EC

Pero como
x=0,x)EC > x2%x; -xA2x4, )
Yy=0uLYyD€EC > y2y; »1-Dy,2A-Dy1 oo (2)
Sumamos (1) y (2):

xzﬂ. + (1 - A)yz = x1/1 + (1 - A)IV1
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- A+ A =DypxA+ (A -Ay) €C

Por lo tanto C es un conjunto convexo y su grafica sera:

y=2x =

FUNCION CONCAVA

Una funcion f:S c R®* - R , se dice cdncava sobre el conjunto concavo S si
f((l - b)x + by) =A-b)f(x)+bf(y) Vx,y€S,para cualquier escalar b €
[0,1].

En la figura siguiente se representa graficamente una funcién céncava:

b4

£CC1-b)x+by)

.

fix fly) .

(1-b)f (X3+bf (y)

X y
) . (1-b)x+by .

Propiedad 1: si f es concava en S, entonces f es convexa en § y si f es convexa en

S, entonces f es concavaenS.
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1.5. FUNCIONES CONVEXAS

Una funcién f:S c R® - R , se dice convexa sobre el conjunto convexo S si
f((l —-b)x + by) <@A-b)f(x)+bf(y) Vx,y €S, para cualquier escalar b €
[0,1].

En la figura siguiente se representa graficamente una funcién convexa:

Y
FO) (1-bM [xIebfly) 4y
£ [(1-p)x+by | o
X (1-b)x+by y

Ejemplo13: f:R- R

x > m.x + b funciones afines
Solucién
Sea x,yERy 1¢€[0/]
fAx+ QA -Dy)=m[Ax+ Q- Dyl + b1+ (1 -1)]
=m@Ax)+ A -Dmy +b@A)+ (1 —2)b
= A(mx +b)+ (1 — A)(my + b)
=Af () + (A -Df )

Por lo tanto f es convexo. B

Teorema 2: Sea S un conjunto convexo en R™, sea f:S — R una funcion
convexa. Luego el conjunto T = {x € S/f(x) < a} es un conjunto convexo, donde

a es un niimero real.

Demostracion
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Consideremos un mflmero a real cualquiera. Como f es convexa en un conjunto S
(convexo en R™), vamos a demostrar que el conjunto T es convexo.

Consideremos dos puntos cualesquiera x,y € T y sea un b € [0,1], como dichos
puntos son del conjunto, entonces se verifica que: f(x) < «, f(¥) < a puesx,y €
T.

Como ademas f es convexa se verifica que:

flA=b)x+by] <A -b)fxX)+bf()<(1-b)at+ba=a

Luego se cumple que Vb € [0,1]yVx,y €T, fl[(1 — b)x + by] € T, por lo tanto

el conjunto T es convexo. &

Teorema 3: Sea S un conjunto convexo en R"?, sea f: S — R una funcién céncava.
Luego el conjunto T = {x € S/f(x) = a} es un conjunto convexo, donde « es un

numero real.
Demostracién

Consideremos un nimero « real cualquiera. Como f es convexa en un conjunto S

(convexo en R™), vamos a demostrar que el conjunto T es convexo.

Consideremos dos puntos cualesquiera x,y € T y sea un b € [0,1], como dichos
puntos son del conjunto, entonces se verifica que: f(x) = a, f(y) = apuesx,y €

T.
Como ademas f es convexa se verifica que:

fla=-Bx+byl=2A=-bDFfX)+bf( =1 —ba+ba=a

Luego se cumpleque Vb € [0,1]yVx,y €T, f[(1 — b)x + by] € T, por lo tanto

el conjunto T es convexo. B

Teorema 4: Toda funcion lineal h(x) definida en un conjunto convexo S de R" es

a la vez convexa y céncava en su dominio.
Demostracion
Si h(x) es lineal entonces h(ax) = ah(x); h(x +y) = h(x) + h(y).
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Por lo tanto hlax + By] = hlax] + h[By] = ah(x) + Bh(y) ysiendoa + 8 =1,

a=20ypB =0,luego B =1—a, se tiene:
hlax] + h[(1 — @)yl = ah(x) + (1 — a)h(y). m

El siguiente resultado proporciona una condiciéon necesaria y suficiente para que

una funcion diferenciable sea convexa.

Teorema 5: Sea S un conjunto abierto convexo de R™ y f:S — R una funcién

diferenciable en S.Entonces f es convexa siy solo si f(x) = f(y) +

(Vf(y),x—y),paratodox,y €S.

Demostracion

Sea f convexayx,y € S, entonces en particular ¢ € [0,1], se tiene que

fy+atx—y) < fO&) + a(f(x) — fB)), luego

fy+alx—»)—fo»)

a

Sf&)-fO)

Tomando limite cuando a¢ — 0 y por la diferenciabilidad de f tenemos

VfO)hx—=y) < f(x) - f(y), estoes f(x) 2 f) + (Vf()x—¥) .
Reciprocamente, supongamos que satisface la desigualdad

f)=2fO»)+(Vf(y),x—y), paratodox,y €S. ... (1)

Probaremos que es convexa. Sean x,y € Sy a € [0,1]. Tomando los puntos x y

x + a(y — x) en (1) y multiplicando por (1 — a) se tiene

1-a)f(x) = (1 -a)f(x+aly —x)) - (1 -a)a(Vf(x+aly —x)),y —x)

Andlogamente, tomando ahora los puntos y y x + a(y — x) en (1) y multiplicado

por a se tiene;
afMzaf(x+aly—x))+al—a)Vf(x+aly—x)),y—%) .. (3)
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Sumando (2) y (3), obtenemos:

af M+ A —-a)f(x) = af(x+a(y—x)) +@ —a)f(x+ a(y—x))
= f(x + a(y — x))

Porlotanto f(ay+ (1 —a)x) <af()+ (1 —a)f(x).m

Teorema 6: Sea S un conjunto abierto convexo de R™ y f:S — R una funcién
dos veces diferenciable en S.Entonces f es convexa si y solo si la matriz Hessiana

es semidefinida positiva en cada punto de S.
Demostracion
Suponiendo que f es convexa y sea x, € S. Se quiere probar que X"H(X,)X =0

para cada X € R™. Puesto que S es abierto, para cualquier X € R", serd X, + aX €

S para |a| # 0 suficientemente pequefio. Entonces, por el teorema anterior:

FXo+ aX) 2 fXy) + alV X)X coerreerrrnremsesesnsassrnass (5)

Y por ser dos veces diferenciable, se puede escribir:

fXo+ aX) = f(X,) + a[VFX)ITX +-;-a2XTH(X0)X + a? - X?

W Xo, aX) sen vz wan (6) '25/::\‘)“\'\’\1)1
Restando (5) y (6), se tiene: r ‘
;‘,%L ": )
L X)X + 2 X WX aX) 20 g 4
2 0 o - R A

Dividiendo por a? y haciendo @ — 0, resulta: XTH(X,)X = 0

Reciprocamente, suponiendo ahora que la matriz Hessiana es semidefinida positiva
en cada punto de S. Sean X y X, € S, la formula de Taylor de segundo orden

proporciona:

1
FX) = fXo) + [VF(X)]" (X — Xo) + 5 & —Xo)THXM)(X = X0) e vrvveee (7)
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1.6.

Siendo X* = aX, + (1 — a)X ya € (0,1). En consecuencia, X* € Sy entonces por

hipétesis H(X™*) es semidefinida positiva.
Por lo tanto: (X — Xo)TH(X*)(X — X,) =0
Concluyendo que de (7) resulta: f(X) = f(Xy) + [VF(Xo)]" (X — X,)

Ya que la anterior desigualdad es vilida para cada X y X;, € S, f es convexa por el

teorema 5. m

Este teorema es util para probar la convexidad o concavidad de una funcién dos
veces diferenciable. En especial, si la funcion es cuadratica, la matriz Hessiana es

independiente del punto considerado.

HIPERPLANOS

En geometria, un hiperplano es una extensién del concepto de plano.

En un espacio unidimensional (como una recta), un hiperplano es un punto; divide una linea

en dos lineas.

En un espacio bidimensional (como el plano XY), un hiperplano es una recta; divide el plano

en dos mitades.

En un espacio tridimensional, un hiperplano es un plano corriente; divide el espacio en dos

mitades.

Este concepto también puede ser aplicado a espacios de cuatro dimensiones y mas, donde

estos objetos divisores se llaman simplemente hiperplanos, ya que la finalidad de esta

nomenclatura es la de relacionar la geometria con el plano.

Definicién 10: Siendo A = (a;, az, ..., Gy), X = (X1, X2, ..., X, )T y b un ndmero real, se
lama hiperplano en R™ al conjunto de puntos que satisfacen la ecuacion lineal

AX = b. Todo hiperplano divide los puntos R™ en dos semiespacios: AXsbyAX2b.

En general, un hiperplano es un espacio afin de codimensién 1. Con respecto a este

concepto se tienen los siguientes hechos.
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a.) Siendo b un ndmero real, se define como hiperplano en R™ al conjunto de puntos
que satisfacen la ecuacion lineal: a;x; + a;x54....QnXy = b
Todo hiperplano divide los puntos del espacio R™ en dos semiespacios:

A% + AxXpp Xy < b

a1 X1 + A3X94...400Xn = b

b.) Teorema 7: Todo semiespacio de R™ es un conjunto convexo.
Demostracion

En efecto sean X; y X, dos puntos pertenecientes al semiespacio AX = b.
Indiqguemos con X = aX; + (1 — @)X, un punto arbitrario del segmento
definido por X; y X5.Entonces:

AX=AlaXi+ (1 -a)X;]=alX;+ (1 —a)AX, = ab+ (1 —a)b=Dbh
Por lo tanto, también X perténece al semiespacio considerado, luego AX = b es
un conjunto convexo.

Analogamente se demuestra que el semiespacio AX < b es un conjunto

convexo.

En efecto sean X; y X, dos puntos pertenecientes al semiespacio AX < b.
Indiqguemos con X = aX; + (1 —a)X, un punto arbitrario del segmento
definido por X; y X,.Entonces:

AX=AlaX;+ (1 —-a)X;]=adX;+ (1 —a)AX,; <ab+(1—a)b=Db
Por lo tanto, también X pertenece al semiespacio considerado, luego AX < b es

un conjunto convexo. B

Afirmacién: La interseccion de dos conjuntos convexos es convexa.

Demostracion

Sean A y B dos conjuntos convexos,
Dados x,y € AN B, yseaa € ]0,1[, luego

ax + (1 — a)y € A, puesto que A es convexo, ademas también
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ax + (1 — a)y € B, puesto que B es convexo
De donde se tienequeax + (1—a)y € ANB

Por lo tanto A N B es convexom

Corolario 1: El hiperplano AX = b es un conjunto convexo.

Demostracion
Por la afirmacidn anterior se sabe que la interseccién de dos conjuntos convexos
es convexo, y como se tiene que:
{AX = b}={AX< b})n {AX = b}

Usando teorema 1 se concluye la demostracion. &

1.7. FORMAS CUADRATICAS

Definicion 11: Sea A,x, una matriz simétrica. Definimos la forma cuadratica

asociada a 4, Q4 del siguiente modo:

QA: R" >R
X->XAXT
i1 Qip\ [*1
Qa(x) = [xq1, %3, X3, ...,xn]< - :
Qn1 " Qpn/ Xn
1 2 5
Eiemplo14:seaA=|3 4 6
5 6 2
1 2 5\[*%
Qa(x) =[x, x3,%3]|3 4 6%
5 6 2/1iXx3

X+ 3x2 + 5x3
= [x4, X2, x3] (3x1 + 4x, + 6x3>
le + 6x2 + 2x3

= x1(x; + 3%, + 5x3) + x,(3x1 + 4x3 + 6x3) + x3(5x; + 6%, + 2x3)
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En forma general:

a1 12 33
A=|0z1 az; Qa3

d31 O3z 4azz
— 2 2 2.9 2
Qa(x) = ay1X1°+az2X2°+A33X3°+201 X1 X2+2013%1 X3 + 2023%2%3

Observacion 3: Sea f:R" — R con primeras y segundas derivadas parciales
continuas, entonces el hessiano Hf (z) es una matriz simétrica. Si x y x* en R",
tendriamos que si H = Hf(z) la forma cuadratica asociada a H evaluada en

(x—x*)es:
Qu(x—x*) = (x —x")H(x — x*)
= (x —x")Hf (z)(x — x*)

Definicién 12: supdngase que A,x, s una matriz simétrica y que Q4(y) = y.A.y

es la forma cuadratica asociada a A. entonces Ay Q4 son llamadas:

a.) Definida positiva sf: 0.(y) =vy.4.yT>0,Vvy eR™.y #0

b.) Semidefinida positiva si: Q4(y) = y.A.yT = 0,¥y € R"

c.) Definida negativa si: Q,(y) = y.A.yT < 0,Yy € R,y # 0

d.) Semidefinida negativa si: Q4(y) = y.4.yT < 0,Yy € R"

e.) Indefinida si 3y € R™ tal que: Q4(y) =y.A.yT >0 y si 3z € R" tal que:
Qi(2) =2.A.2T <0.

1.8. MATRICES DEFINIDAS Y SEMIDEFINIDAS

Observacion 4:
- Una matriz simétrica cuyas entradas son todas positivas no es necesariamente
una matriz definida positiva.

Ejemplo 15: A= (}L l;)

QA(X) = x12 + xzz + 8x1x2, six = (—1,1)
Q4x)=1+1-8<0
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Por lo tanto A no es definida positiva
- Una matriz simétrica con algunas componentes negativas puede ser definida

positiva.

Ejemplo 16: A= (_11 ‘;1)

Qa(x) = %% + %% — 2x,,
= x1% — 2x1%5 + %52 + 3x,2

= (x; = %)% + 3x,2

Sea x = (x1,x3) #* (0,0).Puede ocurrir que x; = x; 0 X; # Xx,. En el caso en que

X, = x5 entonces Q4(x) = 3x,% > 0 porque x # 0.

En el caso en que x; # x; = Q4(x) = (x; — x3)? + 3x,
Ny
20

d 0 0
0 0 dg

Qa(x) = dyxy? + dyxp? + d3x3?

- La matriz diagonal

a.) Si d4,d,,d3 son positivas entonces A es definida positiva porque si x =

[¥4+ x2 x3] # 0 entonces por lo menos un x; # 0.

QA(JC) = d1x12 + d2x22 + d3x32 =0
N’ e’ N’
20 =0 =0

b.) Sidy,d>, ds = 0, entonces A es semidefinida positiva. Supongamos que

d1 > O,dz == 0,d3 > 0.
Qa(x) = dyx,% + dyxy? + d3x3s? 2 0,Vx €R
Podemos encontrar un x # 0 tal que: Q4(x) = 0. Seax = (0,1,0) # 0.

c.) Sid; <Oparai=1,2,3 - A es definido negativo.
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d, 0 0
0 0 ds

Sea x = (x4, x3,%3) # 0, entonces, por lo menos un x; = 0.

Qa(x) = dyx1? + dyx,* + daxs?
e N’ e
¥ <0 <0

<0

d.) Sid; < Oparai = 1,2,3 — Aes semidefinida negativa. Sea x = (x;,x5,x3) €
R? entonces:
Qa(x) = d1x:% + dpx? + dax,?
| S N’ L S

_ =0 <0 <0
<0

e.) Si al menos un d; es positivo y al menos un d; es negativo, entonces A es

indefinida.

Supongamos qued; > 0yd; <0

Qa(x) = dy x1? + dyx,% + d3 x32
g Nt

+ —
Sea y= (6,0,0); QA(y) = 36d1 >0
Sea z = (0,0,4); Q4(z) =16d; <0

- Si una matriz A, simétrica es definida positiva, entonces los elementos de la

diagonal son también positivos. Osea a;; > 0y ay, > 0.
_ (11 G2
A= (alz azz)
Qa(x) = ag1x1? + azx% + 2a15%1%; > 0,Vx = (%1, %) # (0,0)

Six = (1,0) —» paraeste x,0 < Q(1,0) = a4,
Siy =(0,1) » paraestey,0 < Q(0,1) = a,,

- Enforma general si A, x, €s una matriz simétrica entonces: a;; > 0,Vi=1,..,n
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Lo reciproco no necesariamente se cumple porque podemos encontrar matrices
simétricas con todos los elementos de la diagonal positivos, que no son definidas

positivas, como por ejemplo:

A=(1 ‘1}), a1 = a3, >0

Y para cada x = (—1,1) tenemos:

Qa(x) = (-1D*+ (> + 2D <0
Luego Q4 no es definida positiva a pesar de que los elementos de la diagonal de

A son positivos.

Teorema 8: Una matriz A,y simétrica:

i1 A1z
A= es
Qz1 Q22

- res a11 Qg2
a) Definida itiva & 0, l I >0
(a) positiv ag > Gy Gy

- . a1 Q12
b) Definida ativace a 0, | I >0
(b) negati 11 < Ay Ay

Demostracion

a1

& Supongamos que a4 > 0, |a21

a
a:ﬂ > 0 demostrar que A es Definida

positiva
Sea x = (x1,x,) # (0,0) se tiene (x1,0) ¥ (x1,x;) dedondex; = 0yx, #0

Caso I: six = (x4,0) donde x; # 0
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04(x) = ag1%,? + az2%3% + 2a4,%1 X5, para el x escogido anteriormente se

tiene
Qa(x) = a;1x,%2 > 0, parax = (x1,0) donde x; # 0

Caso Ii: si x = (xq,x;) donde x, # 0, podemos expresar x como : x = (tx,, x5)

dondet € R.

Qa(x) = a1121% + apo%5% + 2a4,%1 %,

=Supongamos que A es Definida positiva, demostrar que

a1 Qg2
as; >0, |

>0
az; azzl

Por hipétesis Q4(x) > 0, Vx € R, x # 0
En particular para x = (x,, x) # (0,0) con x, # 0, se tiene que
Qa(x) = x%a(t) > 0

~o(t) >0, VteR
a1t + 2a45t + az, >0, VteR, entonces

e Discriminante < 0 = 4‘0.122 - 4‘a11a22 <0- —4'(a11a22 - alzz) <0

e a,,>0
Qa(x) = a11(tx2)? + azx? + 244, (tx2)x;
= ay18%%,% + az0x,% + 2a4,t%,°2
= xp%[ay1t? + azz + 245, (tx;?)]
= x%[a;1t% + 2a,5t + azs]
04(x) = x,%20(t).cernn (1)

Si demostramos que a(t) > 0 = por (1) se tendria que Q4(x) > 0 Vx = (x4, x5)

con x, # 0.
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O'(t) = a11t2 + 2a12t + a,;
O'(t)’ = 2a12t + 2(121

Q12

- o) = 2a41 > Ou...... Por hipétesis
11

Punto critico: 2a,4t + 2a,, = 0> t =

_al

2 a(t) =2 a(t*), vVt ER.

~ o tiene un maximizador global estricto en t* = -
11

-ay,%2+aq.a A T
= Tz t0udyp _ 1Al 0, por hipétesis

aq Q13

De estoy se tiene o(t) = o(t*) >0, Vt ER.
~ De (1) se tiene que para x = (x1, x5) con x, # 0 se cumple:
Q) =x"c(t)>0m

Teorema 9: Si A es una matriz simétrica n X ny si 4, es el k-esimo menor principal

de Aparal < k < n, entonces:
(a) A es definida positiva < A, > Oparak =1,..,n
(b) A esdefinida negativa <> (—=1)* 4, > Oparak =1,..,n

Esto es los menores principales alternan en signo, comenzando con 4; < 0

i1 v Qg
A= ( S )
Qin *° Onn

Qi1 Q12 Q3
ai1 Qa2 a _
A =ay,, Ay = , Ay =021 Q22 Az3|, ..., A, =A
1 11 a a
21 Q22 a a
asq 32 33

47



Observacidn 5:

e SiAj,, essimétricatal que 4; > 0, A, > 0,45 = 0, entonces A es semidefinida
positiva.

. En forma general si A,x, es simétrica tal que A;>0, A, >
0, e v v v, Ay > 0y A, = 0 entonces A es semidefinida positiva.

e Enforma andloga. Si A,x, €s simétrica tal que (—1)*, 4, > Oparak =1,.,n—
1y A, = 0 entonces A es semidefinida negativa.

e No esverdadero que si 4,,«, es simétrica entonces A es semidefinida positiva &

A, =2 0,Vk =1,...,nveremos esto con un ejemplo. Sea

11 1
A=(1 1 1) A =1,4,=0, A;=0
11 1/2

Si tomamos x = (1,1, —2) entonces

11 1 1
Qi(x) = XAXT =(1,1,-2) (1 1 1 )( 1 )

0
= (1,1,-2) (0) =-2
1

Por tanto A no es semidefinida positiva.

. Q11 Q12 o .
o SiA= (a21 azz) es una matriz simétrica para la cual 4, = |A| < 0 entonces A

es indefinida Q4(x) = a11%:% + az2%2% + 2a12%1 X,
_ 2
|Al = aj1a22 — a12° <0
Caso | Q11 = Qyp = 0+ aq2

Caso Il Al menos uno de los términos a,4 0 a,, es diferente de cero.

Supongamos que se tiene el caso |, entonces

Qa(x) = 2a45%1%, , six = (1,1) Q4(1,1) = 2a,,

Si y= ('—1,1) QA(—l,l) = _2a12
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Por tanto para este caso se tiene que A es indefinida.

Supongamos que se tiene el caso i,y que a4 # 0
— 2 2
Qa(x) = a11%1° + az2%2° + a13%1 %,

2a a;,%x,2
Qa(x) = ay [(x12 + ‘aﬁxﬂfz + '2_2—2'> + (

11 ai1

2 2. 2
A22%2" Q127X )]
11 aiq

2 2
241X A11022—0
=daqq [(x12 4 812 2) + ( 11322 - 12 )x22]

a3 Qi3
1
= o [(ag1%1 + a55%2)% + Ayx52]

Seax = (ag, — aqq)

1
Qax) = a [(a13a12 = a12a11)% + Az(—a;4)?]

Q 4(x) tiene signo opuesto a a4

Seay = (1,0)

1
Qi(y) = a_[an2 + A,(0)] = ay4
11

Por tanto A es definida m

Ejemplo 22. Minimice la funcién
— 2 2 2 _ —
f(xl, X2, xg) =X1 + X5 + X3 X1 X2 + XoX3 X1X3

En efecto, tenemos que
V £ (g, %2, X3) = (221 — x5 — X3, 223 — X3 + X3, 2X3 + %2 — %4) = (0,0,0)
de donde tenemos

2x1—x2—x3 =0
2x2—x1+x3=0

2x3+x2—x1=0
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2 -1 -1
Donde A= (——1 2 1 ) Ax = 0,|A| = 4 # 0, entonces el sistema anterior
-1 1 2

tiene solucién tnica en x;* = x,* = x3* = 0, con el punto critico (0,0,0).

2 -1 -1
Hf(x,x9,x3)=|—-1 2 1
-1 1 2

Donde A= 2, A,= 3 y A;= 4. Por lo que Hf (x4, x,,x3) es definido positivo para
todo x en R3. Por tanto el punto critico (0,0,0) es un minimizador global estricto de
f.
Ejemplo 23. Encontrar el minimizador global de
F (g, X, x3) = %73 4 Y% 4 e** 4 72
En efecto, hallamos los puntos criticos
Vi(x,y,2) = (e"‘y — V% 4 2xe*’, —e*Y + V%, Zz) = (0,0,0), de donde
tenemos.
e*Y — g¥% 4 2xe* =
—e* Y +e’ ¥ =0
2z=0

Sumando las dos primeras igualdades tenemos, 2xe*’, entonces x* = 0 y de la

ultima igualdad tenemos que z* = 0, luego de la segunda igualdad tenemos que

y* = 0, por lo que el punto critico es (0; 0; 0), luego

e* Y + eV % 4+ 2xe* +4x2 —e¥V —g¥*
Hf(x,y,2z) = —eX™Y — gV% e* Y 4 e¥ X
0 0 2

De donde se tiene Ay=e* ¥ +e¥ ¥ 4 2xe* +4x%e* >0, A= (Ze"2 +
4x2e"2)(e"‘y+e'—""x) >0 y A;=2A,>0, entonces Hf(x,y,z) es definido
positivo para todo (x,v,z) € R%. Por tanto el punto critico (0,0,0) es un

minimizador global de f. m
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CAPITULO 2

OPTIMIZACION NO LINEAL CON RESTRICCIONES NO
NEGATIVAS

El problema general de programacion no lineal restringido, puede definirse como:
Optimizar z = f(x) siendo: f la funcion objetivo
Sujetoa: g;(x) <0 i:1,2,....,m g; las restricciones de desigualdad
gix)=0 iim+1,....,p
hi(x)=0 i:p+1,.....,7 h; Las restricciones de igualdad
x20ex;20 x el vector de variables de eleccidn

Se consideran que todas las funciones son dos veces diferenciables y al menos una de

las mismas es no lineal.

No existe un algoritmo general para resolver modelos no lineales debido al
comportamiento irregular de las funciones no lineales. Es por ello que en contraste con
la programacién lineal no se puede reducir el campo de eleccién al conjunto de puntos

extremos de la region factible.

Sin embargo, se han determinado condiciones que bajo ciertos requisitos se
convierten en condiciones de primer orden o necesarias, e inclusive en condiciones
necesarias y suficientes. Estas son las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker, que de
aqui en adelante se indicaran como condiciones de KKT, y fueron desarrolladas

independientemente por Karush y por Kuhn — Tucker.
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2.1 Teorema 1: Supdngase que:

minf (x)
s.a.

gi(x) =0

Im(x) <0
xX€EC

Es un problema convexo para el cual existe un vector de sensitividad A entonces:

MP = {{0} = Inf{f(x) + 21 4ig: (1)}
Demostracion
Si Z € D(h), entonces: h(0) — A(2) < h(2) .......(D)
Sea X € C, tomemos z = (g1 (%), ..., gm (D))
minf (x)
s.a.

g1(x) £ g.(x)

Im(x) < gm (%)
x€EC
Entonces F(z) # 0 porque X € F(z)
En (1) se tiene: h(0) — X124 2;9:(%) < h(2) ... ... (2)
Como X € F(z) entonces: h(z) < f(2) ......(3)
De (2) y (3) tenemos que:

h(0) ~ ) 4igi(®) < h(2) < f(®)
i=1

RO) < F@) + ) 1gix)
i=1

Como X es arbitrario entonces:
h(0) < f(%) + X2 Aig:(%), VX EC

De la igualdad anterior se tiene:

ho) < [V {f(v?) +) gy (f)} =h)< [f(f) +) Aigi(x)}
i=1 i=1

Xxel
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2.2

Demostraremos ahora es otra desigualdad:

T @+ smag < Y@+ IR y g < 0)

< Inf{f(x):x € Cy g;(x) <0} = h(0)

Por lo tanto Inf{f(x) + X%, 2;9;(x):x € C } < h(0) ... (4)
De (3) y (4) tenemos:

mp =h) = " [f(x) + Zzlgl(x)}

Definicién 1: El lagrangiano L(x, 1) de un problema convexo:

min f(x)

S.a.

g1(x) <0

Im(x) <0
xX€EC

Es la funcion definida por:

L(x, ) = f(x) +Zlig,-(x), x€C,120

Nota: si (P) es un problema super consistente para el cual h(0) es finito, entonces

h(z) es finito, V z € D(h) y exista un vector de sensitividad A por el teorema 1 se
tendria: MP = h(0) = Inf{f(x) + X%, 4;9:(x) }

. _ _ Inf
Por lo tanto: MP = h(0) = cec L(x,2)

Teorema 2: Karush — Kuhn — Tucker (forma punto silla)

Supdngase que (P) es un problema super consistente entonces:

x* € C essolucién de (P) & 3 1* € R™ tal que

@A*=20 , Vi=12,...m
(B)L(x* A)LS<L(x* A <LxA),VECYA=0

@ A7g;(x) =0 Vi=1,2,..,m (Condicién de holgura complementaria)
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= Supongamos que x* es solucion de (P) por un teorema de karush-kuhn-tucker
32* € R™,con A* = 0, tal que f(x*) = h(0) = xIZfCL(x,A*) ........... (1)

De (1) tenemos que: f(x*) < L(x*, A*). Ademaés:
L(x*, 2% = f(x) + Z21 47 gi(x") < f(x™)
Demostrar que x* es factible de P.
De las dos desigualdades anteriores se tiene:
FE) =L 2) =)+ X2 450 (2)

De esta desigualdad se tiene que:

pX i /;lj'* Gi(x®) e (3)
20 <0

Entonces ;" g;(x*) = 0 Vi=12,..,m
De (1) se tiene: f(x*) < L(x, 1*), V x € C y de (2) se tiene:

LAy =f(x*) <L), VxEC....... (4)
Demostrar que: L(x*,A*) —L(x*, 1) =0, V1=>0
L(x*, 2% = L%, ) = f() + Z2y 4" gi () — [F (") + Sy igi(0)] = 0
Hemos demostrado que VA = 0 se tiene que: L(x*, 1) < L(x*, %) ........... (5)
Juntando (4) y (5) tenemos (b).

&= Supongamos que x* € R™y que JA* € R™ tal que:
(@QA*=0 , Vi=1.2,..,m
(b) L(x* A) <L(x* ,A*) <L(x, 1)

G <0 Vvi=1.2,...m
fFN < fX)VxEF

Por (b) tenemos: L(x* ,A) < L(x*,A")YVA=0
Sea Ak = (A*1, A5, oo, A pp1y oo A¥p) €l cual es > 0.

Luego: f(x*) + X A%,g;(x*) < fF(x*) + X7, 47 g: (x*)

m

Y (- 2pga <0

i=1

Demostrar que: x* es solucién de P {g

ge(x*) <0
Esto vale para k = 1,2, ..., m. Por tanto:

x* es factible para P. Demostraremos que f (x*) = L(x*, 1), de (b) se tiene:

FO*) = LQr", 0) < LG A7) o (6), pero L(x, A1) = F(&*) + B A7 g:(x%)
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Por ser x* factible entonces g;(x*) < 0 Vi = 1,2,...,m, entonces en la igualdad

anterior tendremos:

L(x*, 2 = f(x*) + Z}ﬁl/}ﬁ gi(x*) < F(x*) o (7)
20 <0
De (6) y (7), tenemos que f(x*) = L(x*, 2*) = f(x*) + 2% 4" gi(x*) v (8)

Ya hemos demostrado que: 4;"g;(x*) =0, Vi=12,..,m
Tenemos de (8) que: f(x*) = L(x* 1*) y por (b) se tiene:

fOx*) =L 2 =inf{L(x*,1*):x € C}
<inf{L(x,1*):x€C}y g1(x)<0,..,gn(x) <0

< InfUFO) + ST 4G () x € €y g1(x) € 0, e, (%) < 0
< inf{f() i x €CYy g1(x) <0, ., G (%) < 0

Tenemos que:
FO*) < inf{f(x") i x €CYy g1(x) <0, ., Gra(x) < 0

Por tanto: f(x*) = Tfé;lf(x)' esto indica que x* es solucion del problema Pm

OBSERVACION: El teorema anterior nos asegura que si P es un problema
superconsistente entonces x* € C es solucién de Psiysolosi3 A* = 0 en R™ tal
que (x*, A*) es un punto silla del lagrangiano y tal que la condicién de holgura
complementaria es satisfecha. Se demuestra que si (x*, 1*) es un punto silla del
lagrangiano de cualquier problema convexo P entonces h(0) es finito y las

condiciones de holgura complementaria son satisfechas.

Definicién 2: Un punto (x*, 2*) talque x®* € C y A* = 0 es denominado punto

silla del lagrangiano si: L(x*, 1) < L(x*,2*) < L(x,A"),vxe€Cy 120

2.3 Teorema 3: Karush — Kuhn - Tucker (forma gradiente)
Supéngase que (P) es un problema convexo superconsistente tal que la funcién

objetivo y las funciones g; ; i = 1,2,3, ...., m tienen primeras derivadas parciales
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continuas. Si x* es factible para (P) y ademas es un punto interior para C, entonces

x* es una solucién (P) & 3I1* € R™ tal que:

14" =20 , Vi=12,..,m
(2) Vf(x*) + 21 47 Vgi(x*) = 0
(3) 4'gi(xH =0 Vi=12,...m

Demostracién

x* esfactible paraparaPyx* € C°

=> Supongamos que x* es solucidn de (P) por el teorema de karush-kuhn-tucker

3AA* en R™ tal que se cumple:

VA"=0 , Vi=12,..,m
(2) Lx* D) <L(x* A <LxA),VECYyA=0
(3) 4'gi(x) =0 Vi=12,...,m

Sea YP:C->R
x = L(x A7) = f(x) + X% 4;"g,(x)

Esto indica que x* es un minimo global para la funcién ) como x* € C y 1 tiene

primeras derivadas parciales continuas, entonces:
m
V() + ) AV =0
i=1
< Supongamos que 3 1* € R™ tal que se cumple (1), (2), (3). Demostraremos que
x* es solucion de (P).

Sea x factible para (P), entoncesx E Py g, (x) <0, ..., gm(x) <0

FOOZFG)+ IR 478 () = Fx®) + V() (x —x*) + X124 47 [g:(*) +
Vgi(x*)(x — x*)]

=f(x")+ Xli*gi(x*) +

i=1

G+ ai*Vgi(x*)] (= x)
i=1
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2.4,

Por (3)y (2) T, 2;"Vg,(x*) = 0y VF(x*) + X2, 4" Vgi(x*) = 0

Hemos demostrado que: f(x) = f(x*),V x factibles para (P).

Por lo tanto x* es solucién de (P) m

Condiciones de Karush — Kuhn = Tucker

Dado que las condiciones KKT es el resultado analitico mas importante en
programacion no lineal, se presentan algunas de las condiciones necesarias y
suficientes que deben cumplir los candidatos a solucion éptima del problema de
optimizacidn. Estas condiciones son las llamadas condiciones de Karush — Kuhn —
Tucker.

Para mayor claridad, se dan a continuacidn las definiciones correspondientes a los
problemas de minimizacidn y maximizacion de forma separada.

Dado el problema

Optimizar [(xy,X5, .., Xp)
Sujeto a hi(x, %2, .., xy) =0 i=1,..,m (a)
gi(x, %z v xp) < j=1,..,m

Con f,hy,g;: A—> R funciones de clase C*(4) y A € R™ un conjunto abierto.
Diremos que x* = (x*1,x*5,...,Xx*,) € A es un punto de Karush — Kuhn ~ Tucker
para el problema a siysolosi3 Ay, ..., Ay, Uy, -, i € R, de forma que se cumplen
las siguientes condiciones:

a) Condicion estacionaria:

m P
Vi(x*,x* 5 e, X)) + Z AVh (x*, x5, e %) + Z wiVg (X", x5 0, X" ) = 0
=1 =

b) Condicidn de factibilidad:

hi(x*1,x*2, ., Xx*y) =0, i=1,...m
gj(x*l‘x*z, ...,x*n) <0, } =1, v, P

c) Condicién de holgura:

l«ljgj(x*llx*z, ...,x*n) =0, j=1,..,p
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d) Condicién de signo: una vez que se cumplen las condiciones anteriores el punto
esde Minimo (CKKTMin) ® y; =20 j=1,..,p
Ode Maximo (CKKTMax) & uj = 0 j.= 1,...p
En ambos casos los valores 44, ..., Ay, Hy, -.., 4p 0N los lamados multiplicadores
y existe uno por cada restriccion del problema: el multiplicador 4; esta asociado
a la restriccion de igualdad h;(xq,x5,...,x,) =0 para i=1,..,m y el
multiplicador u; esta relacionado con la restriccién de desigualdad
gj(x1, X3, e, Xp) < 0 paraj =1,..,p.
Los valores (44,...,4,) son los multiplicadores de Langrage y los valores
(u1, ,up) son los multiplicadores de Karush — Kuhn — Tucker.
De la condicion de holgura se deduce qué si una restriccion de desigualdad es
no activa en el punto solucion, entonces el multiplicador de Karush — Kuhn —
Tucker asociado debe tomar el valor 0.
Los puntosx* € 4 N 0, siendo O el conjunto factible del problema, que cumplen
la condicidn estacionaria se dice que son puntos criticos o estacionarios. Esta
condicion estacionaria se dice que son puntos criticos y estacionarios. Esta
condicion estacionaria suele expresarse en términos de la llamada funcién
lagrangiana definida utilizando la funcidn objetivo y las restricciones como

m
L3, X2, vees Xy s woes Ay By ons ) = F (1, X oo, X)) + Zlihi (X1, Xz, o s %)

i=1
p
+ Z 1ig; (X1, Xz, ey Xn)
=1

o forma vectorial

LooAw)=f)+AThG) +uTglx) (B
Siendo

A=A, 0, A)
U= (U, e, Upy)
h(x) = (hy(x1, Xz s X)), ooy B (1, X2, e, X))
glx) = (gl(xl, X25 vees X )y wons Gp (X1, X2, ...,xn))
En forma vectorial la condicién estacionaria se puede expresar de forma mas

compacta como V,.L(x,2,u) =0
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Donde el subindice indica que estamos derivando respecto a las componentes
de x.

Para diferenciar los puntos estacionarios de problemas sin restricciones de los
correspondientes a problemas con restricciones, a estos ultimos se Iesr suele

afadir el adjetivo de condicionados.

¢Como encontrar los puntos de KKT?
Para la bisqueda practica de puntos que cumplan las condiciones de CKKT o puntos
de Karush — Kuhn - Tucker, ya sean de minimo o maximo, primero hay que resolver
el sistema de ecuaciones compuesto por: la condicidn estacionaria, la condicion de
factibilidad para las restricciones de igualdad y la condicidn de holgura.

a—axl"k'(x‘lu X5, X))+ 30, Ai;‘}t (x*1,x%5 v, x*0) + 25-;1 W ':%,]: (*Lx*ye,xy)) =0 k=

1,..,n

hi(x*, x5 . x®) =0 i=1,...m

U gj(x' x5, x%) =0 j=1,..,p

Este sistema estd compuesto por (n + m + p) ecuaciones (n + m + p) incognitas
(las n coordenadas de x* = (x";, ", ..., x",), los m multiplicadores de Lagrange 4; y
los p multiplicadores de Karush — Kuhn — Tucker y;.)

La forma usual de resolver el sistema es comenzar por la condicion de holgura
complementaria, ya que dichas ecuaciones nos proporcionan dos opciones

nj=0

#]g](x l'x zo® n) B 0 = {gj(x‘lp x‘ZI -..;x‘n) = 0

Para p restricciones de desigualdad tendriamos 2P casos.

Una vez resuelto el sistema, para ver cual o cudles de las soluciones obtenidos son
puntos de KKT hay que, por una parte comprobar que son puntos factibles (notar
que solo quedaria por comprobar si g;(x*;, x";, ..., x",) < 0)y por otra que sus
multiplicadores de Karush — Kuhn — Tucker asociados tienen todos el mismo signo,

bien todos = 0 para puntos minimo o bien todos < 0 para puntos de maximo.
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Casos particulares:

Las anteriores condiciones de Karush — Kuhn — Tucker se aplican al problema general
de optimizacion, sin embargo se obtienen expresiones mas simplificadas de las
mismas cuando se aplican a problemas sin restricciones o cuando el problema solo
tiene restricciones de igualdad.

1.- Problemas sin restricciones (m = p = 0): si el problema no tienen
restricciones de ningun tipo, los multiplicadores no son necesarios y tampoco las
condiciones relacionadas con ellos. La Unica condicion que queda es la

estacionaria.

d
Vi(x*1,x%5, v, x™p) =0 %(x*l,x*z, v, X*) =0 k=12,..,n
k

Que coinciden para ambos objetivos de maximizar y minimizar.

Si ademas n = 1, es decir, el problema es optimizar una funcion real de variable
real, la condicidn estacionaria nos conduce a un resultado bien conocido del
célculo diferencial f(x*) =0

2.- Problemas de lagrange (P = 0): Si el problema solo tienen restricciones de
igualdad el problema considerado es un problema clasico de lagrange y las
condiciones de Karush — Kuhn — Tucker se obtienen eliminando aquellas ecuaciones
relacionadas con restricciones de desigualdad, quedando por tanto la condicion

estacionaria y la condicién de factibilidad

m
d z oh.
_f (x*l, x*z, ---,x*n) + ).i__—l'(x*l, xtz, ...,x‘n) = 0 k = 1, W,
axk - axk

i=

hi(x*4,x*, ..., x") =0 i=1,.m
Que es el resultado gue proporciona el teorema clasico de los multiplicadores de
lagrange. De nuevo las condiciones de KKT para ambos objetivos de maximizary
minimizar coinciden.
A continuacién se presentan algunos ejemplos de busqueda de puntos de Karush —

Kuhn — Tucker.
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Ejemplo 1: Encuentra los puntos de karush-kuhn-Tucker para el problema

optimizar x+y+z
sujetoa (y—1)2 +z%2<1
x> +(@y—-1)2 +22<3

Solucién

Se utilizaban los multiplicadores correspondientes para construir la funcion

lagrangiana, expresando previamente las restricciones en la forma g(x) < 0

Lx,y,2)=(x+y+2)+u (312 +2 - D+ u,(x*+(y—1)%2+2%2+3)y

se plantea cada una de las condiciones de KKT.

1. (V,L=0)
o 0o 1+2ux=0 [1]
Ox = U X = U tis ver ven snn one aen aes san vae ans sans
oL
a}-= 01+ 2u(y—-1D+2u,(y—1)=0..........[2]
oL
E =01+ 2u1Z + Zuzz L (N [3]

2. (—-1D?*+2z2-1)<0
(x2+(y—-1)2%+2z2-3)<0
3. g =0 u((y—-1D%+2%2-1).......[4]

Uy g2 (X) =0 © up (x? + (y — 1)? + 22 - 3) ....[5]

4. uy,u; =2 0= Paraminimo
U, Uy < 0= Paramaximo

El sistema que permite localizar los puntos KKT estara formado por las tres
ecuaciones que proporcionan la condicion estacionaria y las dos condiciones de

holgura.

A partir de las condiciones se obtienen cuatro casos:
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U, =0

X2+ (y—12+22-3=0
u, =0

2+ @y-1)%2+22-3=0

U, = 0= {
(y—1)2+z2—1=0={
De la ecuacién [1] se deduce que u, # 0, ya que en caso contrario se llegaria a

una contraccion; por ello los casos I y I1I no pueden darse y quedan por

comprobar los casos I y IV.

1. Casoll (u; =0, x% + (y — 1)? + z2 — 3 = 0) sustituyendo el valor de u; = 0

en las ecuaciones del sistema se obtiene:

14 2Upx = 0 e v et e e e we e [6]
142U (Y = 1) = 0 oo e wer [7]
14+uUZ =0 ee v vee e eve e e o [8]

2+ (y—-12+2z2-3=0..[9]
Si restamos las ecuaciones [6] y [7] se obtiene
1+ 2ux) + (14 2u,(y—1)) =0 2up(x —y+1) =0
Y como u, # 0, se llega a la conclusién de que
x—y+1l=0=>x=y-1
Restando las ecuaciones [6] y [8] obtenemos
A+ 2ux)— 1+ 2u,2) =0 2uy,(x—2)=0
Y como u, ¥ 0, se obtiene
x—2)=0=x=2z
Con las relaciones que se han obtenido entre las variables x, y y z, utilizamos la
ecuacién [9]
2+ (y—12+2z22-3=0=3x*-3=0x=%1

Y para las otras dos variables

z=x=1=%1

— y=2
y—x+1=>{y=0

Como x # 0, despejamos u, de la ecuacién [6]
1 1

Uy = —— =
2 2x 2
Finalmente y para este caso se han obtenido 2 puntos, que son junto con sus

respectivos multiplicadores
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1
P =(121)  u= (0"5)

P,=(-10,-1) . u= (O,E)

2
2. CasolV ((y—1)2+22-1=0, x2+(y—1)?2+2?2 —3 =0).Eneste
ultimo caso, el sistema que hay que resolver es
14 20X = 0 e eeve ven ee e wee en en wee enens [10]
14+2u;(y— D+ 2u,(y—1)=0......[11]
14224+ 2UpZ =0 e e e e v e e [12]
(Y=1)24+22=1= 0o e s e eeer v [13]
X+ @y —-124+22-3=0. ... [14]

Restando las ecuaciones [13] y [14] se obtiene el valor de x
((-1D2+22-1)-(x*+(@3—-1)2+22-3)=0=>x2-2=0
S>xt=2x=+/2

Se sustituye ese valor en la ecuacidén [10] para calcular u,.

1 1 -1
u2=——= = 4

2x 2(+v2) 22

Si ahora se restan las ecuaciones [11] y [12] se obtiene
(14 2uy(y — 1)+ 2u,(y — 1)) — (1 + 2uy2 + 2u,2) = 0
Y entonces podemos agrupar y sacar factor comun
2u(y—1-2)+2u,(y—1-2)=0 2(u; +u)(y—1-2)=0
Esta ecuacion nos proporciona dos opciones. La primera de ellas es
u +u, =0
Pero utilizando la ecuacién [12]
14+ 2uz4+2u,z=0 142z +uy) =021=0

Que obviamente es imposible. Y la otra opcidn es

y—1l—-z=0&y—-1=2z
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Y utilizando la ecuacién [13] se obtiene el valor de z

—-1)3?*+z2=1=2z2=12z=

+ 1
V2
Y portanto el de y

1
=1l+z=1+—
7 V2
Queda por determinar el valor del multiplicador u, y para ello utilizamos la
ecuacioén [12]

1

1+2u12+2uzz=0=>u1=—u2—z

Si se consideran los distintos valores que se han encontrado para u, (2 valores)

y para z (otros dos valores) tendremos 4 casos posibles.

1 1 1
U = —— zZ=— U = —— "
T2 V2 22
1 1 3
Up=———=  Z=——=DUY =——
2T 202 VZ YT 22
1 i, __3
272 N Y
1 1 1
Uy =——= Z = ——= U =
2Tz V2 T 2

ne(Eigd) (e
(i) G
s S
p=(-Z1-5m5) =)



Para determinar cuéles de estos puntos son de tipo KKT, hay que comprobar su
factibilidad y el signo de sus multiplicadores. Se expone a continuacién una tabla

resumen con los resultados obtenidos

P=(xy2) u = (ug, uy) Factibilidad | Positividad CKKT
/negatividad
Pl = (1'2;1) u= (1 _1) NO _
’ 2
’2
- NS _(_1 1 S| NEGATIVIDAD Maximo
(25w | =)
p=(VE1--7) ( 3 1 ) S| NO
7B |u=—0m——x
2 2 Z\/E 2\/7
—(_ 1T 3 1
P= (214 5.7) u=(_2 z'zﬁ) sl NO
(L L 1 1 i
pﬁ-( 21-2, ﬁ) "= (zﬁ’zﬁ) Sl POSITIVIDAD Minimo

Los puntos P; y P, no son factibles ya que no cumplen la primera restriccion del

problema
PL=(121)>g,P)=@-1)2+22=02-1)>+(1)?=2«%1
P,=(0,-1,-1) = gl(Pz). =(@y-12+22=0-1D?+(-1)*=2%1
Y por tanto no son puntos validos para el problema.

Los puntos P, v P; si son factibles, sin embargo no tiene multiplicadores de signo

constante y por tanto tampoco son puntos de KKT.

Los puntos P; y P, son los Unicos que cumplen con todas las condiciones para ser
puntos de KKT; en el caso de P; seria un punto de maximo ya que u < 0, mientras

que P seria un punto de minimo puesto que u = 0.

Ejemplo 2: Encuentra los puntos de karush-kuhn-Tucker del siguiente problema
optimizar x% + y?

sujetoa 2x+y-—-2=0
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Resolucién
En este casom = 1y p = 0, es decir hay solamente una restriccion de igualdad y el
problema es de lagrange. La funcidn lagrangiana del problema es
Loy, D)=02+y3)+1Q2x+y—2)
Y las condiciones que debe cumplir un punto para ser de karush-kuhn-Tucker seran

la condicidn estacionaria y la condicion de factibilidad.

oL
(Condicién estacionaria) = V,L =0 = {%

0= 2x+24, =0

(Condicion de factibilidad) = h(x,y) =0 =22x+y—-2=0

El sistema es lineal y tiene como solucidon Gnica y por tanto unico punto de KKT

4 2 b
75 Y5 1T

Como el multiplicador esta asociado a una restriccion de igualdad y su signo no
influye en el caracter del punto, el punto P es un punto de KKT que puede ser de

maximo o de minimo.

Ejemplo 3: Aplica las condiciones necesarias de primer orden al problema

minimizar xy+yz+zx

sujeto a x+y+z=3

Resolucion
Como solamente tiene una restriccion de igualdad se trata de un problema de
Lagrange; dicha restriccion es lineal. De este modo, si el problema tuviera solucion,
es decir, si existiera el minimo global de Ia funcidn sobre el conjunto factible, seria el
minimo local, como debe ser factible, la consecuencia es que debe ser un punto que
cumpla las condiciones karush-kuhn-Tucker de minimo. Al ser un problema de
lagrange estas condiciones se reducen a la condicién estacionaria y a la condicién de
factibilidad.
La funcidn lagrangiana para este problema es
Lx,y,2z,)=(xy+yz+zx)+A(x+y+2z-3)

Y las condiciones de karush-kuhn-Tucker proporcionan el siguiente sistema
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aL _
3;—0 >y+z+A=0
(Condicion estacionaria) = V,L=0 = %=0 =2z+x+1=0

oL _ _
-0 2x+y+i=0

(Condicién de factibilidad) = h(x,y,2)=0 =>x+y+z—-3=0

Que es lineal y con solucion tnica.

x=y=z=1 A=-2
El punto obtenido P = (1,1,1) junto con el multiplicador asociado A = —2 es el nico
que cumple las condiciones de KKT. Notar que aunque 4; = —2 < 0y el objetivo sea

de minimizar, el punto cumple las condiciones de KKT puesto que A es un
multiplicador asociado a una restriccion de igualdad y no esta condicionado por su
signo. No es posible determinar la naturaleza del punto, puesto que se cumplen las

condiciones de KKT tanto para minimo, como para maximo.

Ejemplo 4: Plantea y resuelve el problema de construir una caja de cartén rectangular

de volumen maxima y area fija A.

Resolucion

minimizar xyz
. A
sujeto a xy+yz+zx =-

2

Donde x, y, z son las dimensiones de la caja y A > 0 su drea. Se han omitido las
restricciones de positividad sobre las variables ya que por naturaleza del problema,
los valores de estas variables deben > 0, es decir, seran inactivas en cualquier punto,
en particular en el punto solucion y por tanto los multiplicadores asociados a estas
restricciones seria 0.
Comprobaremos que se cumple la hipétesis de regularidad en todos los puntos
factibles, para ello calculamos el gradiente de la restriccion
y+z
Vh(x,y,z) = (x + z)
x+y
Y estudiamos su dependencia lineal en cada punto del conjunto factible. Como solo

hay un vector, este serd linealmente dependiente cuando sea el vector nulo, es decir
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y+z=0
x+z=0
x+y=0

Sistema que tiene por Unica solucion el vector nulo
x=y=2z=0

Sin embargo este punto es infactible

A
0+0+0=0#=E

De donde se deduce que todos los puntos de € (conjunto factible) son regulares. Al
cumplirse una de las hipotesis de cualificacion de las restricciones, cualquier extremo
local del problema que existiera deberia cumplir las condiciones de karush-kuhn-

Tucker. La funcién lagrangiana para este problema es

A
L(x,y,2z,2) = xyz+/1(xy+yz+zx—5)

Aplicando las condiciones de KKT se obtiene el sistema

gﬁ=0 2yz+Ay+2z)=0
(Condicién estacionaria) = V,L=0 = z—;=0 2>xz+A(x+2z)=0
g’j=0 2xy+ilx+y)=0

(Condicién de factibilidad) = h(x,y,2) =0 =>xy+yz+zx —g =0
El sistema anterior tiene como Unica solucidn, teniendo en cuentaque x,y,z > 0 a

xX=y=z= g A=— ﬁ

Y al ser un problema que solo tiene restricciones de igualdad, de momento con estos

datos no es posible determinar si el punto es de minimo o de maximo.

CONTRAEJEMPLOS:

El teorema de las condiciones necesarias de primero orden proporciona los requisitos
que deben cumplir los extremos de un problema de optimizacién con restricciones
bajo ciertas hipétesis de cualificacion, sin embargo, es posible encontrar problemas
en los que la solucién éptima no cumple estas condiciones y también es posible
encontrar puntos que cumplen las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker pero que

no son extremos de la funcién. Veamos algunos ejemplos “patoldgicos.

68



Ejemplo 1: Consideremos el problema
maximizar —x%*+y

sujetoa y3=0

Su conjunto factible es
2= {(x,y) € R% (x,0)}

El siguiente es un problema equivalente

maximizar — x?

sujetoa x€R
Y podemos obtener facilmente que x* =0 es su solucidn éptima en y por
equivalencia entre los dos problemas, sera también la solucién éptima del problema
inicial.
Vamos a comprobar si P = (0,0) es un punto de Karush — Kuhn — Tucker. Si esto fuera
cierto, deberia existir un multiplicador 1 asociado a la restriccién y3 = 0, de forma

que se cumplan las ecuaciones del sistema

aL _ _ _
E(P)—O =-2x=0

(Condicién estacionaria) = V,L=0 = {,,
a—y'(P) =0=>1 +23y2 =

(Condicién de factibilidad) = h(x,y,z) =0 = y3
Sin embargo, este sistema no tiene solucién, ya que de la ultima ecuacion
necesariamente y = 0y al sustituir en la segunda obtenemos una contradiccion.

El punto P = (0,0) es un maximo local (de hecho es global puesto que la funcién
objetivo siempre es < 0 y solo se anula en x = 0) para el problema de optimizacion
planteado, sin embargo no cumple las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker.
éContradice este ejemplo el teorema de las condiciones de primer orden? La
respuesta es ho, ya que P no cumple ninguna de las hipétesis de cualificacion de las
restricciones necesarias en dicho teorema.

1. Hipotesis sin restricciones: Esta claro que esta hipétesis no se cumple por la

presencia de la restriccién: y3 = 0.
2. Hipdtesis de karlin: Esta condicién tampoco se cumple, puesto que la unica

restriccién del problema h(x, y) = y3, es claramente no lineal.
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3. Hipétesis de Slater: el conjunto factible es: .
Q = {(x,y) € R?% (x,0)}
Que es el eje 0X, que en R? es un conjunto convexo, pero su interior es vacio,
puesto que cualquier bola de centro un punto de () tiene puntos fuera de Q y
tampoco se cumple esta hipodtesis.

4. Hipdtesis de Fiacco —McKormik: En este caso tenemos que comprobar si el punto
es o no regular para las restricciones del problema, es decir, habra que
comprobar si el conjunto de vectores formado por los gradientes de las
restricciones activas en P esta formado por vectores linealmente
independientes. Como solamente tenemos una restriccién activa en P (por ser
desiguéldad); la familia de vectores estard formado por un Unico vector
{Vh(x, )} = {(0,3y*)}

Y al evaluar en P = (0,0) obtenemos
{Vh(P)} = {(0,0)}

Que por ser el vector nulo, es linealmente dependiente y como consecuencia el
punto P = (0,0) es no regular para las restricciones.
Si el planteamiento del problema cambiamos la restriccién y3 = 0 por la
restriccion equivalente y = 0.
La solucion del problema es la misma, pero en este caso si se cumple la
hipétesis de Karlin, ya que todas las restricciones son lineales. Ahora
tendriamos que ser capaces de encontrar el valor del multiplicador A1y
comprobar que el punto P = (0,0) cumple las condiciones de KKT. El sistema
con este cambio es

—2x=0

1+1=0

y=0

Que tiene por solucién

P =(0,0)

A=-1

Y hemos encontrado el punto buscado y también su multiplicador correspondiente.
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Ejemplo 2: Sea el problema de optimizacion
Maximizar f(x,y,z) =0
Sujetoa hi(x,y,2)=(x—-1)*+y*—-1=0

hy(x,y,2) = (x+1)2+y?—-1=0
El conjunto factible para este problema es

Q = {(x,y,2) € R3: (0,0, 2)}
Y la solucién éptima del problema es cualquier punto defl, puesto que f(x,y,z) es
constante sobre él.
La condicidn estacionaria para este problema nos proporciona las siguientes

ecuaciones

L =022 (x—1)+20(x+1)=0

(Condicion estacionaria) = V,L=0 = g—; =0 =214+24y+24y=0
L=0 =0=0

Siendo L(x,y,2,A4,A3) = f + A4 f1 + 235 la funcion lagrangiana del problema.
Ninguno de los puntos de €, (0,0, z), es solucién del sistema anterior, puesto que al
sustituir cualquiera de ellos en la segunda ecuacién nos llevaria a una contradiccion:
iNinguno de los extremos locales del problema cumple las condiciones KKT!
Podemos comprobar, como en el caso anterior, que ninguno de ellos cumple ninguna
de las hipoétesis de cualificacion. Es un problema con restricciones, ambas no lineales
y donde el conjunto factible () tiene interior vacio por ser una recta. Para comprobar
si se cumple la hipotesis de regularidad observamos que el conjunto de los vectores
que son gradiente de las restricciones activas (en este caso son todas puesto que es

un problema con solo igualdades) esta dado por

2(x—1) 2(x+ 1)
{Vhi(x,y,2),Vhy(x,v,2)} = {( 2y ),( 2y )}
0 0

Y al evaluarlo en los puntos 6ptimos (0,0, z) obtenemos
-2 2
0 ],10
0 0
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de la forma (0,0, z) es regular.
También podria suceder que un punto donde las restricciones no cumplan ninguna
de las hipdtesis de cualificacidn, sea extremo local del problema y cumpla las
condiciones de Karush — Kuhn — Tucker.

Consideremos, por ejemplo, las restricciones del ejemplo anterior, pero cambiando
la funcién objetivo por f(x,y,2) = x.

En este caso la condicion estacionaria para el problema es

%:o >1+24(x—-1)+24,x+1)=0

(Condicion estacionaria) = V,L.=0 = %:‘7 =0 =214,y+24,y=0
Lo s0=0
ox

Y teniendo en cuenta que el conjunto factible esta formado por los puntos (0,0, z),
el sistema queda como
1+22,+21,=0

0=0

0=0
Que tiene por solucion 4; — 4, = -;-
Tomando ahora cualquier solucion de esta ecuacion, por ejemplo A = (14,4,) =
(13)
Vemos que todos los puntos extremos cumplen las condiciones de Karush — Kuhn —
Tucker, sin embargo, como se ha comprobado, en ninguno de ellos las restricciones
cumplen ninguna de las hipdtesis de cualificacidn.
Todos estos ejemplos son atipicos y en general sucedera que los extremos locales del
problema tendran que cumplir las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker, pero
ilustran la necesidad de comprobar adecuadamente los resultados obtenidos.
Por ultimo hay que indicar que estas condiciones son necesarias, en el sentido de que
bajo hipétesis del teorema, los extremos de un problema de optimizacion deben ser
puntos de Karush — Kuhn — Tucker. Sin embargo, las condiciones no son suficientes,
ya que podemos encontrar puntos que aun cumpliendo las condiciones de Karush —

Kuhn — Tucker, no son extremos, por ejemplo la funcién f(x) = x3 tiene como Unico
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punto estacionario x = 0, que no es extremo puesto que la funcion es siempre

creciente.

Verificdndose cierta hipotesis sobre las restricciones, las condiciones de KKT son
condiciones necesarias para un minimo o maximo local, respectivamente. Y dado
que todo extremo global debe ser un extremo local, estas condiciones son asimismo
condiciones necesarias para extremos globales, siempre que se cumpla con la

cualificacion de las restricciones sobre las cuales se trata a continuacidn.

2.5. Cualificacion de Restricciones
Existen ciertos requisitos sobre las restricciones de un problema no lineal para
que las condiciones de KKT sean condiciones necesarias para la existencia de un
Optimo. Estos requisitos tienen la intencion de salvar irregularidades que pueden
existir en la frontera de la region factible cuando las restricciones son no lineales.
Considerando un punto de frontera que es candidato a ser una solucién X* =
(x1,x3,, ..., x3,) el vector de diferenciales dX = (dx,,dx;, ..., dx,) que indica el

movimiento en una direccidn especifica a partir del punto de frontera X*.

La cualificacion de las restricciones establece dos condiciones para los vectores
dX:

a) Sila j — ésima variable de eleccién tiene valor cero en el punto X*, entonces
dx; = 0.

b) Sila i — ésima restriccidn se satisface como igualdad en el punto X*, entonces
dg;(X*) = ('aax%) dxq + (:—i) dx,+....+ -a%g;) dx,, < 0 para problemas de

maximizaciéon y dg;(X*) = 0 para minimizacién; donde todas las derivadas

parciales se calculan en X*.

Todo vector que satisfaga(a) y (b) es considerado un vector prueba. Finalmente si
existe un arco diferenciable que procede del punto X*, estd enteramente contenido
en la regidn factible y es tangente al vector prueba dado, se le denomina arco de

cualificacion para dicho vector.
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2.6.

Con ello la cualificacion de las restricciones se satisface si para cualquier punto
X*.sobre la frontera de la region factible existe un arco de cualificacién para cada

vector de prueba.

Programacion Convexa y Programacion Cuadraitica

Un problema de optimizacion convexo, resuelve dos problemas similares:

e Minimizar una funcién convexa cuando el espacio de soluciones es un conjunto
convexo.

e Maximizar una funcion concava siendo la region factible un conjunto convexo.

La importancia del analisis de este tipo de programacion obedece a posibilidad de
transformar las condiciones de KKT en condiciones suficientes para éptimos. Para
ello es necesario enunciar los siguientes teoremas sobre éptimos locales y

globales.

Teorema 4: Sean S un subconjunto convexo de R y f(X) una funcién convexa en
S. Dado el problema de minimizar f(X) sujeto a X € S, si X, es una solucién éptima
local, entonces X es una solucién dptima global. Ademas, si f(X) es estrictamente

convexa, X, es la Unica solucion 6ptima

Demostracion: la demostracion de la primera parte del teorema se hara por
reduccion al absurdo, sea X, una solucion éptima local, entonces existe un
entorno N (X;) tal que

fX) = f(Xo) VX € NXy) NS (i)

Suponiendo por el absurdo que X, no es una solucion éptima global, entonces
existe X; € Stal que f(X;) < f(X,) y por la convexidad de f, para a € (0, 1) se
cumple que:
f(x Xy + (1—00)Xp) < f(X;) + (1—0)f (Xo) < f(X1) + (1—o)f (Xo)
(if)
Ahora, para a > 0 suficiente pequeiio

X=X, +(1-)Xy ENXo) N S
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y en consecuencia la desigualdad (ii) contradice la (i) y la primera parte del
teorema queda demostrada.

Finalmente, la demostracion de la segunda parte del teorema también se hara
por reduccion al absurdo sea que X, una solucion dptima local y f(X) estrictamente
convexa, lo que implica que f(X) es convexa, se deduce por lo demostrado
anteriormente que X, es una solucion global.

Contrariamente, suponiendo que X, no es la Unica solucién éptima global,
entonces existe X, € Sy X, # X, tal que f(X,) = f(X,) . Pero porla

convexidad estricta de f se obtiene:

FGX +2X0) <2 F0X)+ 3 o) = fXo)

Ahora, por la convexidad de S, se sigue que G X; + -:- Xo) € S yladesigualdad

anterior contradice la optimalidad global de Xj.
En consecuencia X es el Unico punto en que f alcanza el minimo global o

absoluto.m

Nota: El caso de maximizar una funcién céncava es similar al de minimizar una
funcion convexa. En consecuencia, para el problema de maximizar una funcién
céncava f{X) sujeta a X €S, siendo S un conjunto convexo de R™, existe un

teorema analogo al precedente.

Teorema 5: Dados f: R® — R una funcién convexa diferenciable en R™ y S un
conjunto convexo de R™, se considera el problema de minimizar f(X) sujetoa X €
S. Entonces, X; € S es una solucién dptima siy solosi [Vf(Xo)]T(X — X,) =

0 VX € S.Ademas, si S es un conjunto abierto, X, es una solucidn optima siy

solosi Vf(X,) = 0.

Demostracion: primeramente se demuestra la condicion suficiente, supongamos
que [Vf(Xp)]"(X —X,) = 0 VX € S, por otra parte por convexidad de f se
tiene

fX) 2 fXo) +[VFXDI"X—X,) VX ES,
resulta entonces f(X) = f(X,) VX €S (iii); por tanto X, es una solucion 6ptima

del problema.
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Reciprocamente, sea Xy € S una solucion dptima. Por la convexidad de S, ¥X €Sy
a €[0, 1] tenemos que x X + (1—)X, € S,o0sea Xg+x (X —Xy) €ESyla
desigualdad (iii) puede reescribirse
fF(Xp+x X —X)) —fXp) =0 VXeSy0<ac<il,
y siendo f diferenciable se tiene:
f(Xotoc (X — Xo)) — F(Xo) =0 [Vf (Xo)]"(X ~ Xo) + ae X — Xg o o (a(X —
X))
luego:  [Vf(X )T (X —Xp) +ae X —Xyee (a(X — X)) =0
Dividiendo por a resulta:
[Vf(X)]" (X — Xo) +o X — Xg e ¢ (X —Xo)) 2 0
y tomando limite paraa - 0
[PfX)]"(X - X,) 2 0
Finalmente, si S es abierto todo punto es también un punto interior de S, luego si
en X, la funcion alcanza un minimo, por las conocidas condiciones necesarias de
extremo, las derivadas parciales, que existen por la diferenciabilidad de fen S,
deberén anularse en X, luego Vf(Xy) =0  (iv).
Reciprocamente, si se verifica (iv), X, es una solucién dptima. En efecto, de la

desigualdad
fX) = f(Xo)

completéandose asi la demostracionm

Definicién 1: Siendo A = (aq, ay, ..., ay), X = (x4, X3, ..., X,)T y b un nimero real, se
llama hiperplano en R™ al conjunto de puntos que satisfacen la ecuacion lineal AX

= b. Todo hiperplano divide los puntos R™ en dos semiespacios: AX<by AX2b

De esta forma la convexidad del espacio de soluciones se puede establecer
verificando directamente la convexidad o la concavidad de las funciones que
constituyen las restricciones.

Para el caso general de Maximizacion:
Maximizar z = f(xg, %2, w0, Xp)
Sujeto a gi(x1, %z, v, X)) <1y :1,2,...,m

;2 0 j 1,2,...,n
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2.7.

El problema sera de programacion convexa si y solo si:
a) La funcién objetivo f (x4, x5, ..., X,) es concava en el octante no negativo.

b) Las funciones g;(x,, x5, ..., X,) son convexas en el octante no negativo.

Para el caso general de Minimizacién:
Minimizar  z = f(xq, X2, ..., X)
Sujeto a  gi(x, %2, v, xy) =1y i:11,2,...,m
xj =0 ] 1,2, we,
El problema sera de programacion convexa si y solo si:
a) La funcidn objetivo f (x4, x5, ...,X,) esconvexa en el octante no negativo.

b) Las funciones g;(x, x, ..., X,) son céncavas en el octante no negativo.

Las condiciones de KKT como condiciones necesarias y suficientes para extremos
De lo anterior se puede deducir que las condiciones de KKT son condiciones
necesarias y suficientes si:

a) El problema es de programacion convexa.

b) El punto éptimo cumple con la cualificacién de las restricciones.

Programacion Cuadratica
La programacion cuadratica considera el problema de optimizar una funcidén
objetivo cuadratica sujeta a restricciones lineales y a condiciones de no negatividad.
Este tipo de programacion suele ser muy importante en el estudio de las Ciencias
Econémicas dado que las formulaciones de programas cuadraticos surgen de
manera natural en muchas aplicaciones.
Un modelo de programacion cuadratica se define de la siguiente manera:
Optimizar f(X) = CX + X"DX
Sujeto a: AX<B
Xz0
Siendo:
X= (X1, Xz, s Xp)T
C=0(cq,€z o) Cp)

B = (by, by, e, b))
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ry Qrz = G drl dry - drn

Al cual se le pueden establecer ciertos requisitos para que las condiciones de KKT

sean Condiciones necesarias y suficientes.

Primero, se debe destacar que la linealidad de las restricciones garantiza que el
espacio de soluciones sea un conjunto-convexo.

Luego el problema queda reducido a determinar {a concavidad o convexidad
estricta de la funcidn objetivo f de acuerdo si el problema es de maximizacion o

minimizacion, respectivamente.

A partir de la definicion de gradiente se tiene que:
VF(X)=V(CX+X"DX)=C + 2DX
Siendo la matriz Hessiana H de f(X):

H =V2f(X) = V(C + 2DX) = 2D

Con lo cual si la matriz D es definida positiva, H también lo serd, en cuyo caso f

resultara estrictamente convexa.

De la anterior se deduce que en un problema de minimizacion las condiciones KKT
son condiciones necesarias y suficientes si y solo si la matriz D es definida positiva,
lo que equivale a que los auto valores de dicha matriz sean todos positivos.
Asimismo, si el problema es de maximizacion las condiciones de KKT seran
condiciones necesarias y suficientes si y solo si la matriz D es definida negativa. Lo
gue es equivalente a que la f{X) es estrictamente concava, siendo los autovalores

de la matriz D todos negativos.

Por las condiciones expuestas, estos problemas son problemas de programacion

convexa aplicandose a ello todo lo expuesto en las secciones previas.
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CAPITULO 3

UNA APLICACION EN MICROECONOMIA SELECCION DE
CARTERAS DE ACTIVOS FINANCIEROS:

PRELIMINARES:

Los conceptos que se presentan a continuacién constituyen a la base de la teoria
moderna de las finanzas corporativas. Esencialmente, esta seccion intenta deducir la
relacion entre las dos caracteristicas bdsicas de un instrumento financiero: la

rentabilidad y el riesgo.

Definicion: La rentabilidad de un titulo se la puede definir como el beneficio econémico
gue se obtiene a partir de la tenencia de dicho titulo durante un periodo determinado.

Generalmente, se expresa en porcentajes.

A partir de la definicion se deduce que la rentabilidad de un activo financiero es solo
conocida luego que el periodo en el que se esté evaluando haya vencido, es decir, que

no se puede fijar con exactitud cudl ha de ser la rentabilidad del mismo en el futuro.

Esta deduccion puede asi mismo considerarse en virtud de la relacién inversa existente
entre el precio de un activo y su rentabilidad. Con lo cual, dado que el precio exacto de
los titulos, al igual que el de cualquier otra mercancia, es incierto hacia el futuro,

entonces tampoco puede ser conocida su rentabilidad.

Es por ello que se suelen considerar dos términos distintos aunque muy relacionados:

rentabilidad historica y rentabilidad esperada.

La rentabilidad histérica de un activo financiero es la rentabilidad que el mismo ha
reportado a lo largo de su existencia; generalmente se presenta las tasas de rentabilidad

historica por afio y se construye un histograma con las mismas.

Esta informacién suele ser la base para estimar las tasas de rentabilidad esperada del

mismo titulo para los periodos futuros, mediante diferentes tipos de modelos.

79



Mientras que, la rentabilidad esperada es el promedio ponderado de la rentabilidad

esperada del activo con riesgo y del activo sin riesgo.

Asimismo, la incertidumbre da origen a la otra caracteristica importante de cualquier

activo financiero: su riesgo.

Definicion: El riesgo es la medida de la posibilidad de perder o no poder ganar cierto
valor econdmico. Esta caracteristica obedece a que los activos financieros son titulos

contingentes, es decir, compromisos de pagos futuros que no son 100% seguros.

A pesar de ser clara su definicion, el riesgo es una medida de dificil interpretacion en la
practica. Una manera de considerar el riesgo de la rentabilidad de los instrumentos
financieros es en términos de la dispersion de la distribucién de frecuencia de las tasas

de rentabilidad histdricas.

La dispersion de la distribucion es una medida de cuanto se puede desviar una
rentabilidad determinada de la rentabilidad media. Es por ello que se utilizan dos
conceptos estadisticos como medidas de riesgo de un titulo: la varianza ( 62 oVar)y

su raiz cuadrada, la desviacién estandar (SD o g).

ELEMENTOS BASICOS DE ESTADISTICA:

Para entender a cabalidad las definiciones anteriores se hace necesario las siguientes

definiciones basicas de estadistica.

Definicién: Variable es cada una de las caracteristicas o cualidades que poseen las

unidades de una poblacién.

Considerando que dentro de las operaciones financieras de una empresa de inversion,
no se pueden predecir con exactitud qué resultados (eventos) se van obtener, sino que,
a lo mas se puede describir cuales van a ser los resultados posibles y con qué
probabilidad puede ocurrir cada uno de ellos, es decir en cuantificar mediante una
funcidn estos eventos o resultados, a estas funciones cuyos valores dependen de los
posibles resuitados se llaman variables aleatorias, formalmente se tiene la siguiente
definicidn.
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Definicidn: Una variable aleatoria X es una funcién definida sobre el espacio muestral Q

con valores reales. Es decir X: {1 - R

Sea X una variable aleatoria con valores x;, x5, ..., X,,. Entenderemos por P(X = x;)

como la probabilidad del suceso.

Podemos distinguir dos tipos: discretas y continuas.

Discretas, si toma un numero de valores finito o infinito numerable.
Estas variables corresponden a experimento en los que se cuenta el nimero de
veces que ha ocurrido un suceso. Para su descripcion se especifica sus posibles
valores con sus respectivas probabilidades.
Por ejemplo en el experimento consiste en lanzar dos monedas, el espacio
muestral es Q = {(c,¢); (¢, s); (s,¢); (s,5)}, donde ¢ representa cara y s
representa sello. Sobre este espacio definimos la funcién:

X: Q - R; X(w) = numero de caras que aparecen
Esta es una variable aleatoria discreta, puesto que toma los valores:

X(s,5)=0;X(c,s) =X(s,0)=1;X(c,c)=2

Y las probabilidades que ocurran estos sucesos son:

P(X=0),=%;P(X=1)=%;P(X=2)=%

Muchas veces es de interés conocer con que probabilidad una variable aleatoria
toma valores que no sobrepasan un determinado nimero real x, es decir, la
probabilidad acumulada de que la variable tome valores inferiores a ese x, a esta
probabilidad se le llama funcion de distribucién, en el caso de una variable
discreta se define por:
FO)=PESD= ) PX=x)
xisx
Por ejemplo, la funcién de distribucion para la variable aleatoria
X = numero de caras que aparecen al lanzar dos veces una moneda

Viene dada por:

81



Ejemplo: Se sabe que una moneda sale cara 3 veces mas a menudo que sello.
Esta moneda se lanza a veces. Sea X el numero de caras que aparece, establecer

la distribucion de probabilidad de X y también la distribucién acumulada.

=l
% c
Y s
C < %< C
Y4 s
< s
] -
% c
“a S
s
< %< C
Ya s
»a s
# Caras X P(X)
(c,c,0) 3 3/4
(¢,c,s) 2 9/64
(¢, s,¢) 2 9/64
(¢,s,5) 1 3/64
(s,c,c) 2 9/64
(s,c,s) 1 3/64
(s,s,c) 1 3/64
(s,s,s) 0 1/64
# Caras P(X) F(X)
0 1/64 1/64
1 9/64 10/64
2 27/64 37/645
3 27/64 1
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* Continuas, si toma cualquier valor de un intervalo real de la forma:
{a, b); (a, +o0), (—o0, b), (—o0, +00) 0 uniones de ellos. Por ejemplo, el
peso de una persona, el tiempo de duracién de un suceso, etc. Una
variable aleatoria continua X, se describen por la llamada funcién de

densidad, que es una funcién real no negativa f(x) tal que:

400

fdx=1

-—Co

De forma que es posible calculara la probabilidad de que X tome valores

en un cierto intervalo[a, b], por integracion

b
Pla< X <b) =f f(x)dx
a
Ejemplo: La densidad de la variable aleatoria continGia X esta dada por:

1
f(x){§(x+1) para 2<x <4
0 en cualquier otro lugar

Encuentre P(y < 3.2) y PR29<y<3.2)

Solucién

f_+mf(x)dx =1

J:% (x +1)dx =%[L4xdx+f:dx] =%[(§—%) + (4—2)]

|-

(6+2)=1
AhoraP(a<x < b) = f:f(x)dx
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3.2

3.2 3.2 3.2
P(y<32)= f(x)dx=£ %(x+1)dx=?13-U;Z xdx+fZ dx]

2

HEZ Y1+ @32-2)]=1@12+12) =054

3.2 3.2

1 3.2 3.2
P29<y<3.2)= fx)dx = —(x+1dx = U xdx + f dx]
8 2.9 2.9

29 29

_1[((32)% (29)2 ‘ _ _1 3
= [(822 -2 (32-29)] =1(0915+0.3) = 0.151875m
Ejemplo: El nimero de minutos de un vuelo de Piura a Truijillo se adelanta o atrasa con

una variable aleatoria cuya densidad de probabilidad esta dada por:

1
£ 288(36 x?) para —6<x<6

0 en cualquier otro lugar

Donde los valores negativos son indicativos de que un vuelo llegue adelantado vy los
valores positivos son del que el vuelo llegue retrasado. Encuentre la probabilidad de que
cada uno de los vuelos lliegara.

a.) Al menos 2 minutos adelantado

b.) Cualquier tiempoentrely3

Solucién

f 36dx — f_:xzdx]

) f —6 288 (36 xz)dx 288[

=5 (3660~ 55) - (36¢-6) - 5]

== (ﬂ + 144) 0.2593

-1 4 -1 -1 2
—_ 2y gy = —
b.) . 788 (36 — x%)dx 288 U 36dx — f_s dx]

84



288

- {350~ 2) (3569~ 2]

= %(% + 99) =0.2199m

La funcién de distribucion, se define por

Fx)=PX<x)= fx f(t)dt

Ejemplo: La duracion de una vida total (en afios) de perro de 5 afios de una cierta raza
es una variable aleatoria cuya funcién de distribucion esta dada por:

0 para x <5
= 25
f@® {1 —~z parax >5

Encuentre la probabilidad de que un perro como esos de 5 afios vivira
a.) Mas que 10 afios
b.) Menos que 8 afios
c.) Entre 12 y 15 afios

Solucién

x: Afios de perro

a.) P[x>10]=1—P[xs10]=1—(1—12—:6 —1—10.75 = 0.25

b) Plx<8] =1-2=1-2=0.6093

c) P12<x<15]=f(15) - fAD) = (1-5) - (15

152 122
= 0.8889 — 0.8263 = 0.0625=

Como en este trabajo necesitamos describir variables aleatorias con medidas
descriptivas similares a las que se tratan en Estadistica Descriptiva, es decir mediante el
valor esperado, desviacion estandar o varianza las cuales pasamos a describir en la

siguiente seccion.
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Valor esperado:
Sea X una variable aleatoria:

1. Si X es discreta y toma valores x4, x5, ..., X, €l valor esperado o esperanza
matemadtica o promedio, se define por:
w=EX)= inP(X = ;)
ieN

El valor esperado de un activo individual se define por:

n
E(R) =), wiky

Ejemplo: El gerente de una bodega en una fabrica sabe, por haber estudiado sus
registros, que la demanda diaria (nUmero de veces que se usa) de cierta herramienta,

tiene la siguiente distribucion:

Demanda 0 1 2 3

Probabilidad 0.1 0.5 04 0.3

Determine el promedio y la varianza de la demanda en la bodega.
Solucion
Se sabe que
E(X) = Z XP(X = x;)
ieEN

E(X) = 0(0.1) + 1(0.5) + 2(0.4) + 3(0.3)

E(X) =22
De donde se sigue la herramienta en un promedio de 2.2 veces diarias.

Por otra parte, usando la definicién de la varianza

V(X) = E[(X —w)?1P(X)
Se sigue que

VIX] = (0 —2.2)%(0.1) + (1 — 2.2)%(0.5) + (2 — 2.2)%(0.4) + (3 — 2.2)*(0.3)

V[X] = 0.48 + 0.72 + 0.016 + 0.192
V[X] = 1.408m

86



Ejemplo: La moneda de 25 centavos esta sesgada de manera que las probabilidades de
caras y cruces son 0.40 y 0.60. Si se lanza 2 veces ¢ Cual es la covarianza de Z, el nimero
de caras obtenidas en el primer tiro, W el numero total de caras obtenidas?

Solucién

(0.4)

(0,6)

(0.4)

(0,6)

0.4x04=0.16
04 x 0.6 =0.24
0.6 x 0.4 = 0.24
0.6 X 0.6 = 0.36

0 0.36 0.36

1 0.24 0.24 0.48

2 0.16 0.16

0.6 0.4
EZW)=(0x0x036)+(1x0x0)+ (1%x0x0.24)+ (1 x1x0.24)

+(0x2x0)+(1x2x0.16) = 0.56

E(Z)=04; EW)=08

87



cCov(Z,wW)= EZW)—- E(Z)E(W)
= 0.56 — (0.4)(0.8)
= (0.24m

2. Si X es continua, el valor esperado o esperanza matemdtica o promedio, se

define por:

+o0

u=EX) = j xf (x)dx

—00

Donde f(x) es la funcién densidad de la variable aleatoria X.

Ejemplo: Obtenga el valor esperado de x cuya funcidn de densidad de probabilidad esta

dada por:

1
f(x)1§(x+1) para 2<x<4
0 en cualquier otro lugar

Solucién
+ 1 1[4 41 1[43 23] 1[4* 22
- == 2 - =l ||
fzx(s(x+1))dx 8U2xdx1+jz8xdx 8[3 3I+812 5

= 18.6667 + 0.75 = 19.4167m

La Desviacion estidndar:

Para muchos la palabra desviacion estandar, no nos dice mucho. Sin embargo no se
preocupe, es probable que si haya escuchado la palabra volatilidad del mercado,
volatilidad del precio, lo cual significa que ya esta familiarizado con el tema, ya que
volatilidad lo podemos connotar como movimiento y significa lo mismo que desviacién

estandar sino que esta uUltima palabra es usada en estricto sentido matematico.
¢Qué es desviacion estandar?

Justamente la desviacion estandar, en un conjunto de datos (precios en el caso del
mercado de valores) es una medida de dispersion, que nos indica cuanto pueden
alejarse los valores respecto al valor esperado {promedio), por lo tanto es util para

buscar probabilidades de que un evento ocurra, o en el caso del mercado bursatil,
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determinar entre que rango de precios puede moverse un determinado activo y

determinar qué tipo de activos pueden ser mas volatiles que otros.

Los operadores del mercado estdn interesados en la direccion del precio de un activo y
en la velocidad de los movimientos del subyacente para determinar qué tan riesgoso o
volatil puede llegar a ser un activo. Los mercados cuyos precios se mueven a alta

velocidad son mercados de alta volatilidad.

Existen varias maneras de estimar la volatilidad o desviacion estandar, por ejemplo:

Si X esdiscreta y toma valores x4, X5, ..., Xy, .... |a desviacion estandar o tipica se define por

o = \/Zm ~ K*P(X = %)

ieN

De otro lado:

Y =P =) = ) (F — 200+ H)P(X = 1)
1 Y

= Y HPE=x) =21 ) mPK =)+ 2 Y P(X =)

' ieN ieN ieN
Se sabe que tt = Yien X% P(X = x;); ien P(X = x;) = 1 de donde se tiene que:
> Y (= WP =x) = ) xPP(X = x) = 20% + 42
iEN ieN

Por lo tanto:

14

\/U_f= jZ(xi—#)ZP(X=xi) = \/inzP(X = x;) — u?

La varianza, es simplemente la desviacion estandar o tipica elevada al cuadrado, es decir
of = D G — WP(X =) = ) xFP(X = x) -
i i

Si X es continua, la desviacién estdndar o tipica se define por

+oo +o
of = J (x —wif(x)dx = J f x2f(x)dx — p?
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Y la varianza se define como

+co +o0

= [ w-wir@d=[ wre-i

-=00 =00

La varianza se interpreta de la misma manera que la desviacion estandar: cuantifica la
dispersion de una serie de datos. La interpretacidn de la desviacidn estandar y de la

varianza es la misma, aunque obviamente las magnitudes seran distintas.

La varianza es mayor que la desviacion estandar cuando la desviacion estandar es mayor

que uno.

La varianza es menor que la desviacion estandar cuando la desviacién estandar es menor

que uno.

Como dato descriptivo es mas frecuente el uso de la desviacidn estandar que el de la

varianza (aunque se utilizan los dos)
Covarianza y coeficiente de correlacion:

Cuando se trabajan con dos variables discretas, digamos por ejemplo, X e Y, se define
como funcién de probabilidad conjunta f(xi,yj) como la probabilidad de que ambas

variables tomen los valores x;, x; simultdneamente, es decir

f(xi, x]) = [P(X = xi) n P(Y = y])]
Los indices que reflejan la relacion lineal entre las variables X e Y son los siguientes

La covarianza, cuando la variable aleatoria es discreta se define como:

axy = #(XY) — pQ0Op(Y); donde u(XY) = X, 3 x; % f (%, v;)

. . s - [+
Y su coeficiente de correlacion se define como pyy = ax:
X0Y

El coeficiente de correlacion p en la teoria de la cartera mide la relacion que existe en

las tasas de rendimiento de distintos activos a lo largo del tiempo.
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ELEMENTOS BASICOS DE ECONOMIA:

Puesto que necesitamos elementos econdmicos en esta seccion revisaremos algunas de

sus definiciones basicas.

Inversionistas son las personas fisicas o juridicas que utilizan sus disponibilidades

econdmicas para adquirir acciones o titulos negociables en el mercado financiero.

Bienes: objetos materiales que por sus caracteristicas tienen la capacidad de satisfacer

necesidades humanas.
Asociado con el consumo de un bien se tiene su utilidad, que es de dos tipos:

- Utilidad total: es la utilidad que proporciona toda la cantidad consumida del
bien, es decir es la satisfaccion total que tiene una persona por la posesién o
consumo de un bien; esta aumenta a medida que se incrementa el nimero de
unidades del bien.

- Utilidad marginal: Es el aumento de la utilidad total provocada o producida por
un incremento de una unidad consumida, poseida o producida, es decir la

utilidad marginal es decreciente en un periodo determinado.

Los bienes en los cuales estamos interesados son aquellos que se intercambian en los

llamados Mercados financieros.

Un Mercado financiero es el conjunto de empresas que, dentro de un determinado
marco, tratan de satisfacerse sus necesidades de pagos, movimiento de fondos, crédito
y financiamiento de una parte y de reinversidon de otra. En el mercado financiero las

empresas vienen siendo la parte demandante y los bancos de la parte ofertante.

Existen los siguientes tipos de mercados financieros
o Mercado monetario
e Mercado de crédito
e Mercado que permite la movilizacion de los capitales de ahorro

e Mercado internacional de capitales
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En este mercado financiero los bienes transados son las llamadas acciones, que son
titulos o unidades de derecho de propiedad de una sociedad anénima de abierta o

cerrada o de una sociedad encomiendita por acciones.

Pueden ser nominales o al portador, pudiendo diferenciarse series distintas por su valor
nominal o por el contenido de sus derechos. Las acciones son titulos de renta variable y
comprenden las acciones cotizadas en bolsa (acciones cotizadas), las acciones no
cotizadas y otras formas de participacion. Los valores de renta variable suelen generar

ingresos en forma de dividendos.

En estas transacciones los accionistas corren riesgos, es decir la posibilidad que un
evento salga fuera de los parametros esperados. Desde el punto de vista de las finanzas
un riesgo es la posibilidad de que el retorno de una operacién tenga un valor diferente
del retorno esperado. Sin embargo no todas las personas perciben el riesgo de la misma
manera, de ahi que se han propuesto tres clasificaciones a las percepciones de las

personas respecto del riesgo:

e Adverso al riesgo: Es la persona que no estd dispuesta a aceptar mas
riesgo a menos que obtengan mayores retornos a cambio.

¢ Indiferente al riesgo: Es una persona que no tiene preferencias entre
aceptar una inversion con un retorno y riesgo determinado a otra
inversién con el mismo retorno pero un mayor nivel de riesgo.

e Amante del riesgo: es una persona que esta dispuesta a aceptar mayores

niveles de riesgo manteniendo igual el retorno de la inversion.

Estos riesgos son asumidos por los inversionistas en busca del mayor rendimiento de
estas inversiones, el rendimiento se refiere al porcentaje de ganancia que se obtiene
con respecto a la inversién durante cierto periodo de tiempo. Generalmente se genera
un mayor rendimiento cuando se prolonga el plazo de la inversion. Algunos factores que
reducen el nivel de rendimiento obtenido son las comisiones e impuestos requeridos

para las transacciones y seguimiento de dicha inversion.

Si los inversionistas son personas juridicas, es decir son empresas entonces los bienes

transados reciben el nombre de activos, que son los bienes o derechos que la empresa
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posee y que pueden convertirse en dinero u otros medios liquidos equivalentes. Los
activos que una empresa posee se clasifican dependiendo de su liquidez, es decir la

facilidad, con la que ese activo puede convertirse en dinero. Por ello se dividen en:

e Activo fijo: son los activos utilizados en el negocio y no adquiridos con
fines de venta, como maquinarias y bienes inmuebles.
e Activo circulante: son activos que se esperan que sean utilizados en un

periodo inferior al afio, como clientes o existencias.

Las cuentas de activos, tanto circulantes como fijos, se incluyen en el balance de

situacion.
La Cartera: Se denomina cartera a la combinacién de activos o titulos financieros.
RIESGO Y RENDIMIENTO: TEORIA DE LA ELECCION

La teoria de la eleccion plantea que los inversionistas elegirdn entre opciones que tienen

diferentes combinaciones de riesgo y rendimiento.
Generalmente, para esta teoria el inversionista tiene aversién al riesgo.

Si suponemos que el riesgo puede medirse por medio de la desviacion estdndar del

rendimiento (R), es decir a(R) y que el rendimiento se mide por el valor esperado E(R).

El objetivo de la formacion de carteras es reducir el riesgo mediante la diversificacién;
en otras palabras, podemos decir que la desviacién estandar de los rendimientos sobre
la cartera de activos o(R,) puede ser menor que la suma de las desviaciones esténdar

provenientes de los activos individuales.

Pero, {Como se puede formar carteras que reduzcan el riesgo de un inversionista? La
teoria de la cartera trata de la seleccion de carteras 6ptimas e eficientes, es decir,
carteras que proporcionan el rendimiento mas alto posible en cualquier grado especifico
de riesgo, o el riesgo mas bajo posible en cualquier tasa de rendimiento. Entonces, para
poder determinar las carteras optimas debemos analizar los dos componentes

elementales que las integran, a saber: rendimiento y riesgo.
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La tasa de rendimiento de una cartera es el promedio ponderado de los rendimientos

de los valores individuales de la cartera.
Rendimiento o retorno esperado de un activo cualquiera i

El Rendimiento o retorno de una inversidn se mide como la ganancia o pérdida de valor
experimentada en un periodo de tiempo determinado. El Rendimiento o retorno
esperado del activo i , que se denota por R; , tiene que ver con las expectativas que se
tiene hacia el futuro tomando en consideracidn los distintos escenarios de la economia.

Se calcula usando la siguiente relacion.
ER)=R;= ZRitPit
Dénde:
R; = Rendimiento del activo i cuando ocurre el evento t
P;; = Probabilidad de ocurrencia del rendimiento R;;
Varianza de un activo cualquiera i

La varianza de un activo i, que se denota por o7 tiene que ver con la incertidumbre que
tendra el retorno de una inversidn a lo largo del tiempo. Se calcula usando la siguiente

relacion.
o%(R) = of = Z(Rit — R;))? Py
Desviacion estandar de un activo cualquiera i

La Desviacion estandar de un activo cualquiera i, que se denota por og;, se define como

la raiz cuadrada de la varianza del activo i. Es decir.

o(R;) = g; =\/U_i2

Coeficiente de variacion de un activo i

Se denota por V; . Mide la dispersion de una variable aleatoria relativa a su valor

esperado Se calcula usando la siguiente relacion.
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VR) =V; =

4
R;

Ejemplo: El rendimiento de dos activos en una cierta economia se resume en el cuadro

siguiente.

ESTADO DE LA | PROBABILIDAD DE | RENDIMIENTO DEL | RENDIMIENTO DEL
ECONOMIA OCURRENCIA ACTIVO 1 (Ry) | ACTIVO (Ry)
MALO 0.1 40 50

BUENO 0.6 75 60

EXCELENTE 03 %0 20

Determine el rendimiento esperado, la varianza, la desviacion estandar y el coeficiente

de correlacidn para cada uno de los activos.

Solucion

Para el activo 1

Rendimiento esperado

Varianza

E(R,) = (0,1)(40) + (0,6)(75) + (0,3)(90)

= E(R,) =76

a2 = (40 — 76)%(0,1) + (75 — 76)%(0,6) + (90 — 76)%(0,3)

Desviacién estandar

= o2 = (36)2(0,1) + 0,6 + (14)2(0,3)

= 02 = 189

01=,’0'12

= ¢, = V189
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= ¢, = 13,7477

Coeficiente de correlacion

01
Vi=—=
1 R,
13,7477
= V1 - 76
=V, =01

Para el activo 2
Rendimiento esperado
E(R,) = (0,1)(50) + (0,6)(60) + (0,3)(80)
= E(R,) = 65

Varianza

o2 = (50 — 65)%(0,1) + (60 — 65)2(0,6) + (80 — 65)2(0,3)

= 0% = (—15)%(0,1) + (=5)2(0,6) + (15)%(0,3)
= o2 = 105

Desviacion estiandar

0'2=1’U§'

— g, = /96,3
= 0p = 9,81

Coeficiente de correlacion

96



=V, = 0,15
Covarianza entre dos activos i y j

La covarianza entre dos activos [ y j, que se denota por o;; indica la, manera en que
estos dos activos estdn correlacionados, es decir nos indica céomo sera el
comportamiento del activo i ante la variacion del activo j. Se calcula usando la siguiente

relacion.

O'ij = COU(R,'_; R]) = Z(Rit - Ei)(Rjt - ﬁ])Pt
La covarianza cumple lo siguiente:

i) gij = 0j;

ii) O =

Coeficiente de correlacidn lineal

Para su calculo se usa la siguiente relacién.

oy =L

Este coeficiente tiene las siguientes propiedades:

i) pij € [-1 = 1]

i) Si pij = —1 se dice que los rendimientos de los dos activos i, tienen una
correlacién perfecta negativa, es decir que cuando uno de ellos crece el otro
decrece en la misma proporcion.

iii) Si pjj = 1 se dice que los rendimientos de los dos activos i,j tienen una
correlacion perfecta positiva, es decir que cuando uno de ellos crece el otro
crece en la misma proporcién.

iv) Si p;j = 0 se dice que los rendimientos de los dos activos [,j no estan

correlacionados, es decir no existe ninguna relacién entre estos dos activos.
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Rendimiento de una cartera p

La tasa de rendimiento de una cartera p, que se denota por Rp para dos activos, tres

activos y en general para k activos se definen como sigue.

Para dos activos: Rp = wR; + (1 —w)R, donde R; es el activo riesgoso y R, es el

activo libre de riesgo. '

Para tres activos: Rp = Wy R; + WoR, + W3R Yo w; =1

Para k activos: Rp = w;R; + WoR, + -+ Wi Ry ; Db w; =1

Dénde:
Rp = rendimiento de la carterap ; w; =
porecentaje invertido en cada uno de los activosy 0 <w; <1

De donde la tasa esperada de rendimiento sobre la cartera es:

Para dos activos: E(Rp) = WE(Ry) + (1 —w)E(R3)

Para tres activos: E(Rp) = w1 E(Ry) + WoE(Ry) + wsE(R3 ); 23 w; =1

Para k activos: E(Rp) = w;E(Ry) + W2 E(Ry) + -+ Wi ER ; Sk w; = 1

ConE(R)) = 2}1:1 p;R; y ademas que generalmente el riesgo de una accién individual

se mide por la desviacion estandar o raiz cuadrada de la varianza de dicha accion.

De lo anterior se deduce que el riesgo de una cartera no solo depende del riesgo de los
valores que forman la cartera, sino también de la relacién que existe entre los mismos.
Esta relacidn se puede medir mediante la covarianza de los posibles rendimientos de los
valores implicados. Para una cartera de dos valores el término de covarianza serd el

siguiente:

Oi = z pi[(R; — E(R)) (R, — E(Ry))]

i=1

Y recordando la definicidn del coeficiente de correlacion se tiene que

Oix = Pik0TiOk
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Dénde:
6y, = Covarianza del valor iy el valo k
pix = coeficiente de correlacion o la correlacion esperada entre
los rendimientos posibles para los valoresiyk
o; = desviacion estandar del valor i
o, = desviacion estandar del valor k
Entonces, para una cartera de dos activos podriamos derivar el riesgo de la siguiente

manera:

La varianza se define como:

var(R,) = zi=1 pi[Ry, — E(R,)]?

Para dos activos:

var(Ry) = ). plwRs+ (L= WIR) = WE(R) + (1~ w)E )]

Acomodando los términos tenemos que:

var(Rp) = z:;im[(le ~WE(Ry) + (1 = )R, — (1 = W)E(R2)))?

Llamemos a=WR; —wE(R);b=({1—-w)R,— (1 —w)E(R;) ; entonces

tenemos que:
n
var(R,) = Z pi(a + b)?
i=1

n
var(Rp) = Z p;(a® + 2ab + b?)
i=1
La formula completa de la varianza seria:

var(Rp) = L1 pil(WRy — wE RD)” + 2((WR, — wERL)((1 —
WIR; — (1 =W)E(RR)) + (1 —w)R, — (1 = wIE(R2) )?)]

Reduciendo términos:

var(i) = Z;l pi((Ry — E(Rl))z

var(k) = Z:; pi((R, — E(Rz))z
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Cov(i,}) = o = ) pil(Ry = ERD)(R, — ERY)]

i=1

De donde usando el hecho que:
Oik = Pix0iOk
Se deduce que la varianza de la cartera se puede rescribir como:
var(R,) = w?var(i) + 2w(1 — w)py.0;0} + (1 — w)?var(k)

Y para una cartera de j activos la varianza es la siguiente:

k k
varianza de la cartera = Z W;W; 0;
i=1 4= j=1

Cuando i = j; 0;; es la covarianza consigo mismos, lo que es igual a la definicion de la
varianza de cada una de las acciones que forman el portafolio, y cuando i # j se trata

de la covarianza de la accion i y la accion j.

Puesto que:
k
j=1WiWk0ik = WiW1 Gy + WiWa0ip + -+ + WyWe Oy
Entonces:
k k k
Zi=1 Zj=1 WiW; 0;; = i=1{w,-wlai1 + Wiwy 0y + - + Wyw, o}

Realizando los célculos respectivos:

k k
Z Z Win O'ij = (W120'11 + WiWy 04 + -+ W1Wk0'1k) +
i=1 Lmd j=1

+(WiW,012 + WpP 055 + o+ WaWi Oap) + o + (WyWi O + WoWi O
+ -+ Wi o)
Usando los calculos anteriores, se tiene que en términos matriciales la varianza de una
cartera es la sumatoria de la suma de los renglones o columnas de la matriz que contiene

las combinaciones de los j activos.

W120'11 WiWy 01, WiW3043 WiW4014 weer o 0 o WiWROy
2 T T Y
WiWo 045 W5 " 025 WaW3 053 WaW;024 WaWy 02
WiW3013 WaWs03 Wsloss W3‘4;‘4034 e W3WiOsg
WiW4014 WaWa0o4 W3W4034 Wyi“044 oo o o wme WiWrpOyr
. . . . . . . 2.
WiWiO1r WaWi0Oo W3Wp03, WaWRO4r v o« o wew WE50Opk
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Dénde:

w; Es el porcentaje invertido en cada una de las acciones, y g;; Es la covarianza de cada
pareja de acciones.

En la diagonal principal de esta matriz aparecen las varianzas de las posibles
combinaciones por pareja de los valores en la cartera, y fuera de la diagonal principal se
encuentran sus covarianzas.

Si sustituimos la covarianza de las distintas combinaciones de acciones por el producto
entre el coeficiente de correlacion y las desviaciones estiandar de las acciones
individuales

Oij = Pijoi0j

La matriz anterior queda como sigue:

2
W17011 WiWa 012010, WiW3p130103 WiWaPy010, e o v e WiW 0010
WyW,0;,010; W, 205, WyWq0530,0; WeWaP230240204 ... oo e WWi 33020
WyW30130,0; WoWy0,30,03 w4203, WaWyP34030;  were L o WaWi[2,030%
2
WiWyP140:05 WoWapr4050; WeWy03,030, Wy 044 e o e WeWiePyp 040
2
WAWp01):010);  WoWp. 09,050, WaWp3p030, WyWpP4p 040k oo+ 0 oo WOy
Dénde:

pij = coeficiente de correlacion de orden cero de los probables
rendimientos para los valoresiy j

0; = desviacioén estandar del activo i

0; = desviacion estandar del activo j

w; = porcentaje invertido en el activo i

w; = porcentaje invertido en el activo

o;; = varianza del activo i

De las ecuaciones y matrices anteriores se desprenden dos observaciones importantes.
La primera es que la varianza de una cartera de activos riesgosos no es meramente las
sumas de las varianzas respectivas, sino también esta presente la covarianza entre los

rendimientos de los activos; la segunda es que la varianza de una cartera de activos
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depende de los coeficientes de correlacidn, y es el valor de este coeficiente el que

determina el conjunto de oportunidades de cartera de un inversionista.

DIVERSIFICACION DE MERCADOS:

Las carteras de titulos o portafolios son combinaciones de activos financieros que se
realizan con la intencidn de reducir el riesgo que estos poseen individualmente. A este
fenédmeno se le conoce como diversificacion y su eficiencia para reducir el riesgo se
evidencia en las grandes diferencias que existe entre la desviacién estandar de un titulo

individual y la desviacion estandar de una cartera o un indice.

Con la opcion de diversificar, todo inversor adverso al riesgo invertira en carteras antes
que en activos individuales, dada la posibilidad de obtener las mismas rentabilidades
pero con menor riesgo. Es por ello que el analisis de los titulos se hace desde el punto
de vista de la contribucion de cada titulo a la rentabilidad esperada y al riesgo de la

cartera.

Dado que la rentabilidad esperada de la cartera es el promedio aritmético de las
rentabilidades esperadas de los activos que la componen, la rentabilidad esperada de
un titulo es la medida adecuada de la contribucidn del titulo a la rentabilidad esperada
de la cartera. Sin embargo, ni la varianza ni la desviacion estandar son medidas
adecuadas de la contribucién de un titulo al riesgo de una cartera cuando la correlacion

entre cada par de activos que componen la cartera no es perfecta.

Para poder entenderlo con mayor claridad conviene analizar la formula de la varianza

de una cartera compuesta por 2 titulos, la misma es:
var(cartera) = x,201% + 2%, %,01 5 + %2205% = %2092 + 2x1 X201 20102 + X220,7

Donde x; es la participacion del titulo i en el portafolio, 6;2 es la varianza del titulo i, y

p;j es igual a 1 (correlacién perfecta positiva)

Puede asimismo hallarse la medida de riesgo para una cartera con n titulos (por
simplificacién se utiliza notacién matricial):
0%care = X"VX
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Siendo: X = (x, X, ..., x,)" el vector de participacién relativa de cada titulo de cartera,

2

(2} er O'I,n
0'2‘1 w Ozn
V= 031 O3n
041 = Osp
2
an,l vea a'n

la matriz de varianzas y covarianzas

Es evidente que mientras mayor sea la cantidad de activos en la cartera, mayor es la
influencia sobre 02,4, de las covarianzas entre activos y menor la de las varianzas de
cada uno. Esto demuestra que en carteras bien diversificadas lo que adiciona cada titulo
al riesgo de la cartera depende en mayor medida de la forma en que varia su rentabilidad
respecto a la de los otros activos que conforman la cartera y en la menor medida de la

variacion de la rentabilidad de ese titulo con su propia rentabilidad promedio.

Asimismo, como g; ; = g;; entonces la matriz V es simétrica y o2.4, es una forma
cuadratica. Esto permite establecer problemas de programacién matematica,
especificamente de programacion cuadratica para resolver el problema de agentes
adversos al riesgo que consideran minimizar su riesgo (representado por la varianza de

la cartera) sujeto a obtener un minimo de rentabilidad.

Por lo tanto, si se considera que E(R;) es la rentabilidad esperada del titulo i y R 4, €5
la rentabilidad minima que se desea obtener de la cartera, entonces continuando con la
notacion anterior, se puede establecer el problema de seleccion de cartera de minima

variancia de acuerdo al siguiente programa cuadratico:
Minimizar  02%q5e = XTVX
sujetoa: E(Ry) + E(Ry) + -+ E(Ry) = R art
X +x;++x,=1
X, X2 e, Xp=20

Donde la primera restriccién obedece a la rentabilidad minima deseada y la siguiente al

requisito de inversidn total de fondos.
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Para poder resolver este tipo de problemas, especialmente si la cartera contiene una

gran cantidad de activos, conviene utilizar algin software como el Excel de Microsoft.
APLICACION EN SELECCION DE CARTERAS DE ACTIVOS FINANCIEROS:

Un inversor adverso al riesgo desea invertir en una cartera compuesto por las acciones
de las empresas Alicorp S.A.A, Union de cervecerias Backus & Johnston S.A.A y Gloria

S.A, las cuales representaremos por A, B y C respectivamente.

Los rendimientos de sus acciones entre los afios 2009 y 2012, fueron obtenidos de los
boletines del CEMTRUM de la Pontificia Universidad Catdlica del Pert y se resumen en

las siguientes tablas.

Tabla 1: RENDIMIENTO DE LAS ACCIONES DE ALICORP S.A.A

ALICORP S.A.A 2009 2010 2011 2012

UTILIDAD 222 759 285 647 322510 315613
NETA(miles PEN)

ACCIONES EN | 854 580 854 580 854 580 854 580
CIRCULACION(miles)

UTILIDAD POR | 0,261 0,334 0,377 0,369
ACCION(UPA)
RIESGO PAIS 1,14% 1,14% 1,14% 1,14%

Veamos cémo se calcula la utilidad por accién (UPA).

222 759

UPA2009 - 85758-6 - 0,26066
285 647
UPA2010 = m‘ = 0,3342
322510
UPA5p11 = 854580 = 0,377
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315613

UPA2012 = 52580

= 0,3693

De donde el Rendimiento durante los cuatro afios viene dado por

0,261 + 0.334 + 0,377 + 0,369 0,603
Ra = 4 )

= R, = 0,15

Tabla 2: RENDIMIENTO DE LAS ACCIONES DE UNION DE CERVECERIAS BACKUS &
JOHNSTON S.A.A

UNION DE | 2009 2010 2011 2012
CERVECERIAS
BACKUS &
JOHNSTON S.A.A

UTILIDAD 488’ 297 519’ 243 730° 551 948’ 709
NETA(miles PEN)

ACCIONES EN | 76" 046 76° 046 76° 046 76° 046
CIRCULACION(miles)

UTILIDAD POR | 3,60 3,82 5,38 6,99
ACCION(UPA)(56%

UN)

RIESGO PAIS 1,17% 1,17% 1,17% 1,17%

Del mismo modo que en la tabla 01 se obtienen los valores UPA para la Tabla 2.

488"297 56

UPA2009= 76’04-6 X100=3,5958
519243 56

UPAz010 = 27036 * 100~ 824
730°551 56

UPA2011= 76,046 X100=5,3795
948'709 56

UPAz012 = 5026 % 100 — &80

De donde el Rendimiento durante los cuatro afios viene dado por
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_36+382+5384+699 19,79

B 4 1 =4 RB = 4',95

Tabla 3: RENDIMIENTO DE LAS ACCIONES DE GLORIA S.A

GLORIA S.A 2009 2010 2011 2012

UTILIDAD 202 181 226 117 195 099 241 622
NETA(miles PEN)

ACCIONES EN | 282 007 282 007 282 007 421619
CIRCULACION(miles)

UTILIDAD POR | 0,717 0,802 0,692 0,573
ACCION(UPA)
RIESGO PAIS 1,17% 1,17% 1,17% 1,17%

Cuyos valores UPA se obtienen como sigue.

202 181

UPAzoog = m,}' = 0,7169
226 117

UPAZOIO = ‘rsz—o'd',i = 0,8018
195 099

UPA2011 = —_—282 007 = 0,6918
241 622

UPA2012 = m = 0,573

De donde el Rendimiento durante los cuatro afios viene dado por

0,717 + 0,802 + 0,692 + 0,573 2.784
c= =
4 4

= R; = 0,696

Los rendimientos R4, Rz ¥ R fueron obtenidos con un promedio de riesgo pais de

. o 1,14+117+ 1,17 3,48
promedio riego pais = 3 == 1,16

Es decir cuando la economia peruana tenia un escenario de excelente.
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Construccion de la Matriz de Varianzas y Covarianzas V

Puesto que en la construccion de la matriz V se necesita calcular los rendimientos de
cada uno de los activos en cada uno de los escenarios posibles. Si se considera que en
un escenario bueno de la economia, estos rendimientos estan constituidos por 80% del
rendimiento obtenidos durante el escenario excelente de la economia, y que los
rendimientos para un escenario malo, estan constituidos por el 40% de los rendimientos

obtenidos en un escenario excelente para la economia. Se tiene que:

i) Rendimientos de los activos en un escenario bueno
R, =0,34%0,8=0,272
Rp = 4,95 x 0,8 = 3,96
R, = 0,696 X 0,8 = 0,56

ii) Rendimientos de los activos en un escenario malo
R, =0,34%x0,4=0,14
Rp = 4,95%x 0,4 =198
R; = 0,696 x 0,4 = 0,28

o
sraer RIRTR

i P
A7 AONAL X
r""" o "

Considerando que en el contexto actual de la economia mundial, los tres posibles
escenarios: Malo, Bueno y Excelente, tienen probabilidades de ocurrencia de: 0,1; 0,6 y
0,3 respectivamente, mediante el siguiente cuadro, es posible obtener el rendimiento
esperado para cada activo en este escenario mundial de la economia, como se vera a

continuacion.

Tabia 4: Rendimientos de los activos A, B y C en el contexto mundial

ESTADO DE | PROBABILIDAD | RENDIMIENTO | RENDIMIENTO | RENDIMIENTO
LA DE DEL ACTIVO A | DEL ACTIVO B |DEL ACTIVO
ECONOMIA | OCURRENCIA | (Ra) (Rpt) C(Rcy)
MALO 0,1 0,14 1,98 0,28

BUENO 0,6 0,27 3,96 0,56
EXCELENTE | 0,3 0,34 4,95 0,696
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Rendimiento esperado del activo A
E(Ry) = (0,1)(0,14) + (0,6)(0,27) + (0,3)(0,34) = 0,014 + 0,162 + 0,102
= E(R,) = 0,278
Rendimiento esperado del activo B
E(Rg) = (0,1)(1,98) + (0,6)(3,96) + (0,3)(4,95) = 0,198 + 2,376 + 1,485
= E(Rg) = 4,059
Rendimiento esperado del activo C
E(R.) = (0,1)(0,28) + (0,6)(0,56) + (0,3)(0,696) = 0,028 + 0,336 + 0,2088
= E(R¢) = 0,573
Varianza del activo A
o? = (0,14 - 0,278)?(0,1) + (0,27 — 0,278)(0,6) + (0,34 — 0,278)%(0,3)
= g7 = 0,0019044 + 0,0000384 + 0,0011532
= g7 = 0,0031 ..... (*{)

Desviacion estindar del activo A

Oy = ’aj

— 0, = /00031
= g, = 0,0557
Varianza del activo B
o2 = (1,98 — 4,059)2(0,1) + (3,96 — 4,059)2(0,6) + (4,95 — 4,059)?(0,3)
= g = 0,43 + 0,00588 + 0,238

= 02 = 0,6763 .... (*2)
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Desviacion esténdar del activo B

Op = ’O’f

— 05 = 0,6763
= g = 0,8224
Varianza del activo C
o = (0,28 — 0,573)2(0,1) + (0,56 — 0,573)%(0,6) + (0,696 — 0,573)2(0,3)
= g2 = 0,00858 + 0,0001 + 0,0045
= ¢ = 0,013225....... (*3)

Desviacidn esténdar del activo C

O¢c = ,’012
= g = +/0,0132
= g, = 0,1149
De donde se sigue qué.

) o4 = 0405 = (0,0557)(0,8224) = 0,5 = 0,0458
ii) O4c = Op0¢c = (0,0557)(0,114‘9) = 04c = 0,0064
i) opc = opog = (0,8224)(0,1149) = 0gc = 0,0945

Luego la matriz de varianzas y covarianzas asociada a estos activos es la siguiente:

2
04 04 O4ic

— 2

V=\|osp 05 05

Ouc Opc OF
Sustituyendo (*), (*3), (*3), (i), (if) y (iii) se sigue:

0,0458 0,6763 0,0945

(0,0031 0,0458 0,0064)
V =
0,0064 0,0945 0,0132
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Puesto que el inversionista desea invertir todos los fondos y espera un rendimiento
minimo de la cartera del 3%, conociendo que los rendimientos esperados delos activos

A, B yCson 0,278; 4,059 y 0,573, respectivamente.
Construccion de la funcion objetivo

Puesto que queremos minimizar el riesgo de la cartera entonces se debe minimizar la

varianza de los activos A, B y C. Es decir debemos:
Minimizar  6%.4 = X'VX

Dénde:

o

Siendo a, b y c las participaciones relativas de cada activo dentro de la cartera.

Luego
aT 70,0031 0,0458 0,0064\ ra
XTVX = [b] (0,0458 0,6763 0,0945) [b]
c 0,0064 0,0945 0,0132/Lc
= XTvx

a
= (0,0031a + 0,0458b + 0,0064c 0,0458a + 0,6763b + 0,0945¢ 0,0064a + 0,0945b + 0,0132¢) [b]
c

= XTVX = 0,0031a? + 0,0458ab + 0,0064ac + 0,0458ab + 0,6763h% + 0,0945hc
+ 0,0064ac + 0,0945bc + 0,0132¢2
= XTVX = 0,0031a? + 0,0916ab + 0,0128ac + 0,189bc + 0,6763b% + 0,0132¢2

De donde se obtiene que:

Minimizar 0,0031a? + 0,0916ab + 0,0128ac + 0,189bc + 0,6763b% + 0,0132¢2
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Construccion de las restricciones

Como el inversionista desea invertir todos los fondos y espera un rendimiento minimo
de la cartera del 3%, conociendo que los rendimientos esperados delos activos A, B y C

son 0,278, 4,059 y 0,573, respectivamente.
Se deducen las siguientes restricciones:
0,278a + 4,059b + 0,573c = 0,03
a+b+c=1
a,b,c =20
Planteamiento del problema

De las construcciones anteriores se deduce que debemos resolver el siguiente

problema:
Minimizar 0,0031a? + 0,0916ab + 0,0128ac + 0,189bc + 0,6763b% + 0,0132¢3
Sujeto a:
0,278a + 4,059b + 0,573c = 0,03
a+b+c=1
a,b,c=0
Existencia de la Solucion del problema

Para garantizar la solucion del problema planteado se debe verificar que se cumplen las
condiciones de KKT para lo cual primero se debe reescribir el problema de tal manera
que las restricciones sean todas mayores o iguales dado que es un problema de

minimizacion, a continuacion se debe armar la funcién Lagrangiana. Es decir:
Minimizar 0,0031a? + 0,0916ab + 0,0128ac + 0,189bc + 0,6763b2 + 0,0132¢>
Sujeto a:

0,278a + 4,059b + 0,573c = 0,03
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at+tb+c=1
—a—-b—cz=-1

ab,cz0

De esta forma el Lagrangiano es:

L =0,0031a? + 0,0916ab + 0,0128ac + 0,189bc + 0,6763b% + 0,0132¢2
+u(l—a-b—-c)+u(-1+a+b+c)
+ u3(0,03 — 0,278a — 4,059b — 0,573¢)

Derivando respecto a las variables de eleccidn (a, b y ¢) y los multiplicadores de Lagrange

y considerando el valor dptimo de las variables, se tiene:

oF
= = 0,0062a +0,0916b + 0,0128c — g + iz — 0,278pig

oF
T 0,0916a + 1,3526b + 0,189¢c — u; + u, — 4,059u5

oF
Frie 0,0128a + 0,189b + 0,0264c — pq + u; — 0,573z
oF 1 b
—=1—-a-b—c
o
oF
—=-1+a+b+c
ops
doF
— = 0.03 — 0,278a — 4,059b — 0,573c
Ous

Como todas las variables de eleccidn son distintas de cero en el 6ptimo, entonces las

tres primeras derivadas deben ser iguales a cero, es decir:
Uy — py + 0,278u; = 0,0062a + 0,0916b + 0,0128¢ ... (*4)
Hq — Uy + 4,059u; = 0,0916a + 1,3526b + 0,189 ... (*3)

11, — 1y + 0,573p = 0,0128a + 0,189b + 0,0264c ... (+3)

Luego, —0,0854a — 1,261b — 0,1762¢ < 0
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= (0,0062 — 0,0916)a + (0,0916 + 1,3526)b + (0,0128 — 0,189)c < 0
= 0,0062a + 0,0916b + 0,0128¢ < 0,0916a + 1,35265 +0,189c ..... (1)
Sien (*1)‘, (*3) y (*3) hacemos
k, = 0,0062a + 0,0916b +.0,0128¢
k, = 0,0916a + 1,3526¢ + 0,189c¢
kz = 0,0128a + 0,189b + 0,0264c
De donde se obtiene:
Py — Up +0,278us = ky = py — py = ky — 0,278u5 ..... (2)
U — P +4,059u5 = ky = py — pp = ky — 4,059; .....(3)
De las ecuaciones (2) y(3) se sigue de la ecuaciéon (1) k; <k, =k, —k; =>0....(4)

Por otro lado igualando las ecuaciones (2) y(3) se obtiene:

Zkl

k1 - 0,278‘“3 = kz 4 059#3 = Uy = 3,781

=> Por la ecuacién (4) se deduce que p5 = 0

De la ecuacién (2) se sigue que py = u, + k; — 0,278u4

—ky

= W =tk — 0278(3781)

0,278

Puesto que podemos elegir k; < 0,06848977581k, = kz > ky

0,278k2 - 4‘,059k1

= >
= 0,278k, = 4,059%,; = 3781 >
Luego podemos elegir u, = w%z_];l—osgkl 20=pu,+k -0 278(37_:11) >0

De donde k; =0

En conclusidn, se satisfacen las condiciones de Karush — Kuhn ~ Tucker, por lo tanto

existe una solucién éptima del problema planteado.
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Solucion del problema

La solucién del problema fue hallada utilizando la herramienta de Solver de la planilla

de cdlculo de Excel de acuerdo a los siguientes pasos:

1.- Se utilizan nueve columnas: en las primeras seis columnas se establece el

planteamiento del problema.

Las columnas siete y ocho (en nuestro caso las columnas 1 y J) es utilizada para
establecer las formulas con las que trabaja Solver, por ello hay que utilizar
formulas para el planteamiento de la funcidn objetivo y las restricciones. Estas
van a estar en funcion de las celdas que representan las variables; en nuestro

ejemplo son las celdas C3, D3, E3, F3, G3 y H3.
Férmula para la funcién objetivo:

=C4%(C3A2)+D4*(D3A2)+ E4*(E3A2)+F4* F3+ G4+ G3 + H4 * H3

Férmula para las restricciones:
Restriccion 1: = C6 * C3 + D6 * D3 + E6 * E3
Restriccion2: = C7 * C3 + D7 * D3 + E7 *x E3

2.- Paso seguido se selecciona Solver del menu de herramientas lo que despliega

un cuadro de dialogo.

3.- En dicho cuadro de dialogo se deben seleccionar la celda objetivo (en nuestro
caso es J3); si se desea maximizar, minimizar o dar un valor a la celda objetivo y
las celdas que contienen las variables (C3, D3, E3, F3, G3 y H3) y finalmente se
introducen las restricciones. Como Solver tiene una opcion para las condiciones

de no negatividad en el paso anterior estas no son introducidas.

4.- Posteriormente, se debe realiza un clic con el mouse sobre opciones lo cual
despliega un nuevo cuadro de dialogo. Este contiene diversas opciones como

tiempo maximo de célculo, precision, iteraciones, etc.
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5.- En este cuadro lo relevante se ubica en la parte inferior izquierda. En primer
lugar se debe desactivar (si es que esta con un tilde) la opcion de Adoptar modelo
lineal. Luego se debe activar con una tilde la opcion Asumir no negativos que
equivale a introducir las condiciones de no negatividad de las variables de
eleccion. Finalmente en la seccion titulada estimacién se debe seleccionar GLN

en lugar de SP lineal. Establecido todo lo anterior se da aceptar.
6.- Seguidamente, al volver al cuadro de Solver, se debe seleccionar Resolver.

7.- Finalmente Excel informa si se ha alcanzado una solucién y da la opcién a
utilizar dicha solucién hallada o volver a los valores iniciales de las celdas.
Asimismo, da la posibilidad de obtener 3 informes: Respuestas, Sensibilidad y

Limites.

En el ejercicio que se esta resolviendo, la solucién dada por Excel es la siguiente:

A B c AB AC BC F.OBIJETIVO
0.80682315 0.0036982 0.18947965 0 .0 0 0.00250115
0.0031 0.6763 0.0132 0.0916 0.0128 0.189 V
L.
L.IZQUIERDO DERECHO
0.278 4,059 0.573 0 0 0 0.34787967 0.03 R1
1 1 1 0 0 0 1.000001 1 R2

Con lo cual se tiene que la recomendacion para el inversionista es que invierta 80,68%
en acciones de la empresa ALICORP S.A.A, 0,37% en acciones de la empresa UNION DE
CERVECERIAS BACKUS & JOHNSTON S.A.A y 18,95% en acciones de la empresa GLORIA
S.A,
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Usamos el algoritmo del gradiente, con condiciones de KKTT

Minimizar 0,0031a? + 0,0916ab + 0,0128ac + 0,189bc + 0,6763b% + 0,0132¢2

Sujeto a:

gy = —0,278a — 4,059b — 0,573¢ + 0,03 < 0

go=a+b+c—1=0

gz=—ax<0
g4="'bSO
gs=—-c<0

a*
Six* = [b*] es un minimo local = 3 {y;, i = 1,...,5} talque
C*
1) Hi =0 i= 1,...,5
2) wgi=0,i=1,..5

3) Vf(a%bc*)+X Vg =0

Vf = (0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128¢*; 0,0916a* + 1,3526b*
+ 0,189¢*; 0,0128a" + 0,189b* + 0,0264c*)

Vg, = (~0,278; —4,059; —0,573)

Vg, =(1;1;1)

Vgz = (—=1,0;0)
Vg, =(0;-1,0)
Vgs = (0;0;~1)

Las ecuaciones principales serian las siguientes:
0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128¢* — 0,278u; + u; —uz =0
0,0916a* + 1,3526b* + 0,189¢* — 4,059y + u; — s =0

0,0128a* + 0,189b* + 0,0264c* — 0,573, + py — ps = 0

116



Ahora, empleamos las condicidn 2), debe satisfacer:
U181 = 41(0,03 — 0,278a — 4,059b — 0,573¢) = 0
K282 =H(a+b+c—1)=0
H3ga=H3z(—a) =0
H4Ba=pa(—b) =0
Hs8s=ps(—c) =10

Observe que en las tres ultimas ecuaciones, a, b y ¢ son numeros diferentes de cero,

por lo cual, necesariamente, uz = py = s =0

Finalmente, las ecuaciones principales serian
0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128¢* — 0,278y, + u; =0
0,0916a* + 1,3526b* + 0,189¢c* — 4,059, + u, =0
0,0128a* + 0,189h* + 0,0264c* — 0,573u; + u; =0

Teniendo en cuenta estas observaciones, se tienen los siguientes casos:

CASO I: si
Hy =z =0
0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128c* = 0
0,0916a* + 1,3526b* 4+ 0,189¢* =0
0,0128a* + 0,189b* + 0,0264c* =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

a* b* c* R
0.0062 0.0916 0.0128 0
0.0916 1.3526 0.189 0
0.0128 0.189 0.0264 0
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1 14.7741935 2.064516129
0.0916 1.3526 0.189
0.0128 0.189 0.0264
1 14.7741935 2.064516129
0 -0.00071613 -0.000108677
0 -0.00010968 -2.58065E-05
1 14.7741935 2.064516129
0 1 0.153153153
0 -0.00010968 -2.58065E-05
1 0 -0.198198198
0 1 0.153153153
0 0 -9.00901E-06
Luego los valoresde a* =b*=c*=0
Reemplazamos en las condiciones:
00,03
0%1

No satisfacen las restricciones, por lo cual se descartan estos valores.
CASO Il:
siga=0ypu;=0perog,=a"+b"+c*—1->a*"+b"+c"=1
Las ecuaciones seran:
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0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128c* + u, = 0

0,0916a* + 1,3526b* + 0,189¢* + p, = 0

0,0128a* + 0,189b" + 0,0264c* + u, = 0

@+ b +cr =1

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

a* b* c* Iy
0.0062 0.0916 0.0128 1
0.0916 1.3526 0.189 1
0.0128 0.189 0.0264 1

1 1 1 0

1 14.7741935 2.06451613 161.2903226
0.0916 1.3526 0.189 1
0.0128 0.189 0.0264 1

1 1 1 0

1 14.7741935 2.06451613 161.2903226

0 -0.00071613 | -0.00010968 | -13.77419355

0 -0.00010968 | -2.5806E-05 -1.064516129

0 -13.7741935 -i.06451613 -161.2903226

1 0 -0.1981982 | -284009.009

0 1 0.15315315 19234.23423

0 0 -9.009E-06 | 1.045045045
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0 0 1.04504505 | 264774.7748 1
1 0 0 -307000 0
0 1 0 37000 0
0 0 1 116000 0
0 0 0 386000 1
1 0 0 0 0.79533679
0 1 0 0 -0.09585492
0 0 1 _ 0 0.30051813
0 0 0 1 2.5907E-06

Luego los valores de a* = 0.79533679
b* = —0.09585492

c* = 0.30051813
Kz = 2.5907E — 06
Al reemplazamos en las condiciones, los valores satisfacen las desigualdades,
0.004225389 = 0,03

1=1

Pero el valor de b* es negativo, por lo cual se descartan estos valores.
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CASO Il:

sigy =0y p, =0 pero g; =-—0,278a — 4,059b — 0,573c + 0,03

0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128c* — 0,278y, = 0

0,0916a* + 1,3526b* + 0,189¢* — 4,059, = 0

0,0128a* + 0,189b* + 0,0264c¢* — 0,573, = 0

0,278a* + 4,059b* + 0,573c* = 0,03

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

a* b* c* My R
0.0062 0.0916 0.0128 -0.278 0
0.0816 1.3526 0.189 -4.059 0
0.0128 0.189 0.0264 -0.573 0
0.278 4.059 0.573 0 0.03

1 14.7741935 2.06451613 -44.83870968 0
0.0916 1.3526 0.189 -4.059 0]
0.0128 0.189 0.0264 -0.573 0
0.278 4.059 0.573 0 0.03

1 14.7741935 2.06451613 -44.83870968 0

0 -0.00071613 -0.00010968 0.048225806 0

0 -0.00010968 -2.5806E-05 0.000935484 0

0 -0.04822581 -0.00093548 12.46516129 0.03

1 0 -0.1981982 950.0900901 0
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0 1 0.15315315 -67.34234234 0

0 0 -9.009E-06 -0.00645045 0

0 0 0.00645045 9.217522523 0.03

1 0 0 1092 0

0 1 0 -177 0

0 0 1 716 0

0 0 0 4.599 0.03

1 0 0 0 -7.12328767
0 1 0 0 1.15459883
0 0 1 0 -4.67058056
0 0 0 1 0.00652316

Luego los valores de a* = —7.12328767
b* = 1.15459883
¢* = —4.67058056

py = 0.0065231612

Los valores de a* y ¢* son negativos, por lo cual se descarta este resultado.

CASO IV:

sigi1=g82=0

g, = —0,278a* — 4,059b* — 0,573¢* + 0,03 =0

g2=a"+b*"+c"—1=0
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Luego

0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128¢c* — 0,278u; + u, =0

0,0916a* + 1,3526b* + 0,189¢* — 4,059, + pip = 0

0,0128a* + 0,189b* + 0,0264c* — 0,573, + ptz = 0

a+b*+cr=1

Resolviendo el sistemas de ecuaciones

0,278a* + 4,059b* + 0,573c* = 0,03

b*

a c 18 1P
0.0062 0.0916 0.0128 -0.278 1 0
0.0916 1.3526 0.189 -4.059 1 0
0.0128 0.189 0.0264 -0.573 1 0
0.278 4.059 0.573 0 0 0.03
1 1 1 0 0 1
1 14.7741935 | 2.06451613 | -44.8387097 | 161.290323 0
0 -0.00071613 | -0.00010968 0.04822581 | -13.7741935 0
0 | -0.00010968 | -2.5806E-05 | 0.00093548 | -1.06451613 0
0 | -0.04822581 | -0.00093548 | 12.4651613 | -44.8387097 0.03
0 -13.7741935 -1.06451613 44.8387097 -161.290323 1
1 0 -0.1981982 | 950.09009 | -284009.009 0
0 1 0.15315315 | -67.3423423 | 19234.2342 0
0 0 -9.009E-06 | -0.00645045 | 1.04504505 0
0 0 0.00645045 | 9.21752252 | 882.747748 0.03
0 0 1.04504505 -882.747748 264774.775 1
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1 0 0 1092 -307000 0

0 1 0 -177 37000 0

0 0 1 716 -116000 0

0 0 0 4,599 1631 0.03

0 0 0 -1631 386000 1

1 0 0 0 -694269.406 | -7.123287671
0 1 0 0 99771.6895 1.154558826
0 0 1 0 -369923.896 | -4.670580561
0 0 0 1 354.642314 | 0.006523157
0 0 0 0 964421.613 11.63926941
1 0 o 0 0 1.255608601
0 1 0 0 0 -0.049511033
0 0 1 0 0 -0.206097568
0 0 0 1 0 0.006523078
0 0 0 0 1 1.20687E-05

Luego los valores de a* = 1.255608601
b* = —0.049511033
¢* =—0.206097568
i, = 0.006523078

1, = 1.20687E — 05

Los valores de b* y ¢* son negativos, por lo cual se descarta este resultado.

124




CASO Vv:
g1=82=0y =0
0,0062a* + 0,0916b* + 0,0128¢* — 0,278y, = 0
0,0916a" + 1,3526b* + 0,189c* — 4,059u, = 0
0,0128a* 4 0,189b* + 0,0264c* — 0,573u; = 0

Entonces g, =g, =0
0,278a* + 4,059b* + 0,573¢* = 0,03+ h ... ... .. (1)
a+b+cr=1. i (2)

Despejando “a” en la ecuacién (2) se tiene:
at=1-b*-c*
Reemplazamos el valor de “a” en la ecuacién (1)
0,278(1 — b* —c*) +4,059b* + 0,573¢* = 0,03 + h
0,278 + 3,781b* + 0,295¢* = 0,03+ h

Luego despejamos “b”

b* = —0,06559111 — 0,07802169C + 0,26448h .....(3)

Despejando el valor de b en las ecuaciones principales se tiene:

0.0062a* + 0.00565321c* — 0.278p,; = 0.005031759
0.0916a* + 0.083467866¢* — 4.059, = 0.074449098

0.0128a* + 0.0116539¢* — 0.573y; = 0.010397249

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

a* c* N R
0.0062 0.00565321 -0.278 0.00503176
0.0916 0.083467866 -4.059 0.0744491
0.0128 0.0116539 -0.573 0.01039725
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1 0.911808065 -44.83870968 0.81157406
0.0916 0.083467866 -4.059 0.0744491
0.0128 0.0116539 -0.573 0.01039725

1 0.911808065 -44.83870968 0.81157406

0 -5.3753E-05 0.048225806 0.00010891

0 -1.7243E-05 0.000935484 9.1008E-06

1 0.911808065 -44.83870968 0.81157406

0 1 -897.1731352 -2.02619309

0 -1.7243E-05 0.000935484 0

1 0 773.2109903 2.65907327

0 1 -897.1731352 -2.02619309

0 0 -0.014534675 -3.4938E-05

1 0 0 0.80044715

0 1 0 0.13041027

0 0 1 0.00240378

Entonces los valores de

a* = 0.80044715

c* = 0.13041027

i, = 0.130410274
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Despejando los valores de a y ¢ en la ecuacion (3) se tiene:
b* = 0.069142581
Reemplazamos en las condiciones:
0.57789913 > 0,03
1=1
a*,b*yc* >0
Cumple las condiciones

Por lo tanto el punto x* = (0.80044715;0.069142581; 0.13041027) es solucién

optima
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CONCLUSIONES

1.

Las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker proporcionan las condiciones necesarias y
suficientes para la existencia problema de optimizacidn no lineal con restricciones de no
negatividad

Usando las varianzas y covarianzas de una cartera es posible establecer el
problema de seleccidn de cartera de minima variancia

El problema de seleccién de cartera de minima variancia para una cartera de
inversidn es un problema de programacion cuadratica.

La solucion del problema de seleccion de cartera de minima variancia puede ser
hallada utilizando la herramienta de Solver de la pIanil]a de calculo de Excel.
Empleando el algoritmo del gradiente, con las condiciones KKT, los valores los a,
b y c varian menos del 0.1% en cada una de las variables, por lo cual es aceptable
los valores obtenidos. Precisamente, el valor de “a “ disminuye en 0.0064%, el

valor de “b “ aumenta en 0.065% vy el valor de “c “ disminuye en 0.059%
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