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2.0. CUERPO DEL INFORME

1.0 Resumen

En la investigacion se abordé un estudio acerca de la existencia de al menos una solucién de
un problema semilineal, caracterizada por una ecuacién diferencial parcial semilineal, junto
con una condicién sobre la frontera del tipo Dirichlet. Para garantizar la existencia de al
menos una solucién de este problema, se utilizé el Teorema del Paso de la Montana. Para
poder aplicar el Teorema del Paso de la Montana, primero se obtuvo un funcional asociado
al problema semilineal; luego se demostro la diferenciabilidad de este funcional; después se
demostré que dicho funcional satisface la condicién de Palais-Smale, y por tltimo se probd
que el funcional satisface las condiciones geométricas del Teorema del Paso de la Montana.
Asi también se construy6 un subespacio vectorial Hy(€2), del espacio de Sobolev H; (), en

el cual se garantizo la existencia de las soluciones del problema semilineal.

Abstract

In the research a study was made about the existence of at least one solution to a semilinear
problem, characterized by a semilinear partial differential equation, together with a condition
on the boundary, of Dirichlet type. To guarantee the existence of at least one solution to
this problem, the Mountain Passage Theorem was used. To apply the Mountain Passage
Theorem, we first obtained a functional associated with the semilinear problem; next we
show the differentiability of this functional; next we show that it funtional satisfies the
Palais-Smale condition, and finally it was proved that the functional satisfies the geometric
conditions of the Paso de la Montania Theorem. So too, a vector subspace was built H,(€2),
of the space of Sobolev, H}(f2), in which the existence of the solutions of the semilinear

problem was guaranteed.



2.0 Introduccion

Una gran variedad de fenémenos en fisica, ingenieria, mecanica, geometria, etc. se modelan
a través de ecuaciones diferenciales. En particular, muchos de estos modelos adquieren la
forma de ecuaciones elipticas semilineales. Uno de los grandes problemas de las ecuaciones
semilineales, y en general de las ecuaciones diferenciales, es la de garantizar la existencia de

al menos una solucién.

Existen diversos métodos que ayudan a garantizar la existencia de las soluciones, tales como

por ejemplo, el método de semigrupos, de optimizacién, variacionales, etc.

Dado el problema semilineal

—Au+ u(z) = |u(z)P?u(z), r e
u = 0, x € 0f)

donde Q CR", n > 2,y p € (2,2%), con 2* = %

se pretende garantizar la existencia de al menos una solucién del problema semilineal (1),
utilizando la teoria de variaciones y puntos criticos, en particular el Teorema del Paso de la

Montana.

3.0 Material y Métodos

4.0 Resultados

4.0.1 Definiciones y teoremas previos

En esta seccion se enunciara algunas definiciones y resultados que ayudaran al cumplimiento

del objetivo de este trabajo. Aqui también se enuncia el Teorema del Paso de la Montana.

Definicién 1. Sea u € Hy(Q), entonces la aplicacion || - ||y : Hy — R :

Jullg = ([ [Vuda)?
Q
es una norma para Hy ()

Observacién 1. Si A > 0 El conjunto

Hy={ue Hol(Q);/ Muldr < oo}
0

es un subespacio vectorial de H} ()



Observacién 2. Sea u € H), entonces la aplicacion || - ||y : Hy — R :
Julla = ([ (7P + Nada?
Q

es una norma para H

Observacién 3. Las normas || - [[gz y || - [[x son equivalentes.

En efecto. Sea u € H), entonces

lul3 = /Q[|Vu|2dx—|—)\u2dx]

= /|Vu|2da:+)\/u2dx
0 0
= ||u||§16+>\/u2dx
0

> lullf

Entonces
[ull g < [lullx (2)

Por otro lado

lull3 = /Q[|Vu\2dx+)\u2dx]

— ull + Allullz
< HUH%@ + )\C||u||?qé (por la desigualdad de Poincaré)
= (A0 ul?,

Entonces

[ullx £ V14 AC||ul|m (3)

Por lo tanto, de (2) y (3) se concluye que las equivalencia de las normas.

Observacién 4. H) es cerrado con || - ||u,
Primero se demostrard que H) es cerrado con || - [[g1, y luego por la equivalencia de normas
se concluye que es cerrado con || - ||x.

En efecto. Sea u € Hy, entonces existe una sucesion {u, }neny C Hy tal que ||u, — ull gy — 0.

Como u, — u entonces {u, }nen es acotada, es decir, existe un M > 0 tal que [lu,| gz < M.



Luego

VAlull: < VAC|ull

< VAC(llu = unllg + [lunll )

< ﬁC(g + M)

< 400
entonces

Mul[7z < +oo
luego,
)\/ u?dr < 400
Q

asf, u € Hy. Por lo tanto H es cerrado con || - || gz; luego como | - || 1 es equivalente a || - ||,
se concluye que H) es cerrado con || - ||».

Observacién 5. Como Hy, es un subespacio cerrado de H}, entonces Hy, es reflexivo, ya que
H; es reflexivo. (Proposicion 3.20, [2])

Definicién 2. Se dice que Ay € R es un autovalor del operador laplaciano —A bajo las
condiciones de frontera de Dirichlet, si existe o € H}(Q)\{0} tal que

—Ap = My en§
v = 0endf2

Observacién 6. Si \; es un autovalor del operador laplaciano —A, entonces Ay > 0. ([1],
remark 1.7.5, p.32)

Observaciéon 7. Si A1 es un autovalor del operador laplaciano —A, entonces

Vu|?dz
weHYQ\0} [, udx

([1], p.33). De esta tltima relacion se deduce que para todo u € H(2)\{0}

- Jo IVul?dzx

A
b= fQ u?dx

Teorema 1. Sea Q2 C R"™ un abierto acotado, g € L>*(2) yq(x) > 0 en c.t.p x € Q. Entonces
el problema
—Au+q(z)u = |ulP?u, en Q

4
u = 0 en 0f) (4)

con p € (2,2%), admite al menos una solucidn no negativa y no trivial.



Observacién 8. Sea el problema (1), con todas las condiciones dadas al inicio de la seccion
. Entonces si consideramos q(z) = X > Ay > 0, se observa que q(x) € L>®(Q), y de esta
manera se cumplen todas las condiciones del teorema 1, por lo tanto se concluye que este

problema admite al menos una solucion no negativa y no trivial.

Teorema 2. Sea () C R", n > 3 un conjunto abierto, acotado con frontera suave. Si existen
a,b>0,y, g€ (1,2 = 1) tal que

(2, )] < a+ bt

para todo t € R. Entonces I € C'(H}(Q),R), y ademds

(I'(u), @) = /QVU(ZB)VSO(@CZI - /Q S, u(z))e(x)de (5)
donde u, o € H}(Q).
Teorema 3. Sea E un espacio de Banach reflexivo. Si {uy,}nen €s una sucesion acotada en
E. Entonces existe una subsucesion {u,, }ren que converge en la topologia débil o(E, E*).
Teorema 4. Sea (2 C R™ un subconjunto abierto y acotado de R™, con n > 3. Entonces

H () < LYQ) para todo q € [1,2].
La incrustacion es compacta si y solo si q € [1,2%).
Definicién 3. Sea X un espacio de Banach y sea I : X — R un funcional diferenciable.
Una sucesion {uy, }neny C X tal que
a) {I(u,)}nen €s acotada, y

b) I'(u,) = 0 en X* cuando n — oo

es llamada sucesion de Palais-Smale (P-S)

Definicién 4 (Condicién de (P-S)). Sea X un espacio de Banach e I € C*(X,R). Se
dice que I satisface la condicion de (P-S), si toda sucesion de (P-S) posee una subsucesion

convergente.
Teorema 5 (Teorema del Paso de la Montana). Sea X un espacio de Banach e I €

CHX,R) tal que I satisface la condicion de (P-S). Si I'(0) =0 y

a) Existen p, o > 0 tales que I /o, > o
b) Eziste e € X\B, tal que I(e) <0

Entonces I posee un valor critico ¢ > «, definido por

— inf méx I(~(t
¢ = fnf mix (v(t))

donde
I'={yeC([0,1,X) /v(0) =0 A ~(1) =e}



4.0.2 Aplicacion

Dado el problema (1)

—Au+ du(x) = |u(z)P?u(z), €N

u = 0, x € 0f)

donde Q C R*, n > 2,y p € (2,2%), con 2* = % Aplicando el Teorema del Paso de
la Montana, se debe demostrar la existencia de al menos una solucién no trivial débil no

negativa del problema superlineal si y solo si A > Ay, donde \; es el primer autovalor de —A.

4.0.2.1 Obtencién del Funcional asociado al problema (1)

El problema (1) se puede expresar de la siguiente manera

—Au+ Mu(z) = f(z,u), z €

u = 0, x € 0f)

donde:
Hy=H\(Q) ={ue H&(Q);/ Mtdr < oo}
Q

es un subespacio de HJ(Q2); y
fx,u) = |u(@)P~u(x)

Por otro lado, el funcional asociado al problema (6) es, I, definido como:
I: Hy\(Q) — R

u — I(u) =1 [[|[Vu]* + 2l?ldz — [, F(z,u)dx

donde:
F(a?,t):/ f(z,s)ds
0

entonces para el problema (1), el funcional I, estard definido como:

I(u) = %/anuﬁ + ude — %/ lufPda (7)

Q



Esto es obvio, ya que

I(u) = 1/[|Vu|2+)\u2]al:17—/F(:):,u)al:)s
2 Jao Q
1 p
= —/[|Vu|2dx—|—)\u2]dx+/ de
2 Ja Q P

= 1/[|Vu|20l:)3—|—)\u2]alx—1/ |u|Pdx
2 Ja p

Q

Ademds como
|ul]3 = /[\Vu|2dx + Au?]dzx
Q

entonces el funcional I, también puede ser expresado como

1 1
) = slhali = [ fPde, Ve, )

4.0.2.2 Diferenciabilidad del funcional /

Para demostrar que I € C'(H)y,R), debemos garantizar las condiciones del teorema (2). En

efecto,

|f(z,t)] = [t
< A+t

entonces, tomando a = A > 0y b = 1 > 0. Ademas se sabe que 2 < p < 2%, por lo tanto
l<p—1<2*—1, asisetomaqg=p—1¢€(1,2" —1). Luego, existen a,b > 0 tal que

|f(z,t)] < a+ blul?
Por lo tanto por el Teorema (2), I € C'(H,,R), y ademés
(I'(u), ) = / V() Vip(x)dz + A / u(a)p(z)dz — / feu@)p@)dz ()

donde u, p € H)\(£2).

4.0.2.3 Condicién de Palais-Smale (P-S) para /

En esta seccion, debemos garantizar que el funcional I, satisface las condicién de (P-S), es
decir dado una sucesién {u, } C H,(Q2) tal que

» {I(upn)}nen, es acotada.



10

v ["(u,) — 0 en H)(Q2), cuando n — oo.

se debe probar que {u,} posee una subsucesién convergente.

En efecto, sea {u,} C H,(£2), tal que

I(u,)| = |—/ |V, |*dx + = /|un| dx — —/ [u, [Pdr| < K (10)
donde K > 0. Ademis, para ¢ € H,(Q)

(' (), ) :/Qvun(x)w( )d:c+)\/ /f (@) p(@)ds — 0 (1)
en H,(2), cuando n — oo.

Obsérvese que si ¢ = u,, € H()), entonces

(I'(up),u,) = /Vun YW, (x )d:z:—l—)\/un( Yy (x dx—/f T, U (7)) up (x)da

= /|Vun\ dm+)\/u —i—/\un\p *uld
/|Vun| dx+)\/|un|2dx—/|un|pdx
0 0 0

([’(un),un>:/|Vun|2dzv+)\/|un|2dx—/|un|pdx (12)
Q Q Q

a) Afirmacién 1: La sucesién {u,} es acotada.
En efecto, de (10), se tiene

Por lo tanto

K > |I(u,)]

— \—/\Vun|2dx+ /|un|2dx——/\un|pdx
2 A 2
+— |V, dx— — [ |Vu,|? d:c—l— = unPdr — = [ |u,|Pdz]
P Ja P Ja P Ja P Ja

1 1 AA 1
~ G-y [ 19uPde £ G = 2) [ a7 ), )
> |(z—- /|Vun|2dx—|— —— = /|un| dx| — 1 (I (uy), up)|
p

Luego, escogemos un NO tal que para cada n 2 Ny, se cumple I'(u,) — 0. Entonces

I(u)| > |<1—1> / |Vun|2da:+x<1—1> / a2z

= (z—= \/\Vun|2dx+)\/ |u, |*dx]

- <§ —];>|| tnll
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Por otro lado obsérvese que que (% — %) > (), entonces

K > |I(uy,)]
1
> (5 — )uall3
Entonces ]
[un ] < 1 _ lK
2 p

De esta manera, la sucesion {u, },en €s acotada.

Afirmacién 2: La sucesién {u,},cy posee una subsucesién convergente en
H\(92)
Se conoce que el espacio H)(2) es reflexivo, entonces por el Teorema 3, existe una

subsucesion {u,, }ren, que la denotaremos simplemente como {uy }ren, la cual converge
débilmente en H,(2).

Luego por el teorema 4, se tiene que
up — uen LP(Q)

para p € [2,2%). Entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

/Q o, up)updz — /Q (o, u)udz

e = [ fulaa

va que f(x,u) = |u(z)[P~?u(z).
Ademéds, (I'(ug) — I'(u), ux, — u) — 0, cuando k — oo.

es decir

Por otro lado

(L'(up) = I'(u)yup —u) = (), up — u) = (I'(w), up — w)
= /QVukV(uk —u)dr + A /Q ug(ugp —u)de — /Quk|uk|p_2(uk — u)dwx
/QVUV(uk —u)dx — A/Qu(uk —u)dx + /Qu\u\p_ (up — u)dx
= /QV(uk—u)V(uk—u)dx+>\/(2\uk—u| dx —
J e s o

— e =l = e a2 — )
Q
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Luego, si k — 00, se tiene que
o — ull2 = 0
Por lo tanto la subsucesién converge en H,(€2).

De la afirmacién 1y 2, se concluye que el funcional [ satisface la condicién de (P-S).

4.0.2.4 Condiciones Geométricas del Teorema del paso de la Mon-

tana para [

a) Afirmacién 3: I'(0) =0
Es obvio.

b) Afirmacién 4: existen p,a > 0 tales que I/yp, > «
Ahora, se demostrara que existen p, « > 0 tales que I/yp, > «, donde B, = B(0,p) C
H\(Q).

En efecto, sea v € 0B, entonces |lul|y = p. Luego

1 1
I(u) = —u2——/u”da¢
() 5l pQII

1 1
> Sluli - 5CPHUH;;{3

1 1

— 2 _ -
= 29 pCppp

Luego, podemos escoger 0 < p < 1 de tal manera que

1 1
— - O >0
por otro lado, tomando
1 1 _
04:(5—2—9 2" > 0

Entonces, existen p,a > 0 tal que
I(u) > a, con [[ul3 = p

¢) Afirmacién 5: Existe e € H,\B, tal que I(e) <0
Se conoce que \; es un autovalor de —A, entonces existe ¢ € H}\{0}; ademds se puede
afirmar que ¢ € Hy\{0}. En efecto,

- Jo [Vel?dx

A
! fQ p2dx
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de donde se tiene que

2
/gozdx - Jo [Vel?dx
0 A1
y como A > A\; > 0, entonces
)\/go2da: < yJalVeldr
0 B At
A
— el
< o0

por lo tanto ¢ € H).
Luego parat > 0

I(t _ ﬁ 2_W Pd
() = Sleli— "> | gl

Luego si t — +oo, se tiene que I(tp) — —oo. Por lo tanto es posible encontrar un
e = top € H\\B, con ty > 0 suficientemente grande, tal que I(e) < 0.

De las afirmaciones 3, 4 y 5, se concluye que las condiciones geométricas del Teorema

del Paso de la Montana quedan garantizadas.

Al probar todas las condiciones del Teorema del Paso de la Montana, se concluye que existe
u € HL(Q) tal que

donde
¢ = fnf max 1 (v(1))

Es importante destacar que la no negatividad de la solucion queda garantizada con el teorema
1.

5.0 Discusion

Segtin nuestros resultados obtenidos, demuestran que dado un problema semilineal de la

forma:
—Au+ u(z) = |u(z)P?u(z), r e

u = 0, x € 0f)



entonces, es posible demostrar la existencia de al menos una solucién no negativa y no
trivial de dicho problema, aplicando el Teorema del paso de la Montana. La aplicacion de
este Teorema fue posible, debido a que se logré asociar un funcional a dicho problema, el
cual satisface las condiciones del Teorema del Paso de la Montana. Ademas, las soluciones
del problema semilineal, objeto de estudio en esta investigacién, pertenecen al subespacio

H, (), el cual es un subespacio del espacio de Sobolev H} ().

6.0 Conclusiones

1. Se garantizé la existencia de al menos una solucién del problema semilineal

—Au+u(z) = |u(z)P 2u(x), x €}
(14)
u = 0, x € 0f)
2. Se obtuvo un funcional asociado al problema (14)

3. Se demostré que el funcional asociado al problema, satisfaga la condicion de Palais-Smale.

4. Se aplico el Teorema del Paso de la Montana, para garantizar la existencia de al menos

una solucién del problema semilineal (14).

7.0 Recomendaciones

a) Se recomienda para futuras investigaciones, demostrar bajo qué condiciones, se verifica
la existencia y unicidad de soluciones para problemas semilineales del tipo estudiado en

esta investigacion.

b) Se recomienda investigar si el Teorema del Paso de la Montana se puede aplicar a otro
tipo de problemas semilineales, para garantizar la existencia de soluciones de dichos

problemas.

8.0 Referencias Bibliograficas

[1.] Badiale, M., Serra, E. Semilinear Elliptic Equations for Beginners. Ezistence Results via the

Variational Approach, Springer. London, (2011)

[2.] Brezis, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Springer.
New York, (2011)



