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Resumen

El objetivo principal de la investigacion es brindar herramientas que garanticen una solucion
eficiente y convergente de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas resueltas mediante
el método de diferencias finitas. Estas herramientas son la consistenciay la estabilidad
del método de diferencias finitas. Una forma mas conveniente de analizar la estabilidad para
un sistema de diferencias finitas es la condicion CFL (Courant - Friedrichs - Lewy); dicha
condicion de estabilidad es primordial para sistemas hiperb6licos. Debido a la dificultad de
probar la convergencia de la solucion mediante la definicion de convergencia, se utiliza el
Teorema de Equivalencia de Lax. Se presentan algunos ejemplos importantes donde el
analisis de estabilidad garantiza una solucion convergente en ecuaciones hiperbélicas

resueltas por diferencias finitas.

Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbolicas, Diferencias Finitas,

Consistencia, Estabilidad, Convergencia.
Abstract

The main objective of the research is to provide tools that guarantee an efficient and
convergent solution of hyperbolic partial differential equations solved by the finite difference
method. These tools are the consistency and stability of the finite difference method. A more
convenient way to analyze stability for a finite difference system is the CFL (Courant -
Friedrichs - Lewy) condition; This condition of stability is essential for hyperbolic systems.
Due to the difficulty of proving the convergence of the solution by defining convergence, the
Lax Equivalence Theorem is used. Some important examples are presented where stability
analysis guarantees a convergent solution in hyperbolic equations solved by finite

differences.

Palabras claves: Hyperbolic Partial Differential Equations, Finite Differences, Consistency,

Stability, Convergence.



Introduccion

En determinados estudios de las ecuaciones diferenciales parciales hay problemas
sin solucién analitica, en aquellos relacionados a ecuaciones diferenciales parciales
hiperbdlicas. Las diferencias finitas aparecen como un método numérico ideal para
encontrar una supuesta soluciéon a dichos problemas, o mdas bien una aproximacion.
Una preocupacion fundamental que surge al aplicar el método de diferencias finitas a
ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas es hallar o mejorar el error que surge
de las aproximaciones. En la prictica, cuando se usa el método de diferencias finitas
en ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas, muchas veces no se toma en cuenta
la estabilidad, consistencia y convergencia de la solucién encontrada. Las propiedades
mencionadas, la convergencia es la propiedad mas dificil de demostrar por métodos
convencionales, por ende necesitaremos de las propiedades de consistencia y estabilidad,
esta dltima debe ser analizadas en una cuadrilla discreta con un nimero finito de puntos,
acompainada con una condicién fundamental, para lo cual, la condicién CFL ayudara
de manera rapida a la demostracion de la estabilidad, donde solo es aplicables en
ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas, esto asegura que la solucién numérica
obtenida es una aproximacion suficiente buena hacia la solucién verdadera. Sin embargo
en el avance numérico no se contempla de forma adecuada la estabilidad, consistencia
y convergencia, por la cual este proyecto tiene como uno de sus objetivos principales
desarrollar y fomentar la teoria de estabilidad en las aproximaciones en soluciones de
Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbdlicas, cuya importancia recae en el modelado
del movimiento sismico, modelado estructural y desplazamiento sismico, considerando
que el mejor aporte del método de diferencias finitas en ecuaciones diferenciales parciales
hiperbdlica es el futuro de la sismologia.

En el primer capitulo trataremos de mencionar conceptos y nociones bdsicas sobre
ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas, diferencias finitas. En el segundo capitulo
se tomara los conceptos de y definiciones sobre teoria de estabilidad, donde los conceptos
a mencionar son: consistencia del métodos de diferencias finitas, estabilidad de la
ecuacion diferencial parcial es aqui en donde se hablara de un teorema fundamenta que
es el condicion de CFL y por ultimo en este capitulo la convergencia de la solucion
de la ecuacién diferencial parcial mediante diferencias finitas es aqui que se tomara
un importante teorema de equivalencia por lo cual se necesitara nombrar definiciones
breves sobre espacios normados y espacios de Banach, y por dltimo,el tercer capitulo
es sobre ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas resueltos mediante
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diferencias finitas pero haciendo un andlisis previo sobre la teoria de estabilidad a dichas
ecuaciones y el método.
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|
Capitulo

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir algunos conceptos tales como, ecuaciones
diferenciales parciales, método de diferencias finitas, que son de gran utilidad para la
comprension y ejecucion de este trabajo.

1.1. Introduccion a Ecuaciones Diferenciales Parciales
Hiperbolicas.

Ecuacion Diferencial Parcial

DEFINICION 1.1. Una Ecuacién Diferencial Parcial, (E.D.P.) se define como la relacion
entre una funcion incognita, de mds de una variable; un determinado niimero de sus
derivadas parciales y las variables independientes. Una E.D.P., de una funcion incognita
u = (21,29, ,x,) se denomina ecuacion de N —ésimo orden, si el orden mdximo de
las derivadas de la funcion incognita es de orden N, por lo tanto una E.D.P.,, es una
relacion de la forma:

ou ou %u  0%u Ny
G(Q:la'“axnaua P ) 29 ) N =0 (L.1)
0x, Ox,," Oxy’ 0x10%4 Oxh
Notacion 1.1 Las Derivadas parciales de u, se denotan de la siguiente manera:
ou Pu
oz | N e T
En general, la E.D.P.,, toma la siguiente forma:
G(.Th Lo, T3, , Tp, U, uxlv nga umg;"' y Ugy Uggy Uggr, U?) — 07 (12)

donde u}', denota la m-ésima derivada parcial.

Al considerar ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden lineal en R? de la
forma:

Atgy + Bugy + Cuyy + Duy + Fuy, + Fu = H, (1.3)

12



donde u, H son funciones de clase en % (2 C R?) (conjunto de funciones continuas en
la regién (), que cuentan con todas las derivadas, de hasta orden 2 inclusive), x y y son
variables independientes, los coeficientes A, B, C, D, E, F’, H, son funciones definidas en
laregion Q C R?y A% + B2 + (C? > 0.

Diremos que la ecuacién diferencial parcial de segundo orden es homogénea si cumple lo
anterior y ademds H (z,y) = 0, caso contrario, no es homogénea.

DEFINICION 1.2. Se define el discriminante 1, de la ecuacion 1.3 como:

I = B? —4AC. (1.4)
Se considera la ecuacion 1.3 de tipo hiperbolico, si cumple la siguiente definicion:

DEFINICION 1.3. Diremos que la ecuacion 1.3 es de tipo hiperbdlica si la discriminante:

I>0

Tipos de Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbdlicas (E.D.P.H)

1. Ecuacion de la onda unidireccional.
Esta ecuacion es también llamada, Ecuacion de Adveccion o Ecuacion de Upwind
(Ecuacién de contra viento). La Ecuacion de Upwind, simula numéricamente la
direccion de propagacion de la informacion en un campo de flujo. La Ecuacion de
Upwind es:
uy + au, = 0, b<z<c O0<t<T. (1.5)

Condicién Inicial:
c.i = {u(z,0) = up(x)
Condicién de Frontera:
u(b, t) = wup(t)

c.f=
u(e, t) = ue(t)

donde “a” es una constante, “¢” representa la variable temporal, “z” representa la
variable espacial y u(z, 0) es la condicion inicial.

2. Ecuacion de la onda unidimensional.
La Ecuacion de la Onda Unidimensional, modela mateméticamente problemas en
la ciencia aplicada, fisica e ingenieria, mediante ecuaciones diferenciales parciales.
La ecuacién de la onda es:

Uy (7,t) = g, (z,t), 0<x<a, 0<t<T, (1.6)

13



Condicién de Frontera:
c.f ={u(0,t) =u(a,t) =0, 0t

Condicién Inicial:

u(z,0) = f(x) 0<zr<a
ci =
u(z,0)=g(z) 0<z<a

donde « es la constante que representa la velocidad de propagacion de la onda,
donde dicha ecuacion describe fendmenos de tipo oscilatorios y es de segundo
orden, lineal, homogénea y de coeficiente constante.

. Ecuacion de la onda bidimensional.
La Ecuaciéon de la Onda Bidimensional, posee dos variables espaciales y una

GKan2 0 G, "

variable temporal “z”, “y” y “t” respectivamente, y es de la forma:
utt(xa Y, t) - @2umm(x7 Y, t) =+ BQUyy(ma Y, t)

(1.7)
(r,y) € R=la,b] x [e,d], 0<t<T

Condicidn de Inicial:

[ u(a,y,t) = hl(y,t)

u(b,y,t) = h2(y,t)

cl =
u(z, e, t) = h3(z,t)
| u(z,d,t) = hd(x,t)
Condicién Frontera:
u(z,y,0) = f(x,y)
c.f=

u(2,y,0) = g(z,y)
(x,y) € R =la,b] X [¢,d], t>0.

donde a y (3 son constantes velocidad de propagacion de la onda en x y y respectivamente.

1.2. Método numérico: Diferencias Finitas (D.F.)

El objetivo del método de diferencias finitas, es aproximar las diferenciales por

diferencias idoneas, simplificando asi una ecuacion diferencial a un sistema algebraico
con los valores de la variable dependiente, en un nimero finito de puntos seleccionados
en el dominio. El valor de los puntos seleccionados, se convierten en las incdgnitas.

La solucién del sistema de ecuaciones algebraicas, permite obtener la solucion

14



aproximada en cada punto seleccionado de la malla en un determinado tiempo
establecido.

Sea el dominio 2 = [a, b] X [c, d] acotado en R? con las particiones siguientes:
a=11<Ty<r3< <Xy =>=

c=t1 <ta<tz<---<t,=d

donde el tamafio de los pasos Az, /At , puede ser homogéneo o no. En caso el tamario de
los pasos sea homogéneo, la variacién de = y ¢ son.

b—a

Ar =x; —x;_1 = =h, i=1,---,m
m

d—
At:tj_tj—lz nc:k7 j:l’...7n

es claro que Ax = h'y At = k, son nlimeros positivos.

Por lo tanto el dominio discreto que nos permitird obtener la solucién aproximada de
la E.D.P.en (2 es:

D:{(x“tj)/lz]" ) T, jzlv 7n‘}

Llamaremos malla al conjunto D y nodo a los elementos de dicho conjunto.

t
@ e o e 9 o o o o
. U
e o o o jo o o o'loe
k
e o o o ¢ o o o o
k
-~ |hh T Tx

Figura 1.1: Malla de Diferencias Finitas

1.2.1. Método Diferencias Finitas para ecuaciones de dos variables.

Sea v una funcién definida en una malla, Denotaremos al valor de w en el punto (z;,t;)
de la siguiente manera:

Notacion 2.1:

u(wi, ty) = ul (1.8)
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En el método de Diferencias Finitas; h y k son los tamafios de paso de las variables x y ¢
respectivamente. La importancia de los valores i y k en el método de Diferencias Finitas
radica en que cuando h y k tienden a cero, la soluciéon aproximada tiende a la solucién
original. Es decir, cuando h y k son distancias sumamente pequefias, la aproximacion es
mejor.

o S S SR
i, j4+1
bj+1 O @ O >
i-1,7 i, J i+1,7
t ® ®, @
i,j-1
t]—l \, A ' N \
U ()
T | T T T
Xj-1 X Xj+1

Figura 1.2: Notacién de los nodos de forma explicita, en una malla de Diferencias
Finitas:

Sea la funcién u(z) donde = € R, con derivadas finitas y continuas; aplicamos serie
de Taylor, para obtener una aproximacion del valor de “u” en un punto determinado, en
términos del valor de la funcién y sus derivadas en otro punto.

h2 h3 h4 h5
u(r + h) = u(x) + huy(x) + gui(:c) + yui(a:) + Zui(m) + g“i(i’?) +.-- (1.9)
h? h3 h* h?
uw(x —h) = u(x) — hu,(z) + gui(a:) — gui(x) + Eufg(x) - gui(x) +---. (1.10)

Si fijamos una coordenada a la funcién u(x,t) con (x,t) € R?, podemos pensar que la
funcion es de una variable, y asi usar la serie de Taylor 1.9 y 1.10. Para ello primero,
fijaremos la variable temporal “¢”:

R2u2(z,t)  h3ud(z,t)  hiud(x,t)  hAud(z,t
u(z+h,t) = u(z,t)+hug(x, )+ uz(z,t) us(x,t) uy(z,t) u2(x,t)

2! 3! 4! 5!
(1.11)
y
h2u2(z,t)  h3ud(z,t)  hYul(xz,t) hSud(x,t)
u(z—h,t) = u(x,t)—hu,(z,t)+ TR pTR—
(1.12)
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Después de esto, desarrollaremos la serie de Taylor para la variable temporal, por lo cual
se fijard la variable “z”:

k*u2(x,t) N K3ud(z,t) N Kruf(x,t) N kPud(x,t) N

u(z,t+k) = u(z, )+ kug(z, 1) + —, 3! 41 5!

(1.13)

Ku(z,t)  Kud(x,t) k(e t) Kud(z,t)
T | R R

u(z, t—k) = u(z,t)—kuy(x, t)+ :
(1.14)
Las aproximaciones de las diferencias finitas por definicion, tienen una convergencia
puntual para cada punto (z,t) y son:

1. Diferencias Finitas Progresivas (D.F.P.)
Este método tiene mas eficiencia en las aproximaciones de propagacion de ondas
progresivas o de avance, donde se usan tanto para las derivadas en variables de
tiempo como también en derivadas de variables espaciales.

Partimos de la ecuacién 1.11, donde despejamos ., (z, t), obtenemos:

u(z + h,t) — u(z,t) + O, (h?)

ug(z,t) = .
ugle ) = RO UG )
o (.8) ~ u(z + h,t) — u(x, t)'

h
De esta manera conseguimos la férmula de aproximacién de manera explicita:

Y
Yipr — Ui (1.15)

Ux(.ilf,t) ~ h ’

donde 2o 1) Hui(et) | Wb, )
hui(z,t)  h*uy(z,t)  hou,(x,t
Oplh) = —5; TR .

con }lLirr(l) O,(h) = 0. Esta dltima condici6én nos permite hablar de una convergencia
—>

(1.16)

puntual.
La férmula 1.15 se introduce a los esquemas de diferencias finitas, pues es esencial
para los métodos numéricos.

De manera andloga para la variable temporal, donde se trabajard con la ecuacién
1.13 y se despejard u,(z, t), resultando:

u(z, t+ k) — u(z,t)
k

w(z,t) = + O, (k).

17



La forma explicita es:
Wt
(1) o~ (1.17)

donde

kuZ(z,t) Kl (x,t)  Kul(x,t)
Ok ==+t

con }CI/HI O,(k) = 0. Una vez mds, esta ultima condicién nos permite hablar de una
—0

(1.18)

convergencia puntual.

. Diferencias Finitas Regresivas (D.F.R.)

Las D.F.R. se aplica mds en métodos implicitos. Dicho proceso es convergente sin
necesidad de condiciones. Para la construccion de las D.F.R. se utiliza la ecuacién
1.12, donde se despejard u,(z,t):

u(z,t) — u(z — h,t) + Oy(h?)

ug(x,t) =

h
e t) = MBI o)
o (,1) ~ u(z,t) —u(zr — h,t)‘

h

De esta manera conseguimos la férmula de aproximacion explicita:
J J

Uy (1) ~ —

(1.19)

h 2( ) h2 3( ) h3 4( )
Uz, :If,t Uy, x,t Uy, .’L‘,t
Op(h) = —

2 3! T (1.20)

con Illl'r% O,(h) = 0. Esta condicién nos permite hablar de una convergencia puntual.
_>

Para hallar la D.F.R. de la variable temporal, se escoge la ecuacion 1.14 y se despeja

u(z,t):

u(z,t) —u(z,t — k)
k

u(z,t) = + O, (k)
uw(z,t) —u(z,t — k)

k .
Entonces, tenemos la férmula de aproximacion explicita:

ut(xa t) ~

uj — uj_l
w(z,t) ® ——~— (1.21)
k

fonee bidet)  Rub(et) | B

_ kui(z,t uy(x,t ug(z,t
Opk) = —5r— ——3—+— (1.22)

con ]1611% O, (k) = 0, siendo esto dltimo una convergencia puntual.
—
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3. Diferencias Finitas Centradas (D.F.C).
En las Diferencias Finitas Centradas, se tendréd en cuenta dos tipos de derivadas:

a) D.F de primer orden.
Restando las ecuaciones 1.11 y 1.12:
2h3u3 (z,t)  2hSul(x,t)
+ + SRR
3! 5!
2h3u3(z,t)  2hPud(x,t)  hCul(x,t)
3 5l [

w(x + h,t) —u(z — h,t) = 2hu,(x,t) +

donde llamaremos a O(h3) =

entonces
u(z + h,t) —u(z — h,t) = 2hu,(x,t) + O(h?)

u(x + h,t) —u(z — h,t) + O(h?)
2h

= u,(z,1t)

uw(x + h,t) —u(z — h,t)
2h
Por lo tanto férmula explicito es:

+ O(h?) = uy(z,1).

i
Uy (z,1) ~ u”LIQ—hUH, (1.23)

donde

h2ud(z,t) b (x,t)  hOul(z,t)

2\ __
O(h7) = 3! 5! 7! ’

(1.24)

con flLl/Hé 0,(h?) = 0, ello implica que se tiene una convergencia puntual.
—

De manera anéloga se operara la variable temporal ¢, y se mantienen fijas las
variables espaciales x y y:

u(z, t+ k) —u(z,t — k)

t) = O(k?
u(x,t+ k) —u(z, t — k)
t) ~
ut(xv ) 2% )
siendo de forma explicita
uj+1 — uj_l
)~ —o— 1.25
ut(xJ ) 2k Y ( )
donde o KPuS(z,t)  kKW(x,t)  KSul(x,t)
O') = 0=+ L=+ —— 4 (120
con %:l’H(l) O,(k*) = 0, ello implica una convergencia puntual.
—
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b)

Nota 1.1: En métodos explicitos usamos, mayormente, D.FP. para las
derivadas de variable temporal (). También podemos usar D.F.R. para
derivadas de variable temporal ¢ pero se utilizan cominmente en métodos
implicitos.

D.F de segundo orden.

En este caso se suma las ecuaciones 1.11y 1.12:

2h2u3(z,t)  2h*ul(w,t)

u(x + h,t) +u(z — h,t) = 2u(z,t) + o + Al
2h6uS (z,t)  2hB + ul(z,t)
6 8l +
Se denota a
2htuld (z,t) 2RO +ub(x,t) 2R84+ ud(x,t)
4\ x \*) x \") x \*) .
OW)=—n 6! + 8l T
entonces

2h%*u2(z,t)

uw(x + h,t) + u(z — h,t) = 2u(x,t) + o

+O(1Y),
despejando u?(x,t):

u(z + h,t) — 2u(x,t) + u(z — h,t) + O(h?)

up(z, 1) = 2
W2 (1) = u(z + h,t) — Qu(th, t) +u(z — h,t) L oM
(1. 1) ~ u(z + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)

h? ’
de esta manera se expresa en forma explicita:

J J J

Uz (T, 1) A 2

(1.27)

2h2ut(z,t 2h*ub (z, 2h%u8 (z,
O (h*) = Z,( ) 4 6,( ) 4 8|( L am

con }ILI/H%) O.(h*) = 0, donde este tltimo es una convergencia puntual.
—

Ahora se trabaja de forma andloga para la variable temporal ¢, por lo tanto la
variable espacial x se mantendra fija:

w(z, t+ k) — 2u(z, t) + u(z, t — k)

12 + O(k?),

Ut (.CE, t) =
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entonces
u(z,t + k) — 2u(x,t) + u(z,t — k)

k2 ’
por lo tanto expresando de forma explicita, la aproximacion es:

utt(x, t) ~

Wl — 2u(x,t) +ul !

l 2 (1.29)

utt(x, t) ~

2k%uf(z,t)  2hMub(z,t)  2h%ud(x,t)
o T Te T

con ’lll'm O,(k*) = 0, ello implica que se tiene una convergencia puntual.
—0

O.(k*) = (1.30)

Haciendo una observacién exhaustiva a los errores 1.16, 1.20 y 1.24, se aprecia que O, (h)
y O,.(h) tienen orden 1y O.(h?) tiene orden 2. Por lo tanto al comparar 1.16, 1.20y 1.24,
se obtiene que:

lim O.(h?) < lim O,(h).

h—0 h—0

De lo antes expuesto, debido a que h (variacién de la variable espacial x), es sumamente
pequeio (h tiende a cero), obtenemos en 1.24 una expresion ain mds pequeia, al
reemplazarla en 1.16. Por lo cual podemos decir, que es mds apropiado trabajar con
las diferencias finitas centradas, debido que su error es menor los errores obtenidos con
los otros métodos. En principio se pueden obtener mejores aproximaciones, con menos
puntos usando una aproximacién de mayor orden como esta. Esto aplica también para
diferencias finitas de segundo orden y de orden superior.

1.2.2. Diferencias finitas para ecuaciones de tres variables.

En esta parte se tomard la ecuacién de la onda bidimensional, que consta de dos

«K,

variables espaciales “z”, “y” y una variable temporal “t”. Tomamos como referencias las
D.EP, D.FER. y D.EC. de las ecuaciones unidimensionales y las llevaremos a ecuaciones
bidimensionales.

EJEMPLO 1.1. Sea la ecuacion de la onda:

Utt(%%t) - Um(%yat) - uyy(x7y7t) = 07

(2,y) €[0,2] x [0,2], 0<¢t<2

u(z,y,0) = sen(r(zr+y)) ,0<x<1
ci =
Ut(x;y; O) =0
c.f ={u(0,y,t) =u(4,y,t) = u(x,0,t) = u(zr,4,t) =1+t

La solucién de este ejemplo lo veremos en el capitulo de aplicaciones.
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1. Diferencias Finitas Progresivas (D.F.P).

“,

Se fijard las variables “y”, “t”, por lo cual tenemos:

U(.’L' + h‘7 Y, t) — U(LC, Y, t)

Uz(%?/,t) = h +Op(h)7
siendo la ecuacion de forma explicita:
il gl
up(z,y,t) ~ “l“h Y (1.31)
donde
hu? t)  h%u? t)  h3ut t
Op(h) — u$(x’ y? ) + u$(x’ y7 ) + uaj(x7y7 ) + . (1.32)

2! 3! 4!

de esta manera la ecuacion 1.31, serd el método D.F.P. para la variable espacial “x”.
Ahora para la variable espacial y, se mantendra fijas las variable “z”, “t”:

J+LE il

w u;
Uy (2, ;) B = (1.33)
donde
ku(x,y,t)  kK*ud(z,y,t)  Kuli(x,y,t)
_ Y Y Y Yy ) Y Yy ) Y
Oplk) = — 5=+ — 5+ —" (1.34)
Para la variable temporal ¢, se fijan las variables “z”, “y”:
Gl il
i, 0) = S (1.35)
donde
2 t 2,3 t 3,4 t
Op(p):put<xvy7 )_|_p ut(xvyv >+p ut(x7y7 )+ (136)

2! 3! 4!

2. Diferencias Finitas Regresivas (D.F.R.)
Partiendo del método de D.F.P. unidimensional:

u(z,t) —u(z — h,t)
h

ahora para la funcién u(z,y,t), se trabajard de manera andloga, fijandose las
variables y, t:

Uz (x — hyt) =

+ O, (h),

U(JT, y7t) B U($ - ha y>t)

uz(x — h,y,t) = -

+ O,(h)

el — oy 1) WEPD U 0T,

quedando de forma explicita:

ult — !
o (= by, 1) & = (1.37)
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donde
hil(z,y,t)  h2ud(z,y,t)  Rul(z,y,t

(1) 2! 3! 4! (1.38)
De la misma manera se prosigue para la variable “y”, y se fija las variables
T ‘ '
uy(z,y —k,t) = # (1.39)
en efecto:
O, (k) = kui(x,y,t) B k‘2u2(x,y,t) N k:3u§(x,y,t) (1.40)

2! 3! 4!

“,

y ahora para la variable temporal “¢”, se fija las variables espaciales “z”, “y

W
ut($7y7t_p) ~ %7 (141)

donde

O,(p) = pui(r,y.t) _ pui(w.y,t)  pui(z,y.t)
T 31 4l

. (1.42)

3. Diferencias Finitas Centradas (D.F.C.)

a) D.F. de primer orden.

De la misma forma que se trabajo para las ecuaciones 1.23 y 1.25, ahora se

(19}

trabajard para una funcién u(x, y, t). Si fijamos las variables “y”, “t”, resulta:

U($’ + h7y7t) - U(I B h>y7t) + Oc(h2)

u:c('r7y7t) - 2h Y
llevando a la forma explicita:
Wty —
ug(z,y,t) ~ % (1.43)
donde
h2 3 t h4 5 t h6 7 t
Oc<h2) _ u:c(‘r’y? ) 4 um(x,y, ) 4 U:C(Ji,y, ) e, (144)

3! 5! 7!

Esto también sucede para las variables restantes. Ahora se toma en cuenta la
variable “y” y se fijan las variables “x”, “t”:

uzﬂ,l _ ugel,z
uy(x,y,t) = o (1.45)

donde

Kud(z, y,t) N kb (x, y,t) N kOul (x,y,t)

2\ __
Oc(k7) = 3! 5! 7!

oo (1.46)
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b)

Luego, se procede de la misma forma para la variables “¢”, fijdindose las

[199%2]

variables “x”, “y”.

]1l+1 jvl_l
U — U
t)~ +——t 1.47
ut(x7y7 ) 2p ( )
en efecto
2,3 t 4,5 t 6,,7 t
Oc(pQ):put(x7ya )_’_put(xaya )_I_put(xvy? )+ (148)
3! 51 7!
D.F. de segundo orden.

Abhora se desarrollard las diferencias finitas de segundo orden, procediéndose
de forma andloga que en las Ecuaciones Unidimensionales 1.27 y 1.29;
tomando como referencia 1.27 y aplicado en una funcién u(z, y, t), se obtiene:

u(z +h,,y,t) —2u(x,y,t) +u(x — h,y,t)

ua:x(xa Y, t) = 12 + Oc(h2)7
expresdndolo en forma explicita:
]7l ]7l ]7l
Wy — 2u; — U
U (7,9, ) & = 3 (1.49)
donde
2h%u3 (z,y,t) 2k (x,y,t)  2hSul(x,y,t)
2\ €T yJ T v J €T yJ .
O.(h*) = al + 5l + 7 + . (1.50)
Abhora para la variable “y”, se fijan las variables “x”, “t”:
ug’+1,l _ 2ug‘,l _ u{fl’l
Uyy (2, Yy, ) = 12 , (1.51)
donde
2k2u3 (z,y,t)  2k*d(x,y,t)  2KSuT(x,y,t
O,(k?) = (@ y,1) y (T, y,1) (T Y )+'__ (152)

3! 5! 7!

(992N

Luego para la variable temporal “¢”, se fijan las variables espaciales “x”, “y”:

Gl+1 gl 31
u; —2uy — g
utt(aja Y, t) ~ p2 ) (153)

O <p2) — 2p2uf(x,y,t) 4 2p4ut5(x7y7t) + 2p6ut7<x7y7t>

i = o +o (154)

24



|
Capitulo 2

Teoria de Estabilidad, Consistencia y
Convergencia de Diferencias Finitas.

En este capitulo nos enfocaremos en la base tedrica de la estabilidad numérica del
método de diferencias finitas, que consistird en la consistencia.

La propiedad bésica que debe tener un esquema para que sea ttil, es que sus soluciones
se aproximen a la solucién de la E.D.P. correspondiente, y que la aproximacién vaya
mejorando a medida que la separacion de la cuadricula sea cada vez mds pequefia minima,
es decir, h y k tienden a cero. A dicho esquema se le llama esquema convergente, pero
antes de definir formalmente este concepto, es apropiado saber que no es facil probar,
en general, de manera directa, que un esquema dado es convergente. Ante esto hay
dos conceptos relacionados que nos ayudard a demostrar de una manera mds fécil la
convergencia y que son faciles de verificar: Consistencia y Estabilidad.

2.1. Consistencia.

DEFINICION 2.1. Definimos el operador diferencial P tal que a cada funcion u, Pu, le
devuelve la funcion derivada v/, es decir
Pu =1

Ahora para definir el operador en diferencias fintas P, u, se tomara un numero real a y
se denotara

N, :={a,a+ h,a+ 2h,---}, donde h es tamafio de paso de z.

N, :={a,a+ k,a+ 2k,---}, donde k es tamafio de paso de ¢.
siendo N; = N.
DEFINICION 2.2. Sea V. = [} = (R", | - ||,) un espacio de Banach, donde n = 2, 3.
Se denota por s(N,; V') el espacio vectorial que consiste en todas las sucesiones de valor

vectorial u : N, — V.
Pri: (Na; V) = s(Ng; V),
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donde u € €.
Para entender mejor las definiciones 2.1 y 2.2 plasmaremos un ejemplo:
EJEMPLO 2.1. Sea la ecuacién de segundo orden v”(z) = f(z). Entonces el operador

de diferencias finitas sera:

w(x + h) — 2u(z) + u(z — h)'

Phu(x) = 72

De forma explicita serd
. Ujp1 — 2u + Ui—1

Phu(:v) 72

2.1

yla E.D.P. es
Pu = u"(x).

DEFINICION 2.3. El error de truncamiento (E.T.), es la diferencia entre operador
diferencial y el operador en diferencia finita.

Pu — Ph;ku
Strikwerda (2004) define a la convergencia como:

DEFINICION 2.4. Dada una E.D.P. Pu = fy un esquema de D.F. Py u = f. Decimos
que el sistema de D.F. es consistente con la E.D.P. si para cualquier funcion suave ¢(z;1t)
se tiene:

Pp — Pri¢ — 0;cuando  h; k — 0

es decir

lim (P¢ — Pprp) =0 (2.2)

h,k—0

donde la convergencia una convergencia puntual en cada punto (x; t).

EJEMPLO 2.2. Para la ecuacion 1.5:

u; + au, = 0.

ou  Ou
El operadorP es —+a— asique Pu = u;+ au,,donde u es una funcién real

ot ox
diferenciable en R2.

Para la Ecuacién Upwind, el operador de diferencias finitas esta dado por:

J
Pu="1 "% 1, 3 23)

Por la Serie de Taylor 1.11 y 1.13 respectivamente se obtiene:

h2u
. . Tx 3
, ' h2u,. i, hug+ + O, (h?%)
Wy =l 4y + T+ Oy(Y) = L= 2 |
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donde

ul u! htt gy
B+ g, + O, (h?) 2.4)
kQUtt 3
; ; ku Wt — gl Ruet + Op(k?)
J+1r _ g tt 3 i i 21
u = + ku + 51 + O, (k°) = ’ = . ,
resultando:
W — ku

Reemplazando las ecuaciones 2.4 y 2.5 en 2.3 tenemos

kutt humr
2! 2

Pritt = up + aug + + O(k*) + O(R?). (2.6)

Por la definicién 2.4

ku hty,
Pu—"Prr = w +au, — (ut—kaux%—Tﬁ—l— o1

+O®K?) + 0(h2))

kutt hu:m:
2 2

Pu—Prr = U+ aly — U — AUy — + O(k?) + O(h?)

Pu — 'Pth == —% - humc

5 5 + O(k?) + O(h?),

aplicando limite a ambos miembros cuando h, k — 0

(_% _ htia

+ O(k*) +O(R*) | = 0.
2 2
Por lo tanto dicho esquema es consistente.

EJEMPLO 2.3. Para el esquema Lax-Friedrichs, el operador en diferencias finitas estd
dado por:

J+1 1,7 J J J
u; s(uiy +ui ) n aui—i—l — Uj_q
k 2h

Utilizando las series de Taylor 1.11 y1.12 respectivamente se tiene:

Phju = 22.7)

hug, — hud
ST

+ O, (hY)

Jooo
w = uy + hu, +

2 3,3
g, — hou,

2! 3!

ug;l = uz — huy + + (’)p(h4),
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sumamos )., y uj_;:

y conseguimos
1 .
j
é(ui—i-l
J Jj .
Ahora restamos u; ;Y u;_;:

|
Wi — U

J J
Wip1 — Uy

i—1

2

. .
+ul ) =ul + 2_u' + O, (h"h). (2.8)

2h3u3  2h°ud
T

3,,3
2 x

3!

1 2hu, +

2hu, + +20,(h°)

2h

resultando:

1

§(u§+1 —ui_y) =us +

= s

2h

2,3
T

3!

+ O, (h"). (2.9)

Ademads la ecuacién 1.13 en forma explicita sera:

j+1
u;

k2utt

5 + O, (k).

— ! + kuy + (2.10)

Reemplazando las ecuaciones 2.8, 2.9 y 2.10 en 2.6 conseguimos:

j+1 1¢,,7
u = (i

J J J
+u ) I aui+l — U4

Ph,ku = L

, 2
ul + kug +

k“u
21

2h

h%u

2

40,k — (u] 4 op(h4))

h2u?
a (um + z

3!

ul + kuy +

kQUtt
2!

2 +

+0,01%)

+ O, (k?)

2,3
h*u;,

6

a

= U + %kutt + O(kZ) —

k

+ O, (h*)

112
Eh Ugr

k

28



ordenando se obtiene:

1 1 1
Phath = Up+ au, + §kutt — §k_1h2um + EahQui +O(K)+ Ok AY) +0O(RY). (2.11)

Por la definicién 2.4, obtenemos
Pu — Priu = O(K*) + O(k~'h*) + O(h%),
donde al aplicar limite a ambos miembros, cuando h, k — 0, se logra:

; o _ 1 2 —174 4\ _
hl’krgom Pt h%rgo((’)(k)%—(’)(k h') + O(hY)) = 0.

Por lo tanto esquema de D.F. es consistente siempre y cuando &~ 'h? tiende a 0.
Nota 2.1: Recordar que al comparar los métodos de D.E.P,, D.ER. y D.E.C., se aprecia
que cada una de ellos requieren la misma cantidad de puntos en una malla para
aproximar la derivada en un punto (en este caso dos puntos). La diferencia consiste en

que la férmula del método de D.F.C. tiene error de orden dos, es decir, O(h?) y los
métodos D.EP. y D.FR. tienen error de orden uno, es decir, O(h). Es claro que

O(h?) < O(h).

Por lo tanto, la mejor aproximacion se logra con las D.F.C.

2.2. Estabilidad.

Una E.D.P. debe satisfacer otras condiciones ademds de la consistencia, antes de poder
concluir que la E.D.P., es convergente. La propiedad importante que se requiere es la
estabilidad. De acuerdo a Strikwerda (2004), antes de dar la definicion de estabilidad,
debemos definir una region de estabilidad.

DEFINICION 2.5. Una Region de Estabilidad, es cualquier region no vacia acotada del
primer cuadrante de R? que tiene al origen como punto de acumulacion.

A continuacion se muestra una Region de Estabilidad.

kAN

3 h

Figura 2.1: Region de estabilidad
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EJEMPLO 2.4. La region de la forma {(k,h) : 0 < k < ch < C} donde ¢y C son
constantes positivas es una region de estabilidad.

DEFINICION 2.6. Un esquema de diferencias finitas Phﬁug = 0, para una ecuacion de
primer orden, es estable en una region de estabilidad A si hay un niimero entero J, tal
que por cualquier tiempo positivo T, hay una constante Cp tal que;

0 J o)
WYl < een >N e, (2.12)

1=—00 a=0 i=—o0

para 0 < ik < T con (k,h) € A.

Una forma mds conveniente de analizar la estabilidad para un sistema de diferencias
finitas, es con la condicién CFL (Courant - Friedrichs - Lewy), dicha condicién de
estabilidad, es primordial para sistemas hiperbolicos. Para enunciar la condicién CFL
necesitaremos de las siguientes definiciones

DEFINICION 2.7. El niimero de Courant, es el cociente entre el intervalo de tiempo y el
tiempo de residencia en un voliimen finito.

At At
= == %
k

C— CLE

. k
DEFINICION 2.8. Sea \ = 7 y C' =a\, el niimero Courant. La desigualdad.:

C =laN <1, (2.13)
se denomina condicion o factor de CFL.

Esta condicion en otras palabras significa, que la velocidad numérica de la propagacién
debe ser mayor o igual que la velocidad de propagacién de la ecuacion diferencial.

_h
“=>%

En el caso bidimensional la ecuacion 1.30 se transforma:

Uy At uy At
+ <

1 2.14

Ax Ay — @19
UgD | Uyp

<1 2.15

Lt S (2.15)

El siguiente teorema, es valido para problemas como valores iniciales de ecuaciones
hiperbdlicas en general.
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TEOREMA 2.1. Sea un esquema explicito para la ecuacion hiperbolica u; + au, = 0 de

GHL j j _ - -
= avy, + Bv;j + yvy,, con A = —— constante. Un requisito necesario

Ax
para la estabilidad del esquema, es la Condicion CFL.

la forma, v

laA| <1

Demostracion. En primer lugar se considera el caso de una sola ecuacién. Si |a)| > 1,
entonces al considerar el punto (t,2) = (1,0) se observa que la solucién de la E.D.P,,
depende de los valores de uo(z) = u(0, z) en z = —a. Pero el esquema D.F. hara que
dependa de u? solo para |i| < j, por la forma del esquema. Esta situacion se muestra en
la figura 2.2.

—la] —p-1 ' A7t jal

Figura 2.2: Malla para un esquema inestable

Se sabe que

k
A=2 = h=A"k,

a partir de |i| < j se obtiene |i|h < A\7'kj = A7, porque kj =t = 1.

Entonces u}) depende de z solamente para || < A\~' < |a|. Asi 1) no puede converger a
u(1,0) cuando h — 0. Por lo tanto queda demostrado el teorema. |

2.3. Convergencia.

En esta seccion presentamos una version del Teorema de Equivalencia de Lax o
también llamado Teorema de Lax-Richtmyer. Dicho teorema es el teorema fundamental
del andlisis de M.D.E., para la soluciéon numérica de E.D.P., pues con ayuda de este
teorema solo basta analizar la consistencia y estabilidad del esquema para obtener la
convergencia.

Se introducird brevemente algunos conceptos de andlisis funcional, que necesitaremos
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para el estudio del teorema mencionado.

De ahora en adelante consideramos un cuerpo I (en general, R o C) y tomando sobre
él, un espacio vectorial £/

DEFINICION 2.9. (Norma) Una norma es una funcion sobre el espacio vectorial,
|- || : E — Ry, que tiene las propiedades:

(i) ||z]|g =0,& x = 0.
(ii) | \z|lg = Mz||lg, YAETF

() z+ylle <lle+llylle Yo,y E

DEFINICION 2.10. (Seminorma) Se define una seminorma como una funcion definida
sobre el espacio vectorial, a valores en el cuerpo, de manera que valen las propiedades
(1) y (ii1) de una norma.

Esta claro que toda norma es una seminorma.

DEFINICION 2.11. Un espacio normado es un par (E, ||.||g), formado por un espacio
vectorial E sobre un cuerpo ¥, y una norma con valores en el cuerpo IF.

Recordemos que todo espacio normado es un espacio vectorial métrico, donde la métrica
tiene las siguientes propiedades:

D d(ax,ay) = |a|d(z,y),

) d(z+z,y+2) =d(z,y)

DEFINICION 2.12. (Producto Interno) Sea X un espacio vectorial sobre F (donde T es
R o C). Un producto interno en X es una funcion tal que:

a) (z,y) = (y,2) Y,y € X.

b) (x+y,z) = (x,2) + (y,2) Va,y,z € X.
c) (Az,y) = Maz,y) Vo,y € X.yVA e K.
d) (Ax,z) >0 Vre X.

e) (A\r,z) =0 Vo =0,

Lamamos a un espacio con producto interno, al par (X, (-, )).

DEFINICION 2.13. (Espacio de Banach) Sea V' un espacio vectorial normado y sea “d’
la métrica asociada. Si V' es un espacio métrico completo con respecto a “d”, se dice que
V' es un espacio de Banach.
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DEFINICION 2.14. (Espacio de Hilbert) Un espacio con producto interno (P1.) que es
completo con la norma inducida por ese P1. se le llama espacio de Hilbert.

En este trabajo consideraremos un espacio de Banach V' arbitrario

n 1/p
V=1y=R"[ ), donde [[(x1, -, zn)|, = <Z !flfz'\p) , paral <p<oo
k=1

en donde n = 2, 3. Consideremos V{; C V' es un subespacio denso de V' y un operador
lineal P : V, C V — V, que generalmente es no acotado y es un operador diferencial.
Ademads, consideremos el problema de condiciones iniciales

2
d “gﬂ —Pu(t); 0<t<T
dt (2.16)

u(0) = ug

La siguiente definicion determina la solucion del problema 2.16 en V4.

DEFINICION 2.15. La funcion u : [0,T] — V es solucion del problema de condicion
inicial 2.16, si para cualquiert € [0,T],u(t) € V,,

lim
At—0

é[u(t + At) —u(t)] — P(t)H =0 (2.17)

y  u(0) = up.

Es claro que el limite 2.17 es el limite por la derecha en ¢ = 0 y el limite por la izquierda
ent ="1.

DEFINICION 2.16. El problema de condicion inicial 2.16 estd bien planteado si para
cualquier uy € Vy, existe una tinica solucion u = u(t) y la solucion depende de forma
continua en el valor inicial, es decir, existe una constante co > 0 tal que si u(t) y u(t)
son las soluciones para los valores iniciales ug,ug € Vj, entonces

sup ||u(t) —a(t)|lv < colluo — ol|v- (2.18)
0<t<T

EJEMPLO 2.5. Sea la ecuacion de la onda:
u +au, =0, x€l0,1, t>0

Si a es positivo, las caracteristicas se propagan de izquierda a derecha. Entonces, si
imponemos una condicion de frontera, debe ser en z = 0. Si se hace esto, no hay que
agregar una condicién de frontera adicional en = = 1, pues el problema queda
sobredeterminado.
Si especificamos que u(z,0) = ug(x) y que u(0,t) = g(t), entonces la solucién del
problema es:
uo(x —at), z—at>0
u(@,t) = { g(t —z/a), = —at<O0.
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Suponemos que el problema de condicién inicial 2.16 esta bien planteado, por lo tanto
denotaremos a la solucién de la siguiente manera

u(t) = S(t)ug, wug € Va,

donde S(t), es un operador solucién. Usando la linealidad del operador P, se ve que el
operador solucién también es lineal y estd definido S(t) : Vo C V — V con

sup [|S(#)[lv < co.
0<t<T

En efecto la solucién u(t) puede ser expresada como
u(z,t) = S(t)uo(x).

Luego incorporamos un M.D.F,, definido por un pardmetro de la familia de los
operadores lineales uniformemente acotados para hallar una solucién aproximada a
u(z,t). A continuacién definiremos familias de operadores lineales uniformemente

acotados

DEFINICION 2.17. Sea la familia de operadores de diferencias finitas
C(AY): V=V 0< At < Ao, (2.19)

donde Ay, es un nimero fijo. Diremos que la familia {C'(At) }o<cat< s, €5
uniformemente acotada si existe una constante c tal que:

IC(AY)]| <c VAte (0, ] (2.20)
La solucién aproximada se definird como
upt(m A t) = C(A) ug, m=1,2,---

Ahora que hemos ingresado conceptos nuevos provenientes del andlisis funcional,
redefinimos los conceptos de consistencia y la estabilidad de manera abstracta, para
facilitar la demostracion del teorema de Lax de forma general.

DEFINICION 2.18. (Consistencia) El M.D.F,, es consistente si existe un subespacio
denso V, C V tal que Yuy € V., para la solucion u del problema de valor inicial 2.16,
tenemos

lim [|[C(At)u(t) —u(t + At)]|| =0, uniformente en [0,T] (2.21)

At—0

donde c es la constante de 2.20

DEFINICION 2.19. (Estabilidad) El M.D.F., es estable si los operadores
{C(AH)™]0 < At < Do, m(AL) < T,
son uniformemente acotados, es decir, existe una constante My > 0 tal que

IC(A)™|xsx < My, Ym:mAt<T, YALL Ao
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DEFINICION 2.20. (Convergencia) El M.D.F. es convergente si para cualquier t fijo en
[0, T y cualquier ug € X , tenemos:

i (8t — (ool =
donde {m;} es una sucesion de enteros y { A\t;} es una sucesion de tamaiios de paso, tal

que lim m; A t; =t.
1—00

TEOREMA 2.2. El teorema de equivalencia de Lax
Un esquema consistente de un solo paso, para un problema de valor inicial bien
planteado para una ecuacion diferencial parcial, es convergente si y solo si es estable.

Consistencia + Fstabilidad = Convergencia

Demostracion. Supongamos que el esquema es convergente. Si consideramos el error

C(AL)™ug — ult) = i C(ALY [C(Au((m —1 — §) At) —u((m — j) At)]

u(m A t) — u(t).

En primer lugar se asume que xy € V.. Entonces como el método es estable,

|C(AL) uo —u(t) = || < Mom Atsup

’C’(At)u(t) —u(t + At)

- |+t 20~ a0

(2.22)
Por la continuidad,

u(m A t) — u(t)]] — 0y también por la consistencia,

sup
t

H C’(At)u(t)A—tu(t + At) H Lo,

entonces se concluye la convergencia por 2.22.

Ahora se considerard la convergencia para el caso general, donde u, € V. Sea la secuencia
{upn} C Xotal que ug,, — ugen V.

Escribiéndose
C(A)™ug — u(t) = C(AL)™ (ug — uon) + [C(A)™ — S()]ugn — S(t)(uo — uon),
C(A)™ug — u(t) = C(AL)™ (ug — upn) — S(t)(uo — uon) + [C(A)™ — S(t)]uon,

aplicando la norma a ambos miembros de la ecuacién:

IC(A) uo — u(®)]] < |C(A)™ (w0 — uon) = S(E)(uo — uon)[|H[C(AL)™ = SE)Juonll,
1C(AY) ug —u(®)]| < [[[C(A)™ = S)] (uo — uon)|| + [[CAH™ = S(E)]uon
IC(A)™ o = u(®)]] < [le(uo = uon)|| + [[[CA™ = SE)Juonll
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Teniendo el problema de valor inicial 2.16 bien planteado, y el método es estable,
entonces:

[C(A) ™ uo — u(t)[| < clluo — uonll + [[[C(AH™ = S(#)]uonl-
Dado cualquier € > 0, existe n suficientemente grande de tal manera que:

cllug — uonll < =,

DN ™

para este n, sea /At suficientemente pequefio,
5
I[C(AH)™ — S(t)]ugn| < o1 VAt pequeiio |m ANt —t| < At.

Entonces se obtiene la convergencia.

Supongamos, por contradiccion, es decir, el método no es estable. Entonces existen
sucesiones { At} y {my} talque my Aty < Ty

fm [|C(At)™ ]| = co.
k—o0

En efecto, como Aty < A\, se puede asumir que la sucesion { At} es convergente. Si la
sucesion {my} es acotada, entonces

sup [ C(A%)™ || < sup [[C(A)|™ < oo

Esto es una contradiccion. Asi my — 0y Aty — 0 cuando k — oo.
Por la convergencia del método,

sup ||C(Atg) ™ up|| < 00, Vug € V.
k

Aplicando el teorema que nos dice, que dada una secuencia {P, } de operadores lineales
de un espacio de Banach V' a un espacio normado W, asumiendo que paratodov € V'y
que la secuencia {P,v} es acotada, entonces sup,, || P,|| < oo, lo cual implica:

Iim || C(Aty)™]| < oo,
k—0

la contradiccion de la suposicion de que el método no es estable. 1
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|
Capitulo 3

Aplicaciones.

Ecuacién de Upwind o Transporte.

u +cuy =0, u(z,0) = f(z), c= constante. 3.1

Primero se demostrara que el método de diferencias finitas es consistente.

Utilizando diferencias progresivas 1.17 en la ecuacion 3.1 de obtiene:

ug—H — ug k " K " ungl B ui h " h? "
T+§u (t)+§u (t)+---+c T—l—iu (x)—l—yu (x)+---| =0,
donde
2 k2 "
y
2 h2 "
Op(h?) = Sru"(z) + -+
entonces
gk lo—ul h
S S () + O (K)o | L S (@) + 0,0 |
k 2 h 2
resultando el operador diferencias finitas
AR T —ul h
Pt = YL D) 4 0,k + ¢ | ) 4 S (@) + 0, (h2),

k 2 h 2

donde el operador diferencial es
Pu = up + cuy.

Ahora aplicando la definicién de error de truncamiento 2.3

T(l’, t) = Pu — Ph,ku

k " ch " 2 2
T(x,t) = SU (t) + S U () + Op(h*) + Oy (k7).



Aplicando [mite a ambos miembros:

’ . P2 k " ch " 2 2
hl,krEOT(a:,t) = hl,}cglo (Qu (t) + U () + Op(h%) + O, (k%)

’ BT h " 2 ’ k " 2
hmOT(x,t) = lim (§u () + O,(h )) + ]1:1_{1(1) <§u (t) + Op(k ))

R, k— h—0

lim T'(x,t) =040
h,k—0

lim T'(z,t) =0.
h,k—0

Por lo tanto se concluye que el método de diferencias finitas es consistente.

Verificamos la estabilidad de la ecuacién diferencial,en los diferentes ejemplos:

Ejemplo 1:
wtu, =0 0<z<1, 0<t u(z,0)=e 200027 (3.2)
En la demostracion de la estabilidad en la ecuacién u; + lu,, primero se discretizara:

" , , .
J+L J w

u; Wy | Ui — Uy 0
4 —
k h
. k. .
Jj+1 J _ J J
u; = U = T (ui+1 - Uih)>
—k
donde C = —
h
j+1 i _ J J
u; — U = C(Ui+1 - uz)
j+1 g J J
u; =u; + C(Uz‘+1 - “z)
J+1 g J J
w] =u; — Cuy + Cuy 4

ul™ = (1-C)ul +Cul,,.

Tomando M = 100, intervalos, donde a = 0, b = 1y ademds ¢ = 0,5, entonces el tamafo
de los pasos:

b—a
h = , k= 0,009
M
1—(0)
h = k= 0,009
100 ’ ’
h =0,01 , k= 0,009,
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por consiguiente, al aplicar el teorema 2.1 conseguimos:

1 x (0,01)

’a:’(ww

’:og<1

Por lo tanto se concluye que EL M.D.F. es estable en la Ecuacion Diferencia Parcial
Hiperbdlica (3.2) .

Por el teorema 2.2 de equivalencia, queda demostrado que la solucién es convergente.

Tiempo=0.099 Tiempo=0.126
15 T T T 15 T T T
1 1
= =
x x
& 05 & 05
=] =]
09 L
0.5 0.5
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
Tiempo=0.270 Tiempo= 0.495
15 T T T 15 T T T
s
<
& 05
>
0
05 05 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X

Figura 3.1: Solucién de la Ecuacién de Upwind 3.2 por el M.D.F.
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Ejemplo 2:

U+ 2u, =0, —2<2<10, 0<t<6, u(z,0)=e"

En primer lugar discretizamos la ecuacion 3.3:

j+1 J Joo_ . J

7 k 7 +2 h 7 :O
. 9k .
il = ol ulh),
h
—2k
donde C = —
h
ul ™ —ul = Clul, —ul)
ul ™ =l +Clulyy —ul)
uf“ = u{ — Cuz +Cu{+1

Wt = (1— C)uf +Cug+1.

(3.3)

Tomando M = 120, m = 120 intervalos, donde a = —2,b = 10y ademds t = 0, T' = 6:

b—a T—t
h = k= ——
M ’ m
10 — (—2) 6—0
h = ,k —_—
120 120
h =0,1 k= 0,05,
por el teorema 2.1 tenemos:
2(0,05)
Cl = =1<1
] ’ 0,1 ‘ -

Por lo tanto se concluye que el M.D.F. es estable en la ecuacién (3.3).

Por el teorema 2.2 de equivalencia, queda demostrado que la solucién es convergente.
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Tiempo= 0.300 Tiempo= 1.750
15 T T T 15 T T T
1 1
= =
£ 05 = 05
S S
0 09
05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
X X
Tiempo= 3.950 Tiempo= 6.000
15 T T T 15 T T T
1ir 1
= =
£ 05 05
= 5
0 » 0
-0.5 . . . . . -0.5
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
X X

Figura 3.2: Solucién de la Ecuacion de Upwind 3.3 por el M.D.F.

Ecuacion de la Onda 2D.

Ut — O Upy = 0, 0<zxr<a, 0<t<T 7042 = constante. (3.4)

ci =
ui(z,0) = g()
u(0,t) = 0<t<T
c.f=
u(a,t) =0

Cuando t = t; = 0, se tiene u(x;,t;) = f(z;) para 0 < i < n, es decir, parat = t; la
funcidén es conocida. Se desea calcular v parat > t; y se construird una férmula llamada
diferencias finitas.

Denotamos a u} = u(x;,t;)y Ax =h, At =Fkconi=1,Myj=1m.
Si fijamos “z”, aplicando el algoritmo 1.37 para la variable temporal ¢ obtenemos:
Pu  u(z, t+ At) — 2u(z, t) + u(z, t — At)

utt<x7t) = atg = At2 + O(Atz)
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]+1 2u + u.] 1
L2
ahora fijamos “¢” y utilizando el algoritmo 1.37 para la variable espacial = conseguimos:

u(x,t) = + O(K?),

Pu  u(z+ Aw,t) — 2u(z,t) +u(r — Aw, t)

2T, 1) = = O(Lz?
(1) = o o +0(8a?)
Ui 2“ + Uz 1 2
Uz (T, 1) = 2 + O(h?),
entonces se puede escribir la ecuacion diferencial como
+1 J Jj—=1
—2u; +u; u; 2u + ul

= +O(K?) + 0?21 5 +O0(h") =0,
siendo esta ultima un operador de diferencias finitas

wl ™t — 2ul + ol wl, | —2ul +ul_

Phn k= 2 O(kQ) + a2 12 + O(h2)

y ademds el operador diferencial es: P = gy — o*tyy.

En efecto por la definicidn el error de truncamiento 2.3 es:

T(x, t) =P - Ph7k

T(x,t) = O(h?)+ O(k?)

R k " ch " 2 2
hl}lﬂILl T(x,t) = h%}l{rilo (Eu (t) + U () + Ou(h*) + O, (k ))

lim T(z,t) = lim (gu"(w) + op(hQ)) + lim (gu”@) + 0p(k2))

h,k—0 h—0

lim T'(x,t) =040
h,k—0

lim T(z,t) =0,
h,k—0

con ello queda demostrado que M.D.F,, es consistente.
Verificamos la estabilidad del esquema para algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales
parciales hiperbdlica:

Ejemplo 3:
Uy — U =0, O<x<1, 01T 3.5
u(z,0) = fl(z) = sen(rzx) ,0<zx<1

cl =

u(z,0) =0
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c.f ={u(0,t) =u(l,t) = g(z) =0, 0<t.

Ahora discretizamos la ecuacion 3.5

2
P i i1k i i

2

j+1 J =1 _ »n2( ] J J
w' = 2u +u;  =C (uiJrl — 2u; —|—ui71) ,

ak
donde C = —.
onde C N

En este ejemplo se emplea el algoritmo de diferencias finitas con M =4;m =4;T =1,

resultando h = 1 =0,25k = 1 = 0,25. Sea a = 1, aplicando el teorema 2.2 se tiene:

0,25

2 =1,
0,25

el=|1
demostrando, de esta manera, que el M.D.F. es estable la ecuacion (3.5). Como el M.D.F.
es consistente y la ecuacion diferencial parcial hiperbdlica 3.5 es estable, por el teorema
2.2, se concluye que la solucién de ecuacién 3.5 es convergente.

Utilizando el programa Matlab e ingresando los datos mencionados al inicio del
problema; el algoritmo de diferencias finitas para ecuaciones hiperbodlicas, obtenemos los
siguientes resultados que nos llevan a una solucién aproximada, que como verificamos
anteriormente, es convergente.

>>ondadif('f1','9',1,1,1,5,5)

h = 0.2500

k = 0.2500

r=1

W =
0 0.7071 1.0000 0.7071 0
0 0.5000 0.7071 0.5000 0
0 0 0 -0.0000 0
0 -0.5000 -0.7071 -0.5000 0
0 -0.7071 -1.0000 -0.7071 0

Tabla 3.1: Soluciones de la Ecuacion de la Onda 3.5.
o = 0 T — 0,25 To — 0,5 T3 = 0,75 Ty = 1

to =0 0 0.7071 1 0.7071 0
t, = 0,25 0 0.5 0.7071 0.5 0
to =0, 0 0 0 0 0
t3 =0,75 0 -0.5 -0.7071 -0.5 0
ty = 0 -0.7071 -1 -0.7071 0
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A continuacion brindamos la gréfica de la solucién aproximada de la ecuacion 3.5.

Figura 3.3: Solucién de la Ecuacion de la Onda 3.5 por el M.D.F.

Ejemplo 3.1

Aqui se detalla un ejemplo donde una ecuacién diferencial parcial hiperbdlica, no es
estable, por lo tanto la solucién obtenida no es convergente.

Sea la ecuacion:
Uy — U =0, O<ax<1, 01t 3.6)

u(z,0) = fl(z) = sen(rzx) ,0<zx<1
ci =

u(z,0) =0

c.f{u(0,t) =u(l,t) =g(z) =0, 0<t.
Reemplazando los datos en h, k se obtiene:
h = ! = 0,0526 k= ! =0,0294
T0-1 YOET o1 T

resultando:
20,0294

=111
0,0526 176,
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donde los anchos de pasos sonn =20 'y m = 35, dando como resultados C > 1y por
el teorema 2.1 la ecuacion (3.6) no es estable, por lo tanto, por el teorema 2.2 la solucién
no es convergente.

A continuacién se mostrara el grafico de la ecuacién (3.6) (no convergente) por lo

1 0.2

Espacio Tiempo

Figura 3.4: Solucién de la Ecuacién de la Onda 3.6 por el M.D.F.

Ejemplo 4:
Uy — Wiy =0, O<z<1, 0<t<05 , 3.7)
u(z,0) = h(x) = sen(mzx) + sen(2rz) ,0<z <1

| e 0) = gy =0

c.f ={u(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<0,5.

Ahora discretizamos la ecuacion 3.7:

: S K2 o
1 -1
Wt —2u) ol = (2)% 5 (uly —2u] +ul_,)

Jj+1 J J=1 _ p2( J J J
w = 2ul 4wl =C (uly, — 2w +uly)

2k
donde C = —.
onde .
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Este en ejemplo se emplea el algoritmo de diferencias finitas con M = 10; m = 10;

0,5
T = 0,5. Donde h = 0= 0,1; k = ﬁ = 0,05. Sea o = 2, por el teorema 2.1, tenemos

que:

0,05

22 =1,
0,1

cl = ’2'

demostrando de esta manera que el M.D.F es estable en la ecuacion hiperbdlica (3.7).
Por lo tanto se concluye que la solucion de dicha ecuacion es convergente por el teorema
de equivalencia 2.2.

>> ondadif('h','q9g',1,0.5,2,11,11)

h= 0.1; k= 0.0500; r= 1
W=

Columns 1  through 5
0.8968 1.5388 1.7601 1.5388
0.7694 1.3284 1.5388 1.3800
0.4316 0.7694 0.9484 0.9511
-0.0000 0.0516 0.1816 0.3774
-0.3800 -0.5878 -0.5194  -0.1816
.5878 -0.9511 -0.9511 -0.5878
-0.5710 -0.9511 -1.0194 -0.7694
-0.3633 -0.6394 -0.7694 -0.7407
-0.0684 -0.1816 -0.3606 -0.5878
0.1816 0.2104 0 -0.4290
0.2788 0.3633 0.1420 -0.3633
Columns 6  through 11

© ©O O © O O © © o o o
1
(o)

1.0000 0.3633 -0.1420 -0.3633 -0.2788 0
0.9511 0.4290 -0.0000 -0.2104 -0.1816 ©
0.8090 0.5878 0.3606 0.1816 0.0684 0
0.5878 0.7407 0.7694 0.6394 0.3633 0
0.3090 0.7694 1.0194 0.9511 0.5710 ©
-0.0000 0.5878 0.9511 0.9511 0.5878 0
-0.3090 0.1816 0.5194 0.5878 0.3800 0
-0.5878 -0.3774  -0.1816 -0.0516 -0.0000 ©
-0.8090 -0.9511 -0.9484  -0.7694 -0.4316 ©
-0.9511 -1.3800 -1.5388 -1.3284 -0.7694 ©
-1.0000 -1.5388 -1.7601 -1.5388 -0.8968 0
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A continuacion la grafica de la ecuacion (3.7):

Figura 3.5: Solucién de la Ecuacién de la Onda (3.7) por el M.D.F.

Ejemplo 5:

Uy — U =0, O<z <]l 0<t<1 (3.8)

uw(z,0)= f2(z)=z—2% 0<z<1
ci =
ur(z,0) =0

u(0,t) =0 ,0<t<1

c.f=
u(l,t) =0

Empleando el M.D.F., donde por conveniencia otorgamos los valores M = 11; m = 11;
T =1, para hallar h, k:

1 1
10 0.1, 10

y ademds o = 2, entonces aplicando el teorema 2.2 se tiene:

h 0,1

0,1
IC| = '_

=1,
0,1
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demostrando de esta manera que el M.D.F sea estable en la ecuacién (3.8). Como el
método de diferencias finitas es consistente y la ecuacion diferencial parcial hiperbdlica
es estable, se concluye por el Teorema de Equivalencia 2.2 que la solucién de la ecuacién
(3.8) es convergente.

>> ondadif('f2','9',1,1,1,11,11)

h = 0.1000
k = 0.1000
r=1

W =

Columns 1 through 5

0.0900 0.1600 0.2100 0.2400
0.0800 0.1500 0.2000 0.2300
0.0600 0.1200 0.1700 0.2000
0.0400 0.0800 0.1200 0.1500
0.0200 0.0400 0.0600 0.0800
0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000

-0.0200 -0.0400 -0.0600 -0.0800
-0.0400 -0.0800 -0.1200 -0.1500
-0.0600 -0.1200 -0.1700 -0.2000
-0.0800 -0.1500 -0.2000 -0.2300
-0.0900 -0.1600 -0.2100 -0.2400

©O ©O O © O O © O o o o

Columns 6 through 11

0.2500 0.2400 0.2100 0.1600 0.0900
0.2400 0.2300 0.2000 0.1500 0.0800
0.2100 0.2000 0.1700 0.1200 0.0600
0.1600 0.1500 0.1200 0.0800 0.0400
0.0900 0.0800 0.0600 0.0400 0.0200
0.0000 0 0.0000 0 0

-0.0900 -0.0800 -0.0600 -0.0400 -0.0200
-0.1600 -0.1500 -0.1200 -0.0800 -0.0400
-0.2100 -0.2000 -0.1700 -0.1200 -0.0600
-0.2400 -0.2300 -0.2000 -0.1500 -0.0800
-0.2500 -0.2400 -0.2100 -0.1600 -0.0900

©O ©O ©O O ©O O © © o o o
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A continuaciéon mostramos la grafica de la ecuacién 3.8

Figura 3.6: Solucién de la Ecuacién de la Onda (3.8). por el M.D.F.

Ejemplo 6:

Uy — U =0, O<z <]l 0<t<1 3.9

2w 0<2<1/2

Il
b
|
b
8

c.i 1/2<z<1

En este ejercicio, se empleard el M.D.F.,, con M = 11; m = 11; T" = 1 para obtener

1 1
h 10 0.1, & 10 Y
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como « = 1, al aplicando el teorema 2.1 tenemos:

el=|1 g

con lo cual queda demostrado que el M.D.F es estable enla ecuacién (3.9). Como el
M.D.E, es consistente y la E.D.P. (3.9) es estable, se concluye que la solucién de la
ecuacion (3.9) es convergente por el teorema 2.2

ondadif('p2','9',1,1,1,11,11)
h =0.1000, k = 0.1000, r=1
W = Columns 1 through 5

0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000
0 0.2000 0.4000 0.6000 1.3000
0 0.2000 0.4000 1.1000 0.6000
0 0.2000 0.9000 0.4000 0.4000
0 0.7000 0.2000 0.2000 0.2000
0O -0.0000 -0.0000 O -0.0000
0O -0.7000 -0.2000 -0.2000 -0.2000
0 -0.2000 -0.9000 -0.4000 -0.4000
0O -0.2000 -0.4000 -1.1000 -0.6000
0O -0.2000 -0.4000 -0.6000 -1.3000
0 -0.2000 -0.4000 -0.6000 -0.8000
Columns 6 through 11
2.0000 0.8000 0.6000 0.4000 0.2000
0.8000 1.3000 0.6000 0.4000 0.2000
0.6000 0.6000 1.1000 0.4000 0.2000
0.4000 0.4000 0.4000 0.9000 0.2000
0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.7000
0 0 0 0 0

-0.2000 -0.2000 -0.2000 -0.2000 -0.7000
-0.4000 -0.4000 -0.4000 -0.9000 -0.2000
-0.6000 -0.6000 -1.1000 -0.4000 -0.2000
-0.8000 -1.3000 -0.6000 -0.4000 -0.2000
-2.0000 -0.8000 -0.6000 -0.4000 -0.2000

O ©O O © O O ©O © o o o
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Figura 3.7: Solucién de la Ecuacién de la Onda (3.9) por el M.D.F.

Ejemplo 7:
Uy — Mgy =0, O<a<1, 0<t<05 , (3.10)
(
)
; 0<z<3/5
u(z,0) = pl(z) =
— 15 -1
Cl = % 3/6<x<1

1
Se hard uso de M.D.F., con M = 6, m = 6, T = 0,5 para obtener h = = = 0,2,

0,5
k= ? = 0,1, donde o = 2. Aplicando el teorema 2.1 tenemos que:
0,1
Cl=2-=|=1
€1 ‘ 0,2) ’
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demostrando de esta manera que el M.D.F. es estable en la ecuacién (3.10). Como el
M.D.E,, es consistente y la ecuacién (3.10) es estable y por el teorema 2.2 se concluye
que la solucién de la ecuacion (3.10) es convergente.

>> ondadif('pl','9',1,0.5,2,6,6)

h =
0.2000
k =
0.1000
r =
1
W —

Columns 1 through 6

0 0.5000 1.0000 1.5000 0.7500 0
0 0.5000 1.0000 0.8750 0.7500 ©
0 0.5000 0.3750 0.2500 0.1250 ©
0 -0.1250 -0.2500 -0.3750 -0.5000 0
0 -0.7500 -0.8750 -1.0000 -0.5000 0
0 -0.7500 -1.5000 -1.0000 -0.5000 0

Tabla 3.5: Soluciones de la Ecuacion de la Onda 3.10.

ro=0 2,=02 2o=042 23=06 x4,=08 x5=1

to=20 0 0.5 1 1.5 0.75 0
t1=0,1 0 0.5 1 0.875 0.75 0
1o =0,2 0 0.5 0.375 0.25 0.125 0
t3 =0,3 0 -0.125 -0.25 -0.375 -0.5 0
4 =04 0 -0.75 -0.875 -1 -0.5 0
t5 = 0,5 0 -0.75 -1.5 -1 -0.5 0
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A continuacion la grafica de la solucién de la ecuacion 3.10.

Figura 3.8: Solucién de la Ecuacion de la Onda (3.10) por el M.D.F.

Ecuacién de la Onda 3D.
Sea la ecuacion:
Uy (7, y,t) = g (z,y,t) + Bruy(x,y,t), donde «, = constantes (3.11)
(z,y) € R* = [a,b] x [c,d],t >0,
donde las condiciones de frontera son:
u(a,y,t) = hi(y,t),u(b,y,t) = hao(y,t),u(x, c,t) = hs(x,t),u(x,d,t) = hy(x,t)
y las condiciones iniciales son:

u(z,y,0) = f(z,y), w(z,y,0) = g(z,y), (z,y) € R=la,b] x [¢,d],t >0,
utilizaremos los pasos

b—a d—rc Tmax
nT ny nt

h

Empleando diferencias finitas centradas en u,,, Uy, y U conseguimos

u(z,y,t+p) — 2u(z,y,t) + u(z,y, t — p)

o +0(p?) =
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qu(e + h,y,t) = 2u(z,y,t) + u(x — h,y,t)
(e} h2

+ O(h*)+

ﬁQu(xvy + k7t) B 2U(I,y,t) + U(ZE,y - k)t)
kQ

Ahora, discretizando la expresion anterior en los puntos (x;,y;,%;), donde el indice {
corresponde al indice temporal y los indices 7, 7 son indices espaciales:

+ O(k?).

1=1,2,---nx—1;,5=12,--- ny—1,1=1,2,--- ,nt — 1,
por notacion se tiene u(x;, y;, y;) = u; j;, por lo tanto obtenemos:

Wijit1 — 2Ui 50+ Uiji—1
- _
p

Ugg1.4] — 2Ui 57 + U1 5 U; 5 — 22U+ Ui
CYQ +1,45,1 h2,],l 1,5,0 +ﬁ2 J+L k2,],l J—11 +O(h2+l€2+p2)

Wi i1 — 2Wi 51 + U1 =
2 2 2 2

a“.p

R (Wi 10 — 250 + Ui j—17) + O(h* + k> +p*),

siendo el operador diferencia finitas:

u(z,y,t+p) —2u(z,y,t) + u(z,y, t —p)

Prii = P2 +0(")
a2u(gj +h,y,t) — 2u(:1}cl,2y,t) +u(x — h,y,t) + O+
gz, y +ht) - 2u<:;2ya Hruwey-—kt) O(k?)

y ademas el operador diferencial:

P = uy(x,y,t) — Quge (1, y,t) — BPugy(z,y,t).
Aplicando la definicion de error de truncamiento 2.3
T(x,y,t) =P — Phii
T(x,y,t) = O(h?*) + O(k*) + O(p*),

y aplicando /mite a ambos miembros tenemos:

lim T(z,y,t) = lim (O(h?) + Ok + O(1?)),

h,k,p—0 h,k,p—0
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donde

h
2\ Vi
R it
O(k ) = Iu (l‘,y,t)—i‘au (xay7t)+
k2 ko
O(pQ) — Zuw(x7 y,t) + gu“(x,y,t) + -,

por lo tanto:

lim T(z,y,t) =0
Rk, p—s0 (2,,1)
y por la definicién 2.4 el método diferencias finitas es consistente.

Ahora que el método es consistente despejamos la siguiente ecuacion:

Wi ji+1 — 2Wi 50 + Uiji—1 =

a?.p? 2 2
NEE (g1, — 2 40 + Ui 51) + N (Uijors — 2uijy + wij1g) + O(h* + k> + p?)
resultando
ap\? Bp\°
Wijit1 = 2Ui 50— U1+ <7> (Ugy140 — 250 + Ui—1,5)+ e (Wi 10 — 2wy
+ uijo1y) -

Al ap _ bp . .

reemplazando \ = e y u= T y al agrupar las incdgnitas conseguimos:

Ui g1 = 2(1 = A = )i 50+ N (Uir1gg + wic1ge) + 00 (g + Wijo14) + Uijio1-
Verificamos la estabilidad para la Ecuacidon Diferencial Parcial Hiperbdlica.
Ejemplo 8:

g (2,Y,1) — Uge (2, y, ) — uyy(z,y,t) =0, (3.12)
(x,y) €0,2] x [0,2], 0<t<2
u(z,y,0) =sen(n(z+vy)) ,0<z<1
c1l=
u(z,y,0) =0
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c.f ={u(0,y,t) =u(4,y,t) = u(z,0,t) = u(zr,4,t) =1 +1¢.

Para resolver la ecuacion (3.12), conviene tomar el nimero de nodos nx = ny = 4,
nt = 11y el tiempo T}, = 2, donde o« = 3 = 1, resultando:

a 2 1
h:—:—:_
ne 4 2

2 1
k‘:—:—:—
ny 4 2

_ max_2
p= ny 11

para luego reemplazar h, k, y p. Por teorema 2.1, aplicado en R3, conseguimos:

ap 1-2/11

C1| = || ‘ 2 ‘ 7 ' /11 = 0,3636 <
,up‘ 1-2/11

Cal = 183 = |2 ' [y | = 4/11= 0363 <

Ello implica M.D.F. es estable en la ecuacion hiperbolica (3.12) es estable. Luego de
verificar la estabilidad de la E.D.P.H. se concluye que la solucién es convergente por el
teorema 2.2.

A continuacién se resolvera la Ecuacién de la Onda (3.12) en MATLAB. Los datos a
ingresar en el command window del programa MATLAB son:

1 >> U=exponda3D (inline ('1+t+0.xy"),inline ("1+t+0.xy"),inline ('1+t+0.%x...
2 '),inline('1+t+0.xx"),inline ('sin(pi* (x+y))"'),inline('0.*x+0.%y"),0,2...
3 ,4,0,2,4,2,11,1,1)

donde da como resultados, las siguientes iteraciones en cada instante de tiempo:

U(:,:,1) =
1.0e-15 x
-0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899
-0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899
-0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899
-0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899
-0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899 -0.4899
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U(:

3.0000
3.0000
3.0000
3.0000
3.0000

3.0000
3.0000
3.0000
3.0000
3.0000

3.0000

3.0000
3.0000
3.0000
3.0000

3.0000

3.0000
3.0000
3.0000
3.0000

3.0000

3.0000
3.0000
3.0000
3.0000

3.0000

3.0000
3.0000
3.0000
3.0000

WKk RFRRFEW WKk RFRW Wk oOoRFR W wooow

W NEFEDNW

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.7934
.3967
.7934
.0000

.0000
.2720
. 7934
.2720
.0000

.0000
.6024
.1346
.6024
.0000

.0000
. 8483
.4235
. 8483
.0000

.0000
. 0405
.6677
. 0405
.0000

WkFRkROoOoRFk W WkFkRoOoORF W wWwooow

WHRR W

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.3967
.0000
.3967
.0000

.0000
.7934
.2098
. 7934
.0000

.0000
. 1346
.5185
.1346
.0000

.0000
.4235
.8444
.4235
.0000

. 0000
.6677
. 1507
.6677
.0000

60

Wk RPFEW WrFRkRPRPFPW WkRkRoOoRFR W wooow

W NEDNW

.0000
. 0000
.0000
. 0000
. 0000

.0000
.7934
.3967
.7934
. 0000

. 0000
.2720
. 7934
.2720
.0000

.0000
.6024
. 1346
.6024
. 0000

.0000
. 8483
.4235
. 8483
. 0000

. 0000
. 0405
.6677
. 0405
. 0000

w wwww w wwww w wwww w wwww w wwww

w wwww

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000



U(:,:,8) =

3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
3.0000 2.1957 1.8741 2.1957 3.0000
3.0000 1.8741 1.4242 1.8741 3.0000
3.0000 2.1957 1.8741 2.1957 3.0000
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
U(:,:,9) =
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
3.0000 2.3234 2.0485 2.3234 3.0000
3.0000 2.0485 1.6622 2.0485 3.0000
3.0000 2.3234 2.0485 2.3234 3.0000
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
U(:,:,10) =
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
3.0000 2.4296 2.1959 2.4296 3.0000
3.0000 2.1959 1.8665 2.1959 3.0000
3.0000 2.4296 2.1959 2.4296 3.0000
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
U(:,:,11) =
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
3.0000 2.5187 2.3205 2.5187 3.0000
3.0000 2.3205 2.0408 2.3205 3.0000
3.0000 2.5187 2.3205 2.5187 3.0000
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
U(:,:,12) =
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000
3.0000 2.5936 2.4258 2.5936 3.0000
3.0000 2.4258 2.1887 2.4258 3.0000
3.0000 2.5936 2.4258 2.5936 3.0000
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000

dando como solucidn:

Tabla 3.6: Soluciones de la Ecuacion Onda 3.12 ent = 12

U(:,:,12) Ty = 0 T, = 0,5 Ty = 1 Ir3 = 0,15 Ty = 2

Yo =0 3 3 3 3 3
=05 3 2.5936  2.4258  2.5936 3
yp = 1 3 24258 2.1887  2.4258 3
yp=15 3 25936  2.4258  2.5936 3
s =2 3 3 3 3 3
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y obteniendo como grafico de la solucién de Ecuacién de la Onda 3.12

1 4 4
0 2 2
3 9 9
2 2 2
L o7 1 L g7 1 o0 1
4 4 4
2 2 2
9 9 g
2 2 2
L oo 1 L 979 1 L oo 1
3 3 3
2 2 2
> 3 3
2 2
Lo 1 Lo 1
3 3 3
2 25 25
3 2 2
2 2
L 979 1 L oo 1

Figura 3.9: Solucién de la ecuacion de la onda 3.12 por el M.D.F.
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Conclusiones

1. Para obtener una aproximacion Optima y convergente a la solucién es necesario
verificar que el método de diferencias finitas sea obligatoriamente consistente y
estable.

2. El teorema de equivalencia de Lax es una herramienta util en la demostracién de
la convergencia de la solucion, pues resulta mas sencillo verificar la consistencia y
estabilidad de un esquema que probar por definicién que la solucion del esquema es
convergente.

3. La solucién aproximada que brindan los M.D.F. converge puntualmente a la solucién
original.
4. La condicion CFL significa, geométricamente, que la pendiente de la velocidad (v)

real de la propagacion debe ser menor a la velocidad de grilla A_j

5. Al momento de aplicar el método de diferencias finitas, no basta solamente con dar
el nimero de iteraciones, se debe tener un criterio con respecto al nimero de pasos
en la variable espacial y al nimero de pasos en la variable temporal, ya que debe de
cumplirse la condicion CFL para la estabilidad del método.
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Recomendaciones

1. Se recomienda, en esta linea de investigacion, analizar las aproximaciones de las
ecuaciones 3.1, 3.4, 3.11, mencionadas anteriormente, con otros métodos numéricos
como el método de elementos finitos, para ecuaciones diferenciales con condiciones
iniciales y de contorno.

2. Asimismo, analizar el comportamiento de la condicion CFL en ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas y elipticas.

3. Al escoger los nodos en una malla, se sabe que el método MDF trabaja con superficies
regulares (rectangulares). Se sugiere estudiar y ver el comportamiento de dicho método
con superficies irregulares para determinar el método que funciona mejor en este tipo
de superficies.
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Anexos

Aqui se muestran los algoritmos utilizados en el capitulo 3, en la Ecuacién de la Onda
1D (Ecuacién de Upwind) y la Ecuacion de la Onda 2D.

Algoritmos de la Ecuacion de la Onda de una variable espacial y una variable temporal

Cddigo 3.1: Algoritmo de la Ecuacion de 1a Onda 1D

%ecuacion de la adveccion o upwind

1

2 clear

3 clc

4 %definicion de variables

5 xmin=-2 %valor minimo de x
6 xmax=10 %valor maximo de x
7 N=120 Numeros de nodos -1
8 dt=0.05 % espacio de tiempo
9 t=0 stiempo

10 tmax=6 %valor maximo de t
1 v=2 svelocidad

12 %dominio de descretizacién
13 dx=(xmax-xmin) /N

14 c=v*dt/dx

15 x=xmin-dx:dx:xmax+dx
16 %condicion inicial
17 ul=exp(-(x)."2);

18 u=ul;

19 unpl=u0;

20 S%recorrer el tiempo
21 nsteps=tmax/dt;

22 for n=l:nsteps

23 %calcular la dondicion de perimetro
24 ul=u(3);

25 u (N+3)=u(N+1) ;

26

27 for i1i=2:N+2

28 unpl (i)=u(i)-cx(u(i)-u(i-1))

29 end

30

31 t=t+dt;

32 u=unpl;

33 %Calculo de solucidén exacta

34 exact=exp (- (x-v*t) ."2);

35

36 plot (x,exact, 'r-");

37 hold on

38 plot (x,u, 'bo-", 'markerfacecolor', 'b');
39 hold off

40 axis ([xmin xmax -0.5 1.5])
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41
42
43

45
46

xlabel ('x','fontsize',16)
ylabel ('U(t,x)','fontsize',16)
title(sprintf ('Tiempo= %1.3f',t), 'fontsize',16)
shg
pause (dt) ;
end

Algoritmo de la Ecuacién de la Onda de dos variables espaciales y una variable temporal.

Cdédigo 3.2: Algoritmo de la Ecuacién de 1la Onda 2D

O NN R W —

function U = ondadif(f,g,a,b,c,n,m)

Con las siguientes condicones de frontera
u(0,t)=0 y wu(a,t)=0 ; para 0<t< b.
u(x,0)=f(x) y u_t(x,0)=g(x); para 0 < x < a.
Nuestra aproximacién es calculada sobre

o o0 o° o° o

el rectéangulo 0 < x < a , 0 <t < b.
% ENTRADAS
% £ : Funcidén frontera
% g Funcién frontera
% a Cota superior del intervalo [0 a]: 0<x<a
%$b Cota superior del intervalo [0 b]: 0<t<b
% c Constante de la Ecuacidén de la Onda
% n Numero de puntos sobre [0 a]
% m : Numero de puntos sobre [0 b]
% SALIDA
% U : Matriz solucidn
h = a/(n-1)
k = b/ (m-1)
r = cxk/h
r2 = r’"2;

r22 = r"2/2;
sl =1 - r"2;
s2 = 2 — 2xxr"2;
U = zeros(n,m);
for i=2:(n-1),

U(i,1) = feval(f,hx(i-1));

U(i,2) = slxfeval(f,hx(i-1)) + kxfeval(g,hx(i-1))

+ r22x (feval (f,h* (1)) + feval(f,hx(i-2)));

end
for j=3:m,

for i=2:(n-1),

U(i,J) = s2%U(i,3j-1) + r2+(U(i-1,3-1)...
+ U(i+l,3-1)) - U(i,3-2);

end
end
whitebg('w');
T=0:0.5:1;
X=0:0.5:1;
meshz (T,X,U");
meshz (T,X,U0');
xlabel ('t");
ylabel ('x");
zlabel ('u');
view([1l 1 17);

Mx1l='Solucidén de la Ecuacidén de la Onda por el método de diferencias finitas.

title (Mx1);

figure (gcf);

w=7u'

points = W(:,2:n-1)

T,
’
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Para esté ultimo algoritmo es necesario crear un archivo.m, donde se detalla a la funcién
a trabajar, como es:

Cédigo 3.3: Funcién seno.m

1
2
3

function z = fl(x)
z = sin(pixx);
diary off;

Algoritmo de la Ecuacién de la Onda de dos variables espaciales y una variable temporal.

Cdédigo 3.4: Algoritmo de la Ecuacién de 1la Onda 3D

o - . B NI VO R SR

function [U]=exponda3D(CClx,CC2x,CCly,CC2y,CI1,CI2,a,b,nx,c,d,ny,Tmax,nt,alfa,beta)
hx=(b-a)/nx ;

x=a:hx:b;

hy=(b-a) /ny;

y=c:hy:d;

k=Tmax/nt;

t=0:k:Tmax;

[X, Y]l=meshgrid(x,y);

U=zeros (nx+1,ny+1,nt+1);

for j=l:ny+l
for 1=1:nt+1l
U(l,:,:)=feval (CClx,y(J),t(1l));
U(nx+1l,:,:)=feval (CC2x,y(J),t(1));
end
end

for j=l:nx+1
for 1=1l:nt+l
U(:,1,:)=feval (CCly,x(J),t(1));
U(:,ny+l,:)=feval (CC2y,x(J),t(l));
end
end

for i=l:nx+1
for j=l:ny+1
U(:,:,1)=feval (CIl,x(1i),y(3));
M(i,j)=feval (CI2,x(1),y(]));
end
end
lambda=k~*alfa/hx;
mu=kx+beta/hy;
for i=2:nx
for j=2:ny
U(i,3,2) = (l-lambda”2)*U(i,J,1) +(l-mu”2)«M(i,J)...
+(lambda”™2/2) * (U(i+1,3,1)+U(i-1,3,1))+...
+(mut2/2) (M (i, j+1)+0 (1, 3-1));
end
end
for 1=2:nt
U(2:nx,2:ny,1+1)=2+ (1-lambda”"2-mu”2) *U(2:nx,2:ny, 1) ...
+lambda”2* (U(3:nx+1,2:ny,1)+U(l:nx-1,2:ny,1))+...
mu"2x (U(2:nx,3:ny+1,1)+U0(2:nx,1:ny-1,1))-U(2:nx,2:ny,1);
end
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50

51 for ri=1:12

52 %figure(ri)

53 figure(13);subplot (4,3,ri)
54 surf(X,Y,U(:,:,ri))

55 end

56 end

y la funcién a trabajar, esta vez, esta escrita en forma directa en la ventana de Command
Window

U=exponda3D(inline('1+t+0.xy"'),inline('1+t+0.xy'),inline...

('1+t+0.xx"),inline('1+t+0.xx"),inline('sin(pi*x(x+y))"'), ...
inline('0.*x+0.xy'),0,2,4,0,2,4,2,11,1,1)
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