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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar diferentes temas relacionados con el

Teorema de representación conforme de Riemann. Nos centraremos principalmente en

dos resultados: El Teorema de representación de Riemann y el problema de Dirichlet

para dominios simplemente conexos. Para el desarrollo de este trabajo es necesario tener

conocimientos sobre el análisis complejo. Esto último en cuanto a la parte matemática

ayuda a una mejor comprensión de ciertos conceptos y permite la relación entre ellos;

ya que posee múltiples aplicaciones en la práctica, por ejemplo en la solución de pro-

blemas de flujo de calor, teoŕıa potencial, mecánica de fluidos, teoŕıa electromagnética,

aerodinámica y muchas más.

El Caṕıtulo 1 contiene los preliminares, en donde se estudiará conceptos importan-

tes, y se introduce la notación que haremos uso. Además se estudiará el Teorema de

la aplicación abierta, un resultado de gran relevancia que nos garantiza que toda fun-

ción holomorfa es abierta. A continuación estudiaremos las transformaciones conformes,

transformaciones que serán protagonistas en la demostración del Teorema de representa-

ción de Riemann, y se darán algunos ejemplos sobre estas transformaciones. Por último

se estudiará el principio del módulo máximo, que nos permite en el siguiente caṕıtulo

demostrar el Lema de Schwarz.

En el caṕıtulo 2 demostraremos el Lema de Schwarz, herramienta importante para la

demostración del Teorema de representación de Riemann y que también nos permite

obtener los automorfismos en el disco unidad. A continuación se estudiará el espacio

de las funciones holomorfas, en el cual se inicia definiendo una topoloǵıa que recibe el
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nombre de topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos, en seguida se estudia

las familias normales, equicontinuas y relativamente compacto, a consecuencia de ello

tenemos un resultado llamado el Teorema de Montel, que afirma que una familia es nor-

mal si y solo si sus funciones están uniformemente acotadas sobre compactos, teorema

importante del cual se hará uso para construir la biyección conforme del Teorema de

Riemann. Luego veremos el Teorema de Hurwitz, del que obtendremos que el ĺımite de

una sucesión de funciones holomorfas inyectivas es constante o inyectivo.

Finalmente se enuncia y demuestra en forma detallada el Teorema de representación

de Riemann, además se prueba la equivalencia del problema de Dirichlet con el Teorema

de Riemann, donde se hace uso del núcleo de Poisson para solucionar el problema de

Dirichlet mediante el isomorfismo conforme garantizado por el Teorema de Riemann.

Para darle más énfasis a nuestro trabajo mostramos un teorema que caracteriza los

abiertos simplemente conexos haciendo uso del Teorema de la representación conforme

de Riemann.

Finalmente en el Caṕıtulo 3 se muestra un ejemplo expĺıcito donde se hace uso del

núcleo de Poisson para solucionar un problema de Dirichlet relacionado al potencial

complejo. Además del uso de las aplicaciones conformes para la solución de un proble-

ma relacionado a la transferencia de calor.
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Abstract

The main objective of this work is to study different topics related to Riemann’s confor-

mal representation theorem. We will focus mainly on two results: Riemann’s representa-

tion theorem and Dirichlet’s problem for simply related domains. For the development

of this work it is necessary to have knowledge about the complex analysis. This latter

as regards the mathematical part helps a better understanding of certain concepts and

allows the relation between them; As it has multiple applications in practice, for exam-

ple in solving problems of heat flow, potential theory, fluid mechanics, electromagnetic

theory, aerodynamics and many more.

Chapter 1 contains the preliminaries, where we will study important concepts, and in-

troduce the notation that we will use. In addition, the Open Application Theorem will

be studied, a result of great relevance that guarantees that all holomorphic functions

are open. Next we will study the conforming transformations, transformations that will

be protagonists in the demonstration of the Theorem of representation of Riemann, and

will give some examples on these transformations. Finally the principle of the maximum

module will be studied, which allows us in the next chapter Demonstrate the Schwarz

Lemma.

In Chapter 2 we will show Schwartz’s Lemma, an important tool for the demonstration

of Riemann’s representation theorem, and also allows us to obtain automorphisms in the

unit disc. Next we will study the space of holomorphic functions, in which we start by

defining a topology that is called the topology of uniform convergence on compact, then

we study normal families, equicontinuous and relatively compact, as a result we have

A result called the Montel Theorem, which states that a family is normal if and only if
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its functions are uniformly bounded on compact, it is important theorem which will be

used to construct the conformal bijection of Riemann’s Theorem. Next presents and de-

monstrates in detail the Theorem of Representation of Riemann, and the equivalence of

the Dirichlet problem with the Riemann’s theorem is tested, where the Poisson kernel is

used to solve the Dirichlet problem by the isomorphism as guaranteed by The Riemann’s

Theorem. To give more emphasis to our work we show a theorem that characterizes the

open simply connected using the Riemann’s conformal representation theorem.

Finally, in Chapter 3 an explicit example is shown where the Poisson kernel is used to

solve a Dirichlet problem related to the complex potential. In addition to the use of

conforming applications for the solution of a problem related to heat transfer.
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Introducción

En el año 1851 Georg Friedrich Bernhard Riemann en la defensa de su tesis doctoral

presenta una prueba del Teorema de representación conforme de Riemann, la cual fue de-

fendida ante Gauss. En ella Riemann muestra la existencia de un isomorfismo conforme

a la solución del problema de Dirichlet. Para esto, hace uso del principio de Dirichlet.

Teorema 0.1. (Principio de Dirichlet). Sea Ω un abierto acotado y u : Ω −→ R la

solución de ∆u = 0 con condición de frontera g, es decir, u |∂Ω= g. Entonces u es la

función que minimiza la enerǵıa de Dirichlet.∫ ∫
Ω

(
u2
x + u2

y.
)

La prueba presentada por Riemann recibió numerosas cŕıticas en años posteriores. Por

ejemplo en 1870 Weierstrass sacó a la luz un contraejemplo que demostraba que la

existencia de la función minimizante de principio de Dirichlet no era cierta en general.

Más tarde Hilbert demostró que para las condiciones que Riemann hab́ıa impuesto

no eran ciertas en general, para cualquier abierto simplemente conexo, sin embargo la

prueba presentada por Hilbert no era fácil de entender. Luego Schwarz, haciendo uso de

su principio de reflexión y de algunos métodos para problemas de frontera demostraŕıa

el siguiente resultado.

Teorema 0.2. Sea Ω un abierto simplemente conexo acotado por un número finito de

curvas reales anaĺıticas que intersecan en ángulos distintos de cero. Existe entonces un

homeomorfismo de Ω en D(0, 1) que transforma de manera conforme Ω en D(0, 1).

En la época de Schwarz, los teoremas de este tipo eran considerados los más dif́ıciles del

análisis. De hecho, los abiertos simplemente conexos con una frontera arbitraria fueron
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recién estudiados por W.F. Osgood en el año 1900.

Antes de 1912, todos los métodos que ofrećıan una aproximación al Teorema de Riemann

haćıan uso del problema con valores de frontera de la ecuación potencial ∆u = 0.

En 1912, Carathéodory diseño un método en el que, para un abierto simplemente co-

nexo Ω, encuentra una sucesión (fn)n que converge sobre compactos a un isomorfismo

conforme f : Ω −→ D(0, 1). Por primera vez, se demuestra rigurosamente el Teorema

de Riemann con una técnica relativamente simple. Poco después, Koebe mejoraŕıa la

prueba eliminando las superficies de Riemann de las que Caratheodory hacia uso.

En 1922 L. Fejér y F. Riesz se dieron cuenta que el isomorfismo conforme del teo-

rema de Riemann se pod́ıa obtener como solución de un problema que maximiza las

derivadas. Obtuvieron aśı una nueva prueba, publicada por primera vez en la revista

húngara Acta Szeged, que es la que estudiamos en este trabajo.

Los números complejos nacen de la necesidad de encontrar un extensión algebraica

cerrada de los números reales. La importancia del análisis complejo, radica en la de-

finición de función holomorfa, más exigente que la derivabilidad real, la cual consigue

proveer al análisis complejo de un especial interés, no sólo porque sus resultados pue-

den presentarse totalmente autocontenidos sino por lo sorprendente de algunos de sus

teoremas. Del estudio de las funciones holomorfas aparecen las aplicaciones conformes,

las cuales serán las aplicaciones protagonistas en este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Notación y resultados básicos de análisis complejo . . . . . . . . . . . . . 2

1.2. Teorema de la aplicación abierta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3. Transformaciones conformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Caṕıtulo 1:

Preliminares

1.1 Notación y resultados básicos de análisis

complejo

La notación empleada en este trabajo es la usual del análisis complejo. En esta sección

la introduciremos junto con los resultados básicos del análisis complejo que se suponen

conocidos.

Denotaremos por C al cuerpo de los números complejos y usualmente por Ω a un sub-

conjunto abierto de él. Como conjunto, C, no es otra cosa que R2, por tanto, dar una

topoloǵıa en C es lo mismo que dar una topoloǵıa en R2, es decir, la topoloǵıa asociada

a la norma eucĺıdea.

De esta forma si z ∈ C, escribimos |z| =
√
x2 + y2 a la norma de z ∈ C.

Si expresamos z como z = x+ iy con x, y ∈ R, llamaremos x = Re(z) e y = Im(z) a su

parte real e imaginaria respectivamente y z = x− iy al conjugado de z.

Un número complejo z se puede expresar en su forma polar como z = reiθ con r, θ ∈ R,

llamaremos r = |z| y θ al argumento de z.

Llamaremos argumento principal de z, denotado por Arg(z) al único argumento de z

tal que −π < Arg(z) ≤ π y Arg(z) al conjunto de todos sus argumentos.
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Llamaremos plano complejo ampliado al conjunto C∞ = C ∪ {∞}, donde (∞ /∈ C). En

este conjunto adoptamos la aritmética usual con∞. Al plano complejo ampliado C∞ se

le dota de una topoloǵıa para la cual es un espacio compacto.

1. Los entornos de los puntos a ∈ C son los entornos en C∞.

2. Para a =∞ una base de entornos en C∞ viene dada por:

Vr := {z ∈ C : |z| > r} ∪ {∞}, r > 0

3. C∞ se puede identificar con

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}

donde la aplicación ψ : C∞ −→ S dada por ψ(∞) = (0, 0, 1) =: N y

ψ(x+ iy) =

(
2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
, z = (x+ iy) ∈ C

es una biyección cuya inversa es:

ψ−1(x1, x2, x3) =
x1 + ix2

1− x3

ψ establece un homeomorfismo entre C∞ y S.

La aplicación ψ recibe el nombre de proyección estereográfica.

En el plano complejo ampliado se definirá más adelante las transformaciones de Möbius,

aplicaciones de gran importancia en el transcurso del presente trabajo.

Atendiendo a la topoloǵıa de plano complejo, dados a ∈ C y r > 0, el conjunto D(a, r) =

{z ∈ C : |z − a| < r} se llama disco abierto de centro a y radio r.

El conjunto D∗(a, r) = {z ∈ C : 0 < |z − a| < r}, se llama disco perforado de centro a.

El conjunto D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r} con a ∈ C y r ≥ 0, se llama disco cerrado

de centro a y radio r. Observar que D(a, 0) = 0.

Representaremos por C(a, r) = {z ∈ C : |z− a| = r} a la circunferencia de centro a ∈ C

y radio r > 0.

Sea E ⊂ C, diremos que z es un punto interior de E si se puede encontrar un entorno ε
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de z totalmente contenido en E. El conjunto formado solo por puntos interiores se llama

conjunto abierto.

Diremos que A ⊂ C es conexo cuando no puede ser descrito como unión disjunta de dos

conjuntos abiertos. Intuitivamente, un conjunto conexo está formado por un pieza “que

no se puede dividir”.

Llamaremos dominio en el plano complejo al conjunto de puntos de dicho plano que sea

abierto y conexo. El nombre de dominio para los conjuntos abiertos y conexos está dado

por el hecho de que en ellos serán definidos las funciones de variable compleja.

Definición 1.1. Se llama función de variable compleja a una aplicación cuyo dominio

Ω y rango Ω′ son subconjuntos de C. La notación habitual para este tipo de funciones

es z = (x, y) para representar a un elemento de Ω y w = (u, v) para un elemento de Ω′.

Se define una función compleja como

f : Ω −→ Ω′; Ω ⊂ C,Ω′ ⊂ C (1.1)

z = (x, y) 7→ w = (u, v) = f(z)

Se desprende de la definición que u y v, parte real e imaginaria de w, son funciones

reales de dos variables.

f : z 7→ f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

Definición 1.2. Si a cada valor de z le corresponde solo un valor w, se dice que w = f(z)

es una función uńıvoca.

Ejemplo 1.1. La función w = z2 es una función uńıvoca.

Definición 1.3. Si a cada valor de de z le corresponde más de un valor de w, se dice

que w es una función multivaluada de z.

Una función multivaluada puede considerarse como una colección de funciones biuńıvo-

cas, y a cada miembro se le conoce como una rama de la función, a un miembro particular

suele considerársele la rama principal de la función multivaluada, y al correspondiente

valor de la función, como valor principal.
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Ejemplo 1.2. Sea w5 = z es una función mult́ıvaluada.

En efecto, sea z = reiθ, de manera que w = z1/5 = r1/5eiθ/5. Si r = r1 y θ = θ1, entonces

w1 = r
1/5
1 eiθ

1/5
1 . A medida que el valor de θ aumenta de θ1 a θ1 + 2π, se tiene

w = r
1/5
1 ei(θ1+2π)/5 = r

1/5
1 eiθ1/5 · e2πi/5

w = w1e
2πi/5

Después de dos circuitos, se tiene

w = r
1/5
1 ei(θ1+4π)/5 = r

1/5
1 eiθ1/5 · e4πi/5

w = w1e
4πi/5

Para tres y cuatro circuitos, se tiene

w = w1e
6πi/5 , w = w1e

8πi/5

Después de cinco circuitos completos, el valor de w es w = w1e
10πi/5 = w1, de manera

que después de cinco circuitos completos en torno al origen, se obtiene el valor original

de w. Por tanto el ciclo se repite

Figura 1.1: La función multivaluada w = z1/5.

Entonces w = z1/5 es una función con cinco valores, los cuales están dados por k =

0, 1, 2, 3, 4.

w = z1/5 = r1/5ei(θ+2πk)/5
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w = r1/5[cos(θ + 2πk)/5 + i sen(θ + 2πk)/5]

A la función w se le considera como una colección de 5 funciones biuńıvocas, a las que se

les conoce como ramas de la función multivaluada, al restringir θ de manera adecuada.

Entonces por ejemplo se escribe:

w = r1/5(cos(θ/5) + i sen(θ/5))

donde se consideran los cinco intervalos posibles para θ, los cuales son 0 ≤ θ < 2π, 2π ≤

θ < 4π, 4π ≤ θ < 6π, 6π ≤ θ < 8π, 8π ≤ θ < 10π, el resto de intervalos da repeticiones

de estos.

Al primer intervalo 0 ≤ θ < 2π , se le conoce como rango principal de θ, y corresponde

a la rama principal de la función multivaluada. Como al rodear sucesivamente z = 0 se

obtienen diferentes valores de f(z), a z = 0 se le conoce como punto de ramificación.

El análisis geométrico de las funciones de variable compleja requiere de cuatro dimensio-

nes: dos para la variable z y dos para la variable w. Una solución para ello es representar

los elementos del dominio de la función sobre un plano (llamado bz) y los elementos del

rango sobre otro plano (llamado bw) Una forma de caracterizar geométricamente a las

funciones de variable compleja es a través de la representación de las transformaciones

que produce a curvas y conjuntos en general, de un plano a otro.

Esta representación es útil para resolver diversos problemas f́ısicos de campos y poten-

ciales.

Figura 1.2: Transformación de regiones mediante una función de variable compleja
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Definición 1.4. Si w = u + iv es una función uńıvoca de z = x + iy, se escribe

u + iv = f(x + iy). Si se igualan las partes reales y las imaginarias, se ve que esto

equivale a

u = u(x, y) y v = v(x, y) (1.2)

Aśı, dado un punto (x, y) del plano z, como P en la figura (1.3), existe un punto co-

rrespondiente (u, v) en el plano w, como P′. Al conjunto de ecuaciones (1.2) [o a su

equivalente, w = f(z)] se le llama transformación. Se dice que el punto P se lleva o

transforma en el punto P′ por medio de esa transformación, y a P′ se le conoce como la

imagen de P.

Figura 1.3: Transformación de puntos del plano xy al plano uv.

Ejemplo 1.3. Sea la función

f : C −→ C

z −→ z2 = x2 − y2 + i2xy

que define el sistema:

 u(x, y) = x2 − y2

v(x, y) = 2xy

Para caracterizar la transformación se eligen dos familias de rectas, la primera de las

paralelas al eje y (familia γ1), y la segunda de las paralelas al eje x (familia γ2).

La función z2 transforma las familias γ1 y γ2 del plano bz en las familias Γ1 y Γ2,
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respectivamente, del plano bw, que representa familias de parábolas como se demuestra

a continuación.

γ1


x = k

y = y

y ∈ R

−→
z2 Γ1


u = k2 − y2

v = 2ky

y ∈ R

=⇒


u = k2 − v2

4k2
, k 6= 0 u ≤ 0

v = 0, k = 0

γ2


x = x

y = k

y ∈ R

−→
z2 Γ2


u = x2 − k2

v = 2xk

x ∈ R

=⇒


u =

v2

4k2
− k2, k 6= 0 u ≥ 0

v = 0, k = 0

La función z2 transforma rectángulos del plano bz en rectángulos de lados parabóli-

cos en el plano bw.

Figura 1.4: Transformación de caminos mediante la función f(z) = z2

Algunas transformaciones generales.

A continuación α, β son constantes complejas dadas, y “a”,“θ0” son constantes reales.

Definición 1.5. Llamamos traslación a la transformación dada por w = z + β.

Mediante esta transformación, las figuras del plano z se desplazan o trasladan en direc-

ción del vector β.

Definición 1.6. Llamamos rotación a la transformación dada por w = eiθ0z.
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Mediante esta transformación, las figuras del plano z se rotan un ángulo θ0.

Si θ0 > 0, la rotación es en sentido contrario a las manecillas del reloj, y si θ0 < 0, la

rotación es en sentido de las manecillas del reloj.

Definición 1.7. Llamaremos dilatación a la transformación dada por w = az.

Mediante esta transformación, las figuras del plano z se dilatan (o contraen) en la

dirección de z, si “a > 1” (o 0 < a < 1). La contracción se considera un caso especial

de la dilatación.

Definición 1.8. Llamaremos inversión a la transformación dada por w = 1/z.

Ahora, |w| = 1/|z| y arg(w) = −arg(z). Las distancias al origen se transforman en sus

rećıprocas y los argumentos se transforman en sus opuestos.

Ejemplo 1.4. Sea R la región rectangular del plano z, limitada por x = 0, y = 0, x =

2, y = 1. Determine la región R′ del plano w a la que se lleva la región R con las

transformaciones: a) w = z + (1− 2i), b) w =
√

2eπi/4z.

Solución

a) Sea w = z+(1−2i). Aśı, u+iv = x+iy+1−2i = (x+1)+i(y−2) y u = x+1, v = y−2.

La recta x = 0 se lleva a u = 1; y = 0 se lleva a v = −2; x = 2 se lleva a u = 3; y = 1

se lleva a v = −1.

Figura 1.5: Traslación del rectángulo R en el plano z al rectángulo R′ en el plano w
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b) Sea w =
√

2eπi/4z. Aśı, u+iv = (1+i)(x+iy) = x−y+i(x+y) y u = x−y, v = x+y.

La recta x = 0 se lleva a u = −y, v = y ó u = −v, la recta y = 0 se lleva a u = x, v = x

ó u = v, x = 2 se lleva a u = 2− y, v = 2 + y ó u+ v = 4; y = 1 a u = x+ 1, v = x+ 1

ó v − u = 2

Figura 1.6: Rotación del rectángulo R en el plano z al rectángulo R′ en el plano w

En general, la transformación w = az realiza una rotación y una dilatación de una

región.

Ejemplo 1.5. Determinar la región del plano w a la que se lleva cada una de las regiones

siguientes mediante la transformación w = z2. a) Primer cuadrante del plano z, b)

Región limitada por x = 1, y = 1, y x+ y = 1.

a) Sea z = reiθ, w = ρeiφ. Entonces ρeiφ = r2ei2θ y ρ = r2, φ = 2θ. Por tanto, los puntos

del plano z en (r, θ) se rotan un ángulo 2θ. Como los puntos del primer cuadrante del

plano z ocupan la región 0 ≤ θ ≤ π/2, estos puntos son llevados a 0 ≤ φ ≤ π, o el

semiplano superior del plano W .

Figura 1.7: Transformación del primer cuadrante al semiplano superior mediante w = z2.
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b) Como w = z2 equivale a u+ iv = x2− y2 + 2ixy, entonces u = x2− y2 y v = 2xy. La

recta x = 1 se lleva a u = 1−y2, v = 2y ó u = 1− v
2

4
; la recta y = 1 a u = x2−1, v = 2x

ó u =
v2

4
−1; la recta x+y = 1 ó y = 1−x a u = x2−(1−x)2 = 2x−1, v = 2x(1−x) =

2x− 2x2 ó v =
1

2
(1− u2).

Figura 1.8: Transformación del triángulo ABC al triangulo A′B′C ′.

Llamando A′C ′ = γ1, B
′C ′ = γ2, A

′B′ = γ3. Entonces:

Arg(γ1, γ3) = Arg(γ′1(-1)) - Arg(γ′3 (-1)) =
π

2
− π

4
=
π

4
.

Arg(γ1, γ2) = Arg(γ′2(2)) - Arg(γ′1 (2)) =
3π

4
− π

4
=
π

2
.

Arg(γ2, γ3) =
π

4
.

Se observa que los ángulos del triángulo ABC son iguales, respectivamente, a los ángulos

del triángulo curviĺıneo A′B′C′. Es decir la transformación preserva ángulos.

Definición 1.9. La transformación w = αz+ β, α y β constantes complejas, se conoce

como transformación lineal. Se observa que una transformación lineal es una combina-

ción de las transformaciones traslación, rotación y dilatación.

Definición 1.10. Sea Ω ⊂ C abierto y f : Ω −→ C. se dice que f es derivable en

sentido complejo en a ∈ Ω se existe el ĺımite

ĺım
z−→a

f(z)− f(a)

z − a

El valor de este ĺımite se denota por f ′(a) y se llama derivada de f en a.
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Se dice que f es holomorfa en Ω cuando es derivable para todo punto a ∈ Ω. Denotamos

por H(Ω) al conjunto de funciones holomorfas en Ω.

Otra manera de escribir la derivada de f(z) es

f ′(z) = ĺım
4z−→0

f(z +4z)− f(z)

4z

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho más

restrictiva de lo que puede parecer a primera vista.

Teorema 1.1. Sea Ω ⊂ C un conjunto abierto, a ∈ Ω y f : Ω→ C una función de Ω en

C. Notemos que a = α+ iβ, u(x, y) = Ref(x+ iy),v(x, y) =Im f(x+ iy). Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) f es derivable (en sentido complejo) en el punto a.

ii) Las funciones u(x, y) = Ref(x + iy),v(x, y) =Im f(x + iy) son diferenciables en

a = (α, β) y además se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
∂u

∂x
(α, β) =

∂v

∂y
(α, β)

∂u

∂y
(α, β) = −∂v

∂x
(α, β)

Demostración. Ver [7]. �

Teorema 1.2. Sea f : Ω −→ C. Son equivalentes

i) f es holomorfa en Ω.

ii) f es continua y la forma diferencial f(z)dz es cerrada en Ω, es decir
∫
∂C

f(z)dz = 0

para cada curva cerrada simple C ⊂ Ω.

Usualmente llamaremos teorema de Cauchy-Goursat a la implicación i)→ ii) y llama-

remos teorema de Morera a su rećıproco ii)→ i).

Demostración. Ver [1],[8]. �
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Teorema 1.3. (Fórmula Integral de Cauchy). Sea f(z) holomorfa sobre y en el interior

de una curva simple cerrada C y sea “a” un punto en el interior de C. Entonces

f(a) =
1

2πi

∮
C

f(z)

z − a
dz (1.3)

donde C se recorre en sentido positivo. además, la n-ésima derivada de f(z) en z = a

es

f (n)(a) =
n!

2πi

∮
C

f(z)

(z − a)n+1
dz , n = 1; 2; 3; . . . (1.4)

La expresión en (1.3) puede considerarse el caso especial de la expresión (1.4) en el que

n = 0, con 0! = 1.

Figura 1.9: Región encerrada por la curva C.

Los resultados dados en (1.3) y (1.4) se conocen como fórmulas integrales de Cauchy,

y son importantes porque muestran que si una función f(z) se conoce sobre una curva

simple cerrada C, puede hallarse el valor de la función y los valores de todas sus deriva-

das en todos los puntos interiores de C.

Por tanto, si una función de variable compleja tiene primera derivada, es decir, es ho-

lomorfa, en una región simplemente conexa R, todas sus derivadas de orden superior

existen en R, es decir también son holomorfas, hecho que no se cumple con las funciones

de variable real.

Para demostrar el teorema(1.3), se hará uso del siguiente resultado, su demostración se

encuentra en [8].
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Teorema 1.4. Sea f(z) una función holomorfa en una región limitada por dos curvas

simples cerradas C y C1 (donde C1 se encuentra en el interior de C ) y sobre estas curvas.

Entonces ∮
C
f(z) dz =

∮
C1
f(z) dz

Este resultado se puede generalizar mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.5. Sea f(z) una función holomorfa en una región limitada por las curvas

simples cerradas que no se superponen C, C1, C2, . . . , Cn donde C1, C2, C3, . . . , Cn se

encuentran en el interior de C, y sobre estas curvas. Entonces,∮
C
f(z) dz =

∮
C1
f(z) dz +

∮
C2
f(z) dz · · ·+

∮
Cn
f(z) dz

Esto muestra que si se desea integrar f(z) a lo largo de la curva C puede sustituirse por

cualquier curva C1 siempre que f(z) sea holomorfa en la región entre C, C1.

Ahora pasaremos a la demostración de la formula integral de Cauchy.

Demostración. La función
f(z)

z − a
es anaĺıtica sobre y en el interior de C excepto en el

punto z = a. De acuerdo con el teorema (1.4), se tiene∮
C

f(z)

z − a
dz =

∮
Γ

f(z)

z − a
dz (1.5)

donde se elige Γ como una circunferencia de radio ε con centro en a. De este modo, una

ecuación de Γ es |z − a| = ε ó z − a = εeiθ, donde 0 ≤ θ < 2π.

Se sustituye z = εeiθ +a, dz = iεeiθdθ y la integral de la derecha en (1.5) se convierte en

∮
Γ

f(z)

z − a
dz =

2π∫
0

f(εeiθ + a)iεeiθ

εeiθ
dθ

= i

2π∫
0

f(εeiθ + a) dθ

De manera que, de acuerdo con (1.5)

∮
C

f(z)

z − a
dz = i

∫ 2π

0

f(εeiθ + a) dθ (1.6)
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Se toman los ĺımites en ambos lados de (1.6), y mediante la continuidad de f(z), se tiene∮
C

f(z)

z − a
dz = ĺım

ε→0
i

∫ 2π

0

f(a+ εeiθ)dθ

= i

∫ 2π

0

ĺım
ε→0

f(a+ εeiθ)dθ

= i

∫ 2π

0

f(a)dθ

= if(a)(2π)

De donde

f(a) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − a
dz

�

La demostración de la n-ésima derivada de f(z) en z = a se encuentra en [1], donde se

hace uso de la inducción matemática para su demostración.

Teorema 1.6. (Teorema de Weiertrass). Si (fn)n es una sucesión de funciones holo-

morfas en un abierto Ω que converge uniformemente sobre compactos hacia una función

f : Ω −→ C, entonces f es holomorfa en Ω y la sucesión de las derivadas (f ′n)n converge

uniformemente sobre compactos hacia la derivada f ′.

Demostración. Ver [7]. �

El siguiente resultado es el principio de identidad, también llamado principio de prolon-

gación anaĺıtica. Será de gran utilidad para extender funciones que conocemos en R al

plano complejo.

Teorema 1.7. Si dos funciones holomorfas en un dominio Ω coinciden en un subconjun-

to de Ω que tiene algún punto de acumulación en Ω entonces dichas funciones coinciden

en Ω.

Demostración. Ver [7]. �

Definición 1.11. Un punto en el que f(z) no sea holomorfa se llama punto singular o

singularidad de f(z). Existen varios tipos de singularidad.
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a. Singularidad aislada. El punto z = z0 es un singularidad aislada o un punto singular

aislado de f(z) si es posible hallar un δ > 0 tal que el ćırculo |z − z0| = δ no contenga

ningún otro punto singular distinto de z0 (es decir, si existe una vecindad agujerada

δ de z0 que no contenga ninguna singularidad). Si no es posible hallar un δ con estas

caracteŕısticas, se dice que z0 es una singularidad no aislada.

Si z0 no es punto singular y es posible hallar un δ > 0 tal que |z − z0| = δ no contenga

ningún punto singular, entonces z0 es un punto ordinario de f(z).

b. Si z0 es una singularidad aislada y es posible hallar un entero positivo “n” tal que

ĺım
z→z0

(z − z0)nf(z) = A 6= 0, entonces z = z0 es un polo de orden n. Si n = 1, z0 es un

polo simple.

Ejemplo 1.6.

1. f(z) =
1

(z − 2)3
tiene un polo de orden 3 en z = 2, pues para n = 3, se tiene

ĺım
z→2

(z − 2)3 1

(z − 2)3
= 1 6= 0

2. f(z) =
(3z − 2)

(z − 1)2(z + 1)(z − 4)
tiene un polo de orden 2 en z = 1, y polos simples en

z = −1 y z = 4.

c. Singularidad removible. Un punto singular aislado z0 es una singularidad removible

de f(z) si ĺım
z→z0

f(z) existe. Al definir f(z0) = ĺım
z→z0

f(z) se muestra que f(z) no sólo es

continua en z0, sino también anaĺıtica en z0.

Ejemplo 1.7. El punto singular z = 0 es una singularidad removible de f(z) =
sen(z)

z
,

pues ĺım
z→z0

(
sen(z)

z

)
= 1

d. Singularidad esencial. El punto z = z0 es una singularidad esencial si no es posible

hallar un entero positivo n tal que ĺım
z→z0

(z − zz)nf(z) = A 6= 0.

En la siguiente definición introducimos la noción de función meromorfa.

Definición 1.12. Sea f : Ω −→ C es meromorfa si existe un conjunto P ⊂ Ω de puntos

aislados en Ω tal que f es holomorfa en Ω \ P y f tiene un polo en cada punto de P .

Es claro que, toda función holomorfa es también una función meromorfa.
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Definición 1.13. Se llama residuo de la función holomorfa f(z) en su punto singular

aislado z0 en cuyo entorno la función es univaluada, a la expresión

Res[f(z), z0] =
1

2πi

∫
C

f(z) dz (1.7)

donde C ⊂ C es un entorno cerrado cualquiera que envuelve al punto z0.

Figura 1.10: Definición del residuo en un punto singular aislado.

Recordar que si z0 es un punto singular aislado para la función f(z), esta puede ser

desarrollada en el entorno de dicho punto en una serie de Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n (1.8)

y los coeficientes de esta serie vienen dados por la expresión

an =
1

2πi

∫
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz (1.9)

donde C es cualquier contorno cerrado que envuelva al punto z0.

Teniendo en cuenta (1.9) podemos afirmar que el residuo de una función en su punto

singular aislado es igual al coeficiente a−1 del desarrollo de dicha función en serie de

Laurent en el entorno de dicho punto.

Res[f(z), z0] = a−1

De donde ∫
C
f(z)dz = 2πia−1
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Al coeficiente a−1 se le llama residuo de f(z) en z = z0. El residuo es una medida

del grado de no analiticidad de f(z), pues es lo que queda de la función al integrarla

alrededor del punto; lo que le resta analiticidad a la función. De ah́ı el origen de su

nombre.

Teorema 1.8. (Teorema de los residuos). Si f(z) es holomorfa en el interior y sobre un

curva simple cerrada C, excepto en un número finito de puntos a, b, c, · · ·n en el interior

de C, en los que los residuos son a−1, b−1, c−1, · · ·n−1, respectivamente, entonces∮
C
f(z) dz = 2πi(a−1 + b−1 + c−1 + · · ·+ n−1)

es decir, 2πi veces la suma de los residuos en todas las singularidades contenidas en C.

Figura 1.11: Integración sobre una región simplemente conexa con n singularidades

Demostración. Se trazan las circunferencias C1, C2, · · · , comprendidos en el interior de

C y con centros en a, b, c, · · · , n respectivamente.

Esto es posible porque a, b, c, · · · , n, son puntos interiores. De acuerdo con el teorema

(1.5), se tiene ∮
C
f(z)dz =

∮
C1

f(z)dz +

∮
C2

f(z)dz + · · ·

Pero ∮
C1

f(z)dz = 2πia−1 ,

∮
C2

f(z)dz = 2πib−1

De este modo∮
C
f(z)dz = 2πi(a−1 + b−1 + c−1 + · · · ) = 2πi(suma de residuos)

�
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La prueba dada aqúı del teorema del residuo es para regiones simplemente conexas

que contengan una cantidad finita de singularidades de f(z). Esta prueba se extiende a

regiones con una cantidad infinita de singularidades aisladas y a regiones multiplemente

conexas.

El siguiente resultado nos permitirá calcular el residuo de una función holomorfa en un

polo de orden m.

Proposición 1.1. Si f(z) es holomorfa en el interior y sobre una curva cerrada simple

C, excepto en un polo “a” de orden m en el interior de C, entonces el residuo de f(z)

en “a” esta dado por

a−1 = ĺım
z→a

1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
{(z − a)mf(z)} (1.10)

Demostración. Ver [8]. �

Ejemplo 1.8. Si f(z) =
z

(z − 1)(z + 1)2
, entonces z = 1 y z = −1 son polos de orden

uno y dos, respectivamente.

Utilizando (1.10), se tiene

Residuo en z = 1 es ĺım
z→1

(z − 1)

{
z

(z − 1)(z + 1)2

}
=

1

4

Residuo en z = −1 es ĺım
z→−1

1

1!

d

dz

{
(z + 1)2

(
z

(z − 1)(z + 1)2

)}
= −1

4

El siguiente teorema puede ser empleado para calcular con gran facilidad algunas integra-

les cuyo integrando tenga la forma de la derivada logaŕıtmica de una función holomorfa.

Si esto es aśı, basta tan solo contar el número de ceros y de polos y multiplicar su dife-

rencia por 2πi. Es decir, integramos contando puntos.

Este teorema nos será de gran utilidad para demostrar más adelante el principio del

argumento y como consecuencia, el Teorema de Rouché.

Teorema 1.9. Sea f(z) holomorfa en el interior y sobre una curva cerrada simple C,

salvo en un polo z = α de orden(multiplicidad) p en el interior de C. Suponga únicamente

que f posee un único cero z = β de orden(multiplicidad) n sobre C. Entonces

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = n− p
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Demostración. Sean C1 y γ1 circunferencia de C que no se superponen y que encierran

a z = α y a z = β, respectivamente.

Figura 1.12: Región simplemente conexa con un cero y un polo.

De esta manera

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
C1

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2πi

∮
γ1

f ′(z)

f(z)
dz (1.11)

Como f(z) es un polo de orden p en z = α, se tiene

f(z) =
F (z)

(z − α)p
(1.12)

donde F (z) es holomorfa y diferente de cero en el interior y sobre C1. Aśı, tomando

logaritmos en (1.12) y derivando, se tiene

lnf(z) = ln

(
F (z)

(z − α)p

)
lnf(z) = ln (F (z))− ln ((z − α)p)

lnf(z) = ln (f(z))− pln(z − α)

Derivando
f ′(z)

f(z)
=
F ′(z)

F (z)
− p

(z − α)
(1.13)

de manera que

1

2πi

∮
C1

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
C1

F ′(z)

F (z)
dz − p

2πi

∮
C1

dz

z − α
(1.14)

Observar que
F ′(z)

F (z)
es holomorfa sobre C1 pues por la Fórmula Integral de Cauchy se

tiene que por ser F (z) holomorfa entonces existen y son holomorfas todas las derivadas
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de la función F (n)(z), para todo n ∈ N, en particular para n = 1, se obtiene que F ′(z)

es anaĺıtica.

Luego
F ′(z)

F (z)
es holomorfa, de donde

1

2πi

∮
C1

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
C1

F ′(z)

F (z)
dz − p

2πi

∮
C1

dz

z − α

=
1

2πi
(0)− p

2πi

(
2πi ĺım

z→α
(z − α)

1

(z − α)

)
= 0− p = −p

Por otra parte como f(z) tiene un cero de orden n en z = β, se tiene

f(z) = (z − β)nG(z) (1.15)

donde G(z) es holomorfa y diferente de cero en el interior y sobre γ1

Aplicando logaritmo y derivando

f ′(z)

f(z)
=

n

z − β
+
G′(z)

G(z)
(1.16)

Entonces
1

2πi

∮
γ1

f ′(z)

f(z)
dz =

n

2πi

∮
γ1

dz

z − β
+

1

2πi

∮
γ1

G′(z)

G(z)
dz (1.17)

1

2πi

∮
γ1

f ′(z)

f(z)
dz =

n

2πi
(2πi) + 0 = n (1.18)

Reemplazando en (1.17)

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
C1

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2πi

∮
γ1

f ′(z)

f(z)
dz

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = n− p

�

Teorema 1.10. (Principio del Argumento). Sea f(z) holomorfa en el interior y sobre

una curva cerrada simple C excepto por un número finito de polos en el interior de C.

Suponga que f(z) 6= 0 en C. Si N y P son, respectivamente, el número de ceros y el

número de polos de f(z) en el interior de C, contando las multiplicidades, entonces

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = N − P (1.19)
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Figura 1.13: Región simplemente conexa con un número de ceros y polos finitos.

Demostración. Sean α1, α2, · · · , αj y β1, β2, · · · , βk los respectivos polos y ceros de f(z)

en el interior de C, y suponga que sus multiplicidades son p1, p2, · · · , pj y n1, n2, · · · , nk

Encerrando todos los polos y todos los ceros en las circunferencias C1, C2, · · · , Cj y

Γ1,Γ2, · · · ,Γk, que no se superponen. Esto siempre es posible porque los polos y los

ceros son aislados

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
C1

f ′(z)

f(z)
dz+

1

2πi

∮
C2

f ′(z)

f(z)
dz+· · ·+ 1

2πi

∮
Cj

f ′(z)

f(z)
dz+

1

2πi

∮
Γ1

f ′(z)

f(z)
dz+

1

2πi

∮
Γ2

f ′(z)

f(z)
dz + · · ·+ 1

2πi

∮
Γk

f ′(z)

f(z)
dz

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = n1 + n2 + · · ·+ nk − (p1 + p2 + · · ·+ pj)

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz =

k∑
i=1

ni −
j∑
i=1

pj = N − P

�

Como consecuencia del teorema del argumento, enunciamos el teorema de Rouché.

Teorema 1.11. Sea f(z) y g(z) holomorfas en el interior y sobre una curva simple

cerrada C y suponga que |g(z)| < |f(z)| sobre C. Entonces, f(z) + g(z) y f(z) tienen el

mismo número de ceros en el interior de C.

Demostración. Ver[8] �
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1.2 Teorema de la aplicación abierta

El teorema de la aplicación abierta se presenta como uno de los principales resultados

de la teoŕıa de funciones holomorfas y nos garantiza que todas ellas son abiertas. Este

teorema se utilizará en numerosas ocasiones a lo largo del trabajo.

Para demostrarlo, debemos probar primero el teorema de la función inversa para fun-

ciones holomorfas.

Teorema 1.12. (Teorema de la función inversa) Sea f : Ω→ C una función holomorfa

definida en un abierto Ω ⊂ C. Sea a ∈ Ω un punto en el que f ′(a) 6= 0. Entonces existen

entornos abiertos U de a y W de f(a) de modo que f |Ua es inyectiva, W = f(Ua) y

g = (f |Ua)−1 : W → Va es holomorfa. Además, si w = f(z), g′(w) = 1/f ′(z).

Demostración. La demostración se basará usando el teorema de la función inversa para

funciones diferenciales reales.

Entonces habŕıa que comprobar que el jacobiano es diferente de cero, pero se sabe que

el jacobiano de f en a es |f ′(a)|2, esto se debe a que al ser f holomorfa se satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann y el jacobiano vendŕıa dado por

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∂u

∂y

−∂u
∂y

∂u

∂x

∣∣∣∣∣∣∣ =

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

=

∣∣∣∣∂u∂x + i
∂u

∂y

∣∣∣∣2 = |f ′(z)|2

con lo cual evaluando en el punto a, si f ′(a) no se anula, tampoco se anula el jacobiano.

Por tanto, tenemos garantizado por el teorema de la función inversa para funciones

diferenciables reales, que existen entornos abiertos U de a y W de f(a), de modo que

f |Ua es biyectiva y f−1 es de clase C1 en W .

f : Ua → R2 , g : W → R2
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Solo falta comprobar que g es holomorfa, para lo cual se usará las condiciones de Cauchy-

Riemman.

Puesto que g es diferenciable entonces existen sus derivadas parciales y además la matriz

jacobiana de g es la inversa de la matriz jacobiana de f ,

 xu xv

yu yv

 =

 ux uy

vx vy

−1

=

 ux −vx
vx ux

−1

=
1

|f ′|2

 ux vx

−vx ux


usando las condiciones de Cauchy-Riemman para f . Se tiene que

xu =
ux
|f ′|2

, xv =
vx
|f ′|2

, yu = − vx
|f ′|2

, yv =
ux
|f ′|2

xu = yv, xv = −yu,

y por lo tanto g es holomorfa. Finalmente

g′(w) =
∂g(u+ iv)

∂u

= xu(u, v) + iyu(u, v)

=
ux(x, y)

ux(x, y)2 + vx(x, y)2
− i vx(x, y)

ux(x, y)2 + vx(x, y)2

=
1

ux(x, y) + ivx(x, y)

=
1

f ′(z)

�

El siguiente lema recorre una gran parte del camino en la demostración del teorema de

la aplicación abierta.

Lema 1.1. Sea Ω ⊂ C un abierto conexo, f ∈ H(Ω) no constante y a un cero aislado de

f(z)− f(a) con multiplicidad m. Entonces existe un entorno abierto Ua ⊂ Ω, un δ > 0

y una biyección ϕ : Ua −→ D(0, δ) tales que f(z) = f(a) + (ϕ(z))m y ϕ′(z) 6= 0 para

todo z ∈ Ua y (ϕ−1)
′
(w) 6= 0 para todo w ∈ D(0, δ).

Demostración. El punto “a” es un cero de f(z)− f(a) de multiplicidad m, luego existe

un disco D(a, r) ⊂ Ω tal que f(z)− f(a) = (z − a)mg(z), con g(z) 6= 0 y holomorfa en
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dicho disco. Se tiene entonces que la función
g′(z)

g(z)
es holomorfa en D(a, r) y por lo tanto

tiene una primitiva, es decir, existe ϕ′(z) =
g′(z)

g(z)
, de donde se obtiene que g posee un

logaritmo holomorfo, esto es eϕ(z) = g(z) para todo z ∈ D(a, r). Dado m ∈ N la función

ψ(z) = eϕ(z)/m es holomorfa en D(a, r) y verifica que

(ψ(z))m = eϕ(z) = g(z) para todo z ∈ D(a, r)

es decir, ψ es una ráız m-ésima holomorfa de g en D(a, r).

Existe entonces una función ψ ∈ H (D(a, r)) tal que (ψ(z))m = g(z). Aśı, se tiene que

f(z)− f(a) = ((z − a)ψ(z))m = (ϕ(z))m , donde se ha definido ϕ : D(a, r) −→ C como

ϕ(z) = (z − a)ψ(z).

Tenemos que ϕ ∈ H (D(a, r)) , ϕ(a) = 0 y ϕ′(z) = ψ(z) + (z − a) (ψ′(z)) .

Esto implica que ϕ′(a) = ψ(a) 6= 0.

Aplicando el teorema de la función inversa para la función ϕ, existe Va ⊂ D(a, r) y

existe W0 ⊂ C entorno del cero tales que ϕ : Va −→ W0 es una biyección con ϕ′(z) 6= 0 y

(ϕ−1) (w) 6= 0 para todo z ∈ Va y w ∈ W0. Tomamos entonces δ > 0 tal que D(0, δ) ⊂ W0

y definiendo Ua como Ua = ϕ−1 (D(0, δ)) ⊂ Va ⊂ D(a, r), obteniéndose el resultado. �

Ahora demostraremos el teorema de la aplicación abierta, teniendo a nuestra disposición

el lema anterior.

Teorema 1.13. (Teorema de la aplicación abierta). Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y

f : Ω −→ C una función holomorfa no constante. Entonces f es abierta. Es más para

cada a ∈ Ω, si m es la multiplicidad de a como cero de f(z)− f(a), se tiene que existen

abiertos Ua ⊂ Ω y Vb ⊂ f(Ω) de a y b = f(a) respectivamente tales que f(z) − w tiene

exactamente m ceros distintos en Ua para cada w ∈ Vb \ {b}.

Demostración. Sea G ⊂ Ω abierto, entonces se ha de probar que f(G) es abierto. Sea

b ∈ f(G), llamemos a ∈ G un punto tal que f(a) = b. Como m ∈ N es el orden del

cero de la función f(z) − f(a), entonces por el lema anterior existen un abierto Ua,

δ > 0 y una biyección ϕ : Ua → D(0, δ) que verifican f(z) = f(a) + (ϕ(z))m para todo

z ∈ Ua y (ϕ−1)′(w) 6= 0 para todo w ∈ D(a, δ). Sabemos también, que ϕ(Ua) es abierto
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y ϕ(a) = 0 ∈ ϕ(Ua). Por tanto, para δ > 0, se tiene D(0, m
√
δ) ⊂ ϕ(Ua). Sea ahora w tal

que |w − f(a)| < δ y sea {u1, u2, · · · , um} = m
√
w − f(a), (|uk| < m

√
δ, 1 ≤ k ≤ m); se

tendrá que

∃z1, z2, . . . , zm ∈ Ua : ϕ(zk) = uk, 1 ≤ k ≤ m

de donde,

{z ∈ Ua : f(z) = w} = {z1, z2, . . . , zm},

Considerando Vb = D(b, δ) ⊂ f(G).

�

El siguiente corolario será de gran utilidad para obtener isomorfismos conformes, las

cuales se estudiaran más adelante.

Corolario 1.1. Sea Ω ⊂ C abierto y f ∈ H(Ω) es inyectiva. Entonces f ′(a) 6= 0 para

cada a ∈ Ω.

Demostración. Suponiendo que existe a ∈ Ω con f ′(a) = 0, entonces la aplicación

z −→ f(z) − f(a) tendŕıa un cero en a de orden al menos dos, pues en caso contrario,

podemos escribir

f(z)− f(a) = (z − a)ϕ(z), con ϕ(a) 6= 0

f ′(z) = ϕ(z) + (z − a)ϕ′(z)

evaluando en a,

f ′(a) = ϕ(a) + 0

0 = ϕ(a)

Lo que es absurdo, luego se tiene que para un entorno de a, f tendŕıa al menos dos

ráıces, por lo que no seŕıa inyectiva, lo que contradice la hipótesis. �
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1.3 Transformaciones conformes

Las transformaciones conformes serán las aplicaciones protagonistas del Teorema de la

representación de Riemann.

Las transformaciones conformes se utilizan para resolver problemas f́ısicas relacionados

con la ecuación de Laplace, ya que constituye un método estándar para resolver proble-

mas con valor en la frontera en teoŕıa bidimensional del potencial, al transformar una

región complicada dada en otra más sencilla.

Definición 1.14. Sea γ : [a, b] −→ C una curva. Diremos que γ tiene tangente en un

punto z = γ(t) cuando es derivable en t y γ′(t) 6= 0. El vector γ′(t) se llama vector

tangente a γ en z = γ(t).

Ahora recordemos la definición del ángulo entre dos curvas.

Definición 1.15. Dadas dos curvas γ, σ : [a, b] −→ C que se cortan en un punto

z = γ(t), σ(s) y que tienen tangente en dicho punto, se define el ángulo de la curva γ

con la curva σ en el punto z por:

γ̂, σ(z) = Arg

(
γ′(t)

σ′(t)

)
donde como es usual Arg(z) denota el conjunto de todos los argumentos de cualquier

complejo no nulo z. Observe que γ̂, σ(z) 6= σ̂, γ(z).

A continuación se dará la definición de transformación conforme.

Definición 1.16. Sea Ω un abierto de C y f : Ω −→ C una función continua en C.

Se dice que f es conforme en un punto z0 de Ω si f transforma curvas con tangente en

z en curvas con tangente en w0 = f(z0) y conserva ángulos en magnitud y sentido. Es

decir, si γ, σ : [a, b] −→ C son curvas en Ω que se cortan en z0 = (x0, y0) y que tienen

tangente en z0, son llevados respectivamente a f ◦γ y f ◦σ que se cortan en w0 = (u0, v0)

y tienen tangente en w0, tales que

γ̂, σ(z0) = ̂f ◦ γ, f ◦ σ(w0)
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Se dice que f es conforme en Ω si es conforme en todos sus puntos. El siguiente resultado

caracteriza las funciones conformes.

Proposición 1.2. Sea Ω un abierto en C, f : Ω −→ C una función continua y z0 ∈ Ω.

f es holomorfa en z0 con f ′(z0) 6= 0, entonces f es conforme en z0.

Demostración. Sean γ, σ : [a, b] −→ C curvas en Ω que se cortan en γ(t0) = z0 = σ(s0)

y que tienen tangente en dicho punto. Entonces, γ y σ son derivables con γ′(t0) 6= 0

y σ′(s0) 6= 0. Para demostrar que f es conforme, probaremos que f ◦ γ y f ◦ σ tienen

tangente en f(z0) y que γ̂, σ(z0) = ̂f ◦ γ, f ◦ σ(z0).

Sea γ̃ = f ◦ γ, σ̃ = f ◦ σ. Observar que γ̃(t0) = σ̃(s0) = f(z0). Por lo regla de la

cadena, tenemos:

γ̃′(t0) = f ′ (γ(t0)) .γ′(t0) = f ′(z0).γ′(t0) 6= 0 (1.20)

σ̃′(s0) = f ′ (σ(s0)) .σ′(s0) = f ′(z0).σ′(s0) 6= 0 (1.21)

De (1.20) y (1.21) se deduce que γ̃ y σ̃ tienen tangente en f(z0) y

γ̃′(t0)

σ̃′(s0)
=
f ′(z0).γ′(t0)

f ′(z0).σ′(s0)
=
γ′(t0)

σ′(s0)

Lo que implica que γ̂, σ(z0) = ̂̃γ, σ̃ (f(z0)), es decir f es conforme en z0. �

La siguiente proposición nos muestra que el rećıproco de la proposición anterior es cierto.

Proposición 1.3. Sea Ω un abierto de C, f : Ω −→ C una función continua en Ω

y z0 ∈ Ω. Escribimos u(x, y) = Re (f(x+ iy)) , v(x, y) = Im (f(x+ iy)) , para todo

x + iy ∈ Ω. Sopongamos que f es conforme en z0 y que u y v son diferenciables en z0.

Entonces f es derivable en z0 y f ′(z0) 6= 0.

Demostración. Ver [3]. �

La siguiente definición introduce la noción de isomorfismo conforme, un concepto que

será esencial a la hora de enunciar el teorema de Riemann.

Definición 1.17. Sean Ω1 y Ω2 dominios en C. se dice que f : Ω1 −→ Ω2 es un

isomorfismo conforme de Ω1 sobre Ω2 cuando es biyectiva, f y f−1 es conforme. Se dice

en este caso que los abiertos Ω1 y Ω2 son conformemente equivalentes.
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Un isomorfismo conforme de un dominio Ω sobre śı mismo se llama un automorfismo

conforme de Ω.

El problema general de la representación conforme consiste en decidir si dos abiertos del

plano complejo son isomorfos, y en caso de que lo sean, tratar de determinar todos los

isomorfismos conformen entre ellos.

En ese sentido las transformaciones de Möbius nos serán de gran utilidad para obtener

isomorfismos conformes.

Definición 1.18. Llamamos transformación de Möbius a una aplicación T: C∞ −→ C∞
definida de la forma

T (z) =
az + b

cz + d

donde a, b, c, d ∈ C son constantes tales que ad− bc 6= 0.

Conviene considerar a la función anterior como una acción de la matriz compleja

A :=
(
a b
c d

)
en el plano complejo y dada para z ∈ C por la igualdad

TA(z) = A · z = ( a bc d ) · z :=
az + b

cz + d

Observe ahora que si λ ∈ C− {0} es un complejo no nulo, la matriz

λA := λ.
(
a b
c d

)
=
(
λa λb
λc λd

)
Determina la misma transformación lineal fraccional ya que

(λA).z =
(
λa λb
λc λd

)
.z =

λaz + λb

λcz + λd
=
az + b

cz + d
= A.z

Claramente una transformación de Möbius es holomorfa en la región Ω = C−{cz+d = 0}

y su derivada es

T ′A(z) =
ad− bc

(cz + d)2

donde ad−bc = detA
(
a b
c d

)
. Se sigue que si detA = 0, entonces TA es constante. Por otra

parte, si detA 6= 0, la matriz A es invertible y se dice que TA es una transformación de

Möbius. como la inversa de la matriz A es
1

detA

(
d −b
−c a

)
. Entonces la matriz B :=

(
d −b
−c a

)
determina la inversa de la transformación de Möbius ya que
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TA ◦ TB.z =
(
a b
c d

)(
d −b
−c a

)
.z =

(
a b
c d

)( dz − b
−cz + a

)
=

(ad− bc)z
ad− bc

= z

Por lo tanto que TA ◦ TB = id, y por tanto TA es biyectiva, entonces, por el corolario

(1.1), las transformadas de Möbius son conformes.

El siguiente resultado nos permitirá construir la razón doble.

Proposición 1.4. Dadas dos ternas de puntos distintos C∞, z1, z2, z3 y w1, w2, w3, existe

una única transformación de Möbius T tal que T (z1) = w1, T (z2) = w2 y T (z3) = w3.

Demostración. La transformación de Möbius se puede escribir en la forma:

w =
az + b

cz + d

Azw +Bz + Cw +D = 0, A 6= 0 (1.22)

Dividimos (1.3) por A, entonces:

zw +
B

A
z +

C

A
w +

D

A
= 0

αz + βw + δ = −zw, dondeα =
B

A
, β =

C

A
, δ =

D

A

Como zi se aplica en wi para i = 1, 2, 3, tenemos

αz1 + βw1 + δ = −z1w1,

αz2 + βw2 + δ = −z2w2,

αz3 + βw3 + δ = −z3w3,

M =


z1 w1 1

z2 w2 1

z3 w3 1

 ,

que es un sistema de tres ecuaciones lineales en α, β y δ.

Este sistema es no homogéneo, ya que si zi = 0 para algún i = 1, 2, 3, entonces zj 6= 0

para todo j = 1, 2, 3, j 6= i, puesto que son tres puntos distintos. Análogamente para
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wi, i = 1, 2, 3. Luego siempre deben existir zi 6= 0 y wi 6= 0 para por lo menos un i, con

i = 1, 2, 3.

*Si 4 6= 0, con 4 = detM entonces existe un única solución para α, β, δ.

*Si 4 = 0, la primera columna de 4 es una combinación lineal de las columnas segunda

y tercera; entonces:

z1 = mw1 + n,

z2 = mw2 + n,

z3 = mw3 + n,

luego w =
1

m
z − n

m
, es una transformación lineal única que es un caso especial de la

transformaciones de Möbius. Con esto queda demostrado que tal transformación existe

y es única, ahora se va a deducir dicha transformación.

Si w1, w2, w3 corresponde a z1, z2, z3 tenemos:

w − wk =
az + b

cz + d
− azk + b

bzk + d
=

(ad− bc)(z − zk)
(cz + d)(czk + d)

;

entonces

w − w1 =
(ad− bc)(z − z1)

(cz + d)(cz1 + d)
(1.23)

w − w3 =
(ad− bc)(z − z3)

(cz + d)(cz3 + d)
(1.24)

reemplazando w por w2 y z por z2, tenemos:

w2 − w1 =
(ad− bc)(z2 − z1)

(cz2 + d)(cz1 + d)
(1.25)

w2 − w3 =
(ad− bc)(z2 − z3)

(cz2 + d)(cz3 + d)
(1.26)

Multiplicando (1.23) por (1.26) y dividiendo entre (1.24) por (1.25), y como ad− bc 6= 0

(w − w1)(w2 − w3)

(w − w3)(w2 − w1)
=

(z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)
= T (z) (1.27)

se tiene:

(z − z3)(w − w1)(z2 − z1)(w2 − w3) = (z − z1)(w − w3)(z2 − z3)(w2 − w1) (1.28)
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*Si z = z1 entonces w = w1.

*Si z = z3, entonces w = w3.

*Si z = z2, hay un factor común en ambos miembros de la ecuación (1.28), y esta se

reduce a:

(w − w1)(w2 − w3) = (w − w3)(w2 − w1)

resolviendo, se obtiene: w = w2. �

A la transformación de Möbius T del lado derecho de la igualdad en 1.27 la notaremos

por (z, z1, z2, z3) y a esta aplicación la llamaremos razón doble de z, z1, z2, z3. Además

se verifica que T (z1) = 0, T (z2) = 1, T (z3) =∞.

Ejemplo 1.9. Sea z0 un punto en el semiplano superior del plano z. Muestre que la

transformación w = eiθ0 [(z − z0)/(z − z0)] lleva el semiplano superior del plano z al

interior del ćırculo unitario en el plano w, es decir, a |w| 6 1

Se tiene

|w| =
∣∣∣eiθ0 (z − z0

z − z0

) ∣∣∣ =
∣∣∣z − z0

z − z0

∣∣∣
De acuerdo con la gráfica, si z está en el semiplano superior, |z−z0| 6 |z−z0|, en donde

la igualdad se satisface si y sólo si z está en el eje x. Por tanto |w| 6 1

Figura 1.14: Para z en el semiplano superior, |z − z0| 6 |z − z0|.
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Ejemplo 1.10. Encuentra una transformación de Möbius que lleve el semiplano supe-

rior al circulo unidad del plano w de manera que z = i se lleve a w = 0, y el punto al

infinito, a w = −1.

Se tiene que w = 0 debe corresponder a z = i, y w = −1, a z = ∞. Aśı, de

w = eiθ0
{

(z − z0)

(z − z0)

}
, se tiene 0 = eiθ0

{
(i− z0)

(i− z0)

}
, de manera que z0 = i. Para z = ∞,

se tiene w = eiθ0 = −1.

Por tanto, la transformación buscada es:

w = (−1)

(
z − i
z + i

)

w =
i− z
i+ z

Figura 1.15: Transformación de Möbius del semiplano superior al disco unidad.

Ejemplo 1.11. Encontrar una transformación de Möbius que lleve los puntos z = 0, z =

−i, z = −1 a w = +i, w = 1, w = 0, respectivamente.

Reemplazando, se tiene:

(w − i)(1− 0)

(w − 0)(1− i)
=

(z − 0)(−i+ 1)

(z + 1)(−i− 0)

despejando,

w = −i
(
z + 1

z − 1

)
El siguiente resultado nos permitirá relacionar la Transformación de Möbius con las

transformaciones generales.
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Proposición 1.5. La transformación de Möbius puede considerarse una combinación

de las transformaciones de translación, rotación, dilatación e inversión.

Demostración.

w =
az + b

cz + d
=
c2(az + b)

c2(cz + d)

=
ac2z + bc2

c2(cz + d)

=
ac2z + acd+ bc2 − acd

c2(cz + d)

=
ac(cz + d) + c(bc− ad)

c2(cz + d)

=
a

c
+

bc− ad
c(cz + d)

= λ+
u

z + v

donde λ =
a

c
, u =

bc− ad
c2

, v =
d

c
son constantes.La transformación es equivalente a

ξ = z + v, τ =
1

ξ
y w = λ + µτ , las cuales son combinaciones de las transformaciones

generales. �

Ejemplo 1.12. Es de interés la transformación de Mobius

T (z) =
z + i

z − i

que transforma el semiplano superior al disco unidad. Esta aplicación aparece en nume-

rosas ocasiones y la llamaremos transformación de Cayley.

Proposición 1.6. Las transformaciones de Möbius transforman circunferencias en cir-

cunferencias (en sentido amplio).

Demostración. La ecuación general de una circunferencia en el plano z la podemos

escribir como:

Azz +Bz +Bz + C = 0, donde A > 0, C > 0 y B ∈ C

Entonces, se tiene:
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i) si A = 0 la circunferencia se reduce a una ĺınea recta.

ii) Si w = z + a, a ∈ C, entonces z = w − a y z = w − a = w − a, por lo cual

A(w − a)(w − a) +B(w − a) +B(w − a) + C = 0

Aww − Aaw − Aaw + Aaa+Bw −Ba+Bw −Ba+ C = 0

Aww + (B − Aa)w + (B − Aa)w + (Aaa−Ba−Ba+ C) = 0

que es la ecuación de una circunferencia en el plano w.

iii) Si w = az, a ∈ C, entonces z =
w

a
y z =

w

a
, por tanto

A
(w
a

)(w
a

)
+B

(
w

a

)
+B

(w
a

)
+ C = 0,

Aww +Baw +Baw + Caa = 0,

Aww + (Ba)w + (Ba)w + Caa = 0,

que también es la ecuación de un circunferencia en el pano w.

iv) Si w =
1

z
, entonces z =

1

w
y z =

1

w
, lo cual implica que

A

(
1

w

)(
1

w

)
+B

(
1

w

)
+B

(
1

w

)
+ C = 0,

A+Bw +Bw + Cww = 0,

Cww +Bw +Bw + A = 0,

que también es la ecuación de un circunferencia en el plano w. Como la transformación

de Möbius se considera una combinación de traslación, rotación, dilatación e inversión,

se tiene el resultado deseado. �

La función exponencial nos proporciona un primer ejemplo de isomorfismo conforme. La

derivada de la función exponencial no se anula nunca, luego la transformación z −→ ez

es conforme e inyectiva sobre cualquier abierto Ω de C con la propiedad no contener

parejas de puntos z1, z2 verificando z1 − z2 ∈ 2πZ.
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Ejemplo 1.13. La función f(z) = ez establece un isomorfismo conforme entre la banda

horizontal Ω1 = {z ∈ C : 0 < Imz < π} y el semiplano superior.

En efecto, sea w = f(z) = ez = seiϕ, cons = ex, ϕ = y. entonces w = ρeiφ = seiϕ; de

donde ρ = ex, φ = y, de donde 0 < φ < π.

Ejemplo 1.14. El rectángulo limitado por y = 0, y = π, x = 0, x = 1 se transforma

mediante f(z) = ez al sector circular comprendido entre los radios ρ = 1, ρ = e, y los

ángulos φ = 0, φ = π.

En efecto, sabiamos que wez = exeiy = ρ, aśı ρeiφ = exeiy, de donde ρ = ex y φ = y.

Como 0 ≤ x ≤ 1 y 0 ≤ y ≤ π, entonces 1 ≤ ρ ≤ e, 0 ≤ φ ≤ π.

Ejemplo 1.15. La aplicación

Sa(z) = eiα
(
z − a
1− az

)
con α ∈ R y a ∈ D(0, 1) es un isomorfismo conforme del disco unidad en śı mismo.

En efecto, si |z| = 1, entonces

|Sa(z)| = |eiα|| z − a
1− az

| = |z − a|
|z||1− az|

=
|z − a|
|z − azz|

=
|z − a|
|z − a|

= 1

Además las transformaciones de Mobius transforman circunferencias en circunferencias

o rectas, luego Sa transforma necesariamente la frontera del disco unidad en śı misma.

Como Sa es derivable y continua por ser una transformación de Mobius, la imagen

de D debe ser conexa y por tanto, o bien Sa(D(0, 1)) = D(0, 1) o bien Sa(D(0, 1)) =

C \D(0, 1). Pero la segunda opción es absurda porque Sa(a) = 0. Aśı, Sa es una biyec-

ción holomorfa del disco unidad en śı mismo.

Se demostrará más adelante de hecho, que todas las biyecciones holomorfas del dis-

co unidad en śı mismo que env́ıan un punto a ∈ D(0, 1) al origen, son de este tipo.

Usando cálculo elemental garantizamos que la inversa de Sa es precisamente S−a, que

Sa(a) = 0 y que S ′a(a) =
1

1− |a|2
.



37

Veamos un resultado que nos permitirá encontrar isomorfismos conformes sin tener que

comprobar que cumplan todas las propiedades de la definición.

Proposición 1.7. Sea Ω ⊂ C un abierto y f : Ω → G una función holomorfa e

inyectiva. Entonces, para cada a ∈ Ω, se cumple que f ′(a) 6= 0, G = f(Ω) es abierto y

la inversa f−1 : G→ Ω es holomorfa. Consecuentemente f−1(b) 6= 0 para cada b ∈ G y

aśı f será un isomorfismo conforme entre Ω y G.

Demostración. Debido a que f es inyectiva, entonces f ′(a) 6= 0, para cada a ∈ Ω. Aśı,

por el teorema de la aplicación abierta G = f(Ω) es abierto, por lo tanto f es biyectiva.

Tomando b = f(a), tenemos que

f−1(b+ h)− f−1(b)

(b+ h)− b
=

1

f(f−1(b+ h))− f(f−1(b))

f−1(b+ h)− f−1(b)

h→0−→ 1

f ′(f−1(b))
=

1

f ′(a)

Y como f es inyectiva, f ′(a) 6= 0, es decir, existe la derivad, por lo tanto f−1 es holomorfa.

�

A continuación se estudia el Principio de módulo máximo para luego utilizarlo en la

demostración del lema de Schwarz, el cual será de gran importancia en la demostración

del Teorema de la representación de Riemann.
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1.4 Principio del Módulo Máximo

En gran medida, los resultados que se exponen en esta sección se basan observando la

propiedad de la media, la cual nos afirma que el valor de una función holomorfa en el

centro de una circunferencia es la media de sus valores en la circunferencia.

Recordemos que una función f ∈ H(Ω), con Ω un abierto de C; satisface la propiedad

de la media si para cada D(a, r) ⊂ Ω, se tiene

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a+ reiθ)dθ

Con las mismas hipótesis del resultado anterior, se tiene

|f(a)| 6 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ reiθ)|dθ

Se observa, que el segundo miembro es la media de los valores de |f | en la circunferencia,

pero ahora se está promediando números reales. Se tiene ahora una desigualdad, pero

que se puede decir cuando el valor promedio |f(a)| sea mayor o igual que todos los

valores de |f | en C(a, r).

Teorema 1.14. (Principio del módulo máximo). Sea Ω un dominio y f ∈ H(Ω).

Supongamos que |f | tiene un máximo relativo en un punto a ∈ Ω, es decir, existe δ > 0

tal que D(a, δ) ⊂ Ω y |f(z)| 6 |f(a)| para todo z ∈ D(a, δ). Entonces f es constante.

Demostración. Fijado r ∈]0, δ[, la función continua ψ : [0, 2π] −→ R definido por

ψ(t) = |f(a)| − |f(a+ reit)|, ∀t ∈ [0, 2π]

verifica que ψ(t) > 0,para todo t ∈ [0, 2π]. Luego∫ 2π

0

ψ(t)dt =

∫ 2π

0

(
|f(a)| − |f(a+ reit)|

)
dt

= 2π

(
|f(a)| − 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ reit)|dt
)
6 0
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Pero como ψ(t) > 0, entonces

2π∫
0

ψ(t)dt > 0, luego se tiene que ψ(t) = 0, c.t.p t ∈ [0, 2π].

Hemos probado aśı que |f(a)| = |f(a + reit)|, c.t.p t ∈ [0, 2π], pero esto además es

válido para todo r ∈ ]0, δ[, entonces

|f(z)| = |f(a)|, ∀z ∈ D(a, δ)

Aśı pues, la restricción de f al dominio D(a, δ) es holomorfa y tiene módulo constante,

luego es constante. Por el principio de identidad, como D(a, δ) tiene puntos de acumu-

lación en Ω, concluimos que f es constante en Ω como se queŕıa demostrar. �

Para aprovechar el teorema anterior, es natural ponerse en una situación que asegure la

existencia de un máximo, como se hace a continuación.

Proposición 1.8. Sea Ω un dominio acotado y f : Ω −→ C una función continua en

Ω y holomorfa en Ω. Entonces máx{|f(z)| : z ∈ Ω}= máx{|f(z)| : z ∈ ∂Ω}.

Demostración. Observar que ambos máximos existen, pues Ω y ∂Ω son compactos. Dado

a ∈ Ω tal que |f(a)| =máx{|f(z)| : z ∈ Ω}, caben dos posibilidades.

Si a ∈ ∂Ω, la igualdad buscada es evidente. En otro caso tenemos a ∈ Ω y podemos

aplicar el teorema anterior a la restricción de f a Ω, cuyo módulo tiene un máximo

absoluto en a, obteniendo que f es constante en Ω. Por continuidad, f es constante en

Ω y la igualdad buscada vuelve a ser evidente. �

Este resultado establece que en un compacto, la función f con las hipótesis del enuncia-

do anterior alcanza su máximo en la frontera.

Ahora probaremos un resultado técnico sobre sucesiones de funciones holomorfas.

Proposición 1.9. Sea Ω un dominio acotado y, para cada n ∈ N. Sea fn : Ω −→ C un

función continua en Ω y holomorfa en Ω. Si la sucesión {fn} converge uniformemente en

∂Ω, entonces {fn} converge uniformente en Ω a una función continua en Ω y holomorfa

en Ω.
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Demostración. Por hipótesis, {fn} es uniformemente de Cauchy en ∂Ω, es decir, para

todo ε > 0 existe m ∈ N tal que, para p, q ≥ m se tiene máx{|fp(z)−fq(z)| : z ∈ ∂Ω} < ε.

Entonces, para p, q ≥ m, podemos aplicar el resultado anterior a la función fp − fq,

obteniendo que máx{|fp(z) − fq(z)| : z ∈ Ω} < ε. Por tanto, {fn} es uniformemente

de Cauchy en Ω, luego converge uniformemente en Ω a una función f : Ω −→ C,

que es continua, pues la convergencia uniforme preserva la continuidad. Como se tiene

convergencia uniforme en todo subconjunto compacto de Ω, el teorema de convergencia

de Weiertrass nos asegura que f ∈ H(Ω). �



Caṕıtulo 2:

Teorema de la representación de

Riemann

Empezamos este caṕıtulo con el Lema de Schwarz el cual nos permite determinar los

automorfismos conformes en el disco unidad.

A continuación se probará el Teorema de Riemann, teniendo en cuenta los resultados

previos.

Después se estudiará el espacio de las funciones holomorfas en donde obtenemos re-

sultados relacionados con la convergencia uniforme sobre compactos de sucesiones de

funciones holomorfas.

2.1 Lema de Schwarz

En esta sección empezamos a preparar el camino para demostrar al teorema de Riemann.

Se estudiará el Lema de Schwarz y los automorfismos del disco unidad, herramientas

importantes de las que se harán uso para conseguir el objetivo central de este trabajo:

Teorema de la Representación de Riemann.

Lema 2.1. (Schwarz). Sea f ∈ H(D(0, 1)) verificando que f(0) = 0 y |f(z)| ≤ 1 para

todo z ∈ D(0, 1). Entonces:
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a) |f(z)| ≤ |z| para todo z ∈ D(0, 1)

b) |f ′(0)| ≤ 1

Además, si existe a ∈ D(0, 1) con a 6= 0 para el cual se da la igualdad en a) o bien si

|f ′(0)| = 1, entonces f es un giro de D(0, 1), es decir f(z) = zeiα para α ∈ R.

Demostración. Definamos g : D(0, 1) −→ C como:

g(z) =


f(z)

z
, z ∈ D(0, 1) \ {0}

f ′(0), z = 0

Puesto que:

ĺım
z→0

g(z) = ĺım
z→0

f(z)

z
= ĺım

z→0

f(z)− 0

z − 0
= f ′(0) = g(0)

Tenemos que g es continua en 0.

Como f es holomorfa entonces su desarrollo en serie de Maclaurin es:

f(z) = f(0) +
f ′(0)

1!
z +

f ′′(0)

2!
z2 +

f ′′′(z)

3!
z3 + · · ·

como f(0) = 0 por hipótesis, se tiene:

f(z) =
f ′(0)

1!
z +

f ′′(0)

2!
z2 +

f ′′′(z)

3!
z3 + · · ·

f(z)

z
=

f ′(0)

1!
+
f ′′(0)

2!
z +

f ′′′(z)

3!
z2 + · · ·

En consecuencia observando el lado derecho de la igualdad anterior se deduce que:
f(z)

z
es holomorfa en D(0, 1). Dado que por hipótesis |f(z)| < 1, tenemos

si |z| = r (0 < r < 1)⇒
∣∣∣f(z)

z

∣∣∣ < 1

r

Aplicando el principio del módulo máximo, la desigualdad anterior es también válida

para |z| ≤ r . Sea ahora 0 6= z ∈ D(0, 1) fijo, entonces

|g(z)| =
∣∣∣f(z)

z

∣∣∣ < 1

r
,∀r ≥ |z|

Luego

|g(z)| =
∣∣∣f(z)

z

∣∣∣ ≤ ĺım
r→1

1

r
= 1⇒ |f(z)| ≤ |z|,
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y si z = 0 la última desigualdad se cumple trivialmente por la hipótesis f(0) = 0.

Por otro lado, |g(z)| = |f ′(0)| ≤ 1. Se ha probado aśı las condiciones a) y b) del

enunciado. Si se da la igualdad en a) para algún z0 ∈ D(0, 1)\{0}, tenemos que |f(z0)| =

|z0|, es decir, |g(z0)| = 1 y |g| alcanza el máximo en un punto interior. Por el principio

del módulo máximo, g es constante en D(0, 1) y deberá ser g(z) = λ con |λ| = 1 y, por

tanto, f(z) = λz para todo z ∈ D(0, 1) y f es un giro.

En el caso de que |f ′(0)| = 1, se procede de forma análoga al caso anterior para obtener

que f es un giro. �

A continuación determinamos los automorfismos del disco unidad.

Proposición 2.1. Si f : D(0, 1) −→ D(0, 1) en una aplicación, entonces f es un

isomorfismo conforme si, y solo si, existen a ∈ D(0, 1) y α ∈ R tales que:

f(z) = eiα
(
z − a
1− az

)
para todo z ∈ D(0, 1).

Demostración. Por el ejemplo 1.14 se tiene la condición suficiente, por lo cual solo nos

resta verificar la condición necesaria.

Si f(0) = 0, aplicando el Lema de Schwarz a f y f−1 se obtiene que |f(z)| ≤ |z| y

|f−1(w)| ≤ |w| para todo z, w ∈ D(0, 1).

Si en la segunda desigualdad sustituimos w = f(z) resulta |f(z)| ≥ |z|, luego |f(z)| = |z|

para todo z ∈ D(0, 1), y con la segunda parte del Lema de Schwarz se concluye que

f es de la forma f(z) = eiαz para algún α ∈ R. Esto termina la prueba en el caso

a = f−1(0) = 0.

Cuando a = f−1(0) 6= 0 podemos considerar el isomorfismo conforme T : D(0, 1) −→

D(0, 1) definido por:

T (z) =
z − a
1− az

para todo z ∈ D(0, 1). Como f ◦ T−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1) es un isomorfismo conforme

que cumple (f ◦ T−1)(0) = f(T−1(0)) = f(a) = 0. Por lo demostrado en el caso previo

(f ◦t−1)(w) = eiαw para algún α ∈ R. Sustituyendo w = T (z) con z ∈ D(0, 1) se obtiene

(f ◦ T−1)(T (z)) = eiαT (z), luego f(z) = eiαT (z). �
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Como consecuencia de este resultado también determinamos los automorfismos del se-

miplano superior P = {z : Imz > 0}

Proposición 2.2. Si f : P −→ P es una aplicación, entonces f es un isomorfismo

conforme si, y sólo si, es de la forma:

f(z) =
az + b

cz + d
, con a, b, c, d ∈ R , ad− bc > 0, para todo z ∈ P

Demostración. Toda transformación de Möbius f que verifique f(P ) = P debe cumplir

f(∂P ) = ∂P , pues, supongamos que f(∂P ) 6= ∂P , entonces f(∂P ) ⊂ P . Como f env́ıa

rectas en rectas, entonces existe L ⊂ P tal que L = f(∂P ), por la biyección de f , se

tiene que existe un único L∗ ⊂ P con f(L∗) = L = f(∂P ). De donde L∗ = ∂P , lo que

es una contradicción. Por lo tanto f también preserva la recta real extendida, entonces

considerando z1 = f−1(0), z2 = f−1(1) , z3 = f−1(∞), que pertenecen a la recta real y

usando la fórmula para la razón doble f(z) = (z, z1, z2, z3), se obtiene:

f(z) =
az + d

cz + d

en la que a, b, c, d ∈ R. Por otra parte evaluando en z = i, se tiene

f(i) =
ai+ b

ci+ d
=
ai+ b

ci+ d
· d− ci
d− ci

=
ac+ bd+ i(ad− bc)

(c)2 + (d)2

como f(i) ∈ P , entonces ad− bc > 0.

Si f es de esta forma deja invariante la recta real extendida R∞ y, por razones de

conexión, f(P ) debe ser uno de los semiplanos P = {z : Imz > 0} , −P = {z : Imz <

0}. Ahora bien, con la condición

Imf(i) =
ad− bc
d2 + c2

> 0

se concluye que f(P ) = P .

Solo falta demostrar que todo isomorfismo conforme f : P → P viene dado por una

transformación de Möbius. Mediante una transformación de Möbius S podemos conse-

guir un isomorfismo conforme del plano P en el disco D(0, 1). Entonces S ◦f ◦S−1 es un

automorfismo conforme del disco unidad D(0, 1) y según la proposición 2.1 existe una

única transformación de Möbius T tal que S ◦f ◦S−1(w) = T (w) para todo w ∈ D(0, 1).
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Para cada z ∈ P es w = S(z) ∈ D(0, 1) y sustituyendo (S ◦ f ◦ S−1)(S(z)) = S(f(z)) =

T (S(z)), luego f(z) = (S−1 ◦ T ◦ S)(z) se puede expresar mediante una transformación

de Möbius.

�

El siguiente resultado, que se utilizará en la demostración del teorema de Riemann,

también es una consecuencia del lema de Schwarz.

Lema 2.2. Sea f ∈ H(Ω) tal que f(Ω) ⊂ D(0, 1) y sea a ∈ Ω. La condición:

0 < |f ′(a)| =máx {|g′(a)| : g ∈ H(Ω), g(Ω) ⊂ D(0, 1)}. Implica que f(a) = 0.

Demostración. Sea:

T (z) =
z − b
1− bz

para todo z ∈ Ω, donde b = f(a) ∈ D(0, 1). Se tiene T (D(0, 1)) ⊂ D(0, 1), g = T ◦ f ∈

H(Ω) y g(Ω) ⊂ D(0, 1). Según la hipótesis

|f ′(a)| ≥ |g′(a)| = |T ′(f(a)).f ′(a)| = |T ′(b).f ′(a)| = |f ′(a)|
1− |b|2

Puesto que 0 < |f ′(a)|, se cumple que 1− |b|2 ≥ 1. Luego f(a) = b = 0 �

El siguiente lema es una consecuencia importante que se usará en la demostración del

teorema de Riemann.

Lema 2.3. Sea f ∈ H(D(0, 1)) tal que f(D(0, 1)) ⊂ D(0, 1). Entonces para cada

a ∈ D(0, 1) se cumple:

|f ′(a)| ≤ 1− |f(a)|2

1− |a|2

y si en algún a ∈ D(0, 1), se cumple la igualdad entonces f es un automorfismos conforme

de D(0, 1). En particular, si f no es inyectiva se cumple |f ′(0)| ≤ 1.

Demostración. Consideremos el automorfismo conforme de D(0, 1) dado por la trans-

formación de Möbius:

Ta(z) =
z − a
1− az

para todo z ∈ D(0, 1), cuyo inverso es T−a =
z + a

1 + az
. Si b = f(a), la función:

ϕ = Tb ◦ f ◦ T−a : D(0, 1)→ D(0, 1)
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cumple:

ϕ(0) = Tb(f(T−a(0)))

ϕ(0) = Tb(f(a))

ϕ(0) = Tb(b) = 0

cumple ϕ(0) = 0 y, aplicando el lema de Schwarz, se obtiene que |ϕ′(0)| ≤ 1 que

equivale a:

|T ′b(b)f ′(a)(T−a)
′(0)| ≤ 1

es decir: ∣∣∣ 1

1− |b|2
· f ′(a) · (1− |a|2)

∣∣∣ ≤ 1

|f ′(a)| ≤ 1− |b|2

1− |a|2

La igualdad se cumple si, y sólo si, |ϕ′(0)| = 1 y esto equivale, en virtud del lema

de Schwarz, a que ϕ es de la forma ϕ(z) = µz con |µ| = 1. Luego, en este caso,

f = T−b ◦ ϕ ◦ Ta es un automorfismo conforme de D(0, 1).

Con a = 0 se obtiene |f ′(0)| ≤ 1 − |b|2 ≤ 1, luego la condición |f ′(0)| = 1 implica que

f(0) = b = 0 y esto lleva consigo, según el lema de Schwarz, que f es un giro alrededor

de 0. Por lo tanto, si f no es inyectiva debe verificarse que |f ′(0)| < 1. �

Como otra aplicación del Lema de Schwarz enunciamos la siguiente proposición, que se

demostrará más adelante, esta proposición muestra la idea esencial para la prueba del

teorema de Riemann.

Proposición 2.3. Si f : Ω −→ D(0, 1) es un isomorfismo conforme y a = f−1(0)

entonces se verifica:

|f ′(a)| = máx{|g′(a)| : g ∈ H(Ω), g(Ω) ⊂ D(0, 1), g(a) = 0}

El teorema de Riemann afirma que si Ω es un dominio de C distinto de C y C∞ \ Ω es

conexo, entonces existe un isomorfismo conforme f : Ω −→ D(0, 1).
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2.2 El espacio de las funciones Holomorfas

Para la demostración del teorema de Riemann se tendrán en cuenta varios resultados

relacionados con la convergencia uniforme sobre compactos de sucesiones de funciones

holomorfas que se estudiarán en está sección.

Dado un abierto Ω ⊂ C, denotamos por C(Ω) el conjunto formado por todas las funcio-

nes complejas continuas en Ω.

Aśı mismo, dados f ∈ C(Ω), ε > 0 y un conjunto compacto K ⊂ Ω, definimos el conjunto

V (f,K, ε) = {g ∈ C(Ω) : |g(z)− f(z)| < ε,∀z ∈ K}

Se quiere ahora definir una topoloǵıa en C(Ω) de manera que sus sucesiones convergentes

son las mismas que convergen uniformemente sobre cada compacto de Ω.

Definición 2.1. Diremos que un conjunto A ⊂ C(Ω) es abierto, es decir A ∈ τK , si para

toda f ∈ A existe un conjunto V (f,K, ε) ∈ Bf tal que V (f,K, ε) ⊂ A.

Proposición 2.4. Existe una única topoloǵıa τK en C(Ω) tal que para toda f ∈ H(Ω),

la familia de conjuntos:

Bf = {V (f,K, ε) : K ⊂ Ω compacto, ε > 0}

es una base de entornos abiertos de f.

Demostración. Ahora se comprobará que la familia τK de subconjuntos de C(Ω) es una

topoloǵıa.

Claramente ∅ y C(Ω) están en τK .

Sea una familia arbitraria {Fλ : λ ∈ Λ ⊂ τK}. Consideremos
⋃
λ∈Λ

Fλ. Dado f ∈
⋃
λ∈Λ

Fλ,

existirá λ ∈ Λ tal que f ∈ Fλ.

Aśı, existen K compacto y ε > 0 tales que

V (f,K, ε) ⊂ Fλ ⊂
⋃
λ∈Λ

Fλ,
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Tomando extremos:

V (f,K, ε) ⊂
⋃
λ∈Λ

Fλ

y en consecuencia,
⋃
λ∈Λ

Fλ ∈ τK .

Sean F1, F2 ∈ τK y sea f ∈ F1 ∩F2. Por definición, existen conjuntos compactos K1, K2

y números positivos ε1, ε2 tales que V (f,K1, ε1) ⊂ F1 y V (f,K2, ε2). Tomando K =

K1 ∪K2 y ε = mı́n(ε1, ε2), tenemos que

V (f,K, ε) ⊂ V (f,Ki, εi), i = 1, 2⇒ V (f,K, ε) ⊂ F1 ∩ F2.

Entonces F1 ∩ F2 ∈ τK . Por lo tanto τK es una topoloǵıa

Resta ver que la familia Bf es una base de la topoloǵıa τK . Para ello bastará ver que

los conjuntos V (f,K, ε) son abiertos. Dados f ∈ C(Ω), K ⊂ Ω compacto y ε > 0, sea

g ∈ V (f,K, ε), y definamos ρ = máx{|f(z) − g(z)| : z ∈ K}. Es claro que 0 ≤ ρ < ε.

Comprobemos que V (f,K, ε− ρ) ⊂ V (f,K, ε). En efecto

h ∈ V (f,K, ε− ρ) ⇒ |h(z)− f(z)| < ε− ρ, para todo z ∈ K

⇒ |h(z)− f(z)| ≤ |h(z)− g(z)|+ |g(z)− f(z)|

⇒ |h(z)− f(z)| < ε− ρ+ ρ = ε, para todo z ∈ K

⇒ h ∈ V (f,K, ε)

Por tanto h ∈ V (f,K, ε) es conjunto abierto.

Por definición de convergencia en una sucesión de puntos en un espacio topológico, una

sucesión {fn} de funciones continuas en Ω converge a f ∈ C(Ω) en la topoloǵıa τK , si para

cada entorno V (f,K, ε) existe n0 tal que para todo n ≥ n0 se tiene que fn ∈ V (f,K, ε).

Equivalentemente, para cada compacto K ⊂ Ω y para cada ε > 0, existe n0 tal que para

todo n ≥ n0 se verifica que |fn(z)− f(z)| < ε para todo z ∈ K, esto es, {fn} converge a

f uniformemente sobre compactos de Ω. Por tanto Bf es una base para la topoloǵıa τK .

�

Definición 2.2. La topoloǵıa τK, considerada, se llama topoloǵıa de la convergencia

uniforme sobre compactos.
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Como subespacio de C(Ω), el conjunto H(Ω) de las funciones holomorfas en el abierto

Ω hereda la topoloǵıa τK .

Definición 2.3. Se dice que {Kn} es una sucesión exhaustiva de compactos de Ω, si

para cada n ∈ N, Kn ⊂ Ω es un compacto, Kn ⊂
◦
Kn+1 y Ω =

⋃
n∈N

Kn.

Ejemplo 2.1. Si Ω ⊂ C, definimos los conjuntos

Kn = {z ∈ Ω : |z| ≤ n y d(z,C \ Ω) ≥ 1

n
},

donde d denota la distancia eucĺıdea en C. Se obtiene que los conjuntos Kn son com-

pactos, además satisfacen K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ · · · ⊂ Ω, y su unión es todo el abierto Ω.

Claramente si K ⊂ Kn y 1
n
< ε, entonces V (f,Kn,

1
n
) ⊂ V (f,K, ε), para toda f ∈ C(Ω),

luego los conjuntos V (f,Kn,
1
n
) forman una base numerable de entornos de f .

Ahora vamos a probar que la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos

puede definirse por medio de una distancia, es decir, se trata de una topoloǵıa metrizable.

Proposición 2.5. Sean Ω un abierto de C y {Kn} una sucesión exhaustiva de compactos

de Ω. Para cada n ∈ N y cada f ∈ C(Ω), definimos

ϕn(f) = máx{|f(z)| : z ∈ Kn}

Entonces la aplicación d : C(Ω)× C(Ω)→ R dada por

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
· ϕn(f − g)

1 + ϕn(f − g)
, (f, g ∈ C(Ω))

es una distancia en C(Ω).

Demostración. En efecto,

i) Claramente d(f, g) ≥ 0. Si d(f, g) = 0, entonces ϕn(f − g) = 0, para todo n ∈ N.

Aśı sobre cada compacto Kn, es f = g. Y aśı, coincidirán en todo el abierto.

ii) Dado que ϕn(f−g) = ϕn(g−f), entonces la simetŕıa es evidente, esto es, d(f, g) =

d(g, f).
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Para demostrar la desigualdad triangular, observar que: Para reales no negativos

r, s, t tales que r ≤ s+ t, entonces

a.
r

r + 1
≤ s+ t

1 + s+ t

b.
s+ t

1 + s+ t
≤ s

s+ 1
+

t

t+ 1

En efecto,

a. Como r ≤ s+ t, entonces

r + rs+ rt ≤ s+ t+ rs+ rt

r(1 + s+ t) ≤ (1 + r)(s+ t)

r

1 + r
≤ s+ t

1 + s+ t

b. Dado que s+ 1 > 1 y t+ 1 > 1, entonces

s+ t+ 1 > s+ 1

s+ t+ 1 > t+ 1

Invirtiendo, se tiene
1

s+ t+ 1
<

1

s+ 1
y

1

s+ t+ 1
<

1

t+ 1
, multiplicando

por s y t respectivamente, entonces:
s

s+ t+ 1
<

s

s+ 1
y

t

s+ t+ 1
<

t

t+ 1
y

sumando estas dos últimas desigualdades, tenemos

s+ t

s+ t+ 1
<

s

s+ 1
+

t

t+ 1

iii) Para funciones f, g, h continuas en Ω, por la desigualdad triangular para |.| tenemos

que

ϕn(f − g) ≤ ϕn(f − h) + ϕn(h− g)

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
· ϕn(f − g)

1 + ϕn(f − g)

≤
∞∑
n=1

1

2n
· ϕn(f − h) + ϕn(h− g)

1 + ϕn(f − h) + ϕn(h− g)

≤
∞∑
n=1

1

2n
· ϕn(f − h)

1 + ϕn(f − h)
+
∞∑
n=1

1

2n
· ϕn(h− g)

1 + ϕn(h− g)

= d(f, h) + d(h, g)
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�

De (i), (ii) y (iii) se concluye que “d” es una distancia.

Lema 2.4. Se tiene

i) Dados un compacto K ⊂ Ω y ε > 0, existe δ > 0 tal que

f, g ∈ C(Ω), d(f, g) < δ ⇒ g ∈ V (f,K, ε)

ii) Dado δ > 0 existen un compacto K ⊂ Ω y ε > 0 tales que

f, g ∈ C(Ω), g ∈ V (f,K, ε)⇒ d(f, g) < δ

Como consecuencia, la topoloǵıa de la convergencia uniforme sobre compactos es metri-

zable.

Demostración. En efecto,

i) Para el compacto dado, existirá m ∈ N en la sucesión exhaustiva de compactos

(Kn) en el que

K ⊂
◦
Km⊂ Km ⊂

◦
Km+1

Tomemos δ > 0 verificando 1 − 2mδ > 0 y
2m · δ

1− 2mδ
< ε. Entonces si d(f, g) < δ,

se tiene que
ϕm(f − g)

1 + ϕm(f − g)
< 2m · d(f, g) < 2m.δ

Esto es debido a que,

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
· ϕn(f − g)

1 + ϕn(f − g)
>

1

2n
· ϕn(f − g)

1 + ϕn(f − g)

tomando extremos, se tiene la desigualdad anterior.

Y por tanto,

ϕm(f − g) =

ϕm(f − g)

1 + ϕm(f − g)

1− ϕm(f − g)

1 + ϕm(f − g)

<
2mδ

1− 2mδ
< ε

En consecuencia, g ∈ V (f,K, ε)
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ii) Dados δ > 0, elegimos m ∈ N tal que 1
2m

< δ
2
. Tomemos K = Km y ε = δ

2
.

Entonces para g ∈ V (f,K, ε), tenemos que ϕm(f − g) < δ
2
. Deducimos

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
· ϕn(f − g)

1 + ϕn(f − g)

=
m∑
n=1

1

2n
· ϕn(f − g)

1 + ϕn(f − g)
+

∞∑
n=m+1

1

2n
ϕn(f − g)

1 + ϕn(f − g)

≤ δ

2

∞∑
n=1

1

2n
+

∞∑
n=m+1

1

2n

=
δ

2
+

1

2m
<
δ

2
+
δ

2
= δ

Hemos probado que cada entorno básico de un punto en la topoloǵıa de la convergen-

cia uniforme en compactos contiene un entorno básico de dicho punto en la topoloǵıa

definida por la distancia y rećıprocamente, por tanto ambas coinciden. �

Definición 2.4. Una familia F ⊂ C(Ω) es equicontinua en un punto z0 ∈ Ω cuando

para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, para |z − z0| < δ :

|f(z)− f(a)| < ε

para todo z ∈ D(a, r) y toda f ∈ F

Se dice que F es equicontinua en Ω cuando es equicontinua encada punto de Ω.

Por otro lado, recordemos la siguiente definición.

Definición 2.5. Sea F ⊂ C(Ω) es relativamente compacta si cualquier sucesión de pun-

tos de F tiene un subsucesión convergente en C(Ω); equivalentemente, F es compacto.

Teorema 2.1. (Ascoli-Arzelá)Una familia F de C(Ω, E) es relativamente compacta

para la topoloǵıa τk si, y soló si, es puntualmente acotado y equicontinua.

Demostración. Ver [6]. �

Definición 2.6. Una familia F de H(Ω) se dice que es normal cuando de cada su-

cesión {fn} de F se puede extraer una subsucesión que converge uniformemente sobre

compactos o, equivalentemente, si F es un subconjunto relativamente compacto de H(Ω).
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Con el fin de caracterizar las familias normales, para f ∈ H(Ω) y K ⊂ Ω compacto, se

introduce la norma:

‖f‖K = máx{|f(z)| : z ∈ K}

.

Definición 2.7. Una familia F de H(Ω) se dice que es acotada cuando para cada

compacto K ⊂ Ω el conjunto {‖f‖K : f ∈ F} está acotada, es decir, cuando para cada

compacto K ⊂ Ω existe una constante CK > 0 tal que para cada f ∈ F y cada z ∈ K

se cumple |f(z)| ≤ CK.

Demostraremos a continuación el teorema de Montel, que usaremos en la demostración

del teorema de Riemann.

Teorema 2.2. (Montel) Una familia F ∈ H(Ω) es normal si, y sólo si, está acotada.

Demostración. Supongamos que F es normal pero no acotada. Entonces existe un con-

junto compacto K ⊂ Ω tal que:

sup{|f(z)| : z ∈ K, f ∈ F} = +∞

es decir, existe una sucesión {fn} en F tal que sup{|fn(z)| : z ∈ K} ≥ n.

Como F es normal, se tiene una función f ∈ H(Ω) y una subsucesión {fnk
} tal que

fnk
−→ f . Pero esto implica que sup{|fnk

(z)− f(z)| : z ∈ K} −→ 0 cuando k −→∞.

Si |f(z)| ≤M para cada z ∈ K,

nk ≤ sup{|fnk
(z)− f(z)| : z ∈ K}+M

Luego el lado derecho converge a M , lo cual es una contradicción.

Rećıprocamente, supongamos que F está acotada. Usaremos el teorema de Ascoli-Arzelá

para demostrar que F es normal. Es claro que F es relativamente compacto pues basta

utilizar la condición de que F es acotado usando el compacto K = z. Debemos mostrar

pues que F es equicontinua en cada punto de Ω. Dado a ∈ Ω, elegimos r > 0 de modo

que K = D(a, r) ⊂ Ω. Como F se supone acotada, sup{‖f‖k : f ∈ F} = M < +∞. Si
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|z−a| < r

2
, usando la fórmula integral de Cauchy para la circunferencia: C(t) = a+reit,

se tiene

f(z)− f(a) =
1

2πi

∫
C

(
f(w)

w − z
− f(w)

w − a

)
dw =

1

2πi

∫
C

f(w)(z − a)

(w − z)(w − a)
dw

Entonces

|f(z)− f(a)| =
∣∣∣ 1

2πi

∫
C

f(w)(z − a)

(w − z)(w − a)
dw
∣∣∣

Como z ∈ D(a,
r

2
), para w ∈ C(a, r) se tiene

|(w − z)(w − a)| = | ((w − a)− (z − a)) (w − a)|

= |(w − a)− (z − a)|r

≥ (|w − a| − |z − a|) r

≥ r2

2

Luego, como |f(w)| ≤M∣∣∣ f(w)(z − a)

(w − z)(w − a)

∣∣∣ ≤ M |z − a|
r2

2

=
2M

r2
|z − a|

Se obtiene aśı la desigualdad

|f(z)− f(a)| ≤ 1

2π

∫
C

2M

r2
|z − a| dw =

2M

2πr2
|z − a|2πr =

2M

r
|z − a|

Esta desigualdad es válida para cada z ∈ D(a,
r

2
) y cada f ∈ F y esto implica que la

familia F es equicontinua en a. �

Completamos el análisis sobre sucesiones convergentes de funciones holomorfas demos-

trando el Teorema de Hurwitz, el cual es una consecuencia del Teorema de Rouché. A

partir del Teorema de Hurwitz, deducimos el corolario (2.1) y (2.2) que son claves para

demostrar el Teorema de Riemann.

Una pregunta natural relacionada con la convergencia uniforme sobre compactos es la

siguiente: si {fn} converge uniformemente sobre compactos en H(Ω) hacia f ∈ H(Ω),

¿qué propiedades de las funciones fn se transmiten al ĺımite?. El teorema de Hurwitz

y el corolario (2.1) proporcionan respuestas cuando la propiedad considerada en las

funciones fn es la inyectividad o la ausencia de ceros.
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Teorema 2.3. (Hurwitz) Sea Ω ⊂ C abierto, (fn) una sucesión de funciones en H(Ω)

que converge uniformemente sobre compactos hacia f ∈ H(Ω) y D(a, r) un disco cerrado

tal que f(z) 6= 0 cuando |z − a| = r . Entonces, existe m ∈ N tal que para todo n > m,

las funciones fn y f tienen el mismo número de ceros en D(a, r) contados según sus

multiplicidades.

Demostración. Llamemos ε = mı́n{|f(z)| : z ∈ C(a, r)} > 0. Existe entonces cierto nε

tal que n ≥ nε, se cumple |fn(z)− f(z)| < ε ≤ |f(z)| para todo z ∈ C(a, r).

Podemos aplicar entonces el Teorema de Rouché. Como ninguna de las funciones tiene

polos, deducimos de dicho teorema que fn y f(z) tiene el mismo número de ceros en

D(a, r) contados según sus multiplicidades para todo n > nε, como queŕıamos probar.

�

Corolario 2.1. Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y (fn) una sucesión de funciones en H(Ω)

que convergen uniformemente sobre compactos hacia f ∈ H(Ω). Si fn no se anula en Ω

para ningún n ∈ N, entonces, o bien f es idénticamente nula, o bien f no se anula en

Ω.

Demostración. Supongamos que f no es idénticamente nula. Entonces, si existiera a ∈ Ω

tal que f(a) = 0, f tendŕıa un cero aislado y por tanto existiŕıa cierto disco D(a, r) ⊂ Ω

, tal que f no se anula en D∗(a, r). En particular, f no se anula en C(a, r). Aplicando

el Teorema de Hurwitz, existe m ∈ N tal que fm y f tienen el mismo número de ceros

en D(a, r), lo cuál es absurdo ya que fm no se anula por hipótesis y f śı lo hace. �

Corolario 2.2. Sea Ω ⊂ C un abierto conexo y (fn) una sucesión de funciones inyectivas

en H(Ω) que converge uniformemente sobre compactos hacia f ∈ H(Ω). Entonces bien

f es constante, o bien f es inyectiva.

Demostración. Supongamos que f no es constante. Fijado a ∈ Ω, la sucesión de funcio-

nes gn(z) = fn(z) − fn(a) no se anula en Ω \ {a} por la inyectividad de las funciones

{fn}.
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Podemos aplicar por tanto el corolario anterior para concluir que la función g(z) =

f(z) − f(a) no se anula en Ω \ {a}, pues en caso contrario seŕıa idénticamente nula y

por tanto f seŕıa constante, lo cual hemos descartado.

Concluimos entonces que f(z) 6= f(a) para cada z 6= a. Como esto vale para todo a ∈ Ω,

concluimos que f es inyectiva. �

2.3 El Teorema de Riemann

En está sección demostraremos el Teorema de Riemann (también llamado teorema fun-

damental del la representación conforme) según el cual para todo dominio Ω de C distinto

de C tal que C∞ \ Ω es conexo existe un isomorfismo conforme f : Ω −→ D(0, 1).

Por último demostraremos un teorema que caracteriza a los abiertos simplemente co-

nexos como consecuencia del Teorema de Riemann. Primero recordemos el siguiente

teorema que nos permitirá disponer de ráıces cuadradas de funciones holomorfas.

Teorema 2.4. Las siguientes propiedades de un dominio Ω de C son equivalentes

a. C∞ \ Ω es conexo.

b. Cada ciclo regular a trozos Γ en Ω , y cada f ∈ H(Ω), se cumple
∫
Γ

f(z) dz = 0.

c. Cada f ∈ H(Ω) con 0 /∈ f(Ω) tiene logaritmo holomorfo, es decir, existe g ∈ H(Ω)

tal que eg = f .

Demostración. Ver[7]. �

Sea Ω un dominio de C y supongamos que cada f ∈ H(Ω) con 0 /∈ f(Ω) posee un loga-

ritmo holomorfo en Ω, entonces tiene ráız cuadrada. Dichos dominios tienen la siguiente

propiedad de la ráız cuadrada denotada por [RC]

[RC] : para cada f ∈ H(Ω) con 0 /∈ f(Ω), existe g ∈ H(Ω) con g2 = f .

Por lo demostrado en el Lema 1.1. se tiene que si f es una función holomorfa y no nula
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en Ω y g es un logaritmo holomorfa de f en Ω, entonces la función z −→ e
g(z)
2 es una ráız

cuadrada holomorfa de f en Ω, se harán uso de los siguientes lemas para la demostración

del Teorema de Riemann.

Lema 2.5. Sea Ω ( C abierto conexo con la propiedad [RC]. Entonces existe una

función inyectiva f ∈ H(Ω) con f(Ω) ⊂ D(0, 1).

Demostración. La hipótesis Ω ( C permite elegir un punto b ∈ C \ Ω con el que obte-

nemos la función holomorfa z − b que no se anula en Ω. Según la propiedad [RC] existe

ϕ ∈ H(Ω) tal que (ϕ(z))2 = z−b para todo z ∈ Ω. Debido a que ϕ2 es inyectiva entonces

(ϕ2)′ = 2ϕϕ′ 6= 0, como ϕ 6= 0, entonces ϕ′ 6= 0 y por el teorema de la función inversa

ϕ es inyectiva y, por lo tanto, no es constante.

Como Ω es conexo, el teorema de la aplicación abierta permite afirmar que la imagen

ϕ(Ω) es abierta y, por lo tanto, contiene algún disco D(a, r) ⊂ ϕ(Ω) para r > 0 y a ∈ C.

Observar que la condición 0 /∈ ϕ(Ω) implica que 0 < r ≤ |a|.

A continuación verificamos que D(−a, r) ∩ ϕ(Ω) = ∅. Razonamos por reducción al ab-

surdo suponiendo que ϕ(z1) ∈ D(−a, r) para algún z1 ∈ Ω. En este caso −ϕ(z1) ∈

D(a, r) ⊂ ϕ(Ω) luego existe z2 ∈ Ω tal que −ϕ(z1) = ϕ(z2). Elevando al cuadrado se

obtiene que z1 = z2, al ser ϕ2 inyectiva.

Como ϕ es inyectiva y z1 = z2, entonces ϕ(z1) = ϕ(z2). Sustituimos y se tiene que

ϕ(z1) = −ϕ(z1), es decir, ϕ(z1) = 0. Por lo tanto, ϕ(z1) = ϕ(z2) = 0, lo que contradice

la condición 0 /∈ ϕ(Ω).

La propiedad D(−a, r) ∩ ϕ(Ω) = ∅ nos asegura que |a + ϕ(z)| > r para todo z ∈ Ω.

Entonces con 0 < ρ < r podemos definir la función:

f(z) =
ρ

a+ ϕ(z)

para todo z ∈ Ω.

Es claro que la función f es holomorfa pues ϕ es holomorfa además f es inyectiva,

pues śı f(z1) = f(z2), entonces
ρ

a+ ϕ(z1)
=

ρ

a+ ϕ(z2)
, de donde ϕ(z1) = ϕ(z2) y como
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ϕ es inyectiva entonces z1 = z2.

Además

|f(z)| =
∣∣∣ ρ

a+ ϕ(z)

∣∣∣
≤ |ρ|

r

<
r

r
= 1

para todo z ∈ Ω, de donde f(Ω) está contenida en el disco unidad. �

Una vez probada que la familia:

F = {f ∈ H(Ω), f es inyectiva y f(Ω) ⊂ D(0, 1)}

es no vaćıa, probaremos que existe una función h ∈ F tal que |h′(a)| ≥ |f ′(a)| para toda

f ∈ F .

Lema 2.6. Sea Ω un dominio de C distinto de C con la propiedad [RC] y:

F = {f ∈ H(Ω), f es inyectiva y f(Ω) ⊂ D(0, 1)}

entonces, dado a ∈ Ω, existe h ∈ F que verifica:

|h′(a)| = máx{|f ′(a)| : f ∈ F}

Demostración. La familia F es no vaćıa (en virtud del lema 2.5) y acotada, según el

teorema de Montel, es normal. Esto significa que F es un conjunto compacto en H(Ω).

La aplicación:

φa : F −→ R+
0 ;φa(f) = |f ′(a)|

es continua, toma valores reales y está definida en un compacto por lo que tiene que

alcanzar un máximo absoluto, es decir, existe h ∈ F tal que:

φa(h) = |h′(a)| = máx{|f ′(a)| : f ∈ F}

Ahora probaremos que h ∈ F . Como la topoloǵıa τk es metrizable y h ∈ F , existe un

sucesión {hn} de F que converge uniformemente sobre compactos hacia h.

Cada hn es inyectiva y según el corolario 2.2 podemos afirmar que, o bien h es inyectiva,
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o bien h es constante. La segunda alternativa no se puede dar porque en ese caso para

todo f ∈ F seŕıa f ′(a) = 0 y esto es imposible porque f es inyectiva.

Por otra parte, como las funciones hn toman valores en D(0, 1), es decir, |hn(z)| < 1

para cada z ∈ Ω y n ∈ N, se sigue que |h(z)| ≤ 1 para todo z ∈ Ω.

Como h no es constante (por que es inyectiva) el teorema de la aplicación abierta permite

concluir que |h(z)| < 1 para todo z ∈ Ω, es decir, h(z) ∈ D(0, 1) para cada z ∈ Ω, o lo

que es lo mismo, h(Ω) ⊂ D(0, 1).

Hemos demostrado que h debe ser inyectiva y que h(Ω) ⊂ D(0, 1). Por tanto, h ∈ F . �

Ahora demostraremos que la aplicación h del lema 2.5 es sobreyectiva.

De esta manera habremos encontrado una biyección conforme entre Ω y D(0, 1) y por

tanto el isomorfismo conforme buscado.

Teorema 2.5. (Versión preliminar del teorema de Riemann). Todo abierto conexo Ω (

C con la propiedad [RC] es isomorfo al disco D(0, 1)

Demostración. En virtud de los lemas 2.5 y 2.6, fijado un punto a ∈ Ω, la familia

F = {f ∈ H(Ω), f es inyectiva y f(Ω) ⊂ D(0, 1)}

es no vaćıa y h ∈ F que cumple |h′(a)| = máx{|f ′(a)| : f ∈ F}. Demostraremos que

h(Ω) = D(0, 1).

En efecto, suponiendo que h no es sobreyectiva, esto es, existe b ∈ D(0, 1) \ h(Ω) en

ese caso podemos considerar el isomorfismo conforme Tb : D(0, 1) −→ D(0, 1) definido

mediante la transformación de Möbius:

Tb(z) =
z − b
1− bz

cuyo transformación inversa es T−b. La composición Tb ◦ h : Ω −→ D(0, 1), además es

inyectiva, pues h lo es y Tb ◦ h ∈ H(Ω), luego Tb ◦ h ∈ F .

Como b /∈ h(Ω), entonces 0 /∈ Tb ◦ h(Ω), y según la hipótesis [RC] existe g ∈ H(Ω) tal

que g2 = Tb ◦ h. Observar que g es inyectiva (porque g2 lo es) y, por lo tanto, g ∈ F .

Con c = g(a) definimos el isomorfismo conforme Tc : D(0, 1) −→ D(0, 1):

Tc(z) =
z − c
1− cz
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cuyo inverso es T−c y Tc(c) = 0. Utilizando la función p : D(0, 1) −→ D(0, 1), definida

como p(z) = z2, Aśı definidas,tenemos p ◦ g = Tb ◦ h, es decir h = T−b ◦ p ◦ g. Podemos

escribir h = (T−b◦p◦T−c)◦(Tc◦g) = F ◦h1, observar que h1 ∈ F , donde F = T−b◦p◦T−c
y h1 = Tc ◦ g. Como F : D(0, 1) −→ D(0, 1) no es inyectiva (porque p(z) = z2 no lo

es), con el lema 2.3 se obtiene que |F ′(0)| < 1, entonces, usando la regla de la cadena se

tiene que:

|h′(a)| = |F ′(h1(a)).h′1(a)| = |F ′(0).h′1(a)| < |h′1(a)|

que entra en contradicción con la hipótesis que |h′(a)| maximice la derivada. Esto con-

cluye la prueba de que h es sobreyectiva y por tanto el teorema ha sido probado. �

Ahora con todos los ingredientes listos ha llegado la hora de enunciar y demostrar el

teorema que nombre a este trabajo.

Teorema 2.6. Sea Ω ( C abierto conexo, con C∞ \ Ω conexo. Entonces para cada

a ∈ Ω existe un único isomorfismo conforme f : Ω −→ D(0, 1) que cumple f(a) = 0 y

f ′(a) > 0.

Demostración. Comenzaremos demostrando la existencia. Según el teorema 2.3 cada

f ∈ H(Ω) con 0 /∈ f(Ω) tiene un logaritmo holomorfo y , por lo tanto, una ráız cuadrada

holomorfa, de modo que se cumpla la propiedad [RC]. El isomorfismo conforme h : Ω −→

D(0, 1) obtenido en la demostración del teorema 2.5 cumple:

|h′(a)| = máx{|f ′(a)| : f ∈ H(Ω), f es inyectiva y f(Ω) ⊂ D(0, 1)}

Como consecuencia del lema 2.2, h(a) = 0.

Por otra parte de la definición:

|h′(a)| = máx{|f ′(a)| : f ∈ H(Ω), f es inyectiva y f(Ω) ⊂ D(0, 1)} (2.1)

De (2.1) se sigue que h′(a) ∈ C, luego podemos escribir h′(a) = reiα para r > 0 y α ∈ R.

Definamos f(z) = e−iαh(z)

i) f(a) = e−iαh(a) = e−iα · 0 = 0

ii) f ′(z) = e−iαh′(a)
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f ′(a) = e−iαh′(a) = eiαreiα = r > 0

De (i) y (ii) se sigue que f aśı definida cumple la conclusión del teorema.

Pasamos ahora a demostrar la unicidad. Si g : Ω −→ D(0, 1) es otro isomorfismo con-

forme que verifica g(a) = 0 y g′(a) > 0, podemos considerar el automorfismo conforme

ϕ = f ◦ g−1 : D(0, 1) −→ D(0, 1) tal que ϕ(0) = f(g−1(0)) = f(a) = 0.

De la proposición 2.1. se sigue que ϕ es de la forma ϕ(z) = µz con |µ| = 1, y teniendo

en cuenta que:

µ = ϕ′(0) = f ′(g−1(0)) · (g−1)′(0)

= f ′(a) · 1

g′(g−1(0))

= f ′(a) · 1

g′(a)
= 1

La última igualdad se debe a que por ser ambos isomorfismos conformes, los dos ma-

ximizan la deriva en a y por tanto |f ′(a)| = |g′(a)|. Además, como ambos son reales

positivos, f ′(a) = g′(a). Luego µ = (f ◦ g−1)′(0) = 1, se sigue que ϕ(z) = z, de donde

φ(z) = (f ◦ g−1)(z) = z, para cada z ∈ D(0, 1) o equivalentemente, que f = g. Concluye

aśı la prueba de la unicidad y por tanto del teorema. �

El siguiente teorema nos permitirá caracterizar a los abiertos simplemente conexos.

Teorema 2.7. Las siguientes propiedades de un abierto conexo Ω ⊂ C son equivalentes

a) Ω es homeomorfo al disco unidad D(0, 1).

b) Ω es simplemente conexo.

c) C∞ \ Ω es conexo.

Demostración. a) ⇒ b) Sea Ψ : Ω → D(0, 1) un homeomorfismo. Si γ : [0, 1] → C un

camino cerrado en Ω, entonces debemos probar que γ es Ω− homotópico a un camino

constante. Definamos:

H : [0, 1]× [0, 1]→ Ω

H(s, t) = Ψ−1(sΨ(γ(t)))
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Entonces H aśı definida es continua; además cumple que H(0, t) = Ψ−1(0) es una

curva constante; además H(1, t) = γ(t) y H(s, 0) = Ψ−1(sΨ(γ(0))) = Ψ−1(sΨ(γ(1))) =

H(s, 1) porque γ(0) = γ(1). Entonces, γ es Ω− homotópica a una curva constante. Por

lo tanto, Ω es simplemente conexo. b)⇒ c) Ver [7].

c) ⇒ a) Cuando Ω  C, entonces por el Teorema de Riemann, Ω es conformemente

equivalente al disco unidad D(0, 1) y por tanto Ω es homeomorfo al disco unidad D(0, 1).

Por otra parte si Ω = C, considerando el homeomorfismo φ : C→ D(0, 1) definida como

φ(z) =
z

1 + |z|
, la cual es biyectiva con inversa φ−1 =

z

1− |z|
, se observa que φ y φ−1

son continuas. �

Una pregunta natural y además importante (por cuestiones relacionadas con la solución

del problema de Dirichlet que veremos en el próximo capitulo) es la de si la aplicación de

Riemann puede extenderse a la frontera de Ω con continuidad e inyectividad. En general

la respuesta a esta pregunta es negativa, pero si suponemos que Ω es acotado y su borde

∂Ω es una curva cerrada simple, entonces es positiva. El Teorema de Carathéodory nos

da la respuesta a esta pregunta.

Teorema 2.8 (Carathéodory). Sean Ω abierto acotado de C y f : Ω→ D(0, 1) isomor-

fismo conforme. Entonces f puede extenderse a un homeomorfismo entre Ω y D(0, 1) si

y sólo si Ω es una curva cerrada simple.

Demostración. Ver [1], [7]. �
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2.4 Equivalencia con el problema de Dirichlet

En esta sección probaremos la equivalencia del problema de Dirichlet con el Teorema

de Riemann, en el sentido de que a parir de la solución de problema de Dirichlet en un

abierto podemos construir expĺıcitamente el isomorfismo conforme que lo env́ıa al disco

unidad, y rećıproamente, si conocemos este isomorfismo conforme podemos resolver el

problema de Dirichlet para el disco.

Para ello necesitamos tener algunos resultados sobre funciones armónicas y sus propie-

dades.

Definición 2.8. Sea Ω ⊂ C un abierto y u : Ω → R una función de clase C2 en Ω. Se

dice que u es armónica cuando

4u(x, y) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (2.2)

para todo (x, y) ∈ Ω.

Observación 2.1. Esta ecuación, una de las más famosas en las matemáticas aplicadas,

se conoce como la ecuación de Laplace con dos variables. La suma
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
de las

derivadas de segundo orden (2,2) se denota por 4u y se llama laplaciano de u. Entonces

la ecuación de Laplace se abrevia como 4u = 0.

Al conjunto de las funciones armónicas la denotaremos por A(Ω).

Proposición 2.6. Sea la función compleja f = u + iv holomorfa en un dominio Ω de

C. Entonces las funciones u = Ref y v = Imf son funciones armónicas en Ω.

Demostración. Por la fórmula integral de Cauchy, sabemos que u ∈ C∞(Ω), luego en

particular, u ∈ C2(Ω). Además por ser f holomorfa entonces verifica las ecuaciones de

Cauchy-Riemann, es decir ux = vy, uy = −vx.

Derivando estas igualdades con respecto a x y con respecto a y respectivamente, se

obtiene, uxx = vyx y uyy = −vxy. Como v ∈ C2(Ω), las derivadas parciales cruzadas vyx
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y vxy son iguales, es decir vxy = vyx. Por tanto, sumando: uxx + uyy = vyx − vxy = 0, de

donde 4u = 0.

De manera análoga, se obtiene que v es armónica. �

Introduciremos a continuación el concepto de armónico conjugado, que nos será de gran

utilidad más adelante.

Definición 2.9. Sea u ∈ A(Ω). Si existe v ∈ A(Ω) tal que f = u + iv es holomorfa, se

dice que v es un función armónica conjugada de u en Ω.

Proposición 2.7. Dado un abierto conexo Ω ⊂ C y u ∈ A(Ω), si v1 y v2 son dos

funciones armónicas conjugadas de u, entonces v1 − v2 es constante.

Demostración. Por definición de armónica conjugada, las funciones u + iv1 y u + iv2

son ambas holomorfas y por tanto su diferencia también lo será. Pero i(v1 − v2)(Ω) es

constante o abierto por el Teorema de la aplicación abierta. No puede ser abierta pues

está contenido en la recta {iy : y ∈ R} , luego v1 − v2 es constante. �

El siguiente ejemplo nos muestra que no toda función armónica posee un armónico

conjugado.

Ejemplo 2.2. La función log|z| es armónica en Ω = C\{0}, pues es localmente la parte

real de cualquier determinación holomorfa de log(z). Debemos observar que para una

función sea armónica es suficiente con que lo sea localmente.

Se demuestra que log|z| no tiene armónica conjugada en Ω (ver [6]).

Es lógico buscar entonces alguna condición que nos garantice la existencia de armónicas

conjugadas. Recordemos primero que un abierto Ω es simplemente conexo si C∞ \ Ω es

conexo, o equivalentemente si toda función f ∈ H(Ω) tiene una primitiva holomorfa en

Ω.

Proposición 2.8. Sea Ω ⊂ C un abierto simplemene conexo. Entonces toda función

armónica u tiene un función armónica conjugada en Ω.
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Demostración. Sea u ∈ A(Ω). Entonces la función f = ux − iuy es holomorfa en Ω, por

un lado u es de clase C1(Ω) pues u es de clase C2(Ω) ya que es armónica y por otro

lado, cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann pues uxx = −uyy = (−uy)y por ser u

armónica y (ux)y = uxy = uyx = (uy)x por la igualdad de las derivadas cruzadas que

sigue de que u ∈ C2(Ω).

Por ser Ω simplemente conexo, se deduce la existencia de una función holomorfa F =

U + iV tal que F ′ = f = Ux − iUy. Aplicando a F las ecuaciones de Cauchy-Riemann

obtenemos que Ux − iUy = ux − iuy, es decir, (U − u)x = 0 y (U − u)y = 0. Dicho de

otro modo, U = u+ k en Ω, donde k ∈ R es una constante.

Definiendo finalmente g = F − k se tiene que Reg = Re(F − k) = u + k − k = u,

Img = Im(F ) = V . Por tanto V es la armónica conjugada de u. �

El siguiente resultado será de gran utilidad en la demostración del problema de Dirichlet.

Proposición 2.9. Sean Ω1,Ω2 → C abiertos, f ∈ H(Ω1), f(Ω1) ⊂ Ω2 y u ∈ A(Ω2).

Entonces, u ◦ f ∈ A(Ω1). Es decir, la composición de una función holomorfa con una

función armónica es una función armónica.

Demostración. Veremos que u ◦ f es armónica en D(a; δ) para cada a ∈ Ω. Fijemos a y

sea b = f(a) y r > 0 tal que D(b; r) ⊂ Ω2. Como u es armónica, existe g ∈ H(D(b; r))

tal que Re g(z) = u(z). Aplicando ahora la continuidad de f , existe δ > 0 tal que

f(D(a; δ)) ⊂ D(b; r). Concluimos entonces que g ◦ f |D(a;δ) ∈ H(D(a; δ)) y además

Re(g ◦ f |D(a;δ)) = u ◦ f |D(a;δ), con lo cual u ◦ f es armónica. �

Ahora se enuncia el problema de Dirichlet.

El problema de Dirichlet. Dado Ω un abierto del plano complejo, y dada un función

continua ϕ : ∂Ω −→ R, ¿ existe una función u : Ω −→ R que coincide con ϕ en ∂Ω y es

armónica en el interior de Ω ?.

Este problema tiene solución cuando Ω es abierto simplemente conexo, acotado y su

frontera es una curva cerrada simple.
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Veamos ahora como la solución al problema de Dirichlet implica el teorema de la repre-

sentación conforme de Riemann.

2.4.1 Del problema de Dirichlet al Teorema de Riemann

Suponemos ahora que disponemos de la solución del problema de Dirichlet para un

abierto simplemente conexo en Ω, cuya frontera es una curva cerrada simple.

Teorema 2.9. Sea Ω ⊂ C un abierto simplemente conexo, acotado y cuya frontera es

una curva cerrada simple, entonces existe un isomorfismo conforme entre Ω y el disco

unitario.

Demostración. Fijamos un punto z0 en Ω y consideremos la solución al problema de

Dirichlet u : Ω −→ R con condición de frontera

u(z) = log |z − z0|, para todo z ∈ ∂Ω

La función g(z) = u(z) + log
1

|z − z0|
es armónica en Ω \ {z0}, ya que, u siempre lo es

por ser solución del problema de Dirichlet y log
1

|z − z0|
lo es para Ω \ {z0}.

Se tiene además que g(z) tiende a cero en ∂Ω, pues u(z) = log |z − z0| en la frontera de

Ω por ser la condición de frontera tomada, la función g(z) > 0 ya que si existiera cier-

to w ∈ Ω\{z0} tal que g(w) = 0, entonces g = 0 seŕıa constante, lo cual seria un absurdo.

Por otro lado si g(z) < 0, entonces esta función tendŕıa un mı́nimo, es decir exis-

ten a ∈ Ω \ {z0} y ρ > 0 de forma que D(a, ρ) ⊂ Ω \ {z0} y 0 < |g(a)| ≤ |g(z)|

para z ∈ D(a, ρ). Definimos h : D(a, ρ) −→ C como h(z) =
1

g(z)
. Es evidente que

h ∈ H(D(a, ρ)), puesto que g(z) 6= 0 para z ∈ D(a, ρ). Además el módulo de h tiene un

máximo absoluto en D(a, ρ), porque

|h(z0)| = 1

|g(z0)|
≥ 1

|g(z)|
= h(z) , z ∈ D(a, ρ)
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Por el principio del módulo máximo h es constante en D(a, ρ), luego también lo es g.

Por el principio de identidad se sigue que g es constante en Ω\{z0}, la cual nuevamente

seŕıa un absurdo. Por lo tanto g(z) > 0. Definamos ahora la función:

fz0(z) = e−[g(z)+iĝ(z)]

Veamos primero que esta función está bien definida. En efecto, sabemos que

u(z) = g(z)− log
1

|z − z0|

la cual es armónica, como Ω es simplemente conexo, existe entonces su armónica conju-

gado, es decir, existe û(z) ∈ A(Ω) tal que u(z) + iû(z) es holomorfa.

Además, como arg
1

z − z0

es la armónica conjugada de log
1

|z − z0|
, deducimos que la

función

ĝ(z) = û(z) + arg

(
1

z − z0

)
es una armónica conjugada de g(z) en Ω\{z0}. Esta función es una función multivaluada

con ramas separadas entre śı por múltiples de 2π (debido a la función argumento), lo

cual supone un problema. Sin embargo, esto se soluciona con la exponencial, que tiene

periodo 2πi, ya que

fz0(z) = e−[g(z)+iĝ(z)]

= e
−[u(z)+log 1

|z−z0|
+ iû(z)+ iarg( 1

|z−z0|
)]

(2.3)

= e−[u(z)+iû(z)] e
−[log 1

|z−z0|
+ iarg( 1

z−z0
)]

(2.4)

= e−[u(z)+ iû(z)] e
− log 1

z−z0 (2.5)

= (z − z0) e−[u(z)+ iû(z)] (2.6)

Por lo tanto, fz0(z) está bien definido.

Se debe observar también que el exponente −(g(z) + iĝ(z)) ∈ H(Ω \ {z0}) por cons-

trucción y por tanto fz0(z) es también holomorfa en este conjunto. Además fz0(z0) = 0,

f es además continua en Ω y por tanto fz0(z) ∈ H(Ω). Se tiene que fz0(z0) es un cero

simple y además no se anula en más puntos de Ω.

Recordemos que g(z) > 0, esto nos garantiza que

|fz0(z)| = e−g(z) < 1
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es decir, la imagen de fz0(z) está contenida en el disco unidad.

Solo queda probar que está función es efectivamente una biyección.

Probaremos en primer lugar que f es inyectiva.

En efecto, usando el hecho que |f ′| = 0⇔ f ′ = 0. Si demostramos que |f ′| 6= 0⇒ f ′ 6= 0

para todo z ∈ Ω, entonces f es inyectiva. Se tiene que:

fz0(z) = e−[g(z)+iĝ(z)]

Entonces,

f ′z0(z) = −[g′(z) + iĝ′(z)]e−[g(z)+iĝ(z)]

De donde se sigue que

|f ′z0(z)| = | − [g′(z) + iĝ′(z)]e−[g(z)+iĝ(z)]|

|f ′z0(z)| = |g′(z) + iĝ′(z)||e−g(z)|

Supongamos que |f ′z0(z)| = 0.

Puesto que: e−g(z) > 0,∀z ∈ Ω, se tiene que:

|f ′z0(z)| = 0⇐⇒ g′(z) + iĝ′(z) = 0⇐⇒ g′(z) = iĝ′(z), lo cual es un absurdo.

De donde se sigue que |f ′z0(z)| 6= 0 =⇒ f ′z0(z) 6= 0.

Por lo tanto, fz0(z) es inyectiva.

Ahora probaremos que f es sobreyectiva, la demostración se hará por reducción al

absurdo, es decir, supongamos que existe b ∈ D(0, 1) tal que b /∈ fz0(Ω).

Consideremos la función Sb ◦ fz0 : Ω −→ D(0, 1) \ {0}, donde Sb es el isomorfismo usual

del disco unidad en śı mismo que env́ıa b al cero, esta función cumple que |Sb ◦ fz0| = 1

para cada z ∈ ∂Ω, ya que por definición fz0(z) transforma puntos de ∂Ω en puntos

de la frontera del disco, pues si z ∈ ∂Ω entonces g(z) = 0 luego |fz0 | = 1; además Sb

transforma puntos de la frontera del disco en puntos de la frontera del disco. Entonces,

por principio del módulo máximo, |Sb ◦ fz0(z)| ≤ 1 para todo z ∈ Ω.

Análogamente, la función (Sb ◦ fz0)−1 : D(0, 1) \ {0} → Ω cumple de igual manera

que |(Sb ◦ fz0(z))−1| = 1 para los puntos de frontera y por tanto |(Sb ◦ fz0(z))−1| ≤ 1
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para todo z ∈ Ω, es decir, |Sb ◦ fz0(z)| ≥ 1 para todo z ∈ Ω. Concluimos, teniendo

en cuenta ambas desigualdades, que |Sb ◦ fz0(z)| = 1 para todo z ∈ Ω. En particular,

1 = |Sb◦fz0(z0)| = |Sb(0)| = |−b| = |b|, lo cual es absurdo pues se tendŕıa que b ∈ C(0, 1).

Por tanto, fz0(z) es sobreyectiva ,lo cual finaliza la demostración del teorema. �

2.4.2 Del Teorema de Riemann al problema de Dirichlet

Supongamos que disponemos del Teorema de Riemann, el cual nos garantiza la existencia

de un isomorfismo conforme f : Ω −→ D(o, 1), donde Ω es simplemente conexo, acotado

y su borde ∂Ω es una curva cerrada simple.

Antes de demostrar el resultado de está sección, solucionaremos el problema de Dirichlet

para el disco unitario a través del núcleo de Poisson.

Fórmula Integral de Poisson

Sea C0 = C(0, 1) la circunferencia de radio 1 orientada positivamente y centrada en el

origen. Sea f una función holomorfa dentro y sobre C0. La fórmula integral de Cauchy

f(z) =
1

2πi

∫
C0

f(s)

s− z
ds (2.7)

expresa el valor de f en cualquier punto interior a C0 en términos de los valores de f en

los puntos s de C0. De (2.7) vamos a obtener una fórmula correspondiente para la parte

real de f , y luego usarla para resolver el problema de Dirichlet para el disco limitado por

C0. Escribiendo z = reiθ, con 0 < r < 1. El inverso del punto no nulo z con respecto al

ćırculo es el punto z1 que está en el mismo rayo que z y satisface la condición |z||z1| = 1;

aśı pues, si s es un punto de C0,

z1 = |z1|eiθ =
|z1||z|
|z|

eiθ =
1

r
eiθ =

1

r2
reiθ

=
1

r2
z =

1

zz
.z =

1

z
.z.z1 =

1

z
=
ss

z

=⇒ z1 =
1

r
eiθ =

1

z
=
ss

z
(2.8)
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Como z1 es exterior al ćırculo C(0, 1), se sigue del teorema de Cauchy-Goursat que el

valor de la integral en (2.7) es cero cuando z se sustituye por z1 en el integrando. Por

tanto,

f(s) =
1

2πi

∫
C0

(
1

s− z
− 1

s− z1

)
f(s)ds

y usando la representación paramétrica s = eiφ(0 ≤ φ ≤ 2π) para C0, podemos escribir

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

(
s

s− z
− s

s− z1

)
f(s)dφ

donde, por conveniencia, retenemos s en vez de escribir eiθ.

Notar, que la vista de la última de las expresiones (2.8) para z1, el factor que va entre

paréntesis aqúı se puede poner como

s

s− z
− 1

1− s

z

=
s

s− z
+

z

s− z
=

1− r2

|s− z|2
(2.9)

En consecuencia,una forma alternativa para la fórmula integral de Cauchy es

f(reiθ) =
1− r2

2π

∫ 2π

0

f(eiφ)

|s− z|2
dφ (2.10)

cuando 0 < r < 1. Esta forma sigue siendo válida para r = 0; en este caso se reduce

directamente a

f(0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiφ)dφ,

que no es sino la forma paramétrica de la ecuación (2.7) con z = 0.

La cantidad |s − z| es la distancia entre los puntos s y z, y la ley del coseno permite

escribir

|s− z|2 = 1− 2rcos(φ− θ) + r2 (2.11)

Luego, si u es la parte real de la función holomorfa f , deducimos de (2.10) que

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

1− r2u(1, φ)

1− 2rcos(φ− θ) + r2
dφ, (r < r0) (2.12)

Esta es la fórmula integral de Poisson para la función armónica u en el disco abierto

acotado por el ćırculo C(0, 1).

El núcleo de la transformación es, salvo un factor
1

2π
, la función real

P (1, r, φ− θ) =
1− r2

1− 2rcos(φ− θ) + r2
, (2.13)
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que se conoce como núcleo de Poisson. Debido a la ecuación (2.11) podemos escribir

también

P (1, r, φ− θ) =
1− r2

|s− z|2
(2.14)

y, como r < 1, P es claramente una función positiva. Además, puesto que
z

(s− z)
y su

complejo conjugado
z

s− z
tiene la misma parte real, vemos en (2.9) que

P (1, r, φ− θ) = Re

(
s

s− z
+

z

s− z

)
−Re

(
s+ z

s− z

)
(2.15)

pues,

Re

(
s+ reiθ

s− reiθ

)
= Re

(s+ reiθ)(s− re−iθ)
(s− reiθ)(s− re−iθ)

=
Re
(
|s|2 − sre−iθ + sreiθ − r2

)
|s− reiθ|2

=
|s|2 − r2

|s− reiθ|2
=

1− r2

|s− z|2

Usando la forma polar para el Laplaciano, se demuestra que P (1, r, φ−θ) es una función

armónica de r y θ interior a C, pues se tiene

Pr =
2r2cos(φ− θ)− 4r + 2cos(φ− θ)

(1− 2rcos(φ− θ) + r2)2

Prr =
12r2 − 4r3cos(φ− θ)− 12rcos(φ− θ) + 8cos2(φ− θ)− 4

(1− 2rcos(φ− θ) + r2)3

Pθθ =
8r2 − 4r2cos2(φ− θ)− 2rcos(φ− θ)− 8r4 + 4r4cos2(φ− θ) + 2r5cos(φ− θ)

(1− 2rcos(φ− θ) + r2)3

de donde al reemplazar en el laplaciano en su forma polar, se tiene:

Prr +
1

r
Pr +

1

r2
Pθθ = 0

por lo tanto, P (1, r, φ− θ) es armónica.

Además cumple que

P (1, r, φ− θ) = P (1, r, θ − φ) = P (1, r, φ− θ + 2π) = P (r,−θ) = P (r, θ + 2π)

ya que r ∈ [0, 1) y cos(φ − θ) = cos(θ − φ) = cos(φ − θ + 2π), esto es P (1, r, φ − θ) es

una función periódica par de φ − θ, con periodo 2π, y su valor es 1 cuando r = 1. La
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fórmula integral de Poisson (2.12) se puede escribir ahora

u(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
P (1, r, φ− θ)u(eiφ)dφ, r < 1 (2.16)

Para la función constante u(x, y) = 1, se tiene

1 = u(z) =
1

2π

∫ π

−π
P (1, r, φ− θ)dφ =

1

2π

∫ π

−π
P (1, r, θ − φ)dφ (2.17)

Además, dado α ∈ (0, π), cos(α) 6= 1 se tiene

ĺım
r−→1−

P (1, r, θ) = ĺım
r−→1−

1− r2

1− 2rcos(α) + r2
=

0

2− 2cosα
= 0 (2.18)

De esta manera, nos dispondremos a solucionar el problema de Dirichlet para el disco

unidad, usando el núcleo de Poisson.

Teorema 2.10. (Solución del Problema de Dirichlet para D(0, 1) ).Dada un función

continua ϕ : C(0, 1) −→ R, la función u : D(0, 1) −→ R definida por

u(z) =
1

2π

∫ π

−π
Re

(
eiφ + z

eiφ − z

)
ϕ(eiφ)dφ , |z| < 1

u(z) = ϕ(z) para z ∈ C(0, 1)

es armónica en D(0, 1), continua en D(0, 1), coincide con ϕ en C(0, 1) y es la única

función que cumple estas condiciones.

Demostración. Para probar que u es armónica observamos que por ser ϕ una función

que toma valores reales podemos escribir para |z| < 1

u(z) = Re

(
1

2pi

∫ π

−π

eiφ + z

eiφ − z
ϕ(eiφ)dφ

)
= Re

(
1

2πi

∫
C(0,1)

w + z

w − z
ϕ(w)

w
dw

)
entonces para probar que u es armónica en D(0, 1) bastará probar que la función

F (z) =
1

2πi

∫
C(0,1)

w + z

w − z
ϕ(w)

w
dw

es holomorfa en D(0, 1). En efecto

F (z) =
1

2πi

∫
C(0,1)

ϕ(w)

w − z
dw +

z

2πi

∫
C(0,1)

ϕ(w)
w

w − z
dw, (|z| < 1)
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la primera de las integrales es un número complejo, la segunda es holomorfa por ser del

tipo Cauchy.

Probaremos ahora que ĺım
z−→1

u(z) = ϕ(1). En virtud de la fórmula de Poisson con

u(z) = 1, se verifica que
1

2π

∫ π

−π
P (1, r, φ− θ) = 1

Podemos, por tanto , escribir para |z| < 1

u(reiθ)− ϕ(1) =
1

2π

∫ π

−π
P (, r, φ− θ)[ϕ(eiφ)− ϕ(1)]dφ

Ahora observemos que, al ser ϕ continua, existe un número positivo lo suficientemente

pequeño α tal que

|ϕ(eiφ)− ϕ(1)| < ε

2
si |φ| ≤ α (2.19)

|u(reiθ)− ϕ(1)| ≤ 1

2π

∫ π

−π

1− |z|2

|eiθ − z|2
|ϕ(eiφ)− ϕ(1)|dφ

≤ 1

2π

∫ α

−α

1− |z|2

|eiθ − z|2
|ϕ(eiφ)−ϕ(eiθ)|dφ+

1

2π

∫
α≤|φ|≤π

1− |z|2

|eiθ − z|2
|ϕ(eiφ)−ϕ(1)|dφ

≤ 1

2π

∫ α

−α

1− |z|2

|eiθ − z|2
.
ε

2
dφ+

1

2π

∫
α≤|φ|≤π

1− |z|2

|eiθ − z|2
|ϕ(eiφ)− ϕ(1)|dφ

≤ ε

4π

∫ π

−π

1− |z|2

|eiθ − z|2
dφ+

1

2π

∫
α≤|φ|≤π

1− |z|2

|eiθ − z|2
|ϕ(eiφ)− ϕ(1)|dφ

=
ε

2
+

1

2π

∫
α≤|φ|≤π

1− |z|2

|eiθ − z|2
|ϕ(eiφ)− ϕ(1)|dφ

Sea M > 0 tal que |ϕ(z)| ≤ M para todo z ∈ C(0, 1). Por otro lado de (2.18) podemos

tener r suficientemente cercano a 1 como para que |P (1, r, φ)| < ε

4M
si δ < |φ| < π. De

está manera.

|u(reiθ)− ϕ(1)| ≤ ε

2
+

2M

2π

∫
α≤|t|≤π

P (1, r, φ)dφ

≤ ε

2
+

2M

2π
.
ε

4M
(2π)

<
ε

2
+
ε

2
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< ε

Sea ahora z0 = eiγ un punto cualquiera de la circunferencia C(0, 1). Teniendo en cuenta

la periodicidad de la función que se integra, para |z| < 1 tenemos

u(z0, z) =
1

2π

∫ π

−π
Re

(
eiφ + zeiγ

eiφ − zeiγ

)
ϕ(eiφ)dφ

=
1

2π

∫ π

−π
Re

(
ei(φ−γ) + z

ei(φ−γ) − z

)
ϕ(eiφ)dφ

=
1

2π

∫ π−γ

−π−γ
Re

(
eiφ + z

eiφ − z

)
ϕ(ei(φ+γ))dφ

=
1

2π

∫ π

−π
Re

(
eiφ + z

eiφ − z

)
ϕ(z0e

iφ)dφ

consideremos la función h : C(0, 1) −→ R dada por h(z) = ϕ(z0z) para todo z ∈ C(0, 1).

Y sea ĥ : D(0, 1)→ R definida por

ĥ(z) =
1

2π

∫ π

−π
Re

(
eiφ + z

eiφ − z

)
h(eiφ)dφ , |z| < 1

ĥ(z) = h(z) para z ∈ C(0, 1)

Según acabamos de probar se tiene que ĥ(z) = u(z0z) para todo z ∈ D(0, 1). En virtud

de lo antes visto, la función ĥ es continua en z = 1, luego:

ĺım
z→z0
|z|<1

u(z) = ĺım
z→1
|z|<1

u(z0z) = ĺım
z→1
|z|<1

ĥ(z) = h(1) = ϕ(z0)

Lo que prueba que u es continua en z0.

Por tanto u es solución del Problema de Dirichlet para el disco unidad. �

Resolveremos de esta manera el problema de Dirichlet para el abierto Ω simplemente

conexo, acotado y cuya frontera es una curva cerrada simple, es decir, dada una función

ϕ : ∂Ω→ R continua, nuestro objetivo es encontrar una función u : Ω→ R armónica en

Ω y que en ∂Ω coincida con ϕ. Disponemos por otro lado de la solución al problema de

Dirichlet en el disco unidad mediante el núcleo de Poisson. Tomaremos como condición

de contorno a Ψ = ϕ ◦ f−1, donde f es el isomorfismo conforme cuya existencia está

garantizada por el Teorema de Riemann y llamaremos v a dicha solución. Es decir:
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v : D(0, 1)→ R es continua.

v |D(0,1) es armónica.

v |∂Ω= Ψ.

En estas condiciones, enunciamos el siguiente teorema

Teorema 2.11. (Solución al problema de Dirichlet) Sea Ω un abierto simplemente co-

nexo, acotado y cuya frontera es una curva cerrada simple y ϕ : ∂Ω → R una función

continua. Entonces u = v ◦ f es la solución al problema de Dirichlet en Ω, donde

f : Ω→ D(0, 1) es un isomorfismo conforme y v es la solución al problema de Dirichlet

en el disco unidad con condición de contorno Ψ = ϕ ◦ f−1.

Demostración. Veamos que la función u = v ◦ f es la solución al problema de Dirichlet

en Ω.

Es continua en Ω por ser composición de funciones continuas.

Es armónica en Ω por ser composición de una función holomorfa con una armónica.

Como ∂Ω es una curva cerrada simple y acotada, podemos extender el isomorfismo

conforme a la frontera por el Teorema de extensión de Caratheódory. Entonces,

dado a ∈ ∂Ω y b = f(a) ∈ C(0, 1), tenemos que u(a) = v(f(a)) = v(b) = Ψ(b) =

ϕ(f−1(b)) = ϕ(f−1(f(a))) = ϕ(a).

Por lo tanto se ha demostrado la equivalencia del problema de Dirichlet con el Teorema

de Riemann. �



Caṕıtulo 3:

Aplicaciones

En el caṕıtulo anterior vimos que si la función f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es holomorfa en

un dominio Ω, entonces la parte real e imaginaria de f son armónicas, es decir, tanto u

como v tienen segundas derivadas parciales continuas y satisfacen la ecuación de Laplace

en Ω;
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 y

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0 (3.1)

Por el contrario, si sabemos que una función u(x, y) es armónica en Ω, podemos en-

contrar una única (excepto por una constante aditiva) armónica conjugada v(x, y) y

construir una función f(z) que es holomorfa en Ω.

En las ciencias f́ısicas e ingenieŕıa, la ecuación de Laplace se encuentra con frecuencia

como un modelo matemático de un fenómeno independiente del tiempo, y en ese contex-

to, el problema que enfrentamos es resolver la ecuación dada sujeta a ciertas condiciones

de la f́ısica llamadas condiciones de frontera. Debido a la relación que se presenta en (1),

las funciones conformes son la fuente de un gran número de soluciones de la ecuación de

Laplace, y podemos ser capaces de encontrar una que se ajuste al problema en cuestión.

Comenzamos esta sección demostrando que las curvas de nivel de la parte real e imagi-

naria de una función holomorfa f(z) = u(x, y) + iv(x, y) son dos familias ortogonales de

curvas.

Definición 3.1. Dado Ω un dominio de C, y sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una función

holomorfa en Ω. Las ecuaciones

u(x, y) = c1 y v(x, y) = c2 , (3.2)
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donde c1 y c2 son constantes reales arbitrarias,se llaman curvas de nivel de u y v,

respectivamente.

Proposición 3.1. Dado Ω un dominio de C y f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una función

holomorfa y conforme en z0 = (x0, y0). Entonces las curvas de nivel de u y v son familias

ortogonales.

Demostración. Debemos demostrar que cada curva de una familia es ortogonal a cada

curva de la otra familia. Más precisamente, en un punto de intersección z0 = x0 + iy0,

donde por hipótesis f ′(z0) 6= 0, la recta tangente L1 a la curva de nivel u(x, y) = u0 y

la recta tangente L2 a la curva de nivel v(x, y) = v0 son perpendiculares.

Figura 3.1: Las tangentes L1 y L2 en el punto de intersección z0 son perpendiculares.

Los números u0 y v0 se definen evaluando a u y v en z0, es decir, c1 = u(x0, y0) = u0 y c2 =

v(x0, y0) = v0. Para probar que L1 y L2 son perpendiculares en z0, demostraremos que la

pendiente de una tangente es el rećıproco negativo de la pendiente de la otra, probando

que el producto de las dos pendientes es -1. Comenzamos por derivar a u(x, y) = u0 y

v(x, y) = v0 respecto a x utilizando la regla de la cadena de la derivación parcial:

∂u

∂x
+
∂u

∂y
· dy
dx

= 0 y
∂v

∂x
+
∂v

∂y
· dy
dx

= 0

Entonces resolvamos cada una de las ecuaciones anteriores para dy
dx

pendiente de una curva tangente u(x,y)=u0︷ ︸︸ ︷
dy

dx
= −∂u/∂x

∂u/∂y
,

pendiente de una curva tangente v(x,y)=v0︷ ︸︸ ︷
dy

dx
= −∂v/∂x

∂v/∂y
(3.3)
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En (x0, y0) vemos de (3.3), las ecuaciones de Cauchy-Riemann ux = vy , uy = −vx y de

f ′(z0) 6= 0, que el producto de las dos funciones pendientes es(
−∂u/∂x
∂u/∂y

)(
−∂v/∂x
∂v/∂y

)
=

(
∂v/∂y

∂v/∂x

)(
−∂v/∂x
∂v/∂y

)
= −1 (3.4)

�

Ejemplo 3.1. Sea f(z) = z2 = x2 − y2 + 2xyi, identificamos u(x, y) = x2 − y2 y

v(x, y) = 2xy. Para esta función, las familias de las curvas de nivel x2 − y2 = c1 y

2xy = c2 son dos familias de hipérbolas. Sabemos que f es holomorfa y f ′(z) 6= 0

para z 6= 0, por lo tanto estas familias son ortogonales. Sea z0 = 2 + i, por ejemplo,

encontramos 22− 12 = 3 = c1 y 2(2) = 4 = c2 y dos curvas ortogonales correspondientes

x2−y2 = 3 en rojo y xy = 4 en negro. En la parte (a) de la imagen se ve que x2−y2 = 3

y xy = 4 son ortogonales en z0 = 2 + i (y en −2 − i, por simetŕıa de las curvas), en la

parte (b) las dos familias están sobrepuestas en el mismo eje de coordenadas, las curvas

de la familia x2 − y2 = c1 están dibujadas a color rojo mientras que las curvas de la

familia 2xy = c2 están en negro.

Figura 3.2: Familias ortogonales.

Definición 3.2. Sea Ω un dominio de C y f : Ω → R una función escalar holomorfa,

entonces el gradiente de f , se define como el vector:

∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j (3.5)
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Observación 3.1. El vector gradiente ∇f(x0, y0) en un punto (x0, y0) es perpendicular

a la curva de nivel de f(x, y) que pasa por ese punto, es decir, a la curva de nivel

f(x, y) = c0, donde c0 = f(x0, y0).

Figura 3.3: El gradiente es perpendicular a la curva de nivel en (x0, y0).

Definición 3.3. Un campo vectorial sobre un dominio Ω ⊂ C es una función con valores

vectoriales

F : Ω→ C

F (x, y) = P (x, y)i+Q(x, y)j

De particular importancia en ciencia son los campos vectoriales que se pueden escribir

como el gradiente de alguna función escalar φ con segundas derivadas parciales continuas.

En otras palabras donde el campo F (x, y) = P (x, y)i+Q(x, y)j es igual a

F (x, y) = ∇φ =
∂φ

∂x
i+

∂φ

∂y
j

por lo que P (x, y) = ∂φ/∂x y Q(x, y) = ∂φ/∂y. A la función φ se le conoce como función

de potencial o simplemente potencial de F .

Los campos gradiente se presentan en forma natural en el estudio de la electricidad y el

magnetismo, de flujo de fluidos, en gravitación, y en las temperaturas de estado estable.

En un campo gradiente de fuerza, tal como un campo gravitacional, el trabajo realizado

por la fuerza sobre una part́ıcula que se mueve de la posición A a la posición B es igual
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en todas las trayectorias entre estos puntos. Además, el trabajo realizado por la fuerza

a lo largo de una trayectoria cerrada es cero, en otras palabras, la ley de la conservación

de la enerǵıa mecánica es: enerǵıa cinética + enerǵıa potencial = constante. Por esta

razón, los campos gradiente también se conocen como campos conservativos.

En el estudio de la electrostática la intensidad del campo eléctrico F debido a un conjunto

de cargas estacionarias es una región del plano está dada por F (x, y) = −5 φ, donde

la función de valor real φ(x, y) se denomina potencial electrostático. La ley de Gauss

establece que la divergencia del campo F, es decir, ∇ · F = Px + Qy es proporcional a

la densidad de carga ρ, donde ρ es una función escalar. Si la región del plano está libre

de cargas, entonces, la divergencia de F es cero. Puesto que F = −∇φ, si ∇ · F = 0,

entonces

∇ · F = ∇ ·
(
−∂φ
∂x
i− ∂φ

∂y
j

)
= −∂

2φ

∂x2
− ∂2φ

∂y2
= 0

o ∇2φ = 0. En otras palabras, la ecuación de la función de potencial φ satisface la

ecuación de Laplace y es, por tanto, armónica en Ω simplemente conexo de C.

Potencial Complejo. Si una función de potencial φ(x, y) satisface la ecuación de La-

place en Ω ⊂ C simplemente conexo, es armónica, y sabemos que existe una función

armónica conjugada ψ(x, y), definida en Ω tal que la función compleja

g(x, y) = φ(x, y) + iψ(x, y)

es un isomorfismo conforme. La función g(z) se llama potencial complejo correspon-

diente al potencial real φ. Como hemos visto, las curvas de nivel de φ y ψ son familias

ortogonales. Las curvas de nivel de φ, φ(x, y) = c1, se llaman curvas equipotenciales, es

decir, curvas a lo largo de las cuales el potencial es constante. En el caso en el que φ

represente un potencial electrostático, la intensidad de campo eléctrico F se debe dirigir

a lo largo de la familia de curvas ortogonales a las curvas equipotenciales porque la fuer-

za del campo es el gradiente del potencial φ, F (x, y) = −∇φ y como sabemos también

que el vector gradiente en un punto (x0, y0) es perpendicular a una curva de nivel de

φ en (x0, y0). Por esta razón, las curvas de nivel ψ(x, y) = c2, que son ortogonales a

φ(x, y) = c1, se llaman lineas de fuerza y son las trayectorias a lo largo de las que una
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part́ıcula cargada se mueve en el campo electrostático.

Ahora resolveremos un problema relacionado al cálculo del potencial complejo usando

el núcleo de Poisson.

Ejemplo 3.2. Sea V (reiθ) el potencial en el interior de un largo cilindro hueco, partido

longitudinalmente en dos mitades iguales, cuando V = 1 en una parte de ellas y V = 0

en la otra. Ademas se sabe que ϕ(eiφ) = 0 cuando 0 < φ < π y ϕ(eiφ) = 1 cuando

π < φ < 2π.

Figura 3.4: Potencial complejo en un cilindro hueco.

En efecto, de la fórmula integral de Poisson

V (reiθ) =
1

2π

∫ 2π

π

P (1, r, φ− θ) dφ

donde

P (1, r, φ− θ) =
1− r2

1− 2r cos(φ− θ) + r2

Una primitiva de P (1, r, φ− θ) es∫
P (1, r, ψ) dψ = 2 arctan

(
1 + r

1− r
tan

ψ

2

)
siendo el integrando la derivada con respecto a ψ de la función de la derecha. Por tanto,

se desprende

πV (reiθ) = arctan(
1 + r

1− r
tan

2π − θ
2

)− arctan(
1 + r

1− r
tan

π − θ
2

)

Tras simplificar la expresión de tan[πV (reiθ)] obtenida de esta última ecuación, encon-

tramos que

V (reiθ) =
1

π
arctan(

1− r2

2r sen θ
)
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expresando en coordenadas rectangulares esta última función, se tiene

V =
1

π
arctan

(
1− x2 − y2

2y

)
La función V es la función potencial para el espacio encerrado por los electrodos ciĺındri-

cos, pues es armónica dentro del ćırculo.

Las curvas equipotenciales V (x, y) = c1 (0 < c1 < 1) en la región circular son arcos de

los ćırculos

x2 + (y + tan(πc1))2 = sec2(πc1).

Una armónica conjugada U de V es

U = − 1

π
ln
∣∣∣1− z
1 + z

∣∣∣
A continuación veremos un problema aplicado a la transferencia de calor donde haremos

uso del mapeo conforme para su solución.

Ejemplo 3.3. Transferencia de Calor. Para un problema de transferencia de calor

las curvas de nivel de una función armónica corresponden a las isotermas, y una derivada

normal cero corresponde al aislamiento térmico. Para ilustrar estas ideas, consideramos

el problema simple de transferencia de calor en estado estacionario que se muestra

esquemáticamente en la figura 3.5

Se tiene una tubeŕıa ciĺındrica con cavidad ciĺındrica descentrada por la que pasa el

vapor a 100o C. La temperatura exterior de la tubeŕıa es de 0o C. El radio del ćırculo

interior es 3
10

del radio de ćırculo exterior, aśı que si elegimos el radio exterior como

unidad de longitud, el problema puede ser formulado como el de encontrar una función

armónica T(u, v) tal que
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0

En la región entre los ćırculos |z| = 1 y |z − 0,3| = 0,3 y T = 0 sobre |z| = 1 y T = 100

sobre |z − 0,3| = 0,3.
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Figura 3.5: Diagrama esquemático del problema de transferencia de calor.

Figura 3.6: Mapeo w = (z−3)
(3z−1)

.

El mapeo

w =
z − 3

3z − 1

transforma el ćırculo |z| = 1 en el ćırculo |w| = 1 y el ćırculo |z− 0,3| = 0,3 en el ćırculo

|w| = 3 como se muestra en la figura 3.6.

Aśı el problema es transformado en un problema de simetŕıa axial en el plano w que

consiste en encontrar una función armónica T (u, v) = 100 en |w| = 1 y T (u, v) = 0 en

|w| = 3 . Las funciones armónicas con tal simetŕıa axial tienen la forma general:

T (u, v) = Aln(u2 + v2) +B

donde A y B son constantes.

Aqúı requerimos, que T (u, v) = 100 en u2 + v2 = 1 y T (u, v) = 0 en u2 + v2 = 9. Aśı
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B = 100 y A = −100ln(9), y la solución en el plano w es

T (u, v) =
100ln[1− ln(u2 + v2)]

ln(9)
.

Necesitamos ahora la solución en el plano z que en general significa que tenemos que

obtener u y v en términos de x y y. Aqúı, sin embargo, es un poco menos trabajoso ya

que u2 + v2 = |w|2 y

|w|2 =
∣∣∣ z − 3

3z − 1

∣∣∣2 =
|z − 3|2

|3z − 1|2
=

(x− 3)2 + y2

(3x− 1)2 + 9y2

De esta manera, se tiene

T (u, v) =
100

ln(9)
(1− ln[(x− 3)2 + y2]− ln[(3x− 1)2 + 9y2]).

De donde hemos obtenido aśı la solución al problema en las coordenadas de x e y.



Conclusiones

Se obtuvo de manera expĺıcita los primeros automorfismos conformes del disco

unidad en śı mismo mediante el Lema de Schwarz.

Se determinó que para un abierto simplemente conexo del plano complejo Ω, existe

el isomorfismo conforme entre Ω y D(0, 1).

Se demostró la equivalencia del problema de Dirichlet con el Teorema de Riemann.

Las aplicaciones conformes nos brindan un método alternativo para la solución de

problemas f́ısicos con condición de frontera, estas aplicaciones son de gran utilidad

en el cálculo de potencial, transferencia de calor, etc.
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