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Resumen

En esta investigación, estudiamos la dinámica de una familia de sistemas Hamiltonia-

nos perturbados con dos y tres grados de libertad en resonancia 1:1 y 1:1:1, respectivamente.

La perturbación consiste de potenciales homogéneos de grado 4 dependiendo de tres paráme-

tros reales. La existencia y estabilidad de las soluciones periódicas son establecidas usando

teorías de reducción y del promedio. Los diferentes tipos de soluciones periódicas y sus cur-

vas de bifurcación son caracterizadas en términos de los parámetros.

Palabras clave: Hamiltonianos resonantes, resonancia 1:1 y resonancia 1:1:1, norma-

lización y reducción, promedio, espacio reducido e invariantes, Teorema de Reeb, soluciones

periódicas y estabilidad lineal.
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Abstract

In this investigation, we study the dynamics of a family of two perturbed Hamilto-

nian systems with two and three degrees of freedom in 1:1 resonance and 1:1:1 resonance,

respectively. The perturbation consists of homogeneous potentials of degree four depending

on three real parameters. The existence and stability of the periodic solutions are established

using reduction and averaging theories. The different types of periodic solutions and their

bifurcations curves are characterized in terms of the parameters.

Keywords: resonant Hamiltonians, 1:1 resonance and 1:1:1 resonance, normalization

and reduction, averaging, reduced space and invariants, Reeb’s theorem, periodic solutions

and linear stability.
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Introducción

Diversas investigaciones relacionadas con el estudio de sistemas dinámicos Hamilto-

nianos se han venido desarrollado durante los últimos años.

Los principales problemas abordados por muchos investigadores están relacionados a

la estabilidad de soluciones de equilibrio, existencia de soluciones periódicas, determinación

de su estabilidad paramétrica y posibles bifurcaciones y existencia de toros KAM rodeando

soluciones periódicas linealmente estables.

Esta tesis se centra en el estudio de la existencia y estabilidad de órbitas periódicas en

sistemas Hamiltonianos autónomos con 2 y 3 grados de libertad que dependen de parámetros

reales. Las familias de Hamiltonianos estudiados son de la formaH = H0+H∗, dondeH0 es

el Hamiltoniano asociado al oscilador armónico en dos y tres dimensiones, respectivamente

yH∗ es una perturbación polinómica. Más precisamente, los Hamiltonianos tratados en esta

tesis son dados por

Hε = 1
2
(x2

1 + y2
1) + 1

2
(x2

2 + y2
2) + ε2(ax4

1 + bx4
2 + cx2

1x
2
2), (1)

y

Hε = 1
2
(x2

1 + y2
1) + 1

2
(x2

2 + y2
2) + 1

2
(x2

3 + y2
3) + εγx1x2x3

+ε2 [α(x4
1 + x4

2 + x4
3) + β(x2

1x
2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3)] ,

(2)

donde a, b, c, α, β y γ son parámetros reales.

Algunas de las principales herramientas disponibles para el estudio de sistemas Ha-

miltonianos desde un punto de vista analítico y geométrico son: teoría de formas normales

[10, 14, 16], teoría de reducción simpléctica [6, 15], teoría de invariantes [7], teoría del pro-

medio [17, 19, 24, 21] y teoría KAM [3].

En este trabajo, usando reducción simpléctica y teoría del promedio en el sentido

Hamiltoniano, encontramos a lo más 6 familias de soluciones periódicas en el Hamiltoniano

(1) y a lo más 39 familias de soluciones periódicas en el Hamiltoniano (2) para cada nivel

de energía. Las soluciones periódicas son cercanas a soluciones de tipo rectilíneo, circular o

elíptico. Además, determinamos las curvas de bifurcación de las soluciones periódicas como



xiv

función de los parámetros. Adicionalmente, proporcionamos la estabilidad o inestabilidad

lineal de las soluciones periódicas, aplicando la noción de estabilidad paramétrica (o estabi-

lidad fuerte).

La tesis considera cuatro capítulos. En el primer capítulo, presentamos algunos con-

ceptos básicos acerca del estudio de sistemas Hamiltonianos tales como: sistemas Hamil-

tonianos autónomos, el oscilador armónico, transformaciones simpléticas, transformaciones

de Lie, formas normales y estabilidad en sistemas Hamiltonianos. En el segundo capítulo,

se presentan los resultados básicos de la teoría del promedio como el teorema del promedio

de Reeb y el teorema de estabilidad lineal para soluciones periódicas. El tercer capítulo está

dedicado al análisis de la dinámica de los Hamiltonianos en resonancia 1:1 y 1:1:1 dados

por (1) y (2), respectivamente. En ambos casos se describe la normalización y reducción del

sistema Hamiltoniano, la construcción de coordenadas simplécticas en el espacio reducido

CPh asociado al Hamiltoniano (1) y en el espacio reducido CP2
h relacionado con el Hamil-

toniano (2), la determinación de soluciones periódicas reconstruidas desde ambos espacios,

así como el estudio de su estabilidad es tratada. Finalmente, en el cuarto capítulo, se exponen

las consideraciones finales referentes a la investigación realizada, así como las perspectivas

de los trabajos a futuro.



Capı́tulo 1
DISEÑO TEÓRICO

En este capítulo se presentarán los antecedentes de la investigación, la base teórica

y algunos conceptos básicos acerca del estudio de sistemas Hamiltonianos. Particularmen-

te, sistemas Hamiltonianos autónomos, oscilador armónico, transformaciones simpléticas,

transformaciones de Lie, formas normales, estabilidad en sistemas Hamiltonianos y la teoría

del promedio para sistemas Hamiltonianos.

1.1. Antecedentes de la investigación

La dinámica galáctica es un campo de aplicación de los estudios relacionados a sis-

temas Hamiltonianos que consisten de un oscilador armónico más un potencial homogéneo

de grado 4. En particular, de Zeeuw y Merritt [9] sugieren que muchos potenciales pueden

ser descritos como sistemas Hamiltoninos en resonancia 1:1 y 1:1:1.

La principal propiedad de tales potenciales en tres dimensiones es que una partícula,

es decir, una estrellla, moviéndose en uno de los planos principales (planos xy, xz o yz) pue-

da permanecer en éste. Truncando el potencial hasta orden cuatro, la perturbación contiene

solamente términos cuárticos, lo cual es suficiente para obtener las principales propiedades

de un determinado modelo. Después de realizar el promedio o calcular la forma normal, el

análisis de las soluciones periódicas es obtenida como los equilibrios de un sistema normali-

zado y las posibles bifurcaciones es crucial para entender la naturaleza de la galaxia, ver las

referencias dadas en [20].

14
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La situación es similar en otros campos en fiśica y química tales como dinámica mo-

lecular. De hecho, pequeñas vibraciones de amplitud en moléculas siguen una ley oscilatoria,

como muestran sus espectros y reacciones [13]. Químicos adoptan modelos basados en per-

turbaciones de osciladores para describir el movimiento del núcleo en pequeñas moléculas.

Por otro lado, en nuestro medio no existe un trabajo similar centrado en un estudio

detallado y completo sobre la existencia de soluciones periódicas y su estabilidad en sistemas

Hamiltonianos en resonancia 1:1 y 1:1:1 de la forma

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) + P (x1, x2), (1.1)

y

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +

1

2
(x2

3 + y2
3) + P (x1, x2, x3), (1.2)

donde P (x1, x2), P (x1, x2, x3) representan polinomios de grado a lo más 4 en las

posiciones. Por lo tanto, consideramos que nuestra investigación sería un primer aporte en el

tema.

1.2. Base teórica

Este trabajo se sustenta principalmente en conocimientos de ecuaciones diferenciales

ordinarias, teoría de reducción regular, teoría de formas normales y teoría del promedio para

sistemas Hamiltonianos.

1.3. Sistemas Hamiltonianos autónomos

Definición 1.3.1. Un sistema Hamiltoniano autónomo es un sistema de 2n ecuaciones dife-

renciales ordinarias de la forma

q̇j = Hpj , ṗj = −Hqj , j = 1, 2, . . . , n (1.3)

donde H = H(q, p), llamado el Hamiltoniano, es una función diferenciable real
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definida en un subconjunto abierto U de R2n.

Los vectores q = (q1, q2, . . . , qn) y p = (p1, p2, . . . , pn) son usualmente llamados

vectores posición y momento, respectivamente. Las variables q y p son llamadas variables

conjugadas: p es conjugada a q y el entero n es el número de grados de libertad del sistema.

El conjunto donde las variables de posición están definidas es llamado espacio de configura-

ciones, el espacio que describe las posiciones versus momentos es llamado espacio fase y el

conjunto formado por todas las trayectorias de (1.3) es llamado retrato fase.

Considerando la función HamiltonianaH y una solución (q(t),p(t)) de (1.3) se tiene

que
dH
dt

=
n∑
i=1

(Hqiq̇i −Hpiṗi) =
n∑
i=1

(HqiHpi −HpiHqi) = 0,

para todo t. De allí queH es una cantidad conservada llamada integral o constante de movi-

miento. El hecho de que H sea una integral implica que las soluciones están contenidas en

alguna superficie de energía, es decir, si (q(t),p(t)) denota una solución de (1.3) entonces

H(q(t),p(t)) = h, donde h es un valor que puede ser negativo, nulo o positivo dependiendo

de la solución. El espacio fase N (h) es dado por la superficie de energía

N (h) = H−1(h) = {(q,p) ∈ U : H(q,p) = h}, (1.4)

y muchas veces puede ser un espacio Euclidiano o un subconjunto de él, pero también

puede tener una estructura no Euclidiana tal como un círculo, una esfera, un toro o alguna

otra variedad diferenciable, por esta razón N (h) es llamada superficie de energía.

La ecuación (1.3) también se puede escribir en forma compacta, como

ż = J∇H(z), (1.5)

donde el vector z tiene 2n componentes, J es la matriz antisimétrica por bloques de
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dimensión 2n× 2n y∇H es el gradiente deH, esto es,

z =

q
p

 , J = Jn =

 0 In

−In 0

 , ∇H =


∂H
∂z1

...

∂H
∂z2n


en J, 0 es la matriz nula y In es la matriz identidad ambas de dimensión n× n.

1.3.1. Corchete de Poisson

Muchas de las propiedades de los sistemas Hamiltonianos son formuladas en térmi-

nos del operador Corchete de Poisson.

Definición 1.3.2. Sean F y G funciones diferenciables reales definidas en un subconjunto

abiertoU de R2n. El corchete de Poisson de F yG es la aplicación diferenciable {F,G} : U →

R definida por

{F,G} =∇F TJ∇G =
∂F T

∂q

∂G

∂p
− ∂F T

∂p

∂G

∂q

=
n∑
i=1

[
∂F

∂qi
(q, p)

∂G

∂pi
(q, p)− ∂F

∂pi
(q, p)

∂G

∂qi
(q, p)

]
.

(1.6)

Fácilmente podemos verificar que el operador corchete de Poisson {·, ·} es una apli-

cación antisimétrica y bilineal. Además, a partir de ciertos cálculos se verifica la identidad

de Jacobi, es decir

{F, {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F,G}} = 0 (1.7)

Por un abuso de notación, seaH(t) = H(φ(t, t0, z0)), donde φ es la solución de (1.5).

Por la regla de la cadena y la definición de corchete de Poisson, se obtiene

d

dt
H(t) = {H,H} (φ(t, t0, z0)) , (1.8)

donde dH
dt

= ∂H
∂t

.
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Teorema 1.3.1. Sean F,G y H funciones reales diferenciables definidas en un subconjunto

abierto U de R2n. Entonces

1. F es una integral de (1.5) si y sólo si {F,H} = 0.

2. H es una integral de (1.5).

3. Si F y G son integrales de (1.5), entonces también lo es {F,G}.

Demostración. La afirmación (1) se sigue directamente de la definición de integral y de

(1.8). (2) se obtiene de (1) y del hecho de que el corchete de Poisson es antisimétrico, por lo

que {H,H} = 0. Finalmente, (3) se obtiene de la identidad de Jacobi (1.7). z

Si {F,G} = 0 entonces F y G se dice que están en involución. Si un Hamiltoniano

H de n grados de libertad tiene n integrales independientes en involución, entonces diremos

que el Hamiltoniano es integrable.

Definición 1.3.3. Un punto de equilibrio ζ del sistema Hamiltoniano (1.5), esto es,∇H(ζ) =

0 es estable si para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que ||ζ − φ(t, z0)|| < ε para todo t cuando

||ζ − z0|| < δ.

Teorema 1.3.2 (Dirichlet). Si ζ es un mínimo o máximo local estricto de H, entonces ζ es

estable.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ζ = 0 y H(0) = 0. Desde que

H(0) = 0 y 0 es un mínimo estricto para H, entonces existe un η > 0 tal que H(z) es

definido positivo para 0 < ‖z‖ ≤ η. Sea κ = min(ε, η) y M = min{H(z) : ‖z‖ = κ},

entonces M > 0. Como H(0) = 0 y H es una función continua, existe un δ > 0 tal que

H(z) < M para ‖z‖ < δ. Si ‖z0‖ < δ, entonces H(z0) = H(φ(t, z0)) < M para todo t.

Esto implica que ‖φ(t, z0)‖ < κ ≤ ε para todo t, pues de lo contrario, existiría un tiempo t′

con ‖φ(t′, z0)‖ = κ tal que H(φ(t′, z0)) ≥ M , una contradicción. Por lo tanto, ζ = 0 es una

solución de equilibrio estable. z
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1.3.2. El oscilador armónico

Un oscilador armónico es una ecuación diferencial de segundo orden, lineal y autó-

nomo, de la forma

ẍ+ ω2x = 0, (1.9)

donde ω es una constante positiva. Si introducimos la variable conjugada u = ẋ/ω el

sistema (1.9) se puede escribir como el sistema de dos ecuaciones de primer orden

ẋ = ωu =
∂H
∂u

u̇ = −ωx = −∂H
∂x

(1.10)

con función HamiltonianaH = ω
2
(x2 + u2).

La variable u es una velocidad escalar y, así, el plano x, u es esencialmente el plano

posición-velocidad, o el espacio de fase de la física. El teorema básico de existencia y uni-

cidad de las ecuaciones diferenciales establece que a través de cada punto (x0, u0) en el

plano, existe una solución única, que pasa por este punto en particular, para el instante t0. La

solución general esta dada por

x(t, t0, x0, u0)

u(t, t0, x0, u0)

 =

cosω(t− t0) − sinω(t− t0)

sinω(t− t0) cosω(t− t0)

 (1.11)

Las curvas solución son círculos parametrizados. La razón por la que se introduce la

velocidad escalar en lugar de utilizar la velocidad en sí, es para que las curvas solución se

conviertan en círculos en lugar de elipses. En sistemas dinámicos, la geometría de la familia

de curvas es de gran importancia. Desde que el sistema es independiente del tiempo, éste

admiteH como una integral según el Teorema 1.3.1 (obsérvese que Ḣ = ωxẋ+ ωuu̇ = 0).

Debido a que una solución se encuentra en el conjunto, donde H = constante, que

es un círculo en el plano x, u, la integral por sí sola da la geometría de las curvas solución

en el plano. Como el origen es un mínimo local para H, por lo que el origen es estable. Al

introducir las coordenadas polares, r2 = x2 + u2, θ = tan−1 (u/x), las ecuaciones (1.10) se
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conviertan en

ṙ = 0, θ̇ = −ω. (1.12)

Se observa nuevamente que las soluciones se encuentran en círculos alrededor del

origen porque, ṙ = 0. Los círculos se barren en el sentido de las agujas del reloj con velo-

cidad angular constante ω. Pero, las ecuaciones en coordenadas polares no se parecen a las

ecuaciones Hamiltonianas ya queH(r, θ) = 1
2
r2, por lo que una mejor opción será

I =
1

2
(x2 + u2), θ = tan−1

(u
x

)

de modo que,H(I, θ) = 1
2
ωI y las ecuaciones se convierten en

İ =
∂H
∂θ

= 0, θ̇ = −∂H
∂I

= ω

Así, tenemos que (I, θ) son las coordenadas polares naturales en el estudio de los

sistemas Hamiltonianos y se denominan variables acción ángulo. Las coordenadas que con-

servan el carácter Hamiltoniano del problema, se denominan coordenadas simplécticas o

coordenadas canónicas. Este tipo de transformaciones serán tratadas en la sección 1.4.

1.4. Transformaciones simplécticas

Las transformaciones simplécticas juegan un papel importante en la teoría de Siste-

mas Hamiltonianos, pues son un tipo de cambio de coordenadas que preservan la estructura

Hamiltoniana.

Definición 1.4.1. Sea U un subconjunto abierto de K2n, donde K = R ó C. Una transfor-

mación de coordenadas E : U 7−→ K2n es llamada simpléctica o transformación canónica

si es un difeomorfismo y para cada z ∈ U satisface

[DzE(z)]TJDzE(z) = J. (1.13)
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En lo que sigue, se denotará el cambio de coordenadas simplécticas por ζ = E(z) y

su inversa por z = Z(ζ), o aún,

ζ = E(z), z = Z(E(z)) = Z(ζ)

y también usaremos la notación

(Q,P) = E(z) = E(q,p). (1.14)

Se sigue inmediatamente de la definición de transformación simpléctica que

DzE(z)J[DzE(z)]T = J.

La principal importancia de las transformaciones simplécticas radica en el hecho de

preservar la estructura Hamiltoniana de las ecuaciones. O sea, al definir la función “Hamil-

toniana” K : U 7−→ R por

K(ζ) = H(Q,P) := H(Z(ζ)), (1.15)

donde U = E(U), entonces se verifica que

ζ̇ = ∂E
∂z

(z)ż = ∂E
∂z

(z)J
(
∂H
∂z

(z)
)T

= ∂E
∂z

(z)J
(
∂H
∂ζ

(ζ)∂E
∂z

(z)
)T

= J∂HT
∂ζ

(ζ) = J∇ζH(ζ).

(1.16)

Existe una generalización de los resultados anteriores para el caso de transformacio-

nes µ-simplécticas, definidas como difeomorfismos que satisfacen la propiedad

[DzE(z)]TJDzE(z) = µJ, (1.17)
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o equivalentemente,

[DζZ(ζ)]TJDζZ(ζ) = µJ, (1.18)

donde µ ∈ R−{0} es una constante llamada multiplicador. Al igual que las transfor-

maciones simplécticas las transformaciones µ-simplécticas preservan la estructura Hamilto-

niana de las ecuaciones con la sustitución de la función HamiltonianaK por el Hamiltoniano

K(ζ) = µH(Z(ζ)). (1.19)

Ejemplo 1.4.1. Un isomorfismo T : R2n 7−→ R2n es una aplicación µ-simpléctica si y sólo

si,

T TJT = µJ.

Ejemplo 1.4.2. Consideremos en R2n las coordenadas z = (q,p) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)

y sea la transformación de coordenadas

E : (q,p) 7−→ (Q,P),

definida por

Q = αq, P = αp,

donde α es una constante no nula. Luego,

T :=
∂E

∂z
= αdiag(1, . . . , 1) = αI

donde I es la matriz identidad de orden 2n. Por lo tanto,

T TJT = α2J,

es decir, la transformación de coordenadas E es µ := α2-simpléctica.

Ahora, aplicando esta transformación de coordenadas al problema de los n-cuerpos
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cuyo Hamiltoniano es

H = H(q,p) =
n∑
i=1

‖pi‖2

2mi

−
∑

1≤i<j≤n

Gmimj

‖qi − qj‖
, (1.20)

obtenemos el Hamiltoniano transformado

K(ζ) = α2H(E−1(ζ)), (1.21)

donde ζ = (Q,P). Luego, substituyendo q = 1
α
Q y p = 1

α
P en (1.21) llegamos a

K(ζ) = α2

[
1
α2

n∑
i=1

‖Pi‖2

2mi

−
∑

1≤i<j≤n

Gαmimj

‖qi − qj‖

]

=
n∑
i=1

‖Pi‖2

2mi

−
∑

1≤i<j≤n

Gα3mimj

‖qi − qj‖
.

(1.22)

Así, esta transformación de coordenadas E nos permite suponer sin pérdida de gene-

ralidad que siempre podemos tomarG = 1, para ésto basta considerar α tal queGα3 = 1. De

esta forma podemos suponer desde el inicio que en el problema de los n-cuerpos la constante

de Gravitación Universal toma el valor de 1.

Ejemplo 1.4.3 (Coordenadas acción ángulo). Consideremos la transformación de coordena-

das

E : (r1, . . . , rn, θ1, . . . , θn) 7−→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

definida por

xj =
√

2rj cos θj, yj =
√

2rj sin θj (1.23)

cuya inversa es dada por

rj = 1
2
(x2

j + y2
j ), θj = arctan

(
yj
xj

)
. (1.24)

Este cambio de coordenadas es una transformación simpléctica, dado que su matriz
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Jacobiana T = ∂ζ
∂z

con z = (r, θ) y ζ = (x, y) consiste de los cuatro bloques diagonales

A = diag
[

1√
2r1

cos θ1, . . . ,
1√
2rn

cos θn

]
,

B = diag
[
−
√

2r1 sin θ1, . . . ,−
√

2rn sin θn
]
,

C = diag
[

1√
2r1

sin θ1, . . . ,
1√
2rn

sin θn

]
,

D = diag
[√

2r1 cos θ1, . . . ,
√

2rn cos θn
]
,

de donde vemos que ATC y BTD son matrices simétricas y ATD − CTB = I . En

este caso T =

 A B

C D

 .
Las variables rj, θj con j = 1, ..., n son llamadas variables acción ángulo.

Una aplicación inmediata de esta transformación de coordenadas es la siguiente. Con-

sidere el Hamiltoniano H en R2n que consiste de n-osciladores armónicos desacoplados, o

sea,

H =
ω1

2
(x2

1 + y2
1) + . . .+

ωn
2

(x2
n + y2

n).

Por medio del cambio de coordenadas acción ángulo, este Hamiltoniano asume la

forma

K = ω1r1 + . . .+ ωnrn.

Ejemplo 1.4.4 (Coordenadas complejas). Consideremos la transformación de coordenadas

E : (x1, x2, y1, y2) 7−→ (q1, q2, p1, p2)

definida por

q1 = y1 + ix1, q2 = y2 + ix2,

p1 = y1 − ix1, p2 = y2 − ix2.

(1.25)

Este cambio de coordenadas es una transformación es 2i-simpléctica. Como aplica-

ción de esta transformación de coordenadas, consideremos la función Hamiltoniana en la
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forma

H =
ω1

2
(x2

1 + y2
1) +

ω2

2
(x2

2 + y2
2).

El nuevo Hamiltoniano será K = 2iH, donde H es la función Hamiltoniana arriba

expresada en términos de qk, pk por la fórmula (1.25), o sea,

K = 2iH = iω1q1p1 + iω2q2p2.

1.4.1. Funciones Generadoras

Usaremos la notación clásica z = (q, p), así la forma simpléctica estándar es

Ω =
n∑
j=1

dqj ∧ dpj := dq ∧ dp.

Sea Q = Q(q, p), P = P (q, p) una transformación de variables, y asuma que las

funciones Q y P están definidas en una bola abierta U en R2n. Esta transformación será

simpléctica si y sólo si,

dq ∧ dp = dQ ∧ dP ⇐⇒ d(qdp−QdP ) = 0. (1.26)

Definiendo la 1-forma σ1 = qdp − QdP tendremos que σ1 es cerrada si y sólo si,

σ2 = σ1 + d(QP ) = qdp + PdQ es cerrada. Desde que U es una bola abierta en R2n, por

el lema de Poincaré (cerrada, si y sólo si, exacta) se tiene que el cambio de coordenadas es

simpléctica, si y sólo si, cada una de las siguientes 1-formas es cerrada

σ1 = qdp−QdP

σ2 = qdp+ PdQ = σ1 + d(QP )

σ3 = pdq − PdQ = σ2 + d(pq)

σ4 = pdq +QdP = σ3 + d(PQ).
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Luego, la transformación de coordenadas es simpléctica si y sólo si, una de las fun-

ciones S1 = S(p, P ), S2 = S2(p,Q), S3 = S3(q,Q), S4 = S4(q, P ) existe y satisface res-

pectivamente

dS1 = σ1, dS2 = σ2, dS3 = σ3, dS4 = σ4.

Estas informaciones dan una forma fácil de construir coordenadas simplécticas. Por

ejemplo, asumamos que exista una función S1(p, P ) tal que dS1 = σ1, así

dS1 =
∂S1

∂p
(p, P )dp+

∂S1

∂P
(p, P )dP = σ1

si y sólo si,
∂S1

∂p
(p, P ) = q, −∂S1

∂P
(p, P ) = Q. (1.27)

Por lo tanto, si (1.27) define una transformación de coordenadas de (q, p) a (Q,P ),

entonces ésta es simpléctica. Asumiendo ahora que el Hessiano de S1 es no singular y consi-

derando la función F (q, p, P ) =
∂S1

∂P
− q = 0 se sigue del Teorema de la Función Implícita

que podemos determinar P como función de q y p y de la ecuación Q = −∂S1

∂P
(p, P ),

obtenemos Q = Q(q, p). Así, de forma similar tenemos

Teorema 1.4.1. Los siguientes cambios de variables definen una transformación local de

coordenadas simplécticas

q =
∂S1

∂p
(p, P ), Q = −∂S1

∂P
(p, P ) cuando

∂2S1

∂p∂P
(p, P ) es no singular;

q =
∂S2

∂p
(p,Q), P =

∂S2

∂Q
(p,Q) cuando

∂2S2

∂p∂Q
(p,Q) es no singular;

p =
∂S3

∂q
(q,Q), P = −∂S3

∂Q
(q,Q) cuando

∂2S3

∂q∂Q
(q,Q) es no singular;

p =
∂S4

∂q
(q, P ), Q =

∂S4

∂P
(q, P ) cuando

∂2S4

∂q∂P
(q, P ) es no singular.

Cada una de las funciones Sj (j = 1, 2, 3, 4) es llamada función generadora o función

generatriz.

Sea S2(p,Q) = pQ, entonces
∂2S2

∂p∂Q
(p,Q) = I es no singular. Así, esta función
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define una transformación de coordenadas simplécticas (q, p)→ (Q,P ) dada por

q =
∂S2

∂p
(p,Q) = Q, P =

∂S2

∂Q
= p.

Es decir, (q, p)→ (Q = q, P = p) es la aplicación identidad.

Ejemplo 1.4.5 (Transformaciones de Mathieu). Supongamos que tenemos una transforma-

ciónQ = f(q), con f : Rn 7−→ Rn tal que ∂f/∂q es invertible. Entonces esta transformación

se puede extender a una transformación simpléctica definiendo

S4(q, P ) = f(q)TP

esto es,

Q = f(q), p =
∂f

∂q
(q)P.

Estas transformaciones son llamadas transformaciones de Mathieu.

1.4.2. Transformaciones de Lie

El método de transformaciones de Lie, iniciado por Deprit [10], es un proceso para

definir un cambio simpléctico de variables próximo de la identidad en un sistema de ecua-

ciones que depende de un pequeño parámetro (ver detalles en [16]).

Definición 1.4.2. Un cambio simpléctico de variables x ≡ X(y; ε) se dice próximo de la

identidad si es simpléctico para cada ε fijo y es de la forma X(y; ε) = y + O(ε); es decir,

X(y; 0) = y.

Se tiene que X(y, 0) = 0 y ∂X(y, ε)/∂y es no singular para el pequeño parámetro ε,

por el teorema la función inversa, la transformación y → X(y, ε) tiene inversa diferenciable.

En consecuencia, si y ≡ Y(X(y; ε); ε) es la inversa de x ≡ X(Y(x; ε); ε), entonces ambas

son simplécticas para ε fijo.

Teorema 1.4.2. La transformación X(y; ε) es un cambio simpléctico de variables próxima
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de la identidad si y sólo si es la solución general de un sistema Hamiltoniano de la forma

dx

dε
= J∇W(x; ε), x(0) = y

dondeW es diferenciable y J es la matriz antisimétrica clásica.

Ver la demostración en [16].

SeaH(x; ε) un Hamiltoniano y G(y; ε) ≡ H(X(y; ε); ε) el Hamiltoniano en las nue-

vas coordenadas. G es llamada la transformación de Lie deH generada porW . DenotandoH

por H∗ y G por H∗, el método de transformaciones de Lie es introducido por las siguientes

fórmulas

H(x; ε) = H∗(x; ε) =
∞∑
i=0

εi

i!
H0
i (x), (1.28)

G(y; ε) = H∗(y; ε) =
∞∑
i=0

εi

i!
Hi

0(y), (1.29)

W(x; ε) =
∞∑
i=0

εi

i!
Wi+1(x), (1.30)

donde {Hi
j} para i = 1, 2, . . . y j = 0, 1, . . . verifican las identidades recursivas

Hi
j = Hi−1

j+1 +

j∑
k=0

(
j

k

)
{Hi−1

j+k,Wk+1}.

Las relaciones entre esas funciones es ilustrada más fácilmente en el triángulo de Lie

H0
0

↓

H0
1 → H1

0

↓ ↓

H0
2 → H1

1 → H2
0

↓ ↓ ↓

Por ejemplo, para calcular la expansión en series para H∗ a través de términos de
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orden ε2, primero determinamosH1
0 por la fórmula

H1
0 = H0

1 + {H0
0,W1}

el cual, nos da el término de orden ε y entonces calculamos

H1
1 = H0

2 + {H0
1,W1}+ {H0

0,W2}

yH2
0 = H1

1 + {H1
0,W1} obteniendo

H∗(x; ε) = H0
0(x) + εH1

0(x) +
ε2

2
H2

0(x) + . . .

1.4.3. Formas Normales

La esencia de normalización es el uso de transformaciones de Lie para simplificar

un sistema Hamiltoniano [10]. Cuando el Hamiltoniano, y por ende las ecuaciones, están

en una forma suficientemente simple, ellas se dicen en “forma normal”. En este sentido, si

x ≡ X(y; ε) es una transformación de Lie, tal que el Hamiltoniano transformado K(y; ε) =

H(x; ε) está en su forma normal. Entonces, K es llamado la forma normal deH.

Dado un Hamiltoniano analítico H, el cual, tiene un punto de equilibrio en el origen

de R2n y es cero en el origen, entoncesH puede ser expandido en series de Taylor por

H(x; ε) =
∞∑
i=0

εi

i!
H0
i (x), (1.31)

donde H0
i es un polinomio homogéneo en x de grado i + 2. Las ecuaciones lineali-

zadas alrededor del punto crítico x = 0 son

ẋ = Ax = JSx = J∇H0
0,

donde S es una matriz real simétrica de orden 2n × 2n, y A = JS es una matriz

Hamiltoniana. La solución general del sistema linealizado es ϕ(t, ξ) = exp(At)ξ.
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El teorema general sobre formas normales es como sigue.

Teorema 1.4.3. Sea A una matriz Hamiltoniana. Entonces existe un cambio de variables

formal simpléctica, x = X(y; ε) = y + . . . , que transforma el Hamiltoniano (1.31) a

H(y; ε) =
∞∑
j=0

εj

j!
Hj

0(y),

dondeHj
0 es un polinomio homogéneo de grado j + 2 tal que

Hj
0(eA

T ty) ≡ Hj
0(y), (1.32)

para todo j = 0, 1, . . . , todo y ∈ R2n, y todo t ∈ R.

Sea HT
0 = 1

2
xTRx el Hamiltoniano cuadrático para la ecuación lineal adjunta; esto

es, AT = JR. Entonces (1.32) es equivalente a
{
Hi,HT

0

}
= 0 para todo i.

Para el caso, en el cual la matriz A es semisimple, esto es, diagonalizable sobre los

números complejos, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.4.4. Sea A semisimple. Entonces existe un cambio de variables formal simpléc-

tico, x = X(y; ε) = y + . . . , que transforma el Hamiltoniano (1.31) a

H(y; ε) =
∞∑
i=0

εi

i!
Hi

0(y), (1.33)

dondeHi es un polinomio homogéneo de grado i+ 2 tal que

Hi
0(eAty) ≡ Hi

0(y) (1.34)

para todo i = 0, 1, . . . , todo y ∈ R2n, y todo t ∈ R.

La fórmula (1.34) es la definición clásica de forma normal para un Hamiltoniano

cercano a un punto de equilibrio con parte lineal semisimple, y es equivalente a {Hi
0,H0

0} =

0 para todo i.
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Ejemplo 1.4.6 (Ecuación de Duffing). El Hamiltoniano de la ecuación de Duffing en coor-

denadas rectangulares (q, p) está dado por

H =
1

2
(q2 + p2) +

γ

4
q4, (1.35)

y en variables de acción ángulo, (I, φ) asume la forma

H = I +
γ

8
I2(3 + 4 cos 2φ+ cos 4φ). (1.36)

Para encontrar la forma normal de (1.36) procedemos como sigue:

Consideremos γ como un pequeño parámetro y tomemos ε = γ/8. Luego, podemos

escribir el Hamiltoniano (1.36) en la forma

H(ε, I, φ) = H∗(ε, I, φ) = H0
0(I, φ) + εH0

1(I, φ),

donde

H0
0 = I, H0

1 = I2(3 + 4 cos 2φ+ cos 4φ).

Ahora, de la primera etapa del triángulo de Lie, se obtiene la ecuación

H1
0 = H0

1 + {H0
0,W1},

de la cual resulta

H1
0 = I2(3 + 4 cos 2φ+ cos 4φ)− ∂W1

∂φ
. (1.37)

A continuación, elegimos W1 de modo queH1
0 contenga el menor número posible de

términos. Desde que, la forma más simple deH1
0 es

H1
0 = 3I2,

remplazando esta expresión en la ecuación (1.37) encontramos que la función gene-
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radora W1 tiene la forma

W1 = I2

(
2 sin 2φ+

1

4
sin 4φ

)
.

Con esta elección de W1, el Hamiltoniano en las nuevas coordenadas, (J, θ), queda

expresado por

H∗(ε, J, θ) = J +
3γ

8
J2 +O(γ2),

y las ecuaciones de movimiento son

J̇ = O(γ2), θ̇ = −1− 3γ

4
J +O(γ2).

Obsérvese, que en estas coordenadas, hasta los términos O(γ2), las soluciones se

mueven en círculos J = constante con una frecuencia angular uniforme de −1− 3γ
4
J .

Ejemplo 1.4.7. Consideremos el Hamiltoniano con dos grados de libertad

H(q, p) = H0(q, p) +H1(q, p) +H2(q, p) + . . . , (1.38)

donde

H0 =
ω1

2
(q2

1 + p2
1) +

ω2

2
(q2

2 + p2
2)

ω1, ω2 ∈ R \ {0} son las frecuencias yHj representa un polinomio de grado j + 2 en

las variables q1, q2, p1, p2.

Para calcular la forma normal del Hamiltoniano (1.38) realizamos los siguientes pa-

sos:

Introducimos un parámetro ε por medio de la transformación lineal ε−2-simpléctica,

Q1 = ε−1q1, Q2 = ε−1q2, P1 = ε−1p1, P2 = ε−1p2.

Pasamos a coordenadas complejas (z, z̄) = (z1, z2, z̄1, z̄2) a través de la transformación
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−2i-simpléctica,

z1 = Q1 + iP1, z̄1 = Q1 − iP1, z2 = Q2 + iP2, z̄2 = Q2 − iP2. (1.39)

El Hamiltoniano resultante asume la forma

H∗(z, z̄) = −i(ω1z1z̄1 + ω2z2z̄2) + εH0
1(z, z̄) + ε2H0

2(z, z̄) + . . . ,

donde

H0
j =

∑
k1+k2+`1+`2=j+2

ak1k2`1`2z
k1
1 z

k2
2 z̄

`1
1 z̄

`2
2 .

En variables complejas el operador de Lie asociado aH0 es

LH0 = −i
[
ω1

(
z1

∂

∂z1

− z̄1
∂

∂z̄1

)
+ ω2

(
z2

∂

∂z2

− z̄2
∂

∂z̄2

)]
.

La acción del operador de Lie sobre un monomio

m(z, z̄) = gk1k2`1`2z
k1
1 z

k2
2 z̄

`1
1 z̄

`2
2

da como resultado

LH0(m) = −igk1k2`1`2 [ω1(k1 − `1) + ω2(k2 − `2)]m.

Consideremos la función generadora

W (z, z̄) = W1(z, z̄) + εW2(z, z̄) + . . .
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donde

Wj =
∑

k1+k2+`1+`2=j+2

gk1k2`1`2z
k1
1 z

k2
2 z̄

`1
1 z̄

`2
2

y el Hamiltoniano normalizado

H∗(z, z̄) = −i(ω1z1z̄1 + ω2z1z̄2) + εH1
0(z, z̄) + ε2H2

0(z, z̄) + . . .

donde

Hj
0 =

∑
k1+k2+`1+`2=j+2

bk1k2`1`2z
k1
1 z

k2
2 z̄

`1
1 z̄

`2
2

De la primera etapa del Triángulo de Lie obtenemos

bk1k2`1`2 = ak1k2`1`2 + igk1k2`1`2 [ω1(k1 − `1) + ω2(k2 − `2)] .

Si ω1, ω2 son independientes sobre Q, es decir, ω1/ω2 /∈ Q entonces el factor ω1(k1 −

`1) + ω2(k2 − `2) 6= 0, ∀ (k1, k2, `1, `2) ∈ N4. Luego, los coeficientes de la función

generadora W1 pueden ser elegidos como

gk1k2`1`2 = i
ak1k2`1`2

ω1(k1 − `1) + ω2(k2 − `2)

y en consecuencia, los coeficientes bk1k2`1`2 del Hamiltoniano normalizado H1
0 son

cero.

Si ω1/ω2 ∈ Q, definimos el Z-módulo

Mω = {(k1, k2, `1, `2) ∈ Z4 : ω1(k1 − `1) + ω2(k2 − `2) = 0}.
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En este caso, los coeficientes de la función generadora se eligen como

gk1k2`1`2 =


0 , (k1, k2, `1, `2) ∈Mω

i
ak1k2`1`2

ω1(k1−`1)+ω2(k2−`2)
, (k1, k2, `1, `2) /∈Mω

y los coeficientes de los términos en el Hamiltoniano normalizadoH1 son

bk1k2`1`2 =


ak1k2`1`2 , (k1, k2, `1, `2) ∈Mω

0 , (k1, k2, `1, `2) /∈Mω

Los términos bk1k2`1`2 = ak1k2`1`2 que no son eliminados durante el proceso de norma-

lización son llamados términos resonantes.

En consecuencia, los términos que aparecen en el Hamiltoniano normalizado son de

la forma

bk1k2`1`2z
k1
1 z

k2
2 z̄

`1
1 z̄

`2
2

con

ω1(k1 − `1) + ω2(k2 − `2) = 0.

1.5. Estabilidad en sistemas Hamiltonianos

En esta subsección se presentarán algunos conceptos y resultados sobre estabilidad

para sistemas Hamiltonianos. Principalmente, introducimos un teorema sobre estabilidad

paramétrica para sistemas Hamiltonianos.

Considere el sistema lineal Hamiltoniano

ż = Az = J∇H(z), H = 1
2
zTSz (1.40)

donde S es una matriz real simétrica 2n× 2n , J es la matriz simpléctica 2n× 2n de

la teoría Hamiltoniana y A = JS es una matriz Hamiltoniana.
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Definición 1.5.1. El sistema de ecuaciones lineales Hamiltonianas (1.40) es estable si todas

las soluciones de (1.40) son acotadas para todo t ∈ R, es decir,
∣∣∣∣eAt∣∣∣∣ es uniformemente aco-

tada. Equivalentemente (1.40) es estable si todos los valores propios de A son imaginarios

puros y A es diagonalizable sobre los números complejos.

Así, si el sistema lineal (1.40) es estable, entonces podemos escoger coordenadas

reales simplécticas (x,y) ∈ R2n tal que

H =
ω1

2
(x2

1 + y2
1) +

ω2

2
(x2

2 + y2
2) + . . .+

ωn
2

(x2
n + y2

n),

donde los valores propios de A son ±ω1i,±ω2i, . . . ,±ωni. En el mismo sentido,

podemos escoger variables acción ángulo

Ij =
1

2
(x2

j + y2
j ), φj = arctan

(
yj
xj

)
, for j = 1, 2, . . . , n (1.41)

tal que

H = ω1I1 + ω2I2 + . . .+ ωnIn. (1.42)

Ahora, si S es una matriz definida o equivalentemente todos los ωj’s son del mismo

signo, entonces por el Teorema de Dirichlet implica que el sistema (1.40) es estable y tam-

bién implica que una pequeña perturbación lineal Hamiltoniana es estable. Esto conduce al

siguiente concepto y Teorema.

Definición 1.5.2. El sistema lineal Hamiltoniano (1.40) es paramétricamente estable (o

fuertemente estable) si éste y cualquier perturbación lineal Hamiltoniana suficientemente

pequeña son estables. Esto es, (1.40) es paramétricamente estable si existe un ε > 0 tal que

ż = Bz es estable, donde B es cualquier matriz lineal Hamiltoniana con ||B − A|| < ε.

Sean ±α1i,±α2i, . . . ,±αsi los valores propios de la matriz A, y sean Vj , j =

1, . . . , s, los subespacios lineales reales maximales donde A tiene valores propios ±αji.

Así Vj es un subespacio simpléctico A-invariante, A restringido a Vj tiene valores propios

±αji, y R2n = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vs. Sea Hj la restricción de H a Vj .

Teorema 1.5.1 (Krein-Gel’fand). El sistema (1.40) es paramétricamente estable si y sólo si
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i) todos los valores propios de A son imaginarios puros,

ii) A es no singular,

iii) A es diagonalizable sobre los números complejos, y

iv) el HamiltonianoHj es definido positivo o negativo para cada j.

Ver la demostración en [23] o [16].

1.6. Teorema del Promedio de Reeb

Consideremos el Hamiltoniano autónomo con n grados de libertad

Hε = H0(I) + εH1(I, θ, y) +O(ε2), (1.43)

donde H0,H1 : U ⊂ R2n → R son funciones diferenciables, H1 es 2π-periódica en

θ, (θ, I) ∈ TS1, y ∈ R2n−2 son coordenadas simplécticas y ε es un pequeño parámetro.

Supongamos además que ω(I) = ∂H0/∂I 6= 0. Las ecuaciones de movimiento asociadas al

Hamiltoniano (1.43) están dadas por

İ = O(ε), ẏ = εJ∇yH1(I, θ, y) +O(ε2),

θ̇ = −ω − ∂H1

∂I
(I, θ, y) +O(ε2),

(1.44)

donde J es la matriz antisimétrica de Poisson. Es claro que, para ε = 0, el Hamilto-

niano (1.43) es integrable y todas sus soluciones son periódicas de periodo T (I) = 2π/ω(I)

y están dadas por

ϕ0
t (I, θ, y) = (I,−ωt+ θ, y). (1.45)

Se define el Promedio de H1 sobre el flujo del sistema no perturbado (ε = 0) como
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la integral

H̄ =
1

T

T∫
0

H1(ϕ0
s) ds. (1.46)

Efectuando el cambio de variable u = −ωt + θ, usando la periodicidad de H1 y

realizando algunas manipulaciones, la integral (1.46) asume la forma

H̄ =
1

2π

2π∫
0

H1(I, θ, y) dθ. (1.47)

De este modo, H̄ no depende de θ y en consecuencia {H0, H̄} = 0, donde { , } es el

Corchete de Poisson para funciones, definido por

{f, g} =∇f(I, θ, y)J∇g(I, θ, y),

=

(
∂f

∂I

∂g

∂θ
− ∂f

∂θ

∂g

∂I

)
+

n−1∑
j=1

(
∂f

∂yj

∂g

∂yj+n−1

− ∂f

∂yn+j−1

∂g

∂yj

)
.

Sea un valor fijo h y considere Nε(h) = H−1
ε (h). Sobre N0(h) = H−1

0 (h), defina la

relación de equivalencia “∼” que identifica dos puntos en N0(h) que están sobre la misma

órbita. Denotemos por B(h) el espacio cociente N0(h)/ ∼ y por π : N0(h) → B(h) la

proyección.

El siguiente resultado da condiciones suficientes para caracterizar las soluciones pe-

riódicas del sistema Hamiltoniano asociado aHε. Para mayor información relacionado a este

tema consulte [21], [24] y [17].

Teorema 1.6.1 (Reeb 1952). Si H̄ tiene un punto crítico no degenerado en p̄ ∈ B(h) con

p ∈ N0(h), existen funciones diferenciables p(ε) y T (ε) para ε pequeño con p(0) = p,

T (0) = T y p(ε) ∈ Nε(h) la solución de (1.44) pasando por p(ε) es T (ε)-periódica. En

particular, si los exponentes característicos del punto crítico esto es, los valores propios de

la matriz A = JD2H̄(p̄)) son λ1, λ2, . . . , λ2n−2, entonces los multiplicadores característicos

de la solución periódica pasando por p(ε) son

1, 1, 1 + ελ1T +O(ε2), 1 + ελ2T +O(ε2), . . . , 1 + λ2n−2T +O(ε2).
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Demostración. En primer lugar, normalizamos el Hamiltoniano (1.43) hasta orden ε por

medio de una transformación próxima de la identidad (I, θ, y)→ (I, θ, y)+εJ∇W1(I, θ, y).

Para este fin, usando el Método de Lie-Deprit, determinamos la función generadora W1, la

cual debe ser 2π-periódica en θ. La relación entre H1, W1 y el Hamiltoniano normalizado a

orden ε que denotamos por K1 y cuya forma determinaremos, es

K1 = H0 + {H0,W1},

de lo cual, se sigue que

W1(I, θ, y) =

(
∂H0

∂I

)−1
θ∫

(K1 −H1) dθ. (1.48)

Ahora, la función K1 estará en la forma normal de Lie, si se verifica que

{H0,K1} = ω
∂K1

∂θ
= 0,

lo que implica que K1 no depende de θ. Por otro lado, la función W1 dada en (1.48)

es 2π-periódica si y sólo si

2πK1 −
2π∫

0

H1dθ =

2π∫
0

(K1 −H1)dθ = 0.

Así, para que W1 exista, K1 debe ser el promedio de H1, es decir K1 = H̄. De este

modo, el sistema (1.44) es equivalente al sistema Hamiltoniano

İ = O(ε2), ẏ = εJ∇yH̄ +O(ε2),

θ̇ = −ω − ε∂H̄
∂I

(I, y) +O(ε2),
(1.49)

con función Hamiltoniana

Hε = H0(I) + εH̄(I, y) +O(ε2). (1.50)
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Por lo tanto, en lo que sigue nos restringimos a trabajar con el Hamiltoniano (1.50).

Para h y θ0 fijos, consideremos la sección transversal Σ : θ = θ0 y la sección trans-

versal en el nivel de energía σ = Σ ∩ Nε(h). Ahora dado z = (I, θ0, y) ∈ σ, se tiene por el

Teorema de la Función Implícita que I = I(ε) = I(θ0, y, ε) = I0 +O(ε), con I0 = H−1
0 (h).

De este modo, la aplicación de Poincaré sobre σ, Pε : σ → σ es dada por

Pε(y) = ϕ̃(Tε, z, ε) = y + εTJ∇yH̄(I0, y) +O(ε2), (1.51)

donde Tε = T + O(ε) es el tiempo de primer retorno. Además, la diferencial de Pε

verifica la relación

DPε(y) = I + εTJD2H̄(I0, y) +O(ε2). (1.52)

Ahora, y es un punto fijo de Pε si y sólo si

f(y, ε) = TJ∇yH̄(I0, y) +O(ε) = 0.

En consecuencia, dado que p̄ es un punto crítico no degenerado de H̄, tenemos que

f(p̄, 0) = 0 y Df(p̄, 0) = TJD2H̄(I0, p) 6= 0. Así, por el Teorema de la Función Implícita,

existe una única curva de puntos fijos p̄(ε) = p̄ + O(ε) de la aplicación Pε. Por lo tanto,

p(ε) = (I(ε), θ0, p̄(ε)) son condiciones iniciales de soluciones Tε = T +O(ε) periódicas del

sistema (1.49).

Por otro lado, si ϕ(t, p(ε), ε) es la solución periódica asociada a la condición inicial

p(ε) y Dϕ(T (ε), p(ε), ε) es su matriz de monodromía, entonces se verifica la relación

det (Dϕ(T (ε), p(ε), ε)− λI) = (λ− 1)2 det (DPε(p̄(ε))− λI) ,

donde

DPε(p̄(ε)) = I + εTA+O(ε2) y A = JD2H̄(I0, p̄).

En consecuencia, si λ1, λ2, . . . , λ2n−2 son los valores propios de A (exponentes ca-
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racterísticos), se sigue que

1, 1, 1 + ελ1T +O(ε2), . . . , 1 + ελ2n−2T +O(ε2)

son los multiplicadores característicos de la solución periódica ϕ(t, p(ε), ε). z

1.7. Teorema de estabilidad lineal

Teorema 1.7.1. Sean p y p̄ como en el Teorema 1.6.1. Si uno o más de los exponentes ca-

racterísticos λj es real o tiene parte real no nula, entonces la solución periódica pasando

por p(ε) es inestable en el sentido de Lyapunov. Si la matriz A es paramétricamente estable,

entonces la solución periódica pasando por p(ε) es linealmente estable.

Demostración. La primera afirmación es inmediata.

Para probar la segunda afirmación, consideramos la transformación de Cayley

Ψ: z → w = (z − 1)(z + 1)−1 , Ψ−1 : w → z = (1 + w)(1− w)−1, (1.53)

la cual satisface las siguientes propiedades

Ψ(1) = 0, Ψ(i) = i y Ψ(−1) =∞,

Ψ lleva el círculo unitario del plano z en el eje imaginario del plano w,

α es un valor propio de una matriz M si y sólo si Ψ(α) es un valor propio Ψ(M).

SiM es una matriz simpléctica y no tiene−1 como valor propio, entonces C = Ψ(M)

es una matriz Hamiltoniana. Además, si M tiene sólo valores propios con módulo

uno y es diagonalizable entonces C tiene sólo valores propios imaginarios puros y es

diagonalizable.

Ahora, desde que la diferencial de la aplicación de Poincaré M = DPε dada en

(1.52) es una matriz simpléctica, entonces C = Ψ(M) es una matriz Hamiltoniana y asume

la forma

C = Ψ(I + εTA+O(ε2)) =
1

2
εT (A+O(ε)).
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Luego, si A es paramétricamente estable, la matriz C es estable, es decir, sus valores

propios son imaginarios puros y en consecuencia, los valores propios de M = Ψ−1(C) están

en el círculo unitario.

Por lo tanto, la solución periódica pasando por p(ε) es linealmente estable. z

Observación 1.7.1. El Teorema anterior implica que bajo una pequeña perturbación de la

matriz A, los multiplicadores se desplazan levemente, sin embargo permanecen en el círculo

unitario (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Desplazamiento de los multiplicadores de una matriz paramétricamente estable.

1.8. Hipótesis

Bajo el contexto de sistemas Hamiltonianos, si es posible establecer condiciones su-

ficientes que garantizan la existencia y estabilidad de soluciones periódicas, así como sus

bifurcaciones en un sistema Hamiltoniano de la forma (1.1) y (1.2).



Capı́tulo 2
MÉTODOS Y MATERIALES

En este capítulo, se presentarán el tipo de investigación y el método de investigación

los que permitirán probar los resultados de nuestra investigación.

2.1. Tipo de investigación

Científico-Teórico-Conceptual

2.2. Método de investigación

El método a usar en la investigación que desarrollaremos es el Inductivo-Deductivo,

en la cual estudiaremos la existencia y estabilidad de órbitas periódicas en sistemas Hamilto-

nianos con 2 y 3 grados de libertad; a través de la inducción se establecen generalizaciones a

partir de lo común en varios casos, luego a partir de esa generalización se deducen varias con-

clusiones lógicas, que mediante la inducción se traducen en generalizaciones enriquecidas,

por lo que forman una unidad dialéctica.

Para nuestro estudio, y con el propósito de cumplir con el objetivo planteado, consi-

deramos las siguientes etapas de investigación:

Etapa 1: Análisis de la existencia y estabilidad de soluciones periódicas en Hamil-

tonianos con 2 grados de libertad.

En esta etapa se consideró los siguientes pasos:

43
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• Paso 1: Aplicar formas normales para introducir la simetría del oscilador al Ha-

miltoniano.

• Paso 2: Aplicar la teoría de reducción: para reducir la simetría continua obte-

niendo un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad en el espacio reducido

correspondiente.

• Paso 3: Investigar la dinámica del problema reducido: existencia, estabilidad y

bifurcaciones de los equilibrios relativos (puntos críticos) en términos de los pa-

rámetros que tiene el Hamiltoniano.

• Paso 4: Obtener conclusiones sobre el sistema completo reconstruyendo el flu-

jo del problema original; mediante el teorema de Reeb (Teorema del promedio

para sistemas Hamiltonianos), obteniendo familias de soluciones periódicas y su

estabilidad.

Etapa 2: Análisis de la existencia y estabilidad de soluciones periódicas en Hamil-

tonianos con 3 grados de libertad.

En esta etapa se consideró los siguientes pasos.

• Paso 1: Aplicar formas normales para introducir la simetría del oscilador al Ha-

miltoniano.

• Paso 2: Aplicar la teoría de reducción: para reducir la simetría continua obtenien-

do un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad en el espacio reducido

correspondiente.

• Paso 3: Investigar la dinámica del problema reducido: existencia, estabilidad y

bifurcaciones de los equilibrios relativos (puntos críticos) en términos de los pa-

rámetros que tiene el Hamiltoniano.

• Paso 4: Obtener conclusiones sobre el sistema completo reconstruyendo el flu-

jo del problema original; mediante el teorema de Reeb (Teorema del promedio

para sistemas Hamiltonianos), obteniendo familias de soluciones periódicas y su

estabilidad.



Capı́tulo 3
EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE

SOLUCIONES PERIÓDICAS EN

HAMILTONIANOS CON DOS Y TRES

GRADOS DE LIBERTAD

Este capítulo está dividido en dos secciones. En la sección 3.1 estudiaremos la di-

námica de una familia de sistemas Hamiltonianos autónomos con dos grados de libertad

(2-DOF) que consisten de un oscilador armónico en resonancia 1:1 más un potencial cuár-

tico dependiendo de tres parámetros a, b y c. La sección 3.2 está orientada al estudio de la

dinámica de una familia de Hamiltonianos con tres grados de libertad (3-DOF) que consis-

ten de un oscilador en resonancia 1:1:1 más una perturbación de grado 4 dependiendo de

tres parámetros α, β y γ. En ambas secciones, la existencia y estabilidad de soluciones pe-

riódicas es establecida usando teoría de reducción y del promedio. Los diferentes tipos de

soluciones periódicas así como sus curvas de bifurcación son caracterizadas en términos de

los parámetros. Finalmente, la estabilidad lineal e inestabilidad de cada solución periódica

es tratada.
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3.1. Hamiltonianos en resonancia 1:1

En esta sección estudiamos la dinámica del sistema Hamiltoniano con dos grados de

libertad asociado al Hamiltoniano en resonancia 1 : 1 dado por

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) + ax4

1 + bx4
2 + cx2

1x
2
2, (3.1)

el cual consiste de un oscilador armónico 2D más un potencial homogéneo de grado

cuatro dependiendo de tres parámetros reales a, b y c. Este Hamiltoniano es invariante por la

transformación asociada a una rotación de π/2 radianes dada por Rπ/2 : (x1, x2, y1, y2) →

(x2, x1, y2, y1).

El Hamiltoniano (3.1) fue propuesto por Andrle [2] para modelar un sistema estelar

con un eje y un plano de simetría, y después ha sido usado en otras aplicaciones [4].

Hamiltonianos de la forma (3.1) con b = a han sido analizados en problemas rela-

cionados a dinámica galáctica [11] y con c = 0 han sido estudiados por algunos autores con

el objetivo de estudiar la no integrabilidad y la existencia de soluciones periódicas, ver por

ejemplo [1, 2] y sus referencias. Sin embargo cuando c 6= 0 y a, b son arbitrarios el problema

no ha sido abordado.

En esta sección trataremos el caso c 6= 0, para lo cual sin pérdida de generalidad

podemos asumir c = 1.

Con el fin de estudiar la dinámica de (3.1) cerca del origen, hacemos un escalamiento

en las variables mediante la transformación ε2-simpléctica dada por

xi → εxi, yi → εyi, i = 1, 2 (3.2)

Aplicando el cambio de variables (3.2) al Hamiltoniano (3.1), obtenemos el Hamil-

toniano

Hε = H0(x, y) + ε2H2(x), (3.3)
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donde

H0(x, y) =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2),

y

H2(x) = ax4
1 + bx4

2 + x2
1x

2
2.

3.1.1. Normalización y Reducción

Con el objetivo de describir el espacio orbital del osciladorH0, identificamos R4 con

C a través del cambio de variables ξ1 = x1 + y1i, ξ2 = x2 + y2i. Así, el Hamiltoniano no

perturbadoH0 escrito en términos de ξ = (ξ1, ξ2) asume la forma

H0 =
1

2
(|ξ1|2 + |ξ2|2),

El flujo de H0 induce la acción ϕ : S1 × C2 → C2 definida por ϕt(ξ) = etiξ, la

cual para t ∈ [0, 2π) es una S1-acción libre y propia sobre cualquier superficie de energía

N0(h) = H−1
0 (h) ⊂ R4 para h > 0. Desde que N0(h) es la esfera en tres dimensiones

S3√
2h

= {ξ ∈ C2 : |ξ|2 = 2h},

el espacio orbital de la S1-acción sobre N0(h) es B(h) = S3√
2h
/S1. Este espacio es

difeomorfo al espacio proyectivo complejo CP, razón por la cual será denotado por CPh.

A continuación, para usar la simetría del oscilador, normalizamos el Hamiltoniano

(3.3) hasta orden 4 en el pequeño parámetro aplicando el método de Lie-Deprit [10]. En

coordenadas rectangulares el Hamiltoniano normalizado es

Hε = H0 + ε2

[
3a

8

(
x2

1 + y2
1

)2
+

3b

8

(
x2

2 + y2
2

)2

+
3

8
(x1x2 + y1y2)2 +

1

8
(x1y2 − x2y1)2

]
+O(ε4) (3.4)
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El espacio orbital es descrito por 4 constantes de movimiento asociadas al oscilador,

llamadas invariantes de la resonancia 1:1 (ver detalles en [7] y [18]). Estos invariantes que

denotaremos por π1, π2, π3 y π4 son polinomios cuadráticos en las variables (x1, x2, y1, y2)

que generan el espacio de funciones invariantes por la acción dada por el flujo deH0. Explí-

citamente ellos son

π1 = x2
1 + y2

1, π2 = x2
2 + y2

2, π3 = x1y2 − x2y1, π4 = x1x2 + y1y2 (3.5)

y satisfacen las siguientes relaciones de dependencia

π1 + π2 = 2h, π2
3 + π2

4 = π1π2, (3.6)

así como las restricciones π1 ≥ 0 y π2 ≥ 0.

En la Tabla 3.1 se presenta la estructura de Poisson de los invariantes, estos corchetes

de Poisson describen el álgebra de Lie formada por los invariantes.

{πj, πk} π1 π2 π3 π4

π1 0 0 2π4 −2π3

π2 0 0 −2π4 2π3

π3 −2π4 2π4 0 π1 − π2

π4 2π3 −2π3 −π1 + π2 0

Tabla 3.1: Corchetes de Poisson entre los invariantes π.

El Hamiltoniano (3.4) en términos de los invariantes asume la forma

Hε(π) = H0(π) + ε2H2(π) +O(ε4), (3.7)

donde

H0(π) =
1

2
(π1 + π2) ,

H2(π) =
3a

8
π2

1 +
3b

8
π2

2 +
3

8
π2

3 +
1

8
π2

4 .

y el campo asociado al Hamiltoniano (3.7) en las variables (π1, π2, π3, π4) es dado
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por
dπj
dt

= {πj,Hε} =
4∑

k=1

{πj, πk}
∂Hε

∂πk
, j = 1, 2, 3, 4. (3.8)

La reducción es ahora realizada introduciendo la aplicación de Hilbert ρπ : R4 → R4

definida por ρπ(x1, x2, y1, y2) = (π1, π2, π3, π4). El Hamiltoniano reducido es obtenido de

(3.7) truncando términos de orden mayor o igual a ε4, eliminando términos constantes y

dividiendo el Hamiltoniano resultante por ε2, esto es

H̄ =
1

8

(
3aπ2

1 + 3bπ2
2 + 3π2

3 + π2
4

)
, (3.9)

Las ecuaciones de movimiento para el Hamiltoniano (3.9) son

π̇1 = π3π4,

π̇2 = −π3π4,

π̇3 =
π4

4
[(1− 6a) π1 − (1− 6b) π2] ,

π̇4 =
3π3

4
[(1− 2b) π2 − (1− 2a) π1] .

(3.10)

Todas las soluciones del oscilador isotrópico H0 pueden ser descritas por medio de

los invariantes, pues son coordenadas globales para el espacio reducido CPh. De las restric-

ciones en (3.6), se sigue que los puntos críticos de (3.10) son soluciones del sistema

π3π4 = 0,

[(1− 6a)π1 − (1− 6b)π2]π4 = 0,

[(1− 2b)π2 − (1− 2a)π1]π3 = 0,

π1π2 − π2
3 − π2

4 = 0,

π1 + π2 − 2h = 0.

(3.11)

Con el fin de caracterizar todos los puntos críticos, definimos las siguientes regiones
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de parámetros,

A1 = ]−∞, 1/6[ × ]−∞, 1/6[ ; A2 =]1/6, 1/2[ × ]1/6, 1/2[ ;

A3 = ]1/2,+∞[ × ]1/2,+∞[ ;

B1 = ]−∞, 1/6[ × ]1/6, 1/2[ ; B2 =]1/6, 1/2[ × ]−∞, 1/6[ ;

C1 = ]1/6, 1/2[ × ]1/2,+∞[ ; C2 =]1/2,+∞[ × ]1/6, 1/2[ ;

D1 = ]−∞, 1/6[ × ]1/2,+∞[ ; D2 =]1/2,+∞[ × ]−∞, 1/6[ ;

E1 = {1/2}×]−∞, 1/6[ ; E2 = {1/6}×]1/2,∞[ ;

E3 = ]−∞, 1/6[×{1/2} ; E4 =]1/2,∞[×{1/6} ;

F1 = {1/6}×]−∞, 1/6[ ;F2 = {1/6}×]1/6, 1/2[ ;

F3 = ]−∞, 1/6[×{1/6} ;F4 =]1/6, 1/2[×{1/6} ;

G1 = {1/2}×]1/6, 1/2[ ;G2 = {1/2}×]1/2,+∞[ ;

G3 = ]1/6, 1/2[×{1/2} ;G4 =]1/2,+∞[×{1/2} ;

y los puntos S1 = (1/6, 1/6), S2 = (1/6, 1/2), S3 = (1/2, 1/6) y S4 = (1/2, 1/2).

PROPOSICIÓN 3.1. Sobre el espacio reducido CPh, el sistema (3.10) tiene a lo más 6

puntos críticos aislados. Más precisamente, considerando Â =
⋃3
j=1Aj , B =

⋃2
j=1 Bj ,

Ĉ =
⋃2
j=1 Cj , D =

⋃2
j=1Dj , Ê =

⋃4
j=1 Ej , F̂ =

⋃4
j=1Fj y Ĝ =

⋃4
j=1 Gj , las siguientes

afirmaciones se verifican:

i) Si (a, b) ∈ Â entonces el sistema tiene exactamente 6 puntos críticos, dados por los

puntos (1), (2), (3), . . . , (6) de la Tabla 3.2.

ii) Si (a, b) ∈ B ∪ Ĉ ∪ F̂ ∪ Ĝ entonces el sistema tiene exactamente 4 puntos críticos.

Cuando (a, b) ∈ B∪F̂ , los puntos críticos corresponden a los puntos (1), (2), (5)

y (6) de la Tabla 3.2.

Cuando (a, b) ∈ Ĉ ∪ Ĝ los puntos críticos corresponden a los puntos (1), (2), (3)

y (4) de la Tabla 3.2.
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iii) Si (a, b) ∈ D ∪ Ê ∪ {S1, S2, S3, S4} entonces el sistema tiene exactamente 2 puntos

críticos.

Cuando (a, b) ∈ D∪ Ê ∪ {S2, S3}, los puntos críticos corresponden a los puntos

(1) y (2) de la Tabla 3.2.

Cuando (a, b) ∈ {S1}, los puntos críticos corresponden a los puntos (5) y (6) de

la Tabla 3.2.

Cuando (a, b) ∈ {S4}, los puntos críticos corresponden a los puntos (3) y (4) de

la Tabla 3.2.

Demostración. Resolviendo el sistema (3.11) obtenemos los equilibrios aislados de la Tabla

3.3. z

(1) (2h, 0, 0, 0)
Puntos (2) (0, 2h, 0, 0)

Rectilíneos (3)

(
(6b−1)h
3a+3b−1

, (6a−1)h
3a+3b−1

, 0,

√
(6a−1)(6b−1)h

|3a+3b−1|

)
(4)

(
(6b−1)h
3a+3b−1

, (6a−1)h
3a+3b−1

, 0,−
√

(6a−1)(6b−1)h

|3a+3b−1|

)
Puntos (5)

(
(2b−1)h
a+b−1

, (2a−1)h
a+b−1

,

√
(2a−1)(2b−1)h

|a+b−1| , 0

)
Elípticos / Circulares (6)

(
(2b−1)h
a+b−1

, (2a−1)h
a+b−1

,−
√

(2a−1)(2b−1)h

|a+b−1| , 0

)
Tabla 3.2: Puntos críticos de H̄ en CPh. (1), (2), (3) y (4) corresponden a puntos críticos de
tipo rectilíneo; (5) y (6) corresponden a puntos críticos de tipo elíptico (o circular).

Observación 3.1.1. Los puntos críticos de la Proposición 3.1 originan soluciones periódicas

del Hamiltoniano (3.3) siempre que satisfagan ciertas condiciones de no degeneración.

En las figuras 3.2, 3.3 y 3.4 se muestran algunas de las soluciones periódicas apro-

ximdas correspondientes al Hamiltonian (3.3).

3.1.2. Coordenadas simplécticas en el espacio reducido CPh

En esta sección, consideramos coordenadas simplécticas definidas en vecindades

de los puntos críticos de la Proposición 3.1. Específicamente, usaremos las coordenadas
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcación de puntos críticos sobre el espacio reducido CPh.

(L,Q1, `, P1) para la resonancia 1:1 definidas a través de las transformaciones T1, T2 : Ω →

R4 dadas por

x1 =
√

2L−Q2
1 − P 2

1 cos `, y1 =
√

2L−Q2
1 − P 2

1 sin `,

x2 = Q1 cos `− P1 sin `, y2 = P1 cos `+Q1 sin `,

(3.12)

y T2 = Rπ/2◦T1, dondeRπ/2 es el cambio linealRπ/2 : (x1, x2, y1, y2)→ (x2, x1, y2, y1)

y Ω = {(L,Q1, `, P1) : L > 0, Q2
1 + P 2

1 < 2L, 0 ≤ ` < 2π}. Aplicando la definición de T1

y T2 junto con las relaciones (3.5) obtenemos

Q1 =
π3√
π1

, P1 =
π4√
π1

(3.13)

y

Q1 =
π3√
π2

, P1 = − π4√
π2

(3.14)
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Figura 3.2: Soluciones periódicas aproximadas de tipo rectilíneo en los ejes principales.

Figura 3.3: Soluciones periódicas aproximadas de tipo rectilíneo inclinadas.

En las coordenadas introducidas mediante las transformaciones T1 y T2, el Hamilto-

niano (3.3) toma la forma

Hε = L+ ε2H2(L,Q1, `, P1), (3.15)

y el Hamiltoniano normalizado es

Hε = L+ ε2H2(L,Q1, P1) +O(ε4), (3.16)
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Figura 3.4: Soluciones periódicas aproximadas de tipo circular y elíptica.

dondeH2 en relación a T1 es dada por

HT1
2 =

1

8

[
12aL2 + 3(Q2

1 + P 2
1 )
[
(a+ b)(Q2

1 + P 2
1 )− 4aL]

+(2L−Q2
1 − P 2

1 )(3Q2
1 + P 2

1 )
]
,

y con respecto a T2 es

HT2
2 =

1

8

[
12bL2 + 3(Q2

1 + P 2
1 )
[
(a+ b)(Q2

1 + P 2
1 )− 4bL]

+(2L−Q2
1 − P 2

1 )(3Q2
1 + P 2

1 )
]
,

Para obtener el Hamiltoniano reducido sobre el espacio reducido CPh, reemplazamos

L por h > 0 enH2, reescalamosHε cambiando el tiempo y removiendo términos constantes,

obteniendo

H̄T1 = 3(Q2
1 + P 2

1 )
[
(a+ b)(Q2

1 + P 2
1 )− 4ah] + (2h−Q2

1 − P 2
1 )(3Q2

1 + P 2
1 ), (3.17)

y

H̄T2 = 3(Q2
1 + P 2

1 )
[
(a+ b)(Q2

1 + P 2
1 )− 4bh] + (2h−Q2

1 − P 2
1 )(3Q2

1 + P 2
1 ), (3.18)

Por otra parte, las aplicaciones ψ1, ψ2 : Uj → R2, ψj(π) = (Q1, P1) definidas por
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las ecuaciones (3.13) y (3.14), respectivamente, son cartas locales para el espacio reducido

CPh, donde Uj = {π = (π1, π2, π3, π4) ∈ CPh : πj > 0} para j = 1, 2. En consecuencia,

el conjunto A = {(U1, ψ1), (U2, ψ2)} es una atlas para el espacio reducido y los puntos

críticos de la Tabla 3.2 pueden ser identificados con puntos de R2 por medio de las cartas

ψ1 y ψ2. Esos puntos en las coordenadas (Q1, P1) se muestran en la Tabla 3.3. Ahora, por

conveniencia definimos los conjuntos

R1 = {OR1 , OR2 } , R2 = {OR3 , OR4 } , C = {OC1 , OC
2 }.

El conjunto R = R1 ∪ R2 corresponde a soluciones periódicas rectilíneas del Ha-

miltoniano truncado de orden 4 en ε y el conjunto C corresponde a soluciones periódicas

elípticas (o circulares).

Punto crítico (U1, ψ1) (U2, ψ2)
OR1 (0, 0) −−
OR2 −− (0, 0)

OR3

(
0,

√
6a−1h√

(3a+3b−1)h

) (
0,−

√
6b−1h√

3a+3b−1

)
OR4

(
0,−
√

(6a−1)h
√

3a+3b−1

) (
0,

√
6b−1h√

(3a+3b−1)h

)
OC1

(√
(2a−1)h
√
a+b−1

, 0

) (√
(2b−1)h
√
a+b−1

, 0

)
OC2

(
−
√

(2a−1)h
√
a+b−1

, 0

) (
−
√

(2b−1)h
√
a+b−1

, 0

)
Tabla 3.3: Puntos críticos de H̄ en las variables (Q1, P1): OR1 corresponde al punto (1) de la
Tabla 3.2, OR2 al punto (2), OR3 al punto (3), OR4 al punto (4), OC1 al punto (5), y OC2 al punto
(6), respectivamente.

3.1.3. Soluciones periódicas reconstruidas de CPh

En lo que sigue denotaremos por

p(t, ε) = (x1(t, ε), x2(t, ε), y1(t, ε), y2(t, ε))

una solución del sistema (3.3) y por p∗ ∈ N0(h) la solución periódica asociada al
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punto crítico p̄ ∈ CPh, es decir, p∗ = ρ−1
π (p̄).

Nuestros principales resultados sobre soluciones periódicas del sistema Hamiltoniano

asociado al Hamiltoniano (3.3) son los siguientes.

Teorema 3.1.1. Sea H0 = h > 0. Para el sistema asociado al Hamiltoniano (3.3), existen

a lo más 6 soluciones T (ε) - periódicas p(t, ε), tales que p(t, 0) = p∗ y T (0) = 2π, donde

p̄ ∈ R ∪ C. Más precisamente

(i) Si (a, b) ∈ Â entonces existen 6 soluciones periódicas generadas por los puntos p̄ ∈

R ∪ C.

(ii) Si (a, b) ∈ B ∪ Ĉ ∪ F̂ ∪ Ĝ entonces existen a lo más 4 soluciones periódicas.

• Cuando (a, b) ∈ B existen 4 soluciones periódicas generadas por los puntos

p̄ ∈ R1 ∪ C y cuando (a, b) ∈ Ĉ las soluciones son generadas por los puntos

p̄ ∈ R.

• Cuando (a, b) ∈ ∪F̂ existen 3 soluciones periódicas generadas por los puntos

p̄ ∈ {OR1 } ∪ C y cuando (a, b) ∈ Ĝ las soluciones son generadas por los puntos

p̄ ∈ {OR2 } ∪ R2.

(iii) Si (a, b) ∈ D∪ Ê ∪ {S1, S2, S3, S4} entonces existen a lo más 2 soluciones periódicas.

• Cuando (a, b) ∈ D ∪ Ê , entonces existen 2 soluciones periódicas con p̄ ∈ R1.

• Cuando (a, b) ∈ {S1}, la soluciones periódicas son generadas por los puntos

p̄ ∈ C y cuando (a, b) ∈ {S4} son generadas por los puntos p̄ ∈ R2.

• Cuando (a, b) ∈ {S2, S3} no existen soluciones periódicas.

Los periodos de las soluciones periódicas en (i), (ii) y (iii) son dados hasta términos en ε2

por T (ε) = 2π(1− ε2T ∗) +O(ε4), donde los valores de las correcciones T ∗ aparecen en la

Tabla 3.4 para cada solución periódica. Las soluciones periódicas en (i), (ii) y (iii) están

organizadas en familias que dependen de la energía h así como de dos parámetros, esto es,

a y b.



57

Demostración. El sistema Hamiltoniano asociado al Hamiltoniano reducido (3.17) es

Q̇1 = 4P1[(1− 6a)h− 2Q2
1 − P 2

1 + 3(a+ b)(Q2
1 + P 2

2 )]

Ṗ1 = 4Q1[(6a− 3)h+ 3Q2
1 + 2P 2

1 − 3(a+ b)(Q2
1 + P 2

2 )]
(3.19)

y el sistema Hamiltoniano asociado al Hamiltoniano reducido (3.18) es

Q̇1 = 4P1[(1− 6b)h− 2Q2
1 − P 2

1 + 3(a+ b)(Q2
1 + P 2

2 )]

Ṗ1 = 4Q1[(6b− 3)h+ 3Q2
1 + 2P 2

1 − 3(a+ b)(Q2
1 + P 2

2 )]
(3.20)

Desde que los puntos de la Tabla 3.3 satisfacen los sistemas (3.19) y (3.20), ellos son

puntos críticos para el Hamiltoniano reducido (3.17). A continuación, al calcular el deter-

minante de la matriz Hessiana D2H̄ en cada punto crítico, obtenemos las expresiones de la

Tabla 3.4.

Los periodos son calculados a partir del Hamiltoniano (3.16) tomando ˙̀ = ∂Hε/∂L

y reemplazando Q y P por los diferentes valores de p̄ en R y C. Luego, obtenemos T (ε) de

˙̀ = 2π/T (ε), expandiendo el resultado en potencias de ε. Ahora, en virtud del Teorema de

Reeb 1.6.1 se infiere que cada punto crítico da origen a una familia de soluciones periódicas

siempre que det(D2H̄) 6= 0. En consecuencia, de la Table 3.4 la demostración del teorema

se sigue. z

Conjunto de puntos críticos det(D2H̄) T ∗

OR1
3
4
(2a− 1)(6a− 1)h2 −3ah

OR2
3
4
(2b− 1)(6b− 1)h2 −3bh

R2
(6a−1)(6b−1)h2

6a+6b−2
− (36ab−1)h

4(3a+3b−1)

C −3(2a−1)(2b−1)h2

2(a+b−1)
−3(4ab−1)h

4(a+b−1)

Tabla 3.4: Determinantes de la matriz Hessiana en los puntos críiticos de H̄.

Teorema 3.1.2. Bajo las afirmaciones del Teorema 3.1.1, tenemos las siguientes situaciones

(i) La solución periódica rectilínea cercana a OR1 es linealmente estables cuando (2a −

1)(6a− 1) > 0 e inestable en el sentido de Lyapunov cuando (2a− 1)(6a− 1) < 0.
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcación de soluciones periódicas.

(ii) La solución periódica rectilínea cercana a OR2 es linealmente estable cuando (2b −

1)(6b− 1) > 0 e inestable en el sentido de Lyapunov cuando (2b− 1)(6b− 1) < 0.

(iii) Las soluciones periódicas rectilíneas cercanas a las soluciones enR2 son linealmente

estables cuando (6a− 1)(6b− 1) > 0 e inestables en el sentido de Lyapunov cuando

(6a− 1)(6b− 1) < 0.

(iv) Las soluciones periódicas circulares cercanas a las soluciones en C son linealmente

estables cuando−(2a−1)(2b−1) > 0 e inestables en el sentido de Lyapunov cuando

−(2a− 1)(2b− 1) < 0 .

Los multiplicadores característicos de las soluciones periódicas son 1, 1, 1± ε2λ1 +

O(ε4), donde λ1 es el valor propio de la matriz A = JD2H̄.

Demostración. Desde que la matriz de linearización en cada punto crítico p̄ que denota-

mos por Ap̄ es una matriz Hamiltoniana de orden 2, su traza es cero y luego el polinomio
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característico asociado toma la forma

Cp̄(λ) = λ2 + det(Ap̄) = λ2 + det(D2H̄).

De aquí, teniendo en cuenta que la existencia de los valores propios de la forma ±iω

implica la estabilidad paramétrica de la matriz Ap̄ (ver Teorema 1.5.1), deducimos que la

estabilidad o inestabilidad de la solución periódica generada por p̄ puede ser obtenida a partir

del determinante de la matriz Hessiana en el punto crítico p̄ y la aplicación del Teorema 1.7.1.

Más exactamente, el punto crítico p̄ será paramétricamente estable cuando det(D2H̄(p̄)) es

positivo e inestable cuando det(D2H̄(p̄)) es negativo. Así, de la Tabla 3.4 el resultado se

sigue. z

3.2. Hamiltonianos en resonancia 1:1:1

En esta sección estudiaremos el Hamiltoniano con tres grados de libertad

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +

1

2
(x2

3 + y2
3) + γx1x2x3

+ α(x4
1 + x4

2 + x4
3) + β(x2

1x
2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3) (3.21)

el cual consiste de un oscilador armónico 3D más un potencial con términos de grado

3 y 4 dependiendo de tres parámetros reales α, β y γ.

El Hamiltoniano (3.21) es usado para modelar el movimiento en el núcleo de un

potencial triaxial galáctico [8, 9]. De hecho, la dinámica galáctica es un campo de aplicación

de los estudios relacionados con osciladores armónicos perturbados en el espacio. Se conoce

que la mayoría de las galaxias no muestran actividad violenta, pero se supone que exhiben

un comportamiento estacionario.

El caso γ = 0 ha sido estudiado por algunos autores, ver por ejemplo [5, 20] y sus

referencias, sin embargo cuando γ 6= 0 el problema no ha sido abordado. En esta sección

trataremos el caso γ 6= 0, para lo cual sin pérdida de generalidad podemos asumir γ = 1.
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Aplicando al Hamiltoniano (3.21), la transformación ε2-simpléctica dada por

xi → εxi, yi → εyi, i = 1, 2, 3 (3.22)

obtenemos el Hamiltoniano

Hε = H0(x, y) + εH1(x) + ε2H2(x), (3.23)

donde

H1 =x1x2x3,

H2 =α(x4
1 + x4

2 + x4
3) + β(x2

1x
2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3).

3.2.1. Normalización y Reducción

En primer lugar, identificamos R6 con C3 a través del cambio de variables ζ1 =

x1 + y1i, ζ2 = x2 + y2i y ζ3 = x3 + y3i. Así, el Hamiltoniano no perturbado H0 escrito en

términos de ζ = (ζ1, ζ2, ζ3) toma la forma

H0(ζ) = 1
2
(|ζ1|2 + |ζ2|2 + |ζ3|2). (3.24)

El flujo de H0 induce la acción ϕ : S1 × C3 → C3 definida por ϕt(ζ) = etiζ , la cual

para t ∈ [0, 2π) es una S1-acción libre y propia sobre cualquier nivel de energía N0(h) =

H−1
0 (h) ⊂ R6 para h > 0. Desde que N0(h) es la esfera

S5√
2h

= {ζ ∈ C3 : |ζ|2 = 2h},

entonces el espacio orbital de la S1 acción sobre N0(h) es B(h) = S5√
2h
/S1. Este

espacio es una variedad compacta y simpléctica de dimensión cuatro y además es difeomorfo

al espacio proyectivo complejo CP(2) (ver detalles en [19]), por lo que en adelante será

denotado por CP2
h.
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A continuación, para usar la simetría del oscilador 3D, normalizamos el Hamilto-

niano (3.23) hasta orden 4 en el parámetro ε aplicando el método de Lie-Deprit [10]. En

coordenadas rectangulares el Hamiltoniano normalizado es

Hε = H0 + ε2
[

36α
48

[(x2
1 + y2

1)2 + (x2
2 + y2

2)2 + (x2
3 + y2

3)2]

+12β
48

[3(x2x3 + y2y3)2 + (x1y2 − x2y1)2 + (x2y3 − x3y2)2]

+ (36β−5)
48

[(x1x2 + y1y2)2 + (x1x3 + y1y3)2]

+ 1
48

[−5(x2x3 + y2y3)2 + (x1y2 − x2y1)2 + (x2y3 − x3y2)2
]

+O(ε4),

(3.25)

El espacio orbital B(h) es propiamente descrito por los invariantes asociados al os-

cilador que son polinomios cuadráticos en las variables (x1, x2, x3, y1, y2, y3) que generan el

espacio de funciones invariantes con respecto a la acción dada por el flujo de H0, esto es,

{H0, πj} = 0, para j = 1, . . . , 9 (ver detalles en [18] y [20]). Los invariantes son denotados

por π1, π2, . . . , π9 y explícitamente son dados por

π1 = x2
1 + y2

1, π2 = x2
2 + y2

2, π3 = x2
3 + y2

3,

π4 = x1x2 + y1y2, π5 = x1x3 + y1y3, π6 = x2x3 + y2y3,

π7 = x1y2 − x2y1, π8 = x1y3 − x3y1, π9 = x2y3 − x3y2.

(3.26)

Así, el Hamiltoniano normalizado (3.25) puede ser expresando en términos de los

invariantes. Algunas de las relaciones de dependencia de grado uno y dos entre los invariantes

son

π1 + π2 + π3 = 2h,

π1π2 = π2
4 + π2

7, π1π3 = π2
5 + π2

8, π2π3 = π2
6 + π2

9,

π1π6 = π4π5 + π7π8, π2π8 = π4π9 + π6π7, π3π4 = π5π6 + π8π9,

π4π6 = π2π5 + π7π9, π4π8 = π1π9 + π5π7, π6π8 = π3π7 + π5π9.

(3.27)

junto con las siguientes restricciones

π1 ≥ 0, π2 ≥ 0, π3 ≥ 0. (3.28)



62

La Tabla 3.5 contiene la estructura de Poisson de los invariantes, la cual describe el

álgebra de Lie formado por los invariantes.

{πj , πk} π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 π9

π1 0 0 0 2 π7 2π8 0 −2π4 −2π5 0
π2 0 0 0 −2π7 0 2π9 2π4 0 −2π6
π3 0 0 0 0 −2π8 −2π9 0 2π5 2π6
π4 −2π7 2π7 0 0 π9 π8 π1 − π2 −π6 −π5
π5 −2π8 0 2π8 −π9 0 π7 −π6 π1 − π3 π4
π6 0 −2π9 2π9 −π8 −π7 0 π5 π4 π2 − π3
π7 2π4 −2π4 0 π2 − π1 π6 −π5 0 π9 −π8
π8 2π5 0 −2π5 π6 π3 − π1 −π4 −π9 0 π7
π9 0 2π6 −2π6 π5 −π4 π3 − π2 π8 −π7 0

Tabla 3.5: Corchete de Poisson sobre los invariantes π.

El Hamiltoniano (3.25) en términos de los invariantes es

Hε(π) = H0(π) + ε2H2(π) +O(ε4), (3.29)

donde

H0(π) =
1

2
(π1 + π2 + π3),

H2(π) =
36α

48

(
π2

1 + π2
2 + π2

3

)
+

12β

48
(3π2

6 + π2
7 + π2

9) +
(36β − 5)

48
(π2

4 + π2
5)

+
1

48
(−5π2

6 + π2
7 + π2

9).

A continuación, tomamos en cuenta que el campo vectorial asociado a (3.29) en las

variables (π1, π2, . . . , π9) es dado por

dπj
dt

= {πj,Hε} =
9∑

k=1

{πj, πk}
∂Hε

∂πk
, j = 1, . . . , 9. (3.30)

La reducción es realizada introduciendo la aplicación de Hilbert ρπ : R6 → R9 defi-

nida por ρπ(x1, x2, x3, y1, y2, y3) = (π1, . . . , π9). La imagen de esta aplicación es el espacio

orbital para la H0-acción y la imagen de un nivel de energía N0(h) bajo ρπ es el espacio

reducido, esto es, B(h) = ρπ(N0(h)). En este sentido, fijando un valor constante h > 0, el

espacio reducido B(h), es decir, CP2
h, es dado por las relaciones (3.27).

El Hamiltoniano reducido es obtenido de (3.29) truncando términos de orden ε4,
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eliminando términos constantes y dividiendo el Hamiltoniano resultante por ε2, esto es,

H̄ =
1

48

[
36α

(
π2

1 + π2
2 + π2

3

)
+ 12β(3π2

6 + π2
7 + π2

9) + (36β − 5)(π2
4 + π2

5)

−5π2
6 + π2

7 + π2
9

]
. (3.31)

Las ecuaciones de movimiento para el Hamiltoniano (3.31) son

π̇1 = 1
2
(4β − 1)(π4π7 + π5π8),

π̇2 = −1
2
(4β − 1)(π4π7 − π6π9),

π̇3 = −1
2
(π5π8 + π6π9)(4β − 1),

π̇4 = 1
24

[(72α− 12β − 1)(π2 − π1)π7 + 6(4β − 1)(π6π8 + π5π9)],

π̇5 = 1
24

[(72α− 12β − 1)(π3 − π1)π8 + 6(4β − 1)(π6π7 − π4π9)],

π̇6 = 1
24

[(72α− 12β − 1)(π3 − π2)π9 + 6(4β − 1)(π5π7 + π4π8)],

π̇7 = 1
24

(72α− 36β + 5)(π1 − π2)π4,

π̇8 = 1
24

(72α− 36β + 5)(π1 − π3)π5,

π̇9 = 1
24

(72α− 36β + 5)(π2 − π3)π6

(3.32)
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Definiendo los conjuntos de parámetros

Ã1 = {(α, β) ∈ R2 : β > 7/12− 6α ∧ 6α− 1/12 > β, α ∈]1/18,∞[} ;

Ã2 = {(α, β) ∈ R2 : β < 7/12− 6α ∧ 6α− 1/12 < β, α ∈]−∞, 1/18[} ;

Ã3 = {1/18} × ]1/4,∞[ ; Ã4 = {1/18} × ]−∞, 1/4[ ;

B̃1 = {(α, β) ∈ R2 : α > 1/18 ∧ β > 6α− 1/12} ;

B̃2 = {(α, β) ∈ R2 : α < 1/18 ∧ β < 7/12− 6α} ;

B̃3 = {(α, β) ∈ R2 : α < 1/18 ∧ β < 6α− 1/12} ;

B̃4 = {(α, β) ∈ R2 : α > 1/18 ∧ β < 7/12− 6α} ;

C̃1 = {(α, β) ∈ R2 : β = 6α− 1/12, α ∈]1/18,∞[} ;

C̃2 = {(α, β) ∈ R2 : β = 7/12− 6α, α ∈]−∞, 1/18[} ;

C̃3 = {(α, β) ∈ R2 : β = 6α− 1/12, α ∈]−∞, 1/18[} ;

C̃4 = {(α, β) ∈ R2 : β = 7/12− 6α, α ∈]1/18,∞[} ;

y el punto S = (1/18, 1/4) tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 3.2. Sobre el espacio reducido CP2
h, el sistema (3.32) tiene a lo más 39

puntos críticos aislados. Más precisamente, considerando Ã =
⋃4
j=1 Ãj , B̃ =

⋃4
j=1 B̃j y

C̃ =
⋃4
j=1 C̃j , las siguientes afirmaciones se cumplen

i) Si (α, β) ∈ Ã entonces el sistema tiene exactamente 39 puntos críticos, dados por los

puntos que aparecen en las Tablas 3.6 y 3.7.

ii) Si (α, β) ∈ B̃∪ C̃ entonces el sistema tiene exactamente 27 puntos críticos, correspon-

dientes a los puntos de la Tabla 3.6.

iii) Si (α, β) ∈ {S} entonces el sistema tiene exactamente 3 puntos críticos que corres-

ponden a los puntos (1), (2) y (3) de la Tabla 3.6.

Demostración. El sistema (3.32) ha sido resuelto tomando en cuenta las restricciones de

(3.27) y (3.28). Usando MATHEMATICA 12 obtenemos los equilibrios aislados que aparecen

en las Tablas 3.6 y 3.7. z
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1) (2h, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
2) (0, 2h, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
3) (0, 0, 2h, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
4) (h, h, 0, h, 0, 0, 0, 0, 0)
5) (h, h, 0,−h, 0, 0, 0, 0, 0)

Tipo 6) (h, 0, h, 0, h, 0, 0, 0, 0)
Rectilíneo 7) (h, 0, h, 0,−h, 0, 0, 0, 0)

8) (0, h, h, 0, 0, h, 0, 0, 0)
9) (0, h, h, 0, 0,−h, 0, 0, 0)
10) (2h/3, 2h/3, 2h/3, 2h/3, 2h/3, 2h/3, 0, 0, 0)
11) (2h/3, 2h/3, 2h/3, 2h/3,−2h/3,−2h/3, 0, 0, 0)
12) (2h/3, 2h/3, 2h/3,−2h/3, 2h/3,−2h/3, 0, 0, 0)
13) (2h/3, 2h/3, 2h/3,−2h/3,−2h/3, 2h/3, 0, 0, 0)
14) (h, h, 0, 0, 0, 0, h, 0, 0)
15) (h, h, 0, 0, 0, 0,−h, 0, 0)
16) (h, 0, h, 0, 0, 0, 0, h, 0)
17) (h, 0, h, 0, 0, 0, 0,−h, 0)
18) (0, h, h, 0, 0, 0, 0, 0, h)
19) (0, h, h, 0, 0, 0, 0, 0,−h)

Tipo 20) (2h/3, 2h/3, 2h/3, h/3, h/3,−h/3, h/
√

3,−h/
√

3,−h/
√

3)

Circular 21) (2h/3, 2h/3, 2h/3, h/3, h/3,−h/3,−h/
√

3, h/
√

3, h/
√

3)

22) (2h/3, 2h/3, 2h/3, h/3,−h/3, h/3, h/
√

3, h/
√

3, h/
√

3)

23) (2h/3, 2h/3, 2h/3, h/3,−h/3, h/3,−h/
√

3,−h/
√

3,−h/
√

3)

24) (2h/3, 2h/3, 2h/3,−h/3, h/3, h/3, h/
√

3, h/
√

3,−h/
√

3)

25) (2h/3, 2h/3, 2h/3,−h/3, h/3, h/3,−h/
√

3,−h/
√

3, h/
√

3)

26) (2h/3, 2h/3, 2h/3,−h/3,−h/3,−h/3, h/
√

3,−h/
√

3, h/
√

3)

27) (2h/3, 2h/3, 2h/3,−h/3,−h/3,−h/3,−h/
√

3, h/
√

3,−h/
√

3)

Tabla 3.6: Puntos críticos de H̄ en CP2
h

Figura 3.6: Diagrama de bifurcación de puntos críticos sobre el espacio reducido CP2
h.
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28)
(

2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,

2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,
2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0

)
29)

(
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,

− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0

)
30)

(
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0,− 2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,

2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0

)
31)

(
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0,− 2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,

− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,
2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0

)
32)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,

2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0,− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)
Tipo 33)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,

− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0,
2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)
Elíptico 34)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,− 2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,

2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0,
2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)
35)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,− 2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0,

− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| , 0,− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)
36)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0, 0,

2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,
2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)
37)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0, 0,

− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)
38)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0, 0,

2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)
39)

(
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α+12β−7)
3(72α−4β−3)

,
2h(72α−12β−1)
3(72α−4β−3)

, 0, 0, 0,

− 2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3| ,
2h
√

(72α+12β−7)(72α−12β−1)

3|72α−4β−3|

)

Tabla 3.7: Puntos críticos adicionales de H̄ en CP2
h (dependiendo de α y β)

En las figuras 3.7 y 3.8 se muestran algunas de las soluciones periódicas aproximadas

correspondientes al Hamiltoniano (3.23).

Figura 3.7: Soluciones periódicas aproximadas de tipo rectilíneo. Izquierda: rectilínea en
el eje x1. Centro: rectilínea contenida en el plano x1x2. Derecha: rectilínea en un plano
inclinado.
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Figura 3.8: Soluciones periódicas aproximadas de tipo circular y elíptica. Izquierda: circular
contenida en el plano x1x2. Centro: circular en un plano inclinado. Derecha: elíptica en un
plano inclinado.

3.2.2. Coordenadas simplécticas en el espacio reducido CP2
h

En esta sección, consideramos coordenadas simplécticas definidas en vecindades

de los puntos críticos de la Proposición 3.2. Específicamente, usaremos las coordenadas

(L,Q1, Q2, `, P1, P2) para la resonancia 1:1:1 definidas a través de las transformaciones

T1, T2, T3 : Ω→ R6 dadas por

x1 =
√

2L−Q2
1 −Q2

2 − P 2
1 − P 2

2 cos `, y1 =
√

2L−Q2
1 −Q2

2 − P 2
1 − P 2

2 sin `,

x2 = Q1 cos `− P1 sin `, y2 = P1 cos `+Q1 sin `,

x3 = Q2 cos `− P2 sin `, y3 = P2 cos `+Q2 sin `,

(3.33)

T2 = Rπ/2 ◦ T1 y T3 = Rπ ◦ T1, donde Rπ/2 es el cambio lineal

Rπ/2 : (x1, x2, x3, y1, y2, y3)→ (x3, x2, x1, y3, y2, y1)

y Ω = {(L,Q1, Q2, `, P1, P2) : L > 0, Q2
1 +Q2

2 + P 2
1 + P 2

2 < 2L, 0 ≤ ` < 2π}.

Aplicando la definición de T1, T2 y T3 junto con las relaciones (3.26) obtenemos

Q1 =
π4√
π1

, Q2 =
π5√
π1

, P1 =
π7√
π1

, P2 =
π8√
π1

, (3.34)

Q1 =
π4√
π2

, Q2 =
π6√
π2

, P1 = − π7√
π2

, P2 =
π9√
π2

, (3.35)
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y

Q1 =
π5√
π3

, Q2 =
π6√
π3

, P1 = − π8√
π3

, P2 = − π9√
π3

. (3.36)

En las coordenadas introducidas mediante las transformaciones T1, T2 y T3, el Ha-

miltoniano (3.25) toma la forma

Hε = L+ ε2H2(L,Q1, Q2, `, P1, P2), (3.37)

y el Hamiltoniano normalizado es

Hε = L+ ε2H2(L,Q1, Q2, P1, P2) +O(ε4), (3.38)

dondeH2 en relación a cualquiera de las transformaciones T1, T2 y T3 es dada por

H2 =
1

48

[
144αL2 − 2L(72α− 36β + 5)(Q2

1 +Q2
2)− 2L(72α− 12β − 1)(P 2

1 + P 2
2 )

+ (72α− 36β + 5)(Q2
1(Q2

1 + P 2
2 ) +Q2

2(Q2
1 +Q2

2 + P 2
1 ))

+ 12(4β − 1)Q1Q2P1P2 + 4(36α− 12β + 1)(Q2
1P

2
1 +Q2

2P
2
2 )

+(72α− 12β − 1)(P 4
1 + P 4

2 ) + (72α + 12β − 7)P 2
1P

2
2

]
.

Para obtener el Hamiltoniano reducido sobre el espacio reducido CP2
h, reemplazamos

L por h > 0 enH2, reescalamosHε cambiando el tiempo y removiendo términos constantes,

obteniendo

H̄ = −2h(72α− 36β + 5)(Q2
1 +Q2

2)− 2h(72α− 12β − 1)(P 2
1 + P 2

2 )

+ (72α− 36β + 5)(Q2
1(Q2

1 + P 2
2 ) +Q2

2(Q2
1 +Q2

2 + P 2
1 ))

+ 12(4β − 1)Q1Q2P1P2 + 4(36α− 12β + 1)(Q2
1P

2
1 +Q2

2P
2
2 )

+ (72α− 12β − 1)(P 4
1 + P 4

2 ) + (72α + 12β − 7)P 2
1P

2
2 , (3.39)

Por otra parte, las aplicaciones ψ1, ψ2, ψ3 : Uj → R4, ψj(π) = (Q1, Q2, P1, P2) de-

finidas por las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) respectivamente, son cartas locales para el



69

espacio reducido CP2
h, donde Uj = π = (π1, π2, . . . , π9) ∈ CP2

h : πj > 0} para j = 1, 3. En

consecuencia, el conjunto A = {(U1, ψ1), (U2, ψ2), (U3, ψ3)} es una atlas para el espacio

reducido y los puntos críticos de las Tablas 3.6 y 3.7 pueden ser identificados con puntos de

R4 por medio de las cartas ψ1, ψ2 y ψ3. Esos puntos en las coordenadas (Q1, Q2, P1, P2) se

muestran en las Tablas 3.8 y 3.9.

Ahora, por conveniencia definimos los conjuntos

R1 = {OR1 , OR2 , OR3 },

R2 = {OR4 , OR5 , OR6 , OR7 , OR8 , OR9 },

R3 = {OR10, O
R
11, O

R
12, O

R
13},

C1 = {OC1 , OC2 , OC3 , OC
4 , O

C
5 , O

C
6},

C2 = {OC7 , OC8 , OC9 , OC10, O
C
11, O

C
12, O

C
13, O

C
14},

E = {OE1 , OE2 , OE3 , OE4 , OE5 , OE6 , OE7 , OE8 , OE9 , OE10, O
E
11, O

E
12},

El conjunto R = R1 ∪ R2 ∪ R3 corresponde a soluciones periódicas rectilíneas del

Hamiltoniano truncado de orden 4 en ε, el conjunto C = C1 ∪ C2 corresponde a soluciones

periódicas circulares y el conjunto E corresponde a soluciones periódicas elípticas.

Observación 3.2.1. Los puntos en color en las Tablas 3.8 y 3.9 representan los prototipos

que serán estudiados en la Subsección 3.2.3 ya que los no coloreados pueden ser puestos en

términos de los coloreados escogiendo la carta adecuada en cada caso.

3.2.3. Soluciones periódicas reconstruidas desde CP2
h

En lo que sigue denotamos por

p(t, ε) = (x1(t, ε), x2(t, ε), x3(t, ε), y1(t, ε), y2(t, ε), y3(t, ε))

una solución del sistema (1.43) y por p∗ ∈ N0(h) la solución periódica asociada al

punto crítico p ∈ CP2
h, esto es, p∗ = ρ−1

π (p).

Nuestros principales resultados sobre soluciones periódicas del sistema Hamiltoniano
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Punto crítico (U1, ψ1) (U2, ψ2) (U3, ψ3)
OR1 (0, 0, 0, 0) −− −−
OR2 −− (0, 0, 0, 0) −−
OR3 −− −− (0, 0, 0, 0)

OR4

(√
h, 0, 0, 0

) (√
h, 0, 0, 0

)
−−

OR5

(
−
√
h, 0, 0, 0

) (
−
√
h, 0, 0, 0

)
−−

OR6

(
0,
√
h, 0, 0

)
−−

(√
h, 0, 0, 0

)
OR7

(
0,−
√
h, 0, 0

)
−−

(
−
√
h, 0, 0, 0

)
OR8 −−

(
0,
√
h, 0, 0

) (
0,
√
h, 0, 0

)
OR9 −−

(
0,−
√
h, 0, 0

) (
0,−
√
h, 0, 0

)
OR10

(√
2h/3,

√
2h/3, 0, 0

) (√
2h/3,

√
2h/3, 0, 0

) (√
2h/3,

√
2h/3, 0, 0

)
OR11

(√
2h/3,−

√
2h/3, 0, 0

) (√
2h/3,−

√
2h/3, 0, 0

) (
−
√

2h/3,−
√

2h/3, 0, 0
)

OR12

(
−
√

2h/3,
√

2h/3, 0, 0
) (

−
√

2h/3,−
√

2h/3, 0, 0
) (√

2h/3,−
√

2h/3, 0, 0
)

OR13

(
−
√

2h/3,−
√

2h/3, 0, 0
) (

−
√

2h/3,
√

2h/3, 0, 0
) (

−
√

2h/3,
√

2h/3, 0, 0
)

OC1

(
0, 0,
√
h, 0
) (

0, 0,−
√
h, 0
)

−−

OC2

(
0, 0,−

√
h, 0
) (

0, 0,
√
h, 0
)

−−

OC3

(
0, 0, 0,

√
h
)

−−
(

0, 0,−
√
h, 0
)

OC4

(
0, 0, 0,−

√
h
)

−−
(

0, 0,
√
h, 0
)

OC5 −−
(

0, 0, 0,
√
h
) (

0, 0, 0,−
√
h
)

OC6 −−
(

0, 0, 0,−
√
h
) (

0, 0, 0,
√
h
)

OC7

(√
h/6,

√
h/6,

√
h/2,−

√
h/2
) (√

h/6,−
√
h/6,−

√
h/2,−

√
h/2
) (√

h/6,−
√
h/6,

√
h/2,

√
h/2
)

OC8

(√
h/6,

√
h/6,−

√
h/2,

√
h/2
) (√

h/6,−
√
h/6,

√
h/2,

√
h/2
) (√

h/6,−
√
h/6,−

√
h/2,−

√
h/2
)

OC9

(√
h/6,−

√
h/6,

√
h/2,

√
h/2
) (√

h/6,
√
h/6,−

√
h/2,

√
h/2
) (

−
√
h/6,

√
h/6,−

√
h/2,−

√
h/2
)

OC10

(√
h/6,−

√
h/6,−

√
h/2,−

√
h/2
) (√

h/6,
√
h/6,

√
h/2,−

√
h/2
) (

−
√
h/6,

√
h/6,

√
h/2,

√
h/2
)

OC11

(
−
√
h/6,

√
h/6,

√
h/2,

√
h/2
) (

−
√
h/6,

√
h/6,−

√
h/2,−

√
h/2
) (√

h/6,
√
h/6,−

√
h/2,

√
h/2
)

OC12

(
−
√
h/6,

√
h/6,−

√
h/2,−

√
h/2
)

−
(√

h/6,
√
h/6,

√
h/2,

√
h/2
) (√

h/6,
√
h/6,

√
h/2,−

√
h/2
)

OC13

(
−
√
h/6,−

√
h/6,

√
h/2,−

√
h/2
) (

−
√
h/6,−

√
h/6,−

√
h/2,

√
h/2
) (

−
√
h/6,−

√
h/6,

√
h/2,−

√
h/2
)

OC14

(
−
√
h/6,−

√
h/6,−

√
h/2,

√
h/2
) (

−
√
h/6,−

√
h/6,

√
h/2,−

√
h/2
) (

−
√
h/6,−

√
h/6,−

√
h/2,

√
h/2
)

Tabla 3.8: Puntos críticos de H̄ en las variables (Q1, Q2, P1, P2): OR1 corresponde al punto
(1) de la Tabla 3.6, OR2 al punto (2), . . . , OR13 al punto (13), OC1 al punto (14), . . . , y OC14 al
punto (27) respectivamente.

asociado al Hamiltoniano (3.23) son los siguientes.

Teorema 3.2.1. Sea H0 = h > 0. Para el sistema Hamiltoniano asociado al Hamiltoniano

(3.23) las siguientes afirmaciones se cumplen

(i) Si (α, β) ∈ B̃∪C̃, entonces existen a lo más 27, soluciones periódicas p(t, ε) de periodo

T (ε), tales que p(t, 0) = p∗ y T (0) = 2π, donde p ∈ R ∪ C. Más precisamente,

• Si (α, β) ∈ C̃, entonces existen 21 soluciones periódicas con ρπ(p∗) = p ∈

R1 ∪R3 ∪ C.

• Si (α, β) ∈ B̃, entonces existen 27 soluciones periódicas con ρπ(p∗) = p ∈ R∪C.
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Punto crítico (U1, ψ1) (U2, ψ2) (U3, ψ3)

OE1

(
0, 0,

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
)

OE2

(
0, 0,−

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
)

OE3

(
0, 0,

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
)

OE4

(
0, , 0,−

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
)

OE5

(
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)
OE6

(
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)
OE7

(
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)
OE8

(
0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0
) (

0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)
OE9

(√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0, 0,−

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)
OE10

(√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0, 0,

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)
OE11

(√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0, 0,−

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)
OE12

(√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

, 0, 0,
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

) (
0, 0,

√
2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

,−
√

2(72α−12β−1)h
3(72α−4β−3)

)

Tabla 3.9: Puntos críticos de H̄ en las variables (Q1, Q2, P1, P2): OE1 corresponde al punto
(28) de la Tabla 3.6, OE2 al punto (29), . . . , y OE12 al punto (39) respectivamente.

(ii) Si (α, β) ∈ Ã, entonces existen 39, p(t, ε) de periodo T (ε) tales que p(t, 0) = p∗ y

T (0) = 2π, donde ρπ(p∗) = p ∈ R ∪ C ∪ E .

(iii) Cuando (α, β) ∈ {S}, existen 3 soluciones periódicas con ρπ(p∗) = p ∈ R1.

Los periodos de las soluciones periódicas en (i), (ii) y (iii) son dados hasta términos

en ε2 por T (ε) = 2π(1− ε2T ∗) +O(ε4), donde los valores de las correcciones T ∗ aparecen

en la Tabla 3.10 para cada solución periódica. Las soluciones periódicas en(i), (ii) y (iii)

están organizadas en familias que dependen de la energía h así como de dos parámetros,

esto es, α y β.

Demostración. Las ecuaciones de movimiento relacionadas al Hamiltoniano (3.39) son

Q̇1 = 2(72α− 36β + 5) [2Q3
1 +Q1(Q2

2 + P 2
2 − 2h)] + 12(4β − 1)Q2P1P2

+8(36α− 12β + 1)Q1P
2
1 ,

Q̇2 = 2(72α− 36β + 5) [2Q3
2 +Q2(Q2

1 + P 2
1 − 2h)] + 12(4β − 1)Q1P1P2

+8(36α− 12β + 1)Q2P
2
2 ,

Ṗ1 = 2P1 [(72α− 36β + 5)Q2
2 + 4(36α− 12β + 1)Q2

1 + (72α + 12β − 7)P 2
2 ]

+4(72α− 12β − 1)(P 3
1 − hP1) + 12(4β − 1)Q1Q2P2,

Ṗ2 = 2P2 [(72α− 36β + 5)Q2
1 + 4(36α− 12β + 1)Q2

2 + (72α + 12β − 7)P 2
1 ]

+4(72α− 12β − 1)(P 3
2 − hP2) + 12(4β − 1)Q1Q2P1,

(3.40)
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Desde que los puntos de las Tablas 3.8 y 3.9 satisfacen el sistema (3.40), ellos son

puntos de equilibrio para el Hamiltoniano reducido (3.39). A continuación, el determinante

de la matriz Hessiana D2H̄ en cada punto crítico es dado en la Tabla 3.10.

Finalmente los periodos son calculados a partir del Hamiltoniano (3.38) como sigue.

Tomamos ˙̀ = −∂Hε/∂L y reemplazamos Q y P en los diferentes valores p̄ enR1,R2,R3,

C1, C2 y E . Luego, obtenemos T (ε) de ˙̀ = 2π/T (ε), expandiendo el resultado en potencias

de ε. z

Conjunto de puntos críticos det(D2H̄) T ∗

R1
(72α−36β+5)2(72α−12β−1)2h4

20736
−6αh

R2 − (72α−36β+5)2(72α+12β−7)(4β−1)h4

13824
− (72α+36β−5)h

24

R3
(72α+36β−5)2(4β−1)2h4

1296
− (36α+36β−5)h

18

C1
(72α−36β+5)2(72α−12β−1)(4β−1)h4

13824
−72α+12β+1

24

C2
(72α−36β+5)2(4β−1)2h4

5184
− (72α+36β−1)h

36

E − (72α−36β+5)2(72α−12β−1)2(4β−1)2(72α+12β−7)h4

3888(72α−4β−3)3
− [2592α2−(12β+1)2+36α(36β−5)]h

18(72α−4β−3)

Tabla 3.10: Determinantes de la matriz Hessiana en los puntos críticos y correcciones para
los periodos de las soluciones periódicas

En virtud del Teorema de Reeb (1.6.1), un punto crítico dará origen a una familia

de soluciones periódicas siempre que det(D2H̄) 6= 0. En consecuencia, de la Tabla 3.10 la

prueba del teorema se sigue.

Teorema 3.2.2. Bajo los supuestos del Teorema 3.2.1, las siguientes afirmaciones se cum-

plen

(i) Las soluciones periódicas cercanas a rectilíneas en los ejes principales son linealmen-

te estables cuando (72α− 36β + 5)(72α− 12β − 1) > 0 e inestables en el sentido de

Lyapunov cuando (72α− 36β + 5)(72α− 12β − 1) < 0.

(ii) Las soluciones periódicas cercanas a rectilíneas en los planos principales son lineal-

mente estables si (72α−36β+5)(4β−1) < 0 ∧ (72α−36β+5)(72α+12β−7) > 0

e inestables en el sentido de Lyapunov cuando (72α−36β+5)(4β−1) > 0 ∨ (72α−

36β + 5)(72α + 12β − 7) < 0.
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Figura 3.9: Diagrama de bifurcación de soluciones periódicas.

(iii) Las soluciones periódicas cercanas cruzando los ejes principales son linealmente es-

tables si (72α− 36β + 5)(4β − 1) < 0 e inestables en el sentido de Lyapunov cuando

(72α− 36β + 5)(4β − 1) > 0.

(iv) Las soluciones periódicas cercanas a circulares ecuatoriales son linealmente estables

si (72α − 12β − 1)(1 − 4β) < 0 e inestables en el sentido de Lyapunov cuando

(72α− 12β − 1)(1− 4β) > 0.

(v) Las soluciones periódicas cercanas a circulares no ecuatoriales son linealmente es-

tables para (144α − 36β + 1)(4β − 1)3 > 0 e inestables en el sentido de Lyapunov

cuando (144α− 36β + 1)(4β − 1)3 < 0.

(vi) Las soluciones periódicas cercanas a elípticas polares, que existen cuando (72α −

12β−1)(1−4β) > 0 ∨ (72α−12β−1)(72α+12β−7)(1−4β) > 0, son inestables

en el sentido de Lyapunov.
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Los multiplicadores característicos de las soluciones periódicas son dadas por 1, 1, 1±

πε2λ1 + O(ε4), 1 ± πε2λ2 + O(ε4) donde λ1 y λ2 son los valores propios de la matriz

A = JD2H̄ (ver Tabla 3.11).

Demostración. La estabilidad lineal o inestabilidad de las soluciones periódicas en el Teore-

ma 3.2.1 corresponde a la estabilidad paramétrica o inestabilidad del correspondiente punto

crítico en el conjuntoR∪ C ∪ E . Para ver esto, si J denota la matriz antisimétrica clásica de

orden 4, calculamos los valores propios de la matriz A = JD2H̄ para cada punto crítico y

usamos la notación del Teorema 1.7.1.

Aplicando la observación 3.2.1 y teniendo en cuenta las Tablas 3.8 y 3.9, el análisis

de la estabilidad lineal de las 39 soluciones periódicas obtenidas en el Teorema 3.2.1, es sim-

plificada al análisis de 15 soluciones periódicas correspondientes a las coordenadas escritas

en color rojo.

(i) Para los puntos críticos enR1, la matriz de linealización es

A(R1) =



0 0 −h(72α−12β−1)12 0

0 0 0 −h(72α−12β−1)12

h(72α−36β+5)
12 0 0 0

0 h(72α−36β+5)
12 0 0


,

y el polinomio característico es

C(λ) =

[
λ2 +

h2

144
(72α− 36β + 5)(72α− 12β − 1)

]2

.

Así, para (72α− 36β + 5)(72α− 12β− 1) < 0 la matriz A(R1) tiene valores propios

con parte real no nula, en consecuencia por el Teorema 1.7.1 las soluciones periódicas

cercanas a rectilíneas en los ejes principales son inestables en el sentido de Lyapunov.

Por otra parte, para (72α− 36β + 5)(72α− 12β − 1) > 0, A(R1) es diagonalizable y

sus valores propios son ±α1i (con multiplicidad 2) con

α1 =
1

12
h
√

(72α− 36β + 5)(72α− 12β − 1).
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El Hamiltoniano cuadrático asociado a A(R1) en coordenadas simplécticas q1, q2,

p1, p2, es dado por

K = − 1
24
h
[
(72α− 36β + 5)(q2

1 + q2
2) + (72α− 12β − 1)(p2

1 + p2
2)
]
,

el subespacio lineal real maximal asociado a α1 es V1 = Ker(A − α1iI) = R4 y

K1 = K|V1 = K tiene signo definido. Así, A(R1) es paramétricamente estable y por el

Teorema 1.7.1 se sigue que las soluciones periódicas cercanas a rectilíneas en los ejes

principales son linealmente estables.

(ii) Para los puntos críticos enR2, la matriz de linealización es

A(R2) =



0 0 −h(4β−1)4 0

0 0 0 −h(72α+12β−7)
24

−h(72α−36β+5)
6 0 0 0

0 h(72α−36β+5)
24 0 0


,

y el polinomio característico es

C(λ) =

[
λ2 − h2

24
(72α− 36β + 5)(4β − 1)

] [
λ2 +

h2

576
(72α− 36β + 5)(72α+ 12β − 7)

]
.

Así, para (72α − 36β + 5)(4β − 1) > 0 ∨ (72α − 36β + 5)(72α + 12β − 7) < 0

la matriz A(R2) tiene valores propios con parte real no nula, en consecuencia por el

Teorema 1.7.1 las soluciones periódicas cercanas a rectilíneas en los ejes principales

son inestables en el sentido de Lyapunov.

Por otra parte, para (72α−36β+5)(4β−1) < 0 ∧ (72α−36β+5)(72α+12β−7) > 0,

A(R2) es diagonalizable y sus valores propios son ±α1i, ±α2i (con multiplicidad 2)

con

α1 =

√
6

12
h
√
(72α− 36β + 5)(1− 4β), α2 =

1

24
h
√
(72α− 36β + 5)(72α+ 12β − 7).
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El Hamiltoniano cuadrático asociado a A(R2) en coordenadas simplécticas q1, q2,

p1, p2, es dado por

K = − 1
48
h
[
(72α− 36β + 5)(4q2

1 − q2
2)− (24β − 6)p2

1 − (72α + 12β − 7)p2
2

]
,

el subespacio lineal real maximal asociado a α1 y α2 es V1 = Ker(A − α1iI) =

Span{e1, e3} y V2 = Ker(A − α2iI) = Span{e2, e4} con K1 = K|V1 y K2 = K|V2

tiene signo definido. Así, A(R2) es paramétricamente estable y por el Teorema 1.7.1

se sigue que las soluciones periódicas cercanas a rectilíneas en los ejes principales son

linealmente estables.

(iii) Para los puntos críticos enR3, la matriz de linealización es

A(R3) =



0 0 −h(4β−1)3
h(4β−1)

6

0 0 h(4β−1)
6 −h(4β−1)3

−h(72α−36β+5)
9 −h(72α−36β+5)

18 0 0

−h(72α−36β+5)
18 −h(72α−36β+5)

9 0 0


,

y el polinomio característico es

C(λ) =

[
λ2 − h2

36
(72α− 36β + 5)(4β − 1)

]2

.

Así, para (72α−36β+5)(4β−1) > 0 la matrizA(R3) tiene valores propios con parte

real no nula, en consecuencia por el Teorema 1.7.1 las soluciones periódicas cercanas

a rectilíneas en los ejes principales son inestables en el sentido de Lyapunov.

Por otra parte, para (72α − 36β + 5)(4β − 1) < 0, A(R3) es diagonalizable y sus

valores propios son ±α1i, (con multiplicidad 2) con

α1 =
1

6
h
√

(72α− 36β + 5)(1− 4β).

El Hamiltoniano cuadrático asociado a A(R3) en coordenadas simplécticas q1, q2,
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p1, p2, es dado por

K = − 1
18
h
[
(72α− 36β + 5)(q2

1 + q1q2 + q2
2)− (12β − 3)(p2

1 − p1p2 + p2
2)
]
,

el subespacio lineal real maximal asociado a α1 es V1 = Ker(A − α1iI) = R4 y

K1 = K|V1 = K tiene signo definido. Así, A(R3) es paramétricamente estable y por el

Teorema 1.7.1 se sigue que las soluciones periódicas cercanas a rectilíneas en los ejes

principales son linealmente estables.

(iv) Para los puntos críticos en C1, la matriz de linealización es

A(C1) =



0 0 h(72α−12β−1)
6 0

0 0 0 −h(72α−36β+5)
24

−h(4β−1)4 0 0 0

0 h(72α−36β+5)
24 0 0


,

y el polinomio característico es

C(λ) =

[
λ2 +

h2

24
(72α− 12β − 1)(4β − 1)

] [
λ2 +

h2

576
(72α− 36β + 5)2

]
.

Así, para (72α−12β−1)(1−4β) > 0 la matriz A(C1) tiene valores propios con parte

real no nula, en consecuencia por el Teorema 1.7.1 las soluciones periódicas cercanas

a circulares ecuatoriales son inestables en el sentido de Lyapunov.

Por otra parte, para (72α − 12β − 1)(1 − 4β) < 0, A(C1) es diagonalizable y sus

valores propios son ±α1i, ±α2i (con multiplicidad 2) con

α1 =

√
6

12
h
√
(72α− 12β − 1)(4β − 1), α2 =

1

24
h(72α− 36β + 5).

El Hamiltoniano cuadrático asociado aA(C1) en coordenadas simplécticas q1, q2, p1, p2,
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es dado por

K = − 1
48
h
[
(72α− 36β + 5)(q2

2 + p2
2)− (24β − 6)q2

1 − 4(72α− 12β − 1)p2
1

]
,

el subespacio lineal real maximal asociado a α1 y α2 es V1 = Ker(A − α1iI) =

Span{e2, e4} y V2 = Ker(A − α2iI) = Span{e1, e3} con K1 = K|V1 y K2 = K|V2

tiene signo definido. Así, A(C1) es paramétricamente estable y por el Teorema 1.7.1 se

sigue que las soluciones periódicas cercanas a circulares ecuatoriales son linealmente

estables.

(v) Para los puntos críticos en C2, la matriz de linealización es

A(C2) =



h(144α−60β+7)

24
√
3

h(9α−6β+1)

3
√
3

h(144α−20β−3)
24 −h(36α+4β−3)

12

−h(9α−6β+1)

3
√
3

−h(144α−60β+7)

24
√
3

−h(36α+4β−3)
12

h(144α−20β−3)
24

−h(144α−36β+1)
72 −h(36α−36β+7)

36 −h(144α−60β+7)

24
√
3

h(9α−6β+1)

3
√
3

−h(36α−36β+7)
36 −h(144α−36β+1)

72 −h(9α−6β+1)

3
√
3

h(144α−60β+7)

24
√
3


,

y el polinomio característico es

C(λ) =

[
λ2 +

h2

36

(
2(18α− 1)(1− 4β)− 3

2

√
(144α− 36β + 1)(4β − 1)3

)]
[
λ2 +

h2

36

(
2(18α− 1)(1− 4β) +

3

2

√
(144α− 36β + 1)(4β − 1)3

)]
.

Procediendo de manera análoga a los casos anteriores, verificamos que para (144α−

36β + 1)(4β − 1)3 > 0 es paramétricamente estable y por el Teorema 1.7.1 las solu-

ciones periódicas cercanas a circulares ecuatoriales son linealmente estables. Cuando

(144α− 36β+ 1)(4β− 1)3 < 0 hay raíces en C(λ) con una parte real distinta de cero,

obteniendo inestabilidad en este caso.

(vi) Para los puntos críticos en E , la matriz de linealización es

A(E) =



0 0
h(72α−12β−1)2

9(72α−4β−3)
h(72α−12β−1)(72α+12β−7)

18(72α−4β−3)

0 0
h(72α−12β−1)(72α+12β−7)

18(72α−4β−3)
h(72α−12β−1)2

9(72α−4β−3)

− h(4β−1)2

72α−4β−3
−h(72α−12β−1)(4β−1)

6(72α−4β−3)
0 0

−h(72α−12β−1)(4β−1)
6(72α−4β−3)

− h(4β−1)2

72α−4β−3
0 0


,
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y el polinomio característico es

C(λ) =

[
λ2 − h2(72α− 36β + 5)2(72α− 12β − 1)(4β − 1)

108(72α− 4β − 3)2

]
[
λ2 +

h2(72α− 12β − 7)(72α− 12β − 1)(4β − 1)

36(72α− 4β − 3)

]
.

Así, para (72α−12β−1)(1−4β) > 0 ∨ (72α−12β−1)(72α+12β−7)(1−4β) > 0

la matriz A(E) tiene valores propios con parte real no nula, en consecuencia por el

Teorema 1.7.1 las soluciones periódicas cercanas a elípticas polares son inestables en

el sentido de Lyapunov.

Puntos críticos Valores propios
R1 λ1 = λ2 = 1

12
h
√

(72α− 36β + 5)(72α− 12β − 1)

R2 λ1 =
√

6
12
h
√

(72α− 36β + 5)(1− 4β),
λ2 = 1

24
h
√

(72α− 36β + 5)(72α + 12β − 7)

R3 λ1 = λ2 = 1
6
h
√

(72α− 36β + 5)(1− 4β)

C1 λ1 =
√

6
12
h
√

(72α− 12β − 1)(4β − 1), λ2 = 1
24
h(72α− 36β + 5)

C2 λ1 = 1
6
h

√(
2(18α− 1)(1− 4β) + 3

2

√
(144α− 36β + 1)(4β − 1)3

)
,

λ2 = 1
6
h

√(
2(18α− 1)(1− 4β)− 3

2

√
(144α− 36β + 1)(4β − 1)3

)
E λ1 =

h(72α−36β+5)
√

(72α−12β−1)(4β−1)

6
√

3(72α−4β−3)
, λ2 =

h
√

(72α−12β−7)(72α−12β−1)(4β−1)

6
√

(72α−4β−3)

Tabla 3.11: Valores propios de la matriz A para cada caso

z



Capı́tulo 4
DISCUSIÓN

Conclusiones

En esta tesis, hemos estudiado analíticamente aspectos dinámicos relevantes asocia-

dos a Hamiltonianos perturbados en resonancia 1:1 y 1:1:1. Nuestras principales contribu-

ciones se resumen en los siguientes ítems.

I. HAMILTONIANOS EN RESONANCIA 1:1. En este primer proyecto de la tesis y de

acuerdo a nuestros objetivos planteados se estudió la familia de Hamiltonianos pertur-

bados de la forma

Hε =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) + ε2(ax4

1 + bx4
2 + cx2

1x
2
2), (4.1)

donde a, b y c son parámetros reales. A continuación, resumimos nuestras principales

contribuciones:

Se usó reducción simpléctica en nuestro análisis. La reducción se ha realizado

introduciendo la simetría del oscilador por normalización y calculando los inva-

riantes y el espacio reducido asociado a la simetría.

Se introdujeron dos conjuntos de coordenadas simplécticas en el espacio reduci-

do CPh. Estas coordenadas nos permiten estudiar todos los tipos de movimientos,

ya que son coordenadas globales que parametrizan el espacio reducido.

80
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Aplicando el Teorema de Reeb obtuvimos a lo más 6 familias de soluciones pe-

riódicas cercanas a rectilíneas, circulares y elípticas en cualquier nivel de energía

h > 0. Cabe destacar que se determinó el máximo número posible de soluciones

periódicas para perturbaciones de grado 4 (ver detalles en [22]).

Usando la noción de estabilidad paramétrica se determinó la estabilidad (lineal)

o inestabilidad de todas las soluciones periódicas.

Los resultados obtenidos en esta parte serán sometidos para publicación en una revista

indexada en WOS o SCOPUS en el artículo:

W. Gonzales and J. Vidarte, “Periodic orbits in a quartic perturbed Hamiltonian sys-

tem in 1:1 resonance”. Preprint, 2022.

II. HAMILTONIANOS EN RESONANCIA 1:1:1. Como segundo proyecto de la tesis y

de acuerdo a nuestros objetivos planteados se estudió la familia de Hamiltonianos de

la forma

Hε =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +

1

2
(x2

3 + y2
3) + εγx1x2x3

+ε2[α(x4
1 + x4

2 + x4
3) + β(x2

1x
2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3)],

(4.2)

donde α, β y γ son parámetros reales.

Nuestro análisis fue realizado en el mismo estilo de (4.1), estudiando la existen-

cia de soluciones periódicas, su estabilidad lineal y caracterizando las curvas de

bifurcación. Desde que el Hamiltoniano tratado en esta sección tiene tres grados

de libertad, el análisis de la dinámica fue más complicado.

Como en la primera parte, se usó reducción simpléctica en nuestro análisis, para

lo cual normalizamos el Hamiltoniano, se calcularon los invariantes y el espacio

reducido asociado a la simetría del oscilador 3D.
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Se introdujeron tres conjuntos de coordenadas simplécticas en el espacio reduci-

do CP2
h, las cuales nos permitieron estudiar todos los tipos de movimientos.

Aplicando el Teorema de Reeb se obtuvo a lo más 39 familias de soluciones

periódicas cercanas a soluciones rectilíneas, circulares y elípticas en cualquier

nivel de energía h > 0. De acuerdo a la referencia [22], destacamos que 39

es el máximo número posible de soluciones periódicas que un Hamiltoniano en

resonancia 1:1:1 puede tener en el caso de una perturbación cuártica.

Finalmente, usando la noción de estabilidad paramétrica se determinó la estabi-

lidad (lineal) o inestabilidad de todas las soluciones periódicas.

Los resultados obtenidos en este proyecto constituyen parte de la investigación titulada

“Bifurcations of periodic orbits in perturbed Hamiltonian systems in 1:1:1 resonance”

que el candidato a magíster y su asesor vienen realizando.

Trabajo futuro

Como trabajo futuro, citamos algunos proyectos que pueden ser considerados como

una continuación natural de nuestro estudio.

Analizar la existencia de soluciones periódicas simétricas en los modelos 2D y 3D

usando el método de continuación de Poincaré.

Analizar la existencia y los tipos de bifurcaciones de soluciones periódicas en los mo-

delos 2D y 3D.

Analizar la existencia de toros KAM (Kolmogorov, Arnold y Moser) de dimensión

máxima encerrando las soluciones periódicas linealmente estables en los modelos 2D

y 3D.

Analizar la existencia y estabilidad de órbitas periódicas en sistemas Hamiltonianos

para n grados de libertad con n ≥ 4 mediante los métodos del promedio y de reduc-

ción. Como una generalización de los modelos estudiados en esta tesis, se pretende
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estudiar el siguiente Hamiltoniano:

Hε =
1

2

n∑
i=1

(
x2
i + y2

i

)
+ ε2

α n∑
i=1

x4
i + β

n∑
i,j=1
i 6=j

x2
ix

2
j

 .
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