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PROLOGO

El presente texto MATEMATICA BASICA constituye un esfuerzo por
definir una teoria basica y presentar una serie de ejercicios de una
manera precisa y comprensible porque creo que los estudiantes
aprenden mejor cuando los procedimientos son expuestos tan
claramente como sea posible.

En el Capitulo 1 se presenta la teoria de los Conjuntos reforzando con la
solucidon de ejercicios y dejando una lista de ejercicios propuestos para
el afianzamiento de estos contenidos.

En el Capitulo 2 se desarrolla la teoria de los NiUmeros Reales dando
énfasis a los distintos tipos de ecuaciones e inecuaciones y sus métodos
de solucién, asi como la solucién de una serie de ejercicios resueltos que
reforzardn los conocimientos adquiridos por los estudiantes,
culminando con una lista de ejercicios propuestos que permitan afianzar
y consolidar su aprendizaje.

En el Capitulo 3 se desarrolla la teoria de las Relaciones y Funciones, los
tipos de graficos que estas presentan, asi como la solucidon de una serie
de ejercicios resueltos que reforzardn los conocimientos adquiridos por
los estudiantes, culminando con una lista de ejercicios propuestos que
permitan afianzar y consolidar su aprendizaje.

Agradezco por anticipado a las personas que con sus sugerencias y

recomendaciones permitan el mejoramiento de la presente obra, la
misma que se realiza con fines de ensefianza universitaria.

°£l Hutor.
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Conjuntos

ICONJUNTOS

BREVE HISTORIA

El concepto de conjunto tiene una enorme importancia para la matematica
moderna, porque la mayor parte de los conceptos matemadticos estdn en
términos de conjuntos.

El primero que con clara conciencia hizo del concepto conjunto objeto de
investigacion matemadtica, fue Bernardo Bolzano (1781- 1848), sacerdote vy
filésofo checo. En 1848 escribié un tratado que lo titulé “Las Paradojas del
Infinito”: en este tratado Bolzano desarrollé algunos conceptos y principios que
posteriormente se convirtieron en el fundamento de la “Teoria de conjuntos” el
cual fue creado especialmente para explicar con exactitud los conceptos de
infinitos y continuidad para el cdlculo infinitesimal.

El Matematico aleman Carlos Weierstrass (1815 — 1897) fue el primero que
fundamento estos términos, basado en un conjunto de puntos sobre la recta.
Sin embargo, el verdadero creador de la Teoria de conjuntos, fue Jorge Cantor
(1834 -1918), fildsofo y matematico aleman que necesitd 10 afios para terminar
su Teoria de Conjuntos, la cual en un comienzo fue rechazada por todos los
matematicos de su tiempo, pero con el correr de los afos aparecieron
matematicos que reconocieron la gran “importancia de la teoria de conjuntos”
la cual constituye el cimiento de toda la matematica.

CONCEPTO PRIMITIVO

Hablamos de un concepto primitivo, cuando este concepto se admite sin
definicidn, como por ejemplo los términos: elemento, pertenencia y conjunto.

CONJUNTO

Es necesario que tengamos en claro que el concepto de conjunto es un
“concepto primitivo”, esto hace que sea imposible definirlo, lo que podemos
tener es una idea intuitiva de ello. Conjunto es una agrupacion, coleccion, lista
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Conjuntos

de objetos bien definida, los objetos deben estar descritos lo suficientemente
claro como para que no haya ninguna duda que si pertenece o no al conjunto es
decir que cada objeto pueda distinguirse de los demas.

Observacion 1.

Como sindnimo de la palabra conjunto también encontraremos a la palabra
coleccion.

Observacion 2.

Alos conjuntos los representamos por las letras : A, B, C, D, ... yaloselementos
por las letras: a, b, c, d, ...

Ejemplos

e El conjunto de los planetas de nuestro sistema solar
e El conjunto de los niUmeros enteros
e El conjunto de estudiantes del primer ciclo de la escuela de Ingenieria de

Sistemas de la Universidad de Huacho.

RELACION DE PERTENENCIA

La relacién de pertenencia es un concepto primitivo, y decimos que un
elemento pertenece a un conjunto cuando este se encuentra dentro del mismo,
de no ser asi decimos que no pertenece.

NOTACION

“x e A” selee “xpertenece aA” o “x eselementode A”.

“x ¢ A” se lee “x no pertenece a A” o “x no es elemento de A”.

12 César A. Ahumada Abanto
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Conjuntos

DETERMINACION DE UN CONJUNTO

Un conjunto queda bien definido, si dado un elemento cualquiera del conjunto

es posible reconocer siempre si tal elemento esta o no en el conjunto.

Hay dos procedimientos para determinar un conjunto;

a)

b)

Determinacion por extension

Consiste en enunciar, listar o enumerar separadamente los elementos que
forman el conjunto, los elementos del conjunto siempre van entre llaves.

Ejemplo

A={a, e i, 0, u}
B={0,1,23,4,5, ... }
C={2,4,6,8,10,...... }
D={a,b,c,def, ... }

Determinacidon por comprension

Consiste en enunciar una caracteristica comun que poseen todos los
elementos del conjunto y que solo ellos poseen, se escribe entre llaves.
Para lo cual utilizaremos una variable para denominar a cualquiera de ellos
gue queremos referirnos y escribiremos:

X/ X oo a la variable x le llamaremos elemento genérico, la raya oblicua
se lee “tal que” y en los puntos suspensivos enunciamos la propiedad
comun entre sus elementos.

Ejemplo

A= {x/x esuna vocal}

13 César A. Ahumada Abanto
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Conjuntos

B ={x/x esunnumero natural }

C= {x/x esunnumero natural par}

RELACION DE IGUALDAD

Esta relacién lo pueden gozar los elementos o los conjuntos y se indica por el

“_n

simbolo “=", se lee igual.

Propiedades de la igualdad

1. A= Atodo conjunto esigual a si mismo ....Prop. Reflexiva (1)
2. SiA=BentoncesB=A .........cccceieerieeennen. Prop. Simétrica. (2)

3. Si A=By B=CentoncesA=C .............Prop. Transitiva. (3)

RELACION DE INCLUSION (A — B)

La relacion de inclusién se da entre conjuntos y decimos que: A estd incluido o
contenido en B si todo elemento de A estd en B

Simbdlicamente
AcB <&V xeA=>xeB ... (4)

Observacionl.

La negacidén de la relacion A — B se denota por A & By se lee A no estd
incluido en B.

Simbdlicamente

Az B &<&3dxeAf/x ¢B (5)
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Conjuntos

Observacion 2.

Si el conjunto A esta en el conjunto B, pero existe al menos un elemento de B
gue no pertenece a A, se dice que el conjunto A es subconjunto propio o una
parte propia de B.

Ejemplo

Si A es el conjunto de todas las mujeres y B el conjunto de todos los seres
humanos, diremos que A es parte propia de B.

Propiedades de la inclusion

1. Reflexiva

Todo conjunto es parte de si mismo. En efecto, si A es un conjunto, la
implicacion:

Vx: xe A = x € Aesverdadera
Es decir, A C A
2. Transitiva

Si un conjunto esta dentro de otro y éste dentro de un tercero, entonces
el primero esta contenido en el tercero.

Si AcB y Bc Centonces AcC
3. Antisimétrica

Si un conjunto es parte de otro y éste es parte del primero entonces son
iguales.

Si Ac By B cC A entonces A= B

15 César A. Ahumada Abanto
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Conjuntos

RELACION DE IGUALDAD ENTRE CONJUNTOS (A = B)

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.
Simbélicamente

A=B < (AcB) A (BcA) ... (6)

Observacion

La negacién de la relacién A =B se denotacon A # B, y significa que existe
por lo menos un elemento x € A talque x ¢ B o0 que existe por lo menos
un elemento x € B tal que x ¢ A.

Simbdlicamente

A#*¥B < (AZB) v (Bz A) ......... (7)

CLASES DE CONJUNTOS

a) Conjunto universal

Llamado también universo, es el conjunto de todos los elementos que
pueden ser considerados en un asunto particular. Todos los conjuntos son
subconjuntos de un conjunto determinado. Este conjunto se llama conjunto
Universal, denotado por U.

Ejemplos

e Dados los conjuntos N, Z, Q, I, R y C; el universo es el conjunto de
los numeros complejos.

16
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Conjuntos

b)

d)

Conjunto unitario

Es el conjunto que consta de un unico elemento
Ejemplos

e A={3}

e B={x/x*=16, x € N}

e C={5,5}

Conjunto finito

Un conjunto es finito cuando al empezar el conteo de cada uno de sus
elementos es posible llegar al ultimo, es decir alguna vez debo terminar el
proceso de conteo, en otras palabras, se puede determinar el nimero de
elementos del conjunto

Ejemplos

e A={x/x esunahojade un determinado arbol }
e B={x/xesunnumero par menorque 100 }

e C={x/xesun habitante del Perd}

Conjunto infinito

Un conjunto es infinito cuando no es finito, o cuando no es posible
enumerar cada uno de sus elementos.

Ejemplos

e A={x/x esunnuUmero entero }

e B={x/xesun punto del plano }

J César A. Ahumada Abanto



Conjuntos

e)

f)

Conjunto de conjuntos

Cuando sus elementos son conjuntos.

Ejemplos

o A={{0},{1,2},{1,3}}

e B={¢}

e C={{a},{b},{c}, {d}}

e D={{1,2},{1,3},4} No esun conjunto de conjuntos por que el

elemento 4 no es un conjunto.

Conjuntos disjuntos

Sean Ay B dos conjuntos dados, decimos que A y B son disjuntos si ningln
elemento del conjunto A estd en B y si ningin elemento de B esta en el
conjunto A, caso contrario dichos conjuntos son no disjuntos.

Ejemplos

e A={x/x esunnumero entero }
e B={x/xesun punto del plano }

A y B son disjuntos.

. C={x/x=x/ﬁ,xEN }
e D={x/x=6}

Cy D son no disjuntos tienen al elemento 6 como elemento comun

18
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Conjuntos

g)

h)

Conjuntos comparables

Sean A y B dos conjuntos dados, decimos que A y B son comparables si
todos los elementos de A estan en B o si todos los elementos de B estadn en
A ,esdecirr AcCcB o B — A.

Dos conjuntos se dicen que son no comparablessi Az Bv B ¢ A.

Ejemplos

A={2,3,4,56}
e B={1,23,4,56,7}

A y B son comparables: A — B.

e C={a,b,c}
« D={b}

Cy D soncomparables: D < C

Conjunto potencia

Se define conjunto potencia de A o conjunto de partes de A, al conjunto
formado por todos los subconjuntos del conjunto A, se indica por: P(A).

Simbélicamente

P(A)={X/X — A)

XEPA) X A . (8)
Ejemplos

e A={1,2,3}
P (A) tendra 2" elementos es decir ocho elementos:

P(A)={0,{1},{2},{3},{1, 2}, {1, 3},{2, 3},{1,2,3}}

19
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Conjuntos

e B={0,{0}}

P(B) tendra 2" elementos es decir cuatro elementos:

P(B)={0,{0} {{0}}, { @, {P}}}

Conjuntos vacios

Es aquel conjunto sin elementos y se representa por la letra griega @ o
por A={}.

Simbdlicamente
O={xeU/x#*#x} . (9)
Ejemplos

e A={x/x*#25,xe N}

e E={(®} noeselconjunto vacio porque E tiene un elemento

Observacion 1.

Consideraremos al conjunto nulo @ como el conjunto contenido en
cualquier conjunto, inclusive en el mismo.

dcA VA

Observacion 2.

El conjunto nulo esta contenido en todo conjunto, es decir que el conjunto
nulo es parte propia de todo conjunto no vacio.

20 César A. Ahumada Abanto
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Conjuntos

Observacion 3.

El conjunto nulo o vacio es disjunto con cualquier otro conjunto, inclusive con el
mismo, pues no existe elemento que pertenezca a la vez al conjunto nulo y a
otro conjunto.

Diagramas de VENN - EULER

Los diagramas entre conjuntos podemos ilustrarlos utilizando los diagramas de
Venn - Euler que se representan por areas planas.

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

UNION DE CONJUNTOS (A U B)

La unién de Ay B es el conjunto de todos los elementos que pertenecena A, a B
0 a ambos.

Simbdlicamente

AUB={x/xeA v xeB}

Esdecirr x€(AUB) < (x€A v xeB)..... (10)

21

J César A. Ahumada Abanto

(
4



Conjuntos

Observacion 1.

La negacidn es de la forma:

x¢ (AUB) < (x ¢ A A x¢B) ... (11)
Observacion 2.
La representacion grafica de la unién es:
u U
A 4
u
A B

Observacion 3.

La generalizacién de la reunién de conjuntos es de la siguiente forma:

A1 U A UAs UA3U A5

(@
>

(@
>

{x/xeA , 1<i<n,ieN}

4
Ejemplo: | JA =A1 U A UAs U A
i=1

22
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Conjuntos

INTERSECCION DE CONJUNTOS (A () B)

La interseccion de dos conjuntos Ay B es el conjunto formado por los elementos
que son comunes a ambos.

Simbélicamente
A(lB={x/xeA A xeB}

Esdecir: x€(A[1B) < (x€A A X€B) .. (12)

Observacion 1.
La negacién es de la forma:
xz(ANB) © (x 2 A A X &€B) e, (13)

Observacion 2.  La representacién gréfica de la interseccién es:

23
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Conjuntos

Observacion 3.

La generalizacién de la interseccidén de conjuntos es:

A A As() Ag e N A,

-
>

)
>

{x/xeAl AXEA AXEA A.... AX€EA}
4

Ejemplo: ﬂAi = A AN AN A
i=1

DIFERENCIA DE CONJUNTOS (A - B)

La diferencia “A — B” se define como el conjunto de todos los elementos que
pertenecen a A, pero no pertenecena B, yselee “Amenos B”.

Simbdlicamente
A-B={x/xeA A xgB}

Esdecir: xe(A-B) < (xeA A xgB) ... (14)

Observacion 1.
La negacidn es de la forma:
xZ(A-B) < (x ¢ A v x eB) ... (15)

Observacion 2.

La representacion grafica de la diferencia es:

( .0 )
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COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO (CA, A")

Sea AcU, donde U es el conjunto Universal definimos al complemento de A

como el conjunto formado por los elementos de U que no pertenecen a A.

Simbdlicamente

A ={xeU/ xgA}

Es decir: XeA & x¢A
Observacion 1.

La negacién es de la forma:

XecA” vxeA & xeU

César A. Ahumada Abanto



Conjuntos

Observacion 2.

XeA A XeEA & x e
Observacion 3.

La negacidn es de la forma:

XA & x €A

La representacion grafica del complemento es:

u Ch o A

DIFERENCIA SIMETRICA (A A B)

Chg

Se define la diferencia simétrica de A y B como los elementos que estan en la
unién de Ay B pero que no estan en la interseccion de Ay B.

Simbdlicamente

A AB=(A-B)U (B-A)

A AB=(AUB)-(A[B)

Es decir:

César A. Ahumada Abanto
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xe(AAB) & (xeA Ax¢gB)v(xgA ~AxeB)...... (22)

Observacion 1.

La negacidn es de la forma:
x2(AAB) & (xgAvxeB)A(xeA A xgB) ... (23)
Observacion 2.

La representacion graficade (A A B) es:

u u

4 E

PRODUCTO CARTESIANO (A x B)

Dados Ay B, se define el producto cartesiano de Ay B como el conjunto formado
por todos los pares ordenados (a, b), talqueaeA A beB.

27
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Simbdlicamente

AxB={(x,y)/ xeA A yeB}

Es decir:

(x,y)e A xB < xeA A yeB ...

Observacion 1.

La negacién es de la forma:

(x,y)2(AxB) < x¢A vygB ...

PARTICION DE UN CONJUNTO

Una particion de un conjunto A, es un conjunto de subconjuntos o partes de A,

Ilamadas clases que cumplen las siguientes propiedades:

1) Dos clases de la particidon son siempre disjuntas
2) La reunién de las clases es el conjunto A

3) Cada clase estd incluida en A

4) Ninguna clase es vacia

Ejemplo

Dado A=1{1,2,3,4,5}

Se pueden tener particiones como las siguientes:

Pi(A) ={{1,2}, {3,4}, {5,6} }

P2(A)={{1,2,3},{4,5,6}}

28
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DEMOSTRACIONES DE EQUIVALENCIAS (utilizando las representaciones simbdlicas
de las definiciones)

1. (A B =AUPB
Demostracion
Realizaremos la demostracién por doble inclusién

(A[1B)'=AUB <A B) < (AUB)y(A"UB)c (Al B) .Por6

a) (A(1B) c (AU B)

1) Demostraremos que:

Vxe(AlB) = xe (AUB) ...Por4

2) Seaxe(AllB) = x¢ (Al B) ... Por 16

3) x¢g A v XxX¢g B ...Por 13

4) xeA v xe B ... Por 16

5) xe(A"UB") ... Por 10
l.g.q.d

b) (AuB)c (ANB)

1) Demostraremos que :

Vxe(AUB)=x<€(AB) ...Pord

2) Seaxe (AUB) =>xeA vxebB .... Por 10
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3) x¢gA v x¢B . Por 16

4) x¢(ANB) L. Por 13

5 xe(ANB)Y . Por 16
l.g.q.d

.De a) y b)tenemosque: (A1 B) =AU B

(AUB) = (A [1B)
Demostracién
Realizaremos la demostracion por doble inclusion

(AUB) =(ANB)< (AUB) c(ANB)y((ANB)c(AUB)

...Por 6
a) (AUB) c (A1 B)
1) Demostraremos que :
Vx e(AUB) = xe(ANB) ... Por 4
2) Seaxe(AUB) = xg¢ (AUB) ... Por 16
3) x¢ A A xg¢B . Por 11
4 xeA N xeB L. Por 16
5 xe(A(1B)y L Por 12

l.g.q.d
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b) (A°(1B)c (AU BY)

1)

2)
3)
4)

5)

.De a) y b)tenemosque (AU B) = (A" []B)

Demostraremos que:

Vxe(ANB) =xeE(AUB)
Seax€(A'[1B) =x EA” A x EB’
X&€ A AN x¢ B

x¢ (AUB)

xe (AUBY

l.g.q.d

(AxB)N (cxD)=(A N c)x(B[) D)

Demostracion

Realizaremos la demostracidn por doble inclusidn.

a) (AxB) )1 (cxD)c (AN ) x (B D)

1)

2)

Demostraremos que:

YV (xy) €(AxB) ) (CxD) = (xy) € (A1 C) x (B[] D)..Pora

Sea (x,y) € (Ax B) N (CxD) = (x,y) E(AxB) N (x,y) €E(CxD)

31
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3) (xeAAYEB)A(XECAYED) ... Por 24

4) (x€A A x€C) A (yeBA yeD) .. P.Asoc

59 xe(Al¢c) Aye®ND L. Por 12

6) (xy) e ANogx@®ND . Por 24
l.g.q.d

b) (ANC)x (BN D)= (ANC)x (B D)
1) Demostraremos que:
YV (xy)e (A1 C) x (BN D)= (xy) € (AxB) [1(CxD) ...Por4

2) Sea(xy)e (AN C)x (BN D) =xe (ANC) Aye (BN D

..... Por 24
3) xeA AxeC)A(yeB AnyeDb) .. Por 12
4) (x€EA ANyE€EB)A(xECAYyED) .. P. Asoc
5 (xy)e(AxB)A (xy)e(CxD) ... Por 24
6) (xy)e(AxB) ) (cxD) L. Por 12

l.g.q.d
..De a) y b) tenemos que:

(AxB) [ (cxD) = (AN C)x(B D)

32
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Ax(BNc)=(AxB) ) (AxC)
Demostracion

Realizaremos la demostracidn por doble inclusion.

a) Ax (Bf1¢c) c (AxB) [ (AxC)

1) Demostraremos que:

V(xy)e Ax(B1C)=(xy)e (AxB) [1(AxC) .. Por 4
2) Sea(xy) EAx B1C)=>x€A AyeBC .. Por 24
3) xeA AN yeB A yecCc L. Por 12
4) xeA AxeA A yeB AyeC P A P=p
5) xeA AN yeB) A(xeA A yelC .. P.Asoc
6) (xy)e (AxB) A (AXC) .. Por 24
7)) (xy)e(AxB) ) (AxC .. Por 12
l.g.q.d

b) (AxB) ) (AxC) — Ax (B[ C)
1) Demostraremos que :

YV (xy) € (AxB)[)(AxC) = (xy)eAx(B[)C) ....Por 4

2) Sea(x,y)e (Ax B) N (A x C)=(xy) e (AxB)A (xy) € (A xC)

3) (xeA AyeB) A(xeA AyeC) ... Por 24
( 33 )
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4) (xeA AXeA A (yeB AyeC) ... P.Asoc

5) xeA A (yeB A yeCQ L. PAP=P

6)xeA/\ye(BﬂC) ...... Por 12

7) (xyyeAx@®NCOQ) L. Por 24
l.g.q.d

..De a) y b) tenemosque:A x (B/1C) = (AxB) (] (AxC)

A-(B-C)=(A-B) U (A C)
Demostracion
Realizaremos la demostracion por doble inclusion
a) A-(B-C)c (A-B) U(A[1C) ...Por6

1) Demostraremos que:

Vxe A-(B-C)=> xe (A-B) U(AlC ... Por 4
2) SeaxeA-(B-C)=xeA Axg ((B-C ... Por 14
3) xeAA((XxgB v xeQ L. Por 15
4) (xeA A xgB) v xeA Axel .. P.Distri
5 xe(A-B)v xe (ANc) .. Por 14-12
6) xe(A-B) U(ANC) . Por 10
l.g.q.d
( s )

\

J César A. Ahumada Abanto



Conjuntos

b) (A-B) U(A(1C) ¢ A-(B-C) .. Por 6

1)

2)
3)
4)
5)

6)

Demostraremos que:

Vxe(A-B) UIANC)=xeA-(B-C .. Por 4

Sea xe(A-B) U (A1 C)=xe (A-B) v(A[) C) ..Porio

xeA AxgB) v (xeA A xe( .... Por 14-12

xeA A(xgBvxeC) L. Prop.Distri

xeA A x ¢g(B-C) .. Por 15

xeA-(B-C) L. Por 14
l.g.q.d

..De a) y b) tenemosque: A— (B—C) =(A-B) U (A[) Q)

(A-B)-C =A- (BUC)

Demostracion

Realizaremos la demostracion por doble inclusién

a)

1)

2)

3)

(A-B)-C ¢ A-BUCGQ .. Por 6

Demostraremos que:

Vxe(A-B)-C= xeA-(BUC) ... Por 4
Sea x€(A-B)-C= xe€(A-B) A x¢g¢ C ... Por 14
xeA AN xXgB A xgCl L. Por 14

( |
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4)
5)

b)

1)

2)
3)
4)
5)

6)

(xe A A xg(BUC)
xeA- (BUC)

A- (BUC) c (A-B)-C

Demostraremos que:

VxeA-(BUC)= xe(A-B)-C

Sea xe A-(BUC)=xeA Ax¢g (BUC)
xeA A x¢gB A xgC

(xeA AN xgB) A xgC
xe(A-B) A xg C

xe(A-B)-C

..De a) y b)tenemosque: (A-B)-C =A-(BUC)

Demostracion

Realizaremos la demostracion por doble inclusion

A-B=A-B < (A-B)c (A B)y(A[lB)c (A-B)...Por6

a)A-Bc A[] B

1)

Demostraremos que:

Vxe (A-B) = xe (A B)

36
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b)

2) Sea xe (A-B)= xeA A xgB ... Por 14

3) xeA A xeB L. Por 16

4 xe(ANB)Y) Por 12
l.g.q.d

ANB c A-B

1) Demostraremos que:

Vxe(ANB)= xe(A-B) .. Por 4
2) Seaxe(A[l B)=xeA A xe B ... Por 12
3) xeA A xgB L. Por 16
4 xe(A-B) L. Por 14

..De a) y b)tenemosque A—B = A (] B

A UA = A
Demostraciéon
Realizaremos la demostracién por doble inclusidon
A UA=A & (A UA) cAy Ac (AUpA L Por 6
a) (AUA) c A
1) Demostraremos que:

Vvxe(AUA) = xeaA .. Por 4
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2) Seaxe(AUA)= xeA v xeA ... Por 10
3) Hagamos p= x €Ay por légicatenemos: pvp =P
4) luegoxe A v xeA = xeA ... Por paso 3

l.g.q.d

b) Ac(AUA)

1) Demostraremos que:

Vxe A = xe (AUA) L. Por 4

2) Sea x €A = x €A v x € A ...Porpropiedad Idempot. de V
p p

3) xe(AUA) . Por 10

..De a) y b)tenemosque: AUA = A

A CA
Demostracion
1) Demostraremosque: V xeA =>xe A ... Por 4
2) Seax €A;haciendo p =x €A y poruna verdad légica tenemos
que p=>p para cualquier proposicién p.
3) VxeA = xeA . Por paso 2

l.g.q.d
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10. AU =A
Demostracion

Realizaremos la demostracidn por doble inclusion

ANU=A < (A[lU) cA vy Ac (A U)

a) (AN U) c A

1) Demostraremos que:

Vxe (AN U)= xe A

2) Sea xe(ANU)= xeA A xe U

3) haciendo p=xe€ A y siendo x € Uuna

tautologia tenemos que: p AV =p

4) x € A

l.g.q.d

b) A c (AN U)

Demostracion analoga

.De a) y b) tenemosque A [) U=A

....Ley logica

....Por paso 3
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11. CONJUNTO VACIO (Es aquel conjunto que no tiene elementos)

12.

Realizaremos la demostracidon por el absurdo

Demostracion

1) Supongamos que existex € @ e Hipétesis auxiliar
2)Si xe® = x+F=x L. Por9
3) x=x propiedad reflexiva ... Por 1

4) Existe contradiccion del paso 2) con el paso 3), esto resulta de

haber supuesto que existe x €@

5) .. xe0

l.g.q.d
® A
Demostracion
1) Demostraremos que:
Vxed = xeA L. Por 4

2) Sea xe€@® = x # x loque esfalso por la aceptacién de la
propiedad reflexiva que dice que x = x.
3) Haciendo x € A = ptenemos que F =p = V (es una tautologia

para todo p.
4 Vx; sixe®d = xeA ......Por paso 2) y 3)
l.g.q.d
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13.

b)

(A-B)xC = (AxC)-(BxC)

Demostracion

Realizaremos la demostracion por doble inclusion

a)(A-B) xCc(Ax C)-(BXC) ... Por 6
1) Demostraremos que:
YV (xy)e(A -B) x C= (x,y) € (AxC)- (BxC) ... Por 4
2) Sea(xy) e (A-B)xC = xe(A-B) A yeC ... Por 24
3) xeA A x¢gB A yeC L. Por 14
4) (xeA Ax¢gB A yeC)ve L. pv@=p
5) xeAAyeCAxgB)vixeAAyeCAygC(C) .. lLey ldgic.
6) xeA AyeC)A(xgB v yegC) .... Prop. Distrib
(bAa)V(pAr)=pAl(qVr)
7) (xy)e(AxC) A (xy) €(BxC) ... Por 24-25
8 ((xy)e(Ax C)- (BxC) L. Por 14
l.g.q.d
(Ax C)-(BxC)c (A-B)xCc ... Por 6
1) Demostraremos que:

Y (xy)e(AxC)—(B x C)= (x,y) € (A-B) x C ... Por 4
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2)

Sea(x,y) € (AxC)—(BxC) = (x,y) € (AxC) A (x,y) ¢ (BxC)

(xeA AyeC)A(xgBvyeg(C) .... Por 24-25

xeAAyeCAxgBvixeAAnyeCAyg()

... Prop. Distrib

xeA AyeC A xgB)ve .. Leyes légic

(xeA ANyeC A xegB) L. pvOd=p

(xeA N xgB)A yeC . Prop.Asoc.Conmut

xe(A-B) A yeCc .. Por 14

(xy) e(A-B)xC .. Por 24
l.g.q.d

..De a) y b)tenemosque: (A -B)xC = (AxC)-(BxC)

14.

(A-B)UB =AUB

Demostracion

Realizaremos la demostracidn por doble inclusidon

a) (A-B)UB —c AUB .. Por 6
1) Demostraremos que:

Vxe(A-B)-C = xeA-(BUC) ... Por 4
2) Sea xe€(A-B)UB = xe(A-B) v xeB .... Por 10
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b)

3)
4)
5)
6)
7)

8)

(A

1)

2)
3)
4)
5)
6)

7)

.. De a) y b) tenemos que:

(xeA A xg B) v xeB
(xeA v xeB)A(xgB v xeB)
xe(AUB) A (xeB v x €B)
xe(AUB) A xeU
xe{(AUB) [ U}
xe(AUB)

l.g.q.d

UB) — (A-B)UB

Demostraremos que :
Vxe(AUB)= xe [(A-B) U B]
Sea xe (AUB)= xe€A v xeB
(xeA v xeB) A xeU
(xeAAXEgB)A (xgB v x €B)
(xe A A xg B)v xeB

xe(A-B) v xeB

xe(A-B)UB

43
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15)

(ANB)U (A B) =A

Demostracion

Realizaremos la demostracion por doble inclusion

a) (ANB)U (ANB) =A

1) Demostraremos que :

2)

3)
4)
5)
6)

7)

vxe(ANB)U(A[IB)= xeA

Sea xe(A(1B)U (ANB)=xe (Al B) vxe(AllB)

(xeA A xeB) v (xeA A xeB)

XxXeA A(xeB v xeB)

xeA A xelU
xe (AN U)
X eA

l.g.q.d

b)Ac (A B)U(A[]B)

1)

2)

Demostraremos que:

VxeA= xe(A[1B)U (A B)

Sea xe A = xe(A[lU)

44
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3) xeAA xeUu . Por 12

4 xeA A(xeBvxeB) L. Por 17

5) (xeA A xeB) v (xeA A xeB) ...Prop.Distrib

6) xe(ANB) vxe(ANB) . Por. 12

7) xe(ANB)U(ANB) Por 10
l.g.q.d

.. De a) y b) tenemosque (A1 B)U (A[1B) =A

16) A-(A-B)=A B
Demostracién
Realizaremos la demostracion por doble inclusion
a) A-(A-B)cANB L. Por 6

1) Demostraremos que:

VxeA-(A-B)=xe AB ... Por 4
2) Sea xeA-(A-B)= xeA A xg(A-B) ... Por 14
3) xeAA(xg&A v xeB) .. Por 15
4) (xeA A xgA)v (xeAAx €B) .... Prop.Dist
5) xeA A xeA’) v (xeAAXxeB) .. Por 16
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b)

6) xe® v xe(AlB) . Por 12-18
7) x e @ esfalsopor ejercicio (11) y sea x € (A[1B) igualap y
porlégica Fvp=p
8 xe(ANB)Y L Por paso 7
l.g.q.d
ANB —c A-(A-B) . Por 6
1) Demostraremos que:
Vxe(Al B)= xe A-(A-B) ... Por 4
2) Seaxe(A[lB)=p y por Fvp = ptenemos:
3) xe®v xe(A[lB) .... Por paso 2
4) (xeA A xeA)v (xeA AxeB) ... Por 18-12
5) (x eAAxgA) v (XEA A XEB) ... Por 16
6) xeA A (xgAvxeB) ... Prop.Dist
7) xeA A x¢ (A-B) L. Por 15
8) xeA-(A-B) L. Por 14
l.g.q.d

.. De a) y b) tenemosque:A - (A-B)=A N B
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17)

AU (A(1B) =A

Demostracion

Realizaremos la demostracion por doble inclusion

a)AU (ANB)cA . Por 6

1) Demostraremos que:

VxeAU(ANB) = xeA .. Por 4
2) SeaxeAU(A(IB) = xeA vxe(ANB) ... Por 10
3) xeA v (xeA AxeB) .. Por 12

4) Haciendo p =x € A; g = x € B tenemos por
légica: pvi(pAQg)=p

xeA Por paso 3-4

l.g.q.d

b)Ac AU (A(B) . Por 6
1) Demostraremos que:
VxeA = xe AU(ANB) ... Por 4
2) Sea x € A y haciendo p =x € A tenemos que por las leyes
delalégica: pv (p AQg)=p

3) xeA v (xeA A x €8B) ... Por paso 2

( |
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4 xeAv xe(ANB) L. Por 12
5\ xeAU(ANB) . Por 10
l.g.q.d

.. De a) y b)tenemosque AU (A1 B) = A

18) P(A(1B) =P(A)(1P(B)
Demostracién
Realizaremos la demostracion por doble inclusién
a) P(ANB)c P(A)NP(B) Por 6

1) Demostraremos que:

2) VXeP(AlB)=XeP(A)NP(B) ... Por 4

2) SeaXeP(ANB) =Xc(ANB) ... Por 8

3) Xc A A XcB L. Por 12

4) XeP(A) A XeP(B) Por 8

5 XeP(A)(P(B) . Por 12
l.g.q.d

b) P(A)NP(B)cP(ANB) .. Por 6
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1) Demostraremos que:

VXeP(A)NP(B)=>XeP(AlB) .. Por 4

2) SeaX€P(A)[1P(B)=>XEP(A) AX EP(B)  ...Pori2

3) XcA A XcB L. Por 8

4 Xc(AB) Por 12

5 XeP(AlB) L. Por 8
l.g.q.d

". De a) y b) tenemos que:

P(ANB) = P(A) [ P(B)

19) P(A)UP(B)c P(AUB)
Demostracion

Realizaremos la demostracidn segun la definicion 4

1) Demostraremos que:

VXeP(A)UP(B)= XeP(AUB) ... Por 4
2) SeaXeP(A)UP(B)=XeP(A)vXeP(B) ..Porio
3) XcA v XCB ... Por 8
4) X c(AUB) Por 10
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5 X eP(AUB) . Por 8

l.g.q.d

200 P(AUB) ¢ P(A)UP(B)

Demostraciéon

1) Demostraremos que existe:
XeP(AUB) talque X P(A) U P(B)

2) Sea A={3} ; B={4};
P(A)={0,{3}} ;P(B)={0,{4}}
Por otro lado tenemosque A U B ={3,4} vy
P(AU B)={0,{3},{4},{3,4}}.......... (*)
Y hallando P(A) U P(B) tenemos:
P(A)UP(B)={0,{3},{4} . (**)

3) del paso 2 vemos que existe un X ={3, 4} que pertenece a P
(A U B)ynopertenece a P(A) U P(B)

4) P(AUB) & P(A) UP(B) porel ejemplo dado en el paso 2.
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LEYES QUE RIGEN EL ALGEBRA DE CONJUNTOS

1. PARA LA UNION

11 AUA = A
1.2 AUOQ = A
13 AUU =U
1.4 AUB=BUA

1.5 (AUB)UC= AU(BUC)

1. PARA LA INTERSECCION
21 AN A=A
22 Ao =9
23 A[lU=A
24 A1 B=8B[1A
25 (AN BN c=AN(BNC)

2.6 P(AN B)=P(A) N P(B)

1. PARA LA INTERSECCION Y LA UNION

31 AU(BNC)=(AUB) [ (AucC)

32 AN (BUC)=(ANB)U(AN C)
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3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

AN (AUB) = A
AU(AN B)=A
AU(A(1B)=AUB
AN(AUB) = A B
AN (AUB)=ANB

AU(AN B)=A"U B

PARA LA DIFERENCIA

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

A-A =290
A-0=A
P-A=0
(A-B) c A

A-B =(AUB)-B =A- (A[]B)
BN (A-B) =0

A-(BUC) =(A-B)N (A-C)
A- (B[l C)=(A-B)U(A-C)

(AUB)-C=(A-C)U(B-C)

(A-B)-C=(A-C)-B
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VI.

PARA EL COMPLEMENTO

51

5.2

53

5.4

5.5

5.6

5.7

(A") =A
A-B=A[PB
(AUB) = A [)] B leyesde D" Morgan

A{1B) =AU B leyesde D" Morgan

PARA LA DIFERENCIA SIMETRICA

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

AAB=(A-B) U (B-A)
AAB=(AUB)- (B A)
AAA=Q
A AQ=A

(AMAB)A C=AA(B A C)
(AAB)N cA=(ANC)A (BN C)

(AAB) U (BAC)=(AUBUC)-(ANBNC)
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Conjuntos

EJERCICIOS DE APLICACION DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS

1. Simplificar
[ NnBHYUAUB)YIN{AU[B N (A-B)] ]

1) [((aUsyudauUs)yinN{aUrsnN (A NB)I} ...ley5.7-5.6

2) unNaUB)NTIAU(ANBY)]} ..ley5.1-3.1
3) (aUB)y N AU (AaNsBY L. ley 2.3
4 (AUynN a L ley 3.4
5) A ley 3.3

1. Demostrar que: (A U B)- (A AB) = A[] B

1) (AUB) N (AABY L. ley. 5.6
2) (AUB)N [(AUB)-(ANB) ... ley . 6.2
3) (aAUsB) N 1(AUB) N (ANB)T .. Ley. 5.6
4 (AUB) N[r(aUBYy U (aNns)y .. ley. 5. 8-5.5
ss (AUsB) N (a8 L. ley. 3.7
6) ((AUB) N ar N8 . ley. 2.5
7 ANB ley. 3. 3
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3. Simplificar

fiaNgAeNenUanirausUmeagrUnaUsU oy

1) {{(A AB)NcU cN{aUs Uc)-(aN 8 Ncp U@UB Uc)y

2) cN{raUsUc)N (ansNc)y1U (aUBUC)} ..ley.3.4556

3) cNaUsdcey L ley. 3.4
4 cNrecyd (aUsny L ley .15
5 Cc¢ ley. 3.3

4. Demostrar que si B — A entonces se cumple que:

(BNc)U (B-c)U (B-A) = B-A

De la hipétesis observamos que: U
B=B [ A A
Y
BMNA = @
1) (sNcyU (sNcyrtdenNay L ley. 5.6
2) (sNcyd (sNeyyde L hipétesis
3) (BN (cUcnde L ley. 3.1
( |
l > J César A. Ahumada Abanto



Conjuntos

4 Bvuv ley. 5.1-1.2

5 B ley. 2.3

6) B(lA hipétesis

7) B-A ley.5.6
l.g.q.d

5. Simplificar: (B(1A)U (DN A)UAU (BAD)

1) (A~ N(BUD) UA U (BAD) ... ley. 3.2
2)AaUUD)IUI(BUD)-(BND)]. ... ley. 3.5-6.2
3y (aUeUp)1UnsUn)N(sNoyr .. ley. 5.6
saUsUb)UnBUD)N (BN D)YIY .. ley. 1.5
s5sas o0 . ley . 3.4

6. Demostrarque: [A - (B-D)]' (1 [A" A (B-D)]’ =B () (AU D)

1) [A°UB-D) N{A U B-D)1NIAN B-D)IY

..... ley.5.6-5.5-6.2-5.7

2) (AU B-D)]N{[A" U ®-D)]U[AN (B=D)]} ..ley.5.85.5

3) (AU (B-p)] Nia' N (8B-0)1 ley. 3.7
4 Al (B-D) ley. 2.5-3.3
( ]
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558 (A No?)y L ley. 5.6-5.5
6)B N (AUDY ley. 5.8

l.g.q.d

7. Demostrarque: {A -[c U (c-B)]1}U {[cU (c-B)] -A} = A

1) {A-[cU(cnNB)1tU{tcU(cnNe)r-A .. ley. 5.6 - 5.5

2) (A-c)U(c-Ay L ley. 3.4

3 AN(cUcy L ley.5.6 - 5.5 - 3.2

4 ANu ley . 5.1

5 A ley.2.3
l.g.q.d

8. Demostrarque: [(ANNB)UcrU(BNCc)=cC

1) (anNns8ynNne UmkNcey L ley. 5.7-5.5
2) cnNuansyusyr L ley. 3.2
3) ¢ N(a U (8U B)] .ley.5.8-1.5
4 cu .ley.5.1-1.3
5 C

l.g.q.d



Conjuntos

9. Demostrar que si C — A" entonces se cumple que:

{Il(cUB)NAIUC}INB=BNC

Demostracién De |a hipétesis observamos que:

U
Y C
Si CC A se tiene: Q
clla =0
1) {reds)Narucine
2) [(cNa)y Umxwnsydcrne L. ley. 3.2
3)) (¢ UanNe)yUcyne HipGtesis
4 [(AnNsB)yNB] U (cNsB) .. ley.1.2- 3.2
5« sl (aUcy L. ley. 2.1-3.2
6 s8N c L Hiptesis
l.g.q.d

10. Simplificar
{fflcU-aA ) NIB-(cUA)13UB
1 {icyUenNaiuUsiN{sNcUAa] UBs}..Prop.56-5.5-3.1

2)(cU B N1 Us U(Uay ... Prop. 1.5-3.4
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3y(cUuB)yN vy (cdnyy L Prop.5.1
4 (cUB)N v ley.1.3

s s’cds8 . ley. 2.3

11. simplificar: {[(AU B )N (AN B)1U (A NPB)}U(C-A)
) {{rauUs)yNaNe U@NBe)y U(ENA)..ley.25-56
2) (AanNs)yUane)yUcenay L ley. 3.
3yfanN (sUe)yrdecenay L ley.3.2
4 (AU €cnNay L ley.5.1
55« AUecnNay . ley .2.3
& AUc . ley.3.5

12. Demostrarque: (B(1¢C) U(B-¢c) U (B-A) = B
Demostracion
) sNcoyUmwnNeyydena L ley. 5.6
2) (BNecUc)y U Nay L. ley. 3.2
3 eNw U ®NAYy L ley. 5.1
49 sU ®NAY ley. 2.3
5 B ley. 34




Conjuntos

EJERCICIOS PROPUESTOS

Simplificar

1. [(c-A)U ATl -[(BUA)-(BNA)] Rpta. 0
2. {(AMUB)NT[(AUB) - AlY Rpta. U
3. {[(A-B)-AI'NA}A[(AUC)-(A-C)] Rpta. A1 C’
4. (A AB)A (AB) Rpta. AUB
5. {((A-B)U((B-A)] -8B} U{B-[(ANB)U (AU B)1} Rpta. ANC
6. [A-(BAC)] N[(B-A) AC] Rpta.A(1B[)C
7. [AA(B A Q] A (CAB) Rpta. A’

Demostrar que:
8. AUB = {B-[(A-B) -B]Y

9. {[ANN(cUbU B A (ANB)Y}-D = (A-C)- (B"- D)
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CAPITULO 2

EL SISTEMA DE LOS
NUMEROS REALES






Sistema de los Ndmeros Reales

SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

Diremos Sistema de Numeros Reales a un Conjunto R, provisto de dos
operaciones adicién (+) y multiplicacion (.) (llamadas leyes de composicion
interna) y una relacién de orden denotada por “<*“

Tal que se cumplen los siguientes axiomas como:

+:RxR —/8 R .:RxR — R
(a,b) — +(a,b)=a+b (ab) — .(ab)=a.b
1. Cerradura 1. Cerradura
2. Conmutativa 2. Conmutativa
3. Asociativa 3. Asociativa
4. Elemento de identidad 4. ldentidad multiplicativa
5. Elemento inverso 5. Inverso multiplicativo
Axiomas para la relacion de orden “ < “ Axiomas para la igualdad:
1. Leyde latricotomia 1. Dicotomia
2. Sia<by b<c - ax<c 2. Reflexiva
3. Sia<by ceR — a+c<b+c 3. Simétrica
4, Sia<by c>0 - ac<b.c 4. Transitiva
5. Unicidad de la suma
6. Unicidad de la multiplicacion

Axiomas del Supremo
Todo subconjunto de nimeros reales acotado superiormente tiene un supremo

Y otros Axiomas y Teoremas que se cumplen en R

(=)
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Sistema de los Ndmeros Reales

DESIGUALDADES

Decimos “desigualdad” a la expresién donde un nimero es mayor o menor que
otro. (7 < 8)

INECUACIONES

La inecuacion es una desigualdad donde hay una o mds cantidades desconocidas
a la cual llamaremos incégnita y que se cumple o verifica para algunos valores
de la incognita o incognitas.

Ejemplo:

La desigualdad 2x—7 <x + 1, es una inecuacién porque tiene una incégnita “x”
que se verifica para valores menores que 8.

Intervalos

Son sub conjuntos de numeros reales que se utilizan para expresar la solucion
de las inecuaciones.

Tipos de Intervalos

a) Intervalo Cerrado:

[a, b)]={x ER/ a<x<b }

Ejemplo: 3<x <5

— I E——« S
3 5
X € [3, 5]
l J César A. Ahumada Abanto



Sistema de los Ndmeros Reales

b) Intervalo Abierto:
(a, b)={x ER / a<x<b}
Ejemplo: 0 <x < 4 x € (0, 4)

«—o————— 90—
0 4

c) Intervalo Cerrado en ay Abierto en b:
[a b)={x ER/ a <x<b }

Ejemplo:3 <x <5

<« O e »
3 5
x € [3, 5)
d) Intervalo Abierto enay Cerradoenb
(a, ] = {x ER/a<x <b }
Ejemplo —1<x<2
X € (—1,2]
O ® >
-1 2
e) Intervalos Infinitos
(a, +0)={x ER/ x>a }
X € (2, + o)

Ejemplo x > 2

« © 2T
2
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Sistema de los Ndmeros Reales

[@a +0)={x ER /x>a }

Ejemplo x = 2
X € [2, +0)

< .w,
2

(—oo,b]={x ER/x <b }

Ejemplo x< 0

m;—x&(—m, 0]

(-0, b)={x ER / x<b }
Ej 1 <1
Jemplo  x X € (—oo, 1)

«— O

1

(—00, +00>:{XER} X ER

Ty

(-0, a) U(b, +0)={x ER/ x # a}

X€R—{3}

T )
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Sistema de los Ndmeros Reales

Ejemplo1l. Demostrar que: Si x € [2, 4] entonces 2x+3 €[7, 11]

x€[2,4] = 2 <x <4, mnmultiplicando por 2
4 <2x <8, sumando 3
7<2x+3 <11

Si x €[2, 4] entonces 2x+3 € [7, 11]

Ejemplo 2. Demostrar que: Si 2x—-6 € (—4, 4) entonces x € (1, 5)

Para el lector

Propiedades de las Inecuaciones

1.

a.b=0 a=0V b=0

a’?<b?> = a’-b*< 0 = (a-b)(a+h)<0

1 : . )
< L., ay b tienen el mismo signo

[«])
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Sistema de los Ndmeros Reales

INECUACIONES DE PRIMER GRADO

Consideremos: ax+b>0 ; (20;<0 ; <0)conaz0,a, bER

Ejemplo:
2x-3<x-120

Para resolver la inecuacién procedemos de la siguiente manera:

a) 2x-3< x—-1 b) x-120

La solucién final es la Sol. a) N Sol. b)

Observacion

Si x+3 > x+2 , En estos casos cuando desaparece la variable o mejor dicho la
incégnita evaluamos la desigualdad que queda si esta desigualdad fuera
VERDADERA la solucién de la Inecuacidn son los Reales caso contrario si la
desigualdad es FALSA la solucién es el vacio

INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Son de la forma siguiente:
x>+bx+c >0;(=0;<0; <0) cona#0,a b, c ER.

Para analizar la solucion de estas inecuaciones, veamos la solucién del trinomio:

ax’+bx+c=0

—b+vbZ-4ac
2a

Se presentan tres casos donde x = tal que A=h? —4ac de

acuerdo a la discriminante tenemos:

68
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Sistema de los Ndmeros Reales

1.

Si A >0, Existen dos raices reales r{ y r, diferentes, es decirry #r,

2. Si A =0, Existen dos raices reales r; y r, iguales, es decir r; =1,

3. Si A< 0, No existen raices reales, es decir ri=a+ Biyr,= a—fi € C

METODOS PARA RESOLVER UNA INECUACION DE SEGUNDO GRADO

Métodos de los Puntos Criticos
Completando Cuadrados y usando las siguientes proposiciones:
a) a2 <b o —+Vb<a<+b

b) a?>bh & a>+Vb VvV a< —+b

Aplicando la regla de los signos para la multiplicacion, segln sea el caso:

a) ab>0 & [a>0 A b>0] V [a<0 Ab<O]

b) ab<0 & [a>0 A b<0] V [a<0 ADb>0]

l.- Método de los Puntos Criticos

Ejemplol: x%Z+8x—-65<0

1. Se factoriza por cualquier método: (x + 13)(x —5) <0

2. Luego se hallan las raices haciendo cada factor igual a cero:

x=-13 A x=5
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Sistema de los Ndmeros Reales

2. Se ubican estos valores en la recta real, se coloca el signo “mas” y

“menos” alternadamente empezando por la derecha como se observa
en el grafico:

« A4

»
d U L

-13 5

4. Paradarlasolucidn se va a considerar el intervalo donde se ha colocado
el signo menos (esto por la desigualdad menor. Si fuera la desigualdad
mayor tomariamos los intervalos donde se ha colocado el sigho mas):

~ Conj. Sol x € (—13, 5)

Ejemplo 2: 2x2—-x—-10>0
1. (x+2)2x—5)>0
2. x= —2 A x= 2
2
3.
+ - +
<4+ A4 A\ >4 >
) 5
2
4,

Conj.Sol. x € (—o0, —2)U <§ +00>
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Sistema de los Ndmeros Reales

Ejemplo 3: 4x* —4x-3<0

1. 2x-3)2x+1)<0

Completando Cuadrados y usando las siguientes proposiciones:
a) a2 <b & —-Vvb<a<+b, si b>0

b) a?>b & a>+Vb V a< —\b,si b0

Ejemplol: x%>+8x—65<0
1.- Completamos cuadrados tenemos: (x +4)% < 81
2.- Usando: a? <b & —+vVb <a<+b

—-9<x+4<9 > —13<x <5

. Conj. Sol. x € (—13, 5)
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Observacion

Al completar cuadrados se pueden presentar los siguientes casos que pueden
ser resueltos de inmediato:

X€ER
1.- (x —=3)% > =2 e
XE O
2. (x =3)%2 < =2 e
3 (x=32 >0 xeR-B
4.- (x —3)2 > 0 XER.
X€E O
5. (x —3)2 < 0 e,
6.- (x —3)2 <0 x=8)

Ill.-Aplicando la regla de los signos, segtin sea el caso:

a) ab>0 & [a>0 A b>0] V [a<0 Ab<O]

b) ab< 0 & [a>0 A b<0] V [a<0 Ab>0]

Ejemplo 1: 2x2—x—10 >0

1- (x+2)2x—-5)>0

2.- aplicaremos :

a) ab>0 © [a>0 A b>0] V [a<0 Ab<O0]

S [x+2>0 A 2x—5>0] V [x4+42<0 A 2x—-5<0]

(7]
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= [x>—2 /\x>§] V[x<—2 /\x<§]
3.- Interceptando y uniendo los intervalos:

Conj.Sol. x € (—o0, —2)U (g +00>

Inecuaciones con Factores Cuadraticos Irreducibles

Una expresién cuadratica ax? + bx + ¢, con coeficientes reales es irreducible

si A =hb?—4ac esnegativo. (A< 0)

Nota.

La expresion cuadratica serd remplazada por la unidad en caso que haya mas
factores se seguira trabajando con el resto, si fuera el Unico factor veremos si la

expresion es verdadera la solucidn son los reales caso contrario la solucién sera

el vacio.
Ejemplos:
2 . x2—-x-12
. x*+4x+5>0 Ejemplo: Resolver: ———— < 0;
x4 -2x+3

2
2. X 3x+4<0
t3xt Enla expresion x% — 2x+3 suA<0

3. 2x2-3x+2>0 )
Solamente nos queda: x“— x —12< 0

Factorizando (x —4)(x+ 3) <0

=~ Conj. Sol. x € (—3, 4)
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Sistema de los Ndmeros Reales

INECUACIONES POLINOMICAS (Método de los Puntos Criticos)

Caso | — Las raices del Polinomio P(x) son de multiplicidad Impar:

Pasos a seguir:

1. Se coloca el signo “+” y “-” alternadamente de derecha a izquierda.
2. Si P(x) > 0, la solucidn serdn los intervalos donde se asigna el signo “+”
3. Si P(x) <0, la solucidn seran los intervalos donde se asigna el signo “-”

1.-Resolver (x+3)(x+1)(x—1)(x—4)=0

Conj.Sol. x € (—o=, 3] U [-1,1] U [4, +oo)

2.- Resolver x >

R | =

(x—1)(x+1)
x

>0 x=1,; x =-1 ; x=0

Conj.Sol. x € [-1,0) U1, +c0)
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Sistema de los Ndmeros Reales

x2—x-20
3.- Resolver ——— £
x3 —3x2—x+3
) (x+4)(x-5)
Factorizando tenemos: S
x+Dxx-1)(x—-3)

x=—4; x=-1,; x=1; x =3,
- + - + -

J— \ @ ST

-4 -1 1 3

Conj.Sol. x € (—e, 4] U (-1, 1) U(3, 5]

4.-Resolver (4—x%)(x2+4)(x—2)2<0

—(x2—4)(x*+4)(x-2)*<0

(x> +4)=1 porser A <0 > (x+2)(x-23>0

v

4;

-2

Conj.Sol. x € (—eo,=2) U (2, +oo)
( |

L ® )
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5.- Resolver

(1-x)(x+x2)
_—
x2+x -2

—(x —-1Dx(x+1) >0 (x —1x(x+1) <0
(x+2)(x—-1) (x+2)(x—-1)

x(x+1) <q -
(x+2) ~ '

Conj.Sol. x €(—e, —2) UI[-1,0]

Caso Il — Las raices del polinomio P(x) son de multiplicidad par e impar:

Pasos a seguir:

1.

Se inicia con el signo “+” de derecha a izquierda, si la raiz siguiente es de
multiplicidad par se vuelve a repetir el signo colocado anteriormente caso

contrario se alterna con el otro signo y asi sucesivamente.
Se toman los intervalos segun las desigualdades como en el caso |

Cuando hay intervalos largos hay que analizar los puntos que se encuentra
en el interior de ese intervalo, para agregarlos o retiralos del resultado
final.
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G-1D?(x-3)
x+5

>0

1.- Resolver:

Conj.Sol. x € (—oo, —5) U [3,+e) U {1}

2.-Resolver 3(2x — 1)x?(x? —1)(2-3x—2x%) <0
—-32x — Dx?(x—D(x+1)(2x?+3x —2) <0
32x = Dx?(x—Dx+1DRx—1D(x+2) =0

Rx—1)?(x+2)x*(x—1D(x+1) =0

x==-2; x=-1;, x=0; x= %; x=1

1
2

Conj. Sol. x € [-2,-1] U [1, +e=) U {0, %}

v
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(x2-2x+2)3(1 - x)3(x + 2)% S

3.- Resolver 20
x2(x2+ 5x + 4)

observe que:

X2-2x+2 = A<O0

—(x —1)°(x + 2)?
x2(x+1)(x+4)

“« “u

>0 considerando el signo “—

(x —=1)(x + 2)?
x2(x+1)(x+4) ~

)

A
S
S

_4 -2 '1 0 1

Conj.Sol. x € (—eo,-4) U (—1,1] U{-2} -{0}
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. x2-1D*x*2+9)(x+4)(x—5)>0
2 xt < x?
). x -2 < x+1
x+3 X
3. B-x)3(x%*-1)2(1 —x)5x >0

(x* +x—-6)(x%2 —x—-6)
(x2-4)(x2 -2)

> 0

5 (x%+5)(x + 1)(x —2)?2 >
(x -2)(x+1D(x-3)

(x%2 = 5)(x%2 +7)
(2 +x+1)(x%2-3x +2)

2

x“ =-2x x+8
<

x—4 2

(x+2)(x* —1)(x +3)2
(x +3)8(x —5)x8

(3 - 8)(x% —9)° (x%+ 4)
3. (x2-4)(x-1) =0

10. x2x+1)(x—2)(2x—-3) > 63
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ECUACIONES E INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

Definicion del Valor Absoluto

P(x), si P(x)=0

[P(x)| =
—P(x) si Px)<0
x—2,s8ix—-2=20 = x=>2
lx — 2] =
—(x—2), si x—-2<0 = x<2
x2-1,six*-1>0 = X € (—o0,—1] U [1, +00)
|x2—1| =
—(x2-1) si x2-1<0 = x€(-1,1)
Propiedades
1. |x]| =0, vXER,|x|=0 & x= 0
2. lx.yl = |x]lyl
x| - I
3 |y|_ ly]
4. [x] = |—x|
5. lx =yl =ly —x|
6- lx+yl < Ix| + |yl
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Ix —yl = |Ix| = lyl|
x| < Iyl & x*<y?

x?| = x?

x| = x A |x|= —x

Ix|=1lyl & x=y Vv x=-y

x| +|]y] =0 © x=0A y=0
a<x<b =0 <|x| <max{|al|b|}
Vxm™ = |x| si nespar

(W)n =x si nespar
T{/x_"z(ri/})n=xsinesimpar
la| < |b| & a? < b?

lx|=b & [b =20 A (x=b V x=-b)]
x| <b & [b =20 A (-b< x <D)]
xI<b & [b>0 A (—b< x <b)]
x| >b & x >bV x<-b

x| > b & x>b V x<-b

Y otras mas.........
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1. Resolver la ecuacién |2x + 2| = 6x — 18
Solucion
Aplicando: [x|=Db & [b 20 A (x=b V x=—-b)]
[2x+2]=6x —18 ©
6x —18 =2 0 AN 2x+2=6x—-18 Vv 2x+2=-6x+18)

© x =23 A (x=5 Vv x=2)

x=>3
< *— —— —o———>
2 3 5

La solucién seria x = { 5}

2. Resolver la ecuacion |x2 +6x+1| =2x+6
Solucion
|x2 4+ 6x + 1] = 2x + 6 desarrollando tenemos:
2x+6>0 A (x?+6x+1=2x+6 V x2+6x+1=-2x—06)
& x = -3 A (x*+4x—-5=0 V x?+8x+7=0)

© x =2 -3 AN (x={1, =5} v x={-1, =7}

Xx=-3
<“—O0—O O— O— O >
-7 -5 -3 -1 1

La solucién de la ecuacidn seria x = { — 1, 1}

(=)
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|[4x+7|— |x =7|
3. Hallar el valor de la expresion " si x € (2,5)

Solucion

Considerando la definicion de [4x+ 7] y |x — 7| tenemos:

7
dx+7, si x = ——
4 x—7,six>7

7

—4x -7 six<—Z —x+7 si x<7

l[4x+ 7| —|x =7  4x + 7— (-x+7)

Ahora x €(2, 5)

X X
5x ) [4x + 7| — |x — 7]
— =5 ~si x € (2,5) = =5
X X
.. [5x + 4|— |4 +3x|
4. Hallar el valor de la expresion si x € (0, 3)

X

Solucion

Considerando la definicion de |5x + 4| y |3x + 4| tenemos:

4

5x+4,six2—§ 3x+4, si x=>—

|5x + 4| = |3x + 4| =
4 4

—5x — 4 six<—§ —(Bx +4), six<—§

Wl
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Ahora x€ (0,3) & |[5x + 4|=5x+4 y |4 +3x|=4+3x

|5x + 4|—[4 +3x| _
x

como x € (0, 3) <&

56 + 4— (4 +3x) 2

Z -9
X x
) |5x + 4|— |4 +3x]|
~ si x € (0, 3) =2
x
.. [5x —20|—- [3x -20| |
5. Hallar el valor de la expresion si x € (-3, —2)

X

Soluciéon

Considerando la definicion de |5x — 20| y |3x — 20| tenemos:

5x—20, si x=>4
|5x — 20| =
—5x + 20 si x <4

( 20
3x — 20, szxz?
[3x — 20| = !

20

20 -3 [ -
l x 51x<3

Ahora x € (-3, —2) & |5x —20] =20 —5x vy
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|3x — 20| =20 —3x

|5x — 20| —|3x — 20|
como x€ (-3, —-2) & - =

20 — 5x— (20 —3x)  —2x

=2
X X

) [5x —20]| —|3x —20|
Losiox € (=3, —2) = .

. .z 2x -5
6. Resolver la inecuacién |ﬁ| <3

Solucion
Aplicando: x| < b & [b>0 A (b< x <-b)]
- 2x -5
<3 o -3 < Z=<3

2x—5

= -3 A ad <3
X -6 X -6
5x —23 -13

= X >0 A2 >0
X —6 X —6

o xe <—oo, 25_3>u (6,40) A x € (—c0, 6) U (13, +c0)

X e<—oo, 25—3> U (13, + )
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i -9 .
7. Hallar el menor de los niumeros M tales que: |:Ts| <M, si x€|[2, 5]

Solucién
x -9 3
= 1 ———Ahora como x€ [2,5] = 2<x<5
X —6 X —6
1 1
> —4<x-6<-1 = -1< <-—-
X —6 4
5 -l <1 > 23 <3
4 X —6 4 X —6

> —4si<cs 5 X2 <4
4 X —6 X —6
. M=4

|x% + 6x + 14|

8. Hallar el mayor nimero M de tal manera que: 3 > M, si
x2 + 27
x €[-2, 2]
Soluciéon  x? + 6x + 14=(x+3)2+ 5 Ahora como:
x€ [-2,2] = -2<x<2 = 1<x+3<5

= 1<(x+3)?<25 = 6<(x+3)%+5<30

> 6 <|[x? 4+ 6x + 14| <30 e (a)
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como x€ [-2,2] = -2<x<2 = -8< x3<8
519 < x3+27 <35> = < — L (b)
35 x3+ 27 19
6 x2 + 6x + 14 30
R G el R
de (a) y(b) 35 = it 27 =5 =
M_6
35

9. Encontrar elmenor M: talque x—x% <M

.
partiendo de: 2x — x?2 Y
2x — x? = —(x* =2x)—-1+1 |
2x — x? = —-(x-D*+1 ; ':
Por propiedad: Ya €R, a? > 0 !
entonces (x—-1)2 >0 /
—-(x—-1)? <0 —(x -1)2%2+1<1 ~
~M=1
( )|
87
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2 1
10. Encontrar el menor M tal que: 2—x3 —x3<M

1
Haciendo x3 =y tenemos: 2—y? —y<M

2-y? —y= —(y2+y +3)+3 +2 \

» o

IR

Por propiedad: Ya € R, a? > 0; entonces

1o
IA
1o

r+)20 > —(3+3) <0 5 —(r+I)+

Hallar el valor de las siguientes expresiones

12 +5x| - [12 -4 .
| ad il 1osiox o€ (1, 3)

1) .
2) |7x+10|—x|5x—10| si x € (0, 1)
3 loxr 8|;|2x—8| s x € (1 2)
4) |2x+3|x_ B & x € (0, 1)
5) |5x—20|x—|3x—20| si x € (=3, —2)



Sistema de los Ndmeros Reales

Encontrar el menor nimero M, tal que Vx € R se cumple:

1.- 2 —x*< M
2.- 1 —4x — x> <M
2 1
3.- 2 —x3 —x3< M
2 4
4.- 2x3 —x3 < M
5.- 1+6x —x2 < M

Encontrar el nimero mayor M, tal que Vx € R se cumple:

1.- M< 3+ 2-2
X X
2 1

2.- M < x5 —xs —2
3.- M < 9x? —48x —36
4.- M < 5x% —20x+ 16
5.- Si 2x+3 €7, 11], encontrar M,

tal que se cumple: itj <M

. 1 3

6.- Si x € [ 3 ’E]’ encontrar el mayor valor M,

tal que se cumple: M < fc—:ri
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INECUACIONES CON DOS O MAS VALORES ABSOLUTOS

Ejemplol: |[x—2|+3|x—1|< 4

1. Desarrollamos los valores absolutos segun su definicién y colocamos los
puntos criticos de quiebre en la recta

XxX—2, six=>2
lx — 2| =
—-(x—2) si x<2
x<1 1<x<2 X=>2
<« ~e. @ >

[EEN
N

2. Analizamos el comportamiento de los valores absolutos dentro de los
intervalos de la recta real.

a) x<1
—(x=2)+3(-(x—1))<4
x>§ - xE(%,1>

b) 1 <x<2

—-(x=2)+3(x—-1)<4

x<§ - x€][1,2)
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c) x22
(x=2)+3(x—-1)<4

x <

|
l

9
xX€e[2- >

4
3.- La solucidn es la unidn de las soluciones de a) , b) y ¢):

Conj. Soluc. x € <i,1> Uu [1,2) U [2,2)

Ejemplo 2: |x—1|—|x—2| < |x — 3|

1. Desarrollamos los valores absolutos segln su definicion y colocamos los
puntos criticos de quiebre en la recta.
x—1 six>1 X—2, six=2
|x_1|={ x—2| =
—-x—-1)six<1 —(x-2) six<2
x—3, six>3
Ix - 3| = {
—(x—-3) six<3
x<1 1<x<2 2<x<3 x=>3
“ o © © >
1 2 3
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2. Analizamos el comportamiento de los valores absolutos dentro de los
intervalos de la recta real.

a) x<1
-1 - (-(x—-2))<-(x-3)

x< 4 - x€ ( —oo, 1)

b) 1<x<2
-1 -(-(x-2))<—-(x—3)

x< 2 - x€[1,2)

c) 2<x<3
x—-1)-(x-2)<—-(x—-3)
x< 2 - x€0Q

d x23
x—1)-(x—-2)<x—-3

x>4 > x € (4, + )

3.- La solucidn es la union de las soluciones de a), b), ¢) y d) :

Conj.Sol. x € ( —o0, 2)U (4, + )
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|2 —1| — |x|

>
1—|x| 0

Ejemplo 3:

1. Desarrollamos los valores absolutos segun su definicién y colocamos los
puntos criticos de quiebre en la recta.

x—1, six=>1 x, six=0
[x —1| = |x| =
—(x—-1) six<1 -x Ssix<0
x<0 0<x<1 x=>1
< o o >
0 1

2. Analizamos el comportamiento de los valores absolutos dentro de los
intervalos de la recta real.

a) x<0
-(x-1)+x
it DL S L >0 = x+1>0
(x+1) (x+1)
= x€ (-1, 0)
b) 0<x<1
—-(x-1)-«x 2x -1 1
| >0 = xelo]
1-x x—1 2
) x21
(x—1)—x20
1—x
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—=>20 = x-1>0 = x€ (1, +w)

3. Lasolucidn es la union de las soluciones de a), b)yc) :

Conj.Sol. x € <—1,%] U (1, + )

Ejemplo4: |[3x—12|-6|+ |x| —3<0

Reescribiendo tenemos: 3Ix—4l-2|+ x| -3<0

1. Desarrollamos los valores absolutos segun su definicién y colocamos los
puntos criticos de quiebre en la recta.

x—4, six=>4 x, si x>0
|x — 4| = |x| =
—(x—4) six<4 —x six<O0
x<0 0<x<4 x> 4
< .- —e >
0 4

2.  Analizamos el comportamiento de los valores absolutos dentro de los
intervalos de la recta real.

a) x<0

3[(-(x—4))-2|-x-3<0 = 3x—2|-x-3<0

-(x-2) x-2

A
oc®
~N®

v
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3(-(x-2)) —x—3<0 = x> 2

|
U
=
m
S

b) 0<x<4

3[(-(x—4)-2|+x-3<0 = 3|x—2|+x-3<0

//i;j;\\\\\\o x-2

-« e
0 2 4
b.1) 0<x<2
3(-(x-2)) +x -3 <0 = x>§ = xE<§, 2>
b.2) 2<x<4

3(x-2)+x—-3<0 = x<% = xE[Z,

» o
—_——

De b.1) y b.2) tenemosque: x€ (% %>

c) x4
3lx—4-2|4+x—-3<0 = 3lx—6]+x—3<0
+«———o0 —0— >
4 6
0 )
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c.1) 4<x<6

3(-(x-6))+x—3 <0 = x > 175 = X€EO
c.2) x26

3(x-6)+x—3<0 = x < 24—1 = XEQ

3. Lasolucién es la unién de las soluciones de a), b) y c):

9
"4

Conj. Sol. x € <

Nw

x -3 1
Tl =

Ej lo5:
Jemplo 5 x2-4x+8 |x — 3|

|x — 3] < 1 [x =32 — (x?-4x+8) <0
x2—-4x+8 —  |x -3| (X2 —4x+8)|x — 3| -

Analizando la expresion cuadratica

x2 —4x + 8=(x —2)>+4>0; Vx €R

—2x+1 <0 N (2x -1) 0
[x 3] [x — 3|
[x — 3] > 0 A 2x —1 > 0

x €R—-{3} n xe[%,+00)

x € [%, +o0) — {3}
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. 1 x
Ejemplo 6: ||x+2| |< | x2 +4x + 4|
1 | x| 1 x|
|x+ 2] < (x +2)2 = |x+ 2| (x +2)2 <0
[x +2]-]x]|
(x +2)2 <0
= x+2)2>0 A |x+ 2]—-]x|] <0
/ (x +2)% < x?
€ R—{-2} AN |x + 2| < |x|
x € R — {2} A 4(x+1)< O
x € R — {-2} A X € (-0, —1)

x €(—o0, —1)— {-2}
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Ejercicios propuestos

x—=1|—x 1+ [x
|x—1]| < |x|
[x+1] 2

2. 2lx+1]-3lx=-2|+|x—5=x+2
3. |x—=1=-|x—-1]-3<0
4, |x+6]> |x+9|+|x—2]|

5 Jx+1|—-2|x|+3lx—2| <6

6. (VIx—1-3-5—Tx—4])(VIx—1[-3+5—[x—4]) < |x| -6
7. (x|-D@x+1D(x|+3) =0
8 |2lx—1l+x24+9]| < ||x—2]+ [x2+9]|]

|4 —x| + |2x + 3]
9. <2
[x—-1] -1

2 — _ 2
0. 2= 2l oy
2 — |x|

98

—
| —

César A. Ahumada Abanto



Sistema de los Ndmeros Reales

INECUACIONES EXPONENCIALES

Las Inecuaciones exponenciales con una incégnita son de la forma:

af® > qI® y  @f® < aqI® .dondea€R, a+1
Se consideran dos casos:
1° Caso: Si a > 1, tenemos:
Si a/™>a9% = flx) > gkx)
Si af®M<a9® = fx) < gk
2°Caso: Si 0 < a < 1, tenemos:
Si a/®W>e90 o fx) < g

Si af®<ad® o fx) > g

2
Ejemplo1: 2*t2 < 2%

Aplicando: dd® < a9t o fx) < gx)
x+2 < x? = x2 —x—-2<0
x—2)x+1) =0 = x=-1; x=2

Por el método de los puntos criticos:

—e. —>
-1 2
x € (—oo, —1] U [2, +0)
l J César A. Ahumada Abanto
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2x—-1
Ejemplo 2: (%) > 93-%

3-3(2x-1) 5, 36-2x

Aplicando: af® > q9%) o fx) > gx)
—32x—-1)>6 —2 = x< -2
x € <—oo,—§>
4
1 1

22173 22213
Ejemplo 3: [(0,2) 5 ] > [(0,0016) 5

2x+1 8x —8

(02) 0 > (02) 15

Aplicando: af® > 9% o flx) < g©x)
2x+1 8x — 8 N U
10 15 10

X E<E, +00>
10

Ejemplo 4: /9*(x+D 3-22%+x 5 43

2x%42x-2x%+x 1

3 2 > 34
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a’® > q9% o f(x)> gkx)

Aplicando:
sl o x>t
2 4 6
X € < 1 , + 00)
6
R 22){—3.24—.76
Ejemplo 5: EECE < x+1V 22x+3
2x+3
22x—3+4—x—5x+1 < 2x+1
Aplicando: af® < a9 o fx) < glx)
2
a4 < 23 N atraxtl o
x+1 x+1
2
L 50 x=-1; x= —%

x+1

- + +
d 0O [
< \9, \J »
-1 1
"2
1
x € <_1, +OO) _{__E}
f 101 ]
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EJERCICIOS PROPUESTOS

22x— 3' 24- -X

1. Tt < TS

25x -1

93 -X

132
2. glx 1)>m

3. x+11/8x+3 < x‘11/322x+5
4, V81x¥+15 <« 4/243x-10

2
729%°.243% 2436 275%-6
812x 274—x

6. *2/(0,008)*"1 > *71/(0,04)**3

2Xx
7. 3000037 2< [(02) %

INECUACIONES LOGARITMICAS

Definicion de Logaritmo:

loghy N =x © N=b* N>0 AN b>0

Propiedades

1) logy, A. B = log, A.log, B
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2)

3)

4)

5)
6)

7)

logpA _ logpA
logp B - logp B
log, A™ = n.log, A

1
log, VA = - dogp A

logpy1= 0
logp b= 1

logp N
lOga N = zZZZa

Observemos la grafica del logaritmo

y=1logpx , donde b >0 y b # 1 (sélotienen logaritmos los nimeros positivos)

yA b>1 y:logbx

Observe cuando labaseb>1

* VYV x>1,sulogaritmo es positivo.

e Para 0 < x < 1 su logaritmo es
negativo.
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yﬂ; 0< b<1

Observe cuando labase O0<b<1

y = logpx * Vx> 1sulogaritmo es negativo.

e Para 0 < x < 1 su logaritmo es
positivo.

Xy

y=1logp,x , donde b >0 y b # 1 (sélotienen logaritmos los nimeros positivos)

b>1

v A y =logpx
Observe cuando labase b >1
logpxy |---eeocoooooo
Los numeros “x” mayores
logpx, F------ que 1 tienen logaritmo
positivo

—>
X

X1 Xy

Para 0 < x < 1, tienen logaritmo negativo, es decir para
cualquier x; ¥ x, € R* setiene:

Sib>1 vy x; < x, © log, x, <logy x,

De donde deducimos las relaciones siguientes:

Si x>0, b>1; N €Rentonces:
a) logpx>N < x> bV

b) logpx<N & x < bV

[104}
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y=logyx , donde b>0 y b#1

Observe cuando labase 0<b<1

y Los nimeros “x > 1” tienen logaritmo
negativo.

y = logpx

v

logpx,

logyx;

Los nimeros 0 < x < 1, tienen logaritmo positivo, es decir para cualquier
X,y X, €RT setiene:
Si0O<b<ly 0<x; <x, © logy x> logy x;
De donde deducimos las relaciones siguientes:
Si x>0, 0<b<1; N€ER, entonces:
a) logpx >N © 0 <x< bV

b) logyx <N & x> bV

105

—
| —

César A. Ahumada Abanto



Sistema de los Ndmeros Reales

Observe que:

Sib>1

1. logpya < loghc & (@>0)A(c>0)A (a<c)
2. logpa > logyc & (@a>0) A(c>0)A (a>c)

3. log, x <N & (x>0 A(x<bV)

4. log, x >N & (x>0) A (x> bV)

Si 0<b<1

1. logy, a < logy c & (@a>0)A(c>0)A (a>c)
2. logya > logyc <& (@>0) A(c>0)A (a <)
3. log, x <N & (x>0 A (x> bV)

4. log, x >N & (x>0) A (x< bV)

1) Resolver: log, (2x+ 4)> log, (5x+ 3)
1- 2x+4>0 A 5x+3>0
2- x € (=2, +0) A xE<—§,+oo> =
x € <— % + 00> solucion universal

3.-Comolabasees 2esdecirlabaseb>1; entonces:

log, 2x +4) > log, (5x+3) & (2x+4) > (5x+3)
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- xefo )
<_

3
5 +0°> N <—°°,

W=
S

4.- interceptando las soluciones tenemos:

. 3 1
~ Conj.Sol. x € <— L §>

2) Resolver: logi (2x+5) < -2
3

1. 2x+5>0 = xE<—

N |

, +00> solucion universal

1 .
2. Como la base es 3 s decirlabase 0<b<1 ; entonces:

1 -2
logi 2x+5) < -2 = (2x+5) > (§)
3

2x+5> 9 = x € (2, +x)

N |

3. Interceptando las soluciones tenemos: <— , +00> Nn (2, + o)

Conj.Sol. x € (2, + o)

x+15
x-1

3) Resolver: log, ( ) >1

1.-El logp a estabiendefinido si b>0y b # 1, con a>0

x + 15
x -1

entonces: x>0 y x#+1 >0

x €0, +0)—{1} A x €[(—o, —15) U (1, + )]

> x € (1, + o)
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2.- Como la base es mayor que uno. (b € (1, + o)) ; entonces:

x +15
x -1

x + 15
x -1

log, ( ) >1 > ()t

2 5. -
X% =2x 15<0 N (x 5)(x+3)<

x -1 x -1

0

7

- 1 5
x €[(=, =3) U (1, 5)]
3.- Interceptando las soluciones tenemos:
x €(1, +0) A x €[(—o0, —3) U (1, 5)]

Conj.Sol. x € (1, 5)

4) Resolver: logi (2x% —3x+5) < log: (x®> +2x + 1)
5 5

1.- Enestecaso 0< b <1
2x2=3x4+5>0 A x?+2x+1>0 A 2x2 —=3x+5>x2+2x+1
A <0 =150 A (x+1)?>0 A x2-5x+4 >0
x ER A x€ R—-—{-1} A x€ (-, 1) U (4,+x)
2.- Interceptando las soluciones tenemos:

X € (=0, 1) U (4,400) —{-1}

Conj.Sol. x € (-0, —1) U (-1, 1) U (4,+o0)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

logi|2x —3| > -3
2

log, (x — 3Vx+1+3) <1

log: (2x+6) < -2
3

logx-4 3 —x) <2

log, (ﬂ) >1

x -1
log, 13 —4x| >3

1025 52 (%) >1

16

log: [2x —3| > -3
2

—

109

'

César A. Ahumada Abanto



Sistema de los Ndmeros Reales

INECUACIONES CON MAXIMO ENTERO

El [x] (Mayor Entero) es el mayor de todos los enteros menores o iguales a x,

es decir:
[xI=n © n<x<n+1l ne Z

Ejemplo

Para cualquier valor x entre 2 y 3 incluyendo a 2, su mayor entero es 2.

2 x 3

Para cualquier valor x entre -2 y -1 incluyendo a -1, su mayor entero es -2

-2 X -1

Propiedades del Mayor Entero

1.- [x] €Z, pordefinicion

2- [x]=n © n<x<n+1 nez
3- [x]=x © x€Z

4.- Vx€R, [x] <x, pordefinicion
5- [x] €< x<[x]+1,Vvx€eR

6- 0<x—-[x]<1,vx€eR

7.- [[[[x]]]] =[x],vx€R
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8- [x+n]l=[x]+n, nez

9- [x] €£n © x<n+1, nez
10.- [x] <n © x<n, n€ez

11.- [x]=n © x=>n, ne€eZ x€R
12.- [x]>n © x=>2n+1, n€ez
13- Vx,y€ER, six<y & [x] <[yl
14- [x+yl < [x]+ [yl

15.- Sin€ezt= [nx] = nlx]

16- Six€R, nezt = [[M]]=H

n n

17.- Sia, b €Z, x € R secumple:
a) a<[x] €£<b = a<x<b+1
b) a<[x]<b = a+1<x<b

c) a <xI<b = a<x<b

Ejemplo 1. [Bx+1] =2
Aplicando la definicién: [x]=n o n<x<n+1 ; n€ Z
Bx+1]=2 = 2 <3x+1<3 = S < x <2

[ 111
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Ejemplo2. [4x? —5x—4]<1
Aplicando: [[x] < n & x<n+1

4> —5x—4<2 = (4x+3)(x—-2)<0

xX=—==, x= 2
4
+ - +
< O >
_3 2
4
X € <—3 ,2>
4
Ejemplo 3 [[x2+lﬂ<2
J P ) x+2
Aplicando: [x] <n © x<n
2 2 _ _
x“+1 2 . X 2x 3<0
x+2 x+2
—(x—S)(x+1)<0 = x==-2,; x= —1,; x=13
x+2

N . Y N,

x € (—oo, —2) U (-1, 3)
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Ejemplo 4. [[ |x|3_—2 ]] > 5

Aplicando: [x]>n © x=n, n€Z x€R

x| —2

325 > |x| =17

Aplicando: lal| >be a = bV a<-b
x| 217 & x = 17 V x <

x € (-0, —17] U [17, 4x)

Ejemplo 5. [lx —11 —2] <7
Aplicando: [x +n]=[x]+ n, n€eZ
[Ix —11 —=2] <7 = [Ix]1-3]<7
[(x1]-3 <7 = [ix1] <10
Aplicando: [[[x]] = [x], VYx€R
[x] <10  Aplicando:
[xI<n e x<n

Xx<10 = x € (—o, 10)

—17
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2x-1
1 <
Ejemplo 6. [[Zx n 1]] <1

Aplicando [x] < n & x<n+1

2x—1 -2x-3
- < 1+1 = al 0
2x+1 2x+1
2x+3
ks >0 = X = —E e X = _1
2x+1 2 2
3 _1
- .
e o ot o)
2 2
Ejemplo 7. [5x] =3x+2

por definicién 3x+2=n, n€Z A 3x+2 < 5x < (B3x+2)+1

X = n;Z A 3x+2 < 5x A 5x< (Bx+2)+1
n-2
xX= = A x =21 A x < =
1<x<32 = 1< 2228
2 3 2
5< n <12—3 , con n €Z
n=5y n= 6 como x= T_Z tendremos que:
. 4
Conj. Sol. x= {1,5}
[ 112 )
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Ejemplo 8. [3x—1] =5x+7

por definicion 5x+7=n, n€Z A 5x+7 < 3x —-1<GBx+7)+1

x = n5_7 A 5x+7 < 3x—-1 A 3x—-1<(Bx+7)+1
x = "TJ A x <-4 A x> —-
—- < x<-4 = —--< "5_7§—4
31
> - <n<-13, con n €7
n -7
n= —15; n=-14y n=-13 como  x = —
tendremos que:
; - _ _2 22
Conj. Sol. x= { —4, o - }
EJERCICIOS PROPUESTOS
1) [x? —2x] = -1 6) [x? —3x] > -3
_ 37 = 4y — Ixl =1
2)  [2x —3]=4x—9 7)) =] =4
5 —| x|

3) [[W]]23 8) [[VX—Z]]<2
4) [[—x] — 1] <2

[—x] - 2
5) 6 — [—x]

[ 115 )
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INECUACIONES CON RADICALES
Teoremas — Propiedades

1) Yva=0 e a=20 ; +a=0 & a=0

2) Va <0 = a=0

3) Sib>0 = [Va>b © a=0 A a> b?]

4 Sib=0 = [VJa<b © a=0 A a<b?]

5) Sib<0 = [Ja>b © ax20]

6) vasVvb o 0<a<bh

7) Va<vb & 0<a<b

8) Va ++vb =0 & a=0 A b=0

99 Va++vb =0 & a=0 A b=0

100 Va++vb 2k, © a=0 A b>=20 A [a= (k—+Db)?]

11) Va +vb <0 © a=0 A b=0

1) Resolver vx+3 > -1
utilizando: Sib<0 = [va >b © a 2 0] tenemos:
como b=-1<0, entonces:

Vvx+3 > -1 & x+320 W x € [-3, +)
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2) Resolver: +vx+5 > 0

utilizando: Sib>0 = [+va>b e a=0 A a> b?] tenemos:

como b= 0 ,entonces:

vx+5 >0 © x+520 A x+5>0

~ x € [-5, +o0)

3) Resolver: vx -3 < 0

utilizando: vVa <0 = a= 0 tenemos:

4) Resolver: vx+1 = 0
utilizando: Va> 0 o a >0 tenemos:
Vvx+1 >0 = x+4+1=>0

X € [1, +)

5) Resolver: Vvx—4 < 0

es un absurdo Lo X EQ
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6) Resolver: 6) x+3 = -1
utilizando: Va = 0 & a > 0 tenemos:
x+3 > —1 = x+3 320

X € [-3, +x)

7) Resolver: 0<+vVx —1 < Vx+2

utilizando: 6) Vva<vbh & 0 < a<b, tenemos:

Vv —1 <Vx+2 > x—-120 A x+220 A x—1<x-2
x €[1, +0) N x €[-2,+0) N x €O

X EQ

8) Resolver: Vx+5 +vVx < 5

Utilizando 10.1:

Va+vb<k © a=0Ab =20 A [a<(k—+b)?],tenemos:
x+520 A x20 A Vx+5 < (5 — Vx)?
x2-5 A x20 A +x <2
x2-5 A x20 A x <2
(Sib>0 = [Va<b © a=0 A a< b?])

v <2 © x20 A x<4 > x€]0, 4)
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x €[=5, +0) A x €0, +0) A x €10, 4)

~ x € [0, 4)

Para casos generales

I. Si nes impar

a) P(x)yQ(x) >0 o P(x)Q(x)

R(0) Ry =0
P(x) P()
b roree =0 © rme®

o VP = Yo e PM)=QX

1. Si n es PAR
a) P()YQx) 20 & Px)=20A Q(x)=0

b) P(x)}/Q(x) <0 & PxX)<O0A Qx)=0

P(x) P(x)
—_— < = 7
) 2o =0 Q) >0 A 2o <
P(x) P(x)
X > LS
) rotre 20 © Q>0 A 2e =0
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=

JP(xX) < Qx) @ Px)=0 A [Qx)>0 A Pk < Q(x)?

N

JP(x) <Qx) © P(x) 20 A [Qx)=0 A P < Q)

3. JP(x)>0(x) o
[P(x)=0 A Q(x)<0] V[P(x)=0 A Q(x)=0 A P(x)> Q(x)?)]
4. JP(x) =20(x) &

5. [P(xX)=0 A Qx)<0] V [PX)=0 A Q(x) =0 A P(x)= Q(x)?]

9) Resolver: 3vx +1 > x —3

Aplicando: /P(x) >Q(x) & [P(x) =0 A Q(x)<0] V[P(x)=0
A QM) 20 A P(x)> Q)]

©[x+1=20Ax-3<0] V[x+120 A x—-3=0 A 9(x+
D> (x —3)%)]

© [x=2-1 A x<3] V [x=2-1 ANx=23 A x(x—15)<0]

»
>

A

= x € [-1,3) U x € [3, 15) & x € [-1, 15)
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10) Resolver x —3Vx +1 +3> 0

Ordenando tenemos: 3vx +1 <x+ 3

Aplicando:

JP() < Qx) e PX)=0 A [QM)>0 A P(x) < Q(x)?

& x+1=20 A x+3=20 A 9(x+1) < (x+3)?)]

= x=>-1 A x = -3 A x(x—3)>0]
3 -1 0 3

~ x € [-1,0) U x € (3, + )

11) Resolver: +/x%2—14x+13 > x —3

Aplicando: /P(x) = Q(x) & [P(x) =0 A Q(x) <0] V [P(x) =0
A QM) 20 A P(x)= Q(x)? ]
© [x2—14x+1320 A x—3<0] vV [x2—4x+1320 A
x—320 A x%—14x+ 13> (x —3)?)]
o [ —-Dx —-13)20 A x<3] V [(x —Dkx-13)=0

AN x=23 AN x <2]
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o X € (—oo, 1] v x €Q = L X € (—oo, 1]

EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Va2 —x—12 < Vx2—6x+5

1 VaZ — op —
2) T T VX 2x —4 > 2

3) V2x +6 >x +1

4 JVxF10+V3 —x > -5
5) Vx? —2x —15 >x +1
6) Vx?2—x—-2< 5 —x

7) V3x+7 —Vx—2> 3

8) V2x -9 <3 —x

9) Va2 —1 < Jx+1
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Relaciones

RELACIONES

PARES ORDENADOS

Llamaremos par ordenado a un conjunto ordenado de dos elementos “a” y “b”
al cual indicaremos por (a, b) donde “a” es la primera componente y “b” la
segunda componente.

IGUALDAD DE PARES ORDENADOS

Dado dos pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales si sus respectivas
componentes lo son, es decir:

(a,b) = (c,d) & a=c y b=d

PRODUCTO CARTESIANOAX B

Dado dos conjuntos no vacios A y B definimos el producto cartesiano A x B
como el conjunto de pares ordenados (a, b) tales que su primera componente
estd en Ay su segunda componente estd en B.

Esdecir: AxB = {(a,b)/a€A v beB}
Ejemplo
SiA={1,2} B={ab} C={3,4}
AxB=1{(1,a),(1,b),(2,2a),(2b)}
BxC ={(a, 3),(a, 4),(b, 3),(b, 4) }
Observe que BxA={(a, 1),(a, 2),(b, 1),(b, 2) }
De tal forma que podemos decir que:

AxB # BxA
r 125\
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A B AXxB
a (1, a)

1 <:
b (1, b)
a (2,a)

2 <:
b (2, b)

Total: 2 X 2 = 4 elementosen AxB

El concepto de producto cartesiano se puede ampliar a mas de 2 conjuntos no

nulos: AxBxC={(a,b,c)/ a€A, beBy ceC}

A B C A x BxC
3 (1, a, 3)
a <:
4 (1,a,4)
1
3 (1, b, 3)
b <
4 (1, b, 4)
3 2, 3, 3)
a <:
4 (2,a,4)
2
3 (2, b, 3)
b
4 (2, b,4)
Total: 2 X 2 X 2 = 8elementosen AxBxC
r 126 \
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Observacion

Consideremos A = B = R, entonces A x B = R? , donde R es el conjunto de los
nimeros reales y R? son los puntos que conforman el plano cartesiano.

Del conjunto producto de dos o mds conjuntos podemos extraer diversos
subconjuntos los cuales por si solos constituyen un nuevo conjunto llamado
relacién.

RELACION

Dado dos conjuntos A y B no vacios, llamamos relacidon a todo subconjunto R
del producto cartesianode A x B, esto es:

Resunarelacionde Aen B & R < AxB
R también es llamada relacidn binaria.
Ejemplo 1.
Si A={1,2,3}; B={2,3,5}; Hallar Rde AenBdefinidapor “a+b < 5”

A x B = {(1, 2),(1, 3),(1, 5),(2, 2),(2, 3),(2, 5).,(3, 2),(3, 3),(3, 5)}
R ={(1, 2),(1, 3),(2, 2)}.

Ejemplo 2.
Si A= {0,1,-1,2,-2}; determinar R = {(x,y) € A%/ cosx = y}
R ={(0, 1)}

Observacion.

Una relacién R es ternaria cuando R es subconjunto del conjunto producto de
tres conjuntos, esto es:

Rc A x B x C, los elementos de R son ternas de la forma (a, b, c).

TIPOS DE RELACIONES

Las relaciones binarias tienen las siguientes propiedades:
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RELACIONES REFLEXIVAS

Unarelacion R sobre A es reflexiva si para todo elemento en A, a esta en relacion
consigo mismo.
Resreflexiva < V a€A, aRa

Ejemplo.

Si A ={3,4,5} determinarsison reflexivas las siguientes relaciones

Ry = {(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(4,4),(4,5)} No, porque 5€A vy (55)€& R;

R, = {(3,4),(3,5),(4,4),(5,5) } No
R3 = { (31 3)'(4I 4)/(51 5) } Si
R4- = { (3; 3)!(51 5) } No
Rs = {(3,3)} No
Observacidn

Unarelacibn Resnoreflexiva < 3 a€A / (a,a)¢ R

Es decir, R es no reflexiva si existe al menos un elemento de A que no esté
relacionado consigo mismo.

RELACIONES SIMETRICAS

Una relacién R en A es simétrica si el par (a, b) pertenece a la relacidén entonces
el par (b, a) debe pertenecer a la relacion.

Ressimétrica <& Va,b €A, Si aRb = bRa

Ejemplo.

Si A=1{123,45} determinar si son simétricas las siguientes relaciones
Rl = { (1l 2)1(31 4)1(21 1)1(41 3)’(5l 5) } Sl
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R, = {(1, 1),(2, 2),(3, 3),(4, 5),(5, 4),(3,1) } No
R3 = { (31 3)'(4I 4)/(51 5) } Si
R,={(1,5)} No, porque falta el (5, 1)

Observacion
Unarelacion Resno simétrica < 3 a,b€A / (a,b) ER y (b,a) &R

R es no reflexiva si existe al menos un elemento de A que no esté relacionado
consigo mismo.

RELACIONES TRANSITIVAS

Una relacién R en A es transitiva si el par (a, b) pertenece a la relacién y el par
(b, c) pertenece ala relacién, entonces el par (a, c) debe pertenecer alarelacion.

R es transitiva & aRb y bRc = aRc
Ejemplo.

Si A =1{13,7,9} determinarsison transitivas las siguientes relaciones

Ry ={(7,1),3,3),(1, 3),(7,3) } Si
Ry ={(7,1),(3,3),(1,3)} No porque falta el par (7, 3)
Rs = {(3,3),(7,7),(9,9) } Si
Ry=1{(1,1)} Si

RELACIONES ANTISIMETRICAS

Una relacion R en A es antisimétrica si el par (a, b) pertenece a la relacién
entonces el par (b, a) no debe pertenecer a la relacién.

R es antisimétrica < V a,b €A, Si aRb y bRa = a=b
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Ejemplo.

Si A=1{1,24,6} determinar si son antisimétricas las siguientes relaciones:

Ry ={(1,2),(2,1),(1,4),4,6)} No
RZ = {(11 1)1(21 2)1(11 2) } Si
R3 = { (lr 4):(21 6)1(4r 6) } Si

RELACIONES DE EQUIVALENCIA
Una relaciéon R definida en A es de Equivalencia si cumple las tres condiciones:

a) Reflexiva: Va €A, aRa.
b) Simétrica: Si aRb = bRa
c) Transitiva: Si aRb y bRc = aRc

Ejemplo.

Si A={2,4,6,8}, determinar si son de equivalencia las siguientes relaciones:
R1=1{(2,2),4,4),6,6),(8,8)} Si

R, = {(2, 2),(4, 4),(6, 6),(8, 8),(2,4),(4, 2),(2, 8),(8, 2) } No

Rs = {(2,2),(2,4),(4,4),6,6)} No

Ry ={(2,2),(4,6),(6, 4),(4, 4),(6, 6),(4, 8),(8,4),(8,8) } Si

RELACIONES DE ORDEN

Unarelacién R en A es de orden si satisface las tres condiciones:

a) Reflexiva: V a€A aRa
b) Antisimétrica: Si aRb y bRa = a=b
c) Transitiva: Si aRb y bRc = aRc
[ 130 )
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Ejemplo.

Si A =1{2,4,6} determinarsison de orden las siguientes relaciones:

Ry = {(2,2),(4,4).(6,6) } Si
Ry=1{(2,2),(2,4),(4,4),4,2),6,6)} No
Rs={(2,2),(2,6),4,4),6,4),(2,4),(6,6) } Si
Ry ={(2,2),(4,4),6,6),2,6),(6,4)} No

DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACION

Sea R una relacién definida de A en B, llamamos dominio al conjunto de las
primeras componentes de los pares ordenados de R.

Dom(R) ={x€A/(x,y) ER}; Dr C A,

Llamamos Rango de una relacién al conjunto de las segundas componentes de
los pares ordenados de R.

Rang (R) ={yE€B/(x,y) ER}; Rp C B,

Observacion
Es decir: X € Dy < dJyeB/ (x,y) ER
YER, & 3dIxeA/(xy) ER

PROPIEDADES DEL DOMINIO Y RANGO
Sean Ry y R, dos relaciones definidas de A en B, se cumple:
1. Dom(R; U R;) = Dom(Ry) U Dom (R3).
2. Dom(Ry N R;) € Dom(Ry) N Dom (R,).
3. Dom(Ry— R;) D Dom(R;) - Dom (R,).
4. Rang(Ry U Ry;) = Rang(R;) U Rang(R,).
5. Rang(Ry N Ry;) < Rang(Ry) N Rang(R,).
6. Rang(R;y— R;) D Rang(R;) - Rang(Ry).
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Observacion

1. Paraencontrar el rango se despeja “x” en funcion de “y”.

2. Paraencontrar el dominio se despeja “y” en funcién de “x”.

3. Sila expresion es fraccionaria simple (sin radicales) el denominador debe
ser diferente de cero (se sacan los valores de las variables que lo hacen
cero).

4. Sihay raices de indice par en el numerador se hace la cantidad sub-radical
mayor o igual a cero y si hay en el denominador se hace mayor que cero.

5. Si hay raices impares en el denominador se hace la cantidad sub-radical

diferente de cero.

Ejemplo 1.

Hallar el dominioyrangode: R={(x,y) € R?/x(y-4)=2}

oa.n

Dominio: Despejando “y” enfunciénde “x” tenemos:

y = E+4, x # 0 delocual Dom(R) = R-{0}

X

o, n

Rango: Despejando “x” enfuncidonde “y” tenemos:

X= -, y—4 # 0 delocual Rang(R) = R—{4}

Ejemplo 2.
Hallar el dominioyrangode: R ={(x,y) € R?/ x’y-y = 3}

u,n

Dominio: Despejando “y” enfunciénde “x” tenemos:

y = , x%2-1 #0 delocual Dom(R)=R-{-1,1}
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“ . n “.

Rango: Despejando “x” enfuncionde “y” tenemos:

x= =+ S > 0 delocual Rang(R) = (—o0,—3] U (0, +o0)
Ejemplo3. Hallar el dominioyrangode: R ={(x,y) ER?/ y = > }
jemplo 3. y rango de: Y V= 3—=

“,n

Dominio: Despejando “y” enfunciénde “x” tenemos:

x—8+#0, entonces Dom(R) = R—-{8}

“ . n “. n

Rango: Despejando “x” en funcién de “y” tenemos:

125

x—8= s X=y—3+8,y¢0,delocual Rang (R) =R-{0}

>
y

RELACION INVERSA
Sea R una relacién cualquiera tal que R c A x B, definimos la relacion inversa

de R denotada por R™1, de la siguiente manera:

R™'={(y,x) € BxA/ (x,y) € R} esdecir (y,x) € R"! & (x,y) €R
Donde se cumple que: Dom (R)= Rang (R™1)

Rang (R) = Dom (R™1)
Observacién
Nétese que la primera y segunda componente de los pares ordenados de R
pasan a ser segunda y primera componente respectivamente de los pares

ordenados de R™1.
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Ejemplo 1.

Si R={(1,3),(2,5).4,7),3,6)} entonces: R~1={(3,1),(52),(7 4),(6,3)}
Si S={(x,y)€ RxR /+/x?—y =1} entonces:
S7t={(y,x) € RxR /{y2—x =1}

COMPOSICION DE RELACIONES

Sean R:A—» B y S: B—» C dos relaciones definidas:
R={(x,yyEAxB/x € AANYyEB} Y S={(y,z)E BxC/yeE BAzE C}

La relaciéon compuesta de R y S denotada por “S o R”, se define de la siguiente
manera:

SoR={(x,z) EAxC/ Iy€EB, (X, yYVER A (y,z) € S}

Se lee: “R compuesta con S”

SoR
Dom (R) Rang (R) Dom (S) Rang (S)
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Observacion.

1. SoR existesiysolosi Rang (R) nDom (S) # @
2. SoR #RoS
3. So(RoT) =(SoR)oT

Ejemplo
Sean A ={1,2,3,4} ;B={1,2, 4,689} ; (C={1,2,3,57} Definimos
las relaciones:
R ={(1, 2),(1, 4), (3, 4), (4,6)} definidade AenB
S =1{(1,2),(1,3),(2,3),(4,7),(4,1)} definidade BenC
a) Hallar SoR

Tenemos que para “SoR” existe si Rang (R) N Dom (S) # @

Rang (R)={2,4,6} ; Dom(S)={1,2,4}
Rang (R) N Dom (S)={2,4} # @ ;

SoR={(1,3),(1,7),(1,1),(3,7),(3,1)}

b) Hallar RoS

Tenemos que para “RoS” existe si Rang(S)N Dom (R) # @
Rang(S)={1,2,3,7}; Dom(R)={1,3,4}
Rang (S) N Dom (R)={1,3} # O ;

RoS={(1,4),(2,4),(4,2),(44)}
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GRAFICAS DE RELACIONES DEFINIDAS DE R EN R

Se llama grafica de una relacion definida de R en R (dominio en los reales y rango
en los reales) al conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la relacién,
esta puede ser una linea recta, curva o una region del plano extraidos del
producto cartesiano R? = {(x,y)/x ER A y€R}.

A

y [o ]
Il  cuadrante “x” s I cuadrante “x” yy”
negativa'y “y” es positiva son positivas
d |-
- >
—_ 00 X (o)
II1 cuadrante “x” y IV cuadrante “x”es
y” son negativas positivay “y” es negativa
v
— o0

En este sentido las relaciones definidas en el plano cartesiano pueden
presentarse de la siguiente manera:

E(x,y)=0 ; E(x,y)>0 ; E(xy)<0 ; E(xy)= 0 ; E(xy)<0

Graficas de algunas relaciones importantes.

LA RECTA: Ax +By+C=0
La recta puede definirse si se conocemos dos de sus puntos, un puntoy su

pendiente, etc.

Forma general de la ecuacion de larecta: Ax +By+C=0.

. . A
Tiene como pendiente: m = -5

Forma punto pendiente. La recta que pasa por el punto P(xi, y1) vy
pendiente “m”, tiene como escuacién:

Yy - y1 = m.x—x1)
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Forma pendiente — Ordenada en el origen. La recta de pendiente “m” y

que atraviesa el eje “y” en el punto (0, b), siendo b la ordenada en el origen
es: y=mx+b

Forma cartesiana. Larecta que pasa por los puntos Pi(xi, y1) y P2(x2, y2),

tiene por ecuacién:

)’—J’1= Yi— Y2
X — X X1 — Xy

Observacion 1. A
Y2 =
Cateto opuesto:
/ N\
0 \
Y1
4 #
/ X1 X2
Cateto adyacente

Tenemos que la pendiente m=tg8

cateto opuesto

y la tgf= cateto adyacente por lo tanto la pendiente queda definida:
m = Y2— 1
Xp— X1

Observacion 2.

e Si m>0, lainclinacion es a la derecha.
e Si m < 0,lainclinacion es a la izquierda.
e Si m=0, larecta es horizontal.

e Si M no existe, la recta es vertical.
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Las formas de las rectas pueden ser:

t A

y=k (keR) Xx=h (heR)

v

»
>

N «

AN
AN 7

y = mx + b (m negativa) y = mx + b (m positiva)

v

Observacion 3.

Sean L; y L, dos rectas con pendientes m; y m, respectivamente, decimos
que:
e L;//L, (L esparalelaconly) si mi= my (suspendientes son iguales)

o L; 1L, (L esperpendicular conl;) si m;.m; =-1 (el producto de sus

pendientes es -1)
Ejemplo 1.
Graficar larecta: 2x+3y=6.
Solucién:

o, ,n o“.n

Para graficar se halla dos puntos en el plano dando valoresa “x” o a “y” vy
despejando la otra variable:
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Si x=0 entonces vy =2, tenemos el punto P (0, 2).
Si x=3 entonces y=0,tenemos el punto Q (3, 0).

ﬂk

Dom(L)=R

v

L Rang(L)=R

Ejemplo 2.

Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(2, 1) y Q(-3, -1).

Solucién:
. V2= ¥ . ,
Hallamos la pendiente: m = xZ xl , entendiendo que podria ser P(x1, y1) y
27 A1
Q(xz, y2) o viceversa.
-1-1 2
m= , m==
—3-2 5

Reemplazando cualquieradelospuntos P o Q en y-—y; = m.(x—x)

Tenemos la ecuacion de larecta 2x—5y+1=0

Ejemplo 3:
Hallar la pendiente de las rectas: Ly: y=-3x+1; y Lh: y =2x+3
Solucion:

Si observamos la ecuaciony =mx +b; tenemosque: m; =-3 'y m; = 2
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Ejemplo 4.

Dadas lasrectas L1: 3x—5y+9=0, Lx: 4x + 7y —28 =0y Ls: 2x + 3y + 1 = 0. Hallar
la ecuacion de la recta L que pasa por el punto de intersecciéon de Liy Lo y es
paralela a Ls.

Solucion:

Tenemos que para hallar el punto de interseccion de las rectas Li y L
resolvemos el sistema de ecuaciones:

3x—5y+9=0 (-4) -12x + 20y =36
4x +7y—28=0(3) 12x+21y =84

) 120
Resolviendo tenemos Y = H

. . 77
Reemplazando “y” en cualquiera de las ecuaciones hallamos x=—, por lo

41
77 120

tanto el punto de intersecciénes P(—,—).
41" 41

Del enunciado del problema tenemos que la recta a hallar es paralela a la recta
oL . . 2
2x + 3y + 1 =0. Es decir, tienen igual pendiente, por lo cual m =- 3

Reemplazandoen:y —y1 = m.(x —x1) ;

120 2 77
[ —— :__(X__
3

), despejando tenemos:
41 41

La ecuacidon de la recta solicitada  82x + 123y =514

Observacion 3.

Si se establece la relacién con las desigualdades: >, >, <, <, los graficos
generan regiones del plano.
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Ejemplo 1.
Graficar: y <x

Solucion:

1. En primer lugar graficamos y= x.

2. Luego tomamos o escogemos un punto que estemos seguros a que region
corresponde.

3. Remplazamos el punto en la inecuacion, si la proposicién es verdadera
corresponde el grifico a la regién escogida de no ser verdadera
corresponde a la regidn no escogida.

4. Siinecuacibnes “>“ o “< “elgraficotoma lalinea, silainecuacion es

“« “« “u

>“ o “<“lalinea se grafica punteada.
Tenemos: y=Xx

Para graficar una recta que no sea vertical u horizontal necesitamos dos puntos:

Si x=0 entonces y=0, tenemos elpunto P(0,0)
Si x=3 entonces y=3, tenemoselpunto Q(3,3)

Luego de graficar la recta escogemos por decir
el punto (0, 7) un punto que se encuentra sobre
la recta al reemplazar en la desigualdad original
tenemos 7 < 0 (Falso) entonces tomamos la
regidn contraria, es decir la que se encuentra
bajo la recta.

Dom (R) = R y Rang(R)= R
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Ejemplo 2.

Graficar: y > -2 A
Solucion:

Tenemos y=-2

Luego de graficar la recta vemos que los

v

puntos que cumplen con la desigualdad

son los que estan por encima de la recta.

Dom(R) =R y Rang(R)=]—2, +oo[

LA CIRCUNFERENCIA x> + y> + Dx + Ey + F=0

La grafica de esta relacidn es una circunferencia que queda completamente
determinada cuando se conoce su centro y su radio.

(x—h)?2 + (y—k)®> = r2  circunferencia con centro en (h, k) y radior

Observacion 1.

Enla ecuacion x?> + y> + Dx + Ey + F=0 completamos cuadrados y

tenemos:
D2 E? D? E?
x2+Dx+T+y2+Ey+T=—+——F

(o ' (e &= 2

Se tiene una Circunferencia con centro en el punto (—

radio r = %VD2+ E? — AF
Si D?+ E? —4F > 0, lacircunferencia es real.
Si D?+ E? —4F < 0, lacircunferencia es imaginaria.

Si D24 E2 —4F

0, el radio es ceroy la ecuacién representa un punto.

r1421
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Ejemplo 1.

x2+y2=4

Graficar

. s
.
.

Solucion

Dom = [-2, 2]

Rang = [- 2, 2]

A

()

Ejemplo 2.

X +y? -4x+ 6y-3 <0

Graficar:

. s
.
.

Solucién

(x=2)2 + (y+3)> £ 16

Completando cuadrados tenemos:

Como vemos que es una desigualdad, luego de graficar la circunferencia

ubicamos un punto en este caso podria ser el centro (que se encuentra

dentro de la circunferencia) y lo reemplazamos en la desigualdad.

0 <16 (lo cual es verdadero) por lo tanto se

Observamos que queda

sombrea la parte de adentro y porser “<”lalinea es cerrada.

= [2,6]

€
o
o

= ['71 1]

Rang

César A. Ahumada Abanto
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Ejercicios para el lector

1. Graficar: {x* +y> +2x -6y -6 <0} {y <x }.

2. Determinar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos:

(5, 3), (6,2) y(3,-1), determinar su dominio y rango.

(Rpta: x>+y?—-8x—-2y+12=0)

3. Determinar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos:

(2,3) y (-1,1) y cuyo centro estd situadoenlarecta x—3y—-11 =0,
su dominio y rango.
(Rpta: x>+y?—7x +5y-14=0)

LA ELIPSE: Ax> +By> + Cx + Dy+ F =0 ; (A «B =0 y deigual signo)

La grafica de esta relacién determina una elipse, que completando
cuadrados se obtiene:

2 102
= =R _

a? b2 ’

Elipse con centro en (h, k) con ejes 2a y 2b

Observacion

Si el nUmero mayor se encuentra bajo “x” (a>b) la elipse tiene el eje
mayor paralelo al eje x, si el nUmero mayor se encuentra bajo “y” (a<b)
la elipse tiene el eje mayor paralelo al eje y.

Es decir: sia>b sia<b

a
b
clh. k)
c(h, k)
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Ejemplo 1:
Xy

Graficar: —+—=

16 9

Solucidn:

Centro de la elipse ¢(0, 0)

-4/- >
a =4 b =3 k

-3

“,n

Comoa>b suejemayor 2a esparalelo al eje “x

Ejemplo 2.
Graficar: 25x* + 9y? +50x + 36y < 164

Solucién: Completando cuadrados tenemos:  25(x + 1)? + 9(y + 2)? < 225

2 2
(x+21 +(y+2) -1
9 25

El grafico es una elipse con centroen c(-1,-2),cona=3y
b=5(a<b-eje paralelo al eje “y”).

Pero en este caso por ser una desigualdad se trata de una
region, para saber cudl es si la parte de adentro o la de
afuera tomamos un punto que estemos seguros de su
ubicacién es decir si fuera o dentro de la elipse, en este

caso tomaremos el centro de la elipse (-1, -2) y al remplazar
en la desigualdad tenemos 0 <1 (verdadero) por lo cual

Dom = ]-4, 2

tomamos la regién de adentro.

Rang = ]-7, 3]

Ejercicio para el lector

Graficar:  {4x®> + 9y* —16x — 36y +16 < 0} () {x® +y* <9}
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IV. LA HIPERBOLA: Ax>-By>? +Cx +Dy+F=0;(A,B 20y de
igual signo)

La grafica de esta relacion determina una hipérbola, que completando
cuadrados se obtiene:

(x=h)* (y—k)? _1 v (y—k)z_(x—h)Z:1
a? b? b? a?

Hipérbola con centro en c(h, k)

Observacion 1.

“uy,n”n

Si la variable “x” estd precedida por el signo mas los brazos de la hipérbola
se abren paralelamente al eje x, si la variable “y” estd precedida por el signo
mas los brazos de la hipérbola se abren paralelamente al eje y.

Observacion 2.

Para hacer la grafica ubicamos el punto centro, luego avanzamos a unidades
en direccién del eje x (derecha e izquierda) y b unidades en direccion del
ejey (arriba y abajo), trazamos el rectanguloy sus rectas diagonales que seran
las asintotas de la hipérbola, luego proceder seguin la observacién 1.

Ejemplo 1.
2 2
Xy
Graficar: — =1
9 4
Solucion:

Hipérbola con centroen ¢(0,0) a = 3

\ 2 /
y b =2, como x estd en la parte

positiva los brazos de la hipérbola se - 3 "
abren paralelamente al eje x, luego | /7 i\
procedemos segun la observacion 2. / 2 \
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Ejemplo 2.
2 2
X
Graficar: — =1
9
Solucién:

Hipérbola con centroenc(0,0) a = 3
y b=2 como y estd en la parte
positiva los brazos de la hipérbola se

abren paralelamente al eje vy, luego

procedemos segun la observacion 2.

Ejercicios para el lector

Graficar: 9y? —16x> — 64x — 18y —199 < 0
2
Graficar: &_(y—s)2 =1
4
a2
V. LAHIPERBOLA EQUILATERA: (x=h)(y-k) =1 El

La grafica de esta relacidon determina una hipérbola de centro en el punto (h,
k) y tiene como asintotas a las rectas x = h, y = k.

Ejemplo 1.
Graficar: Xy = 2

Solucion:

Tiene como asintotas:

=2
x=0 ; y=0
az
Tenemos que 7 =2 porlotanto a =2
{ 147 }
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Ejemplo 2.
Graficar: Xy —-2x-2y-4=0

Solucién:  Factorizando: (x—-2)(y-2) = 8
a’
Tenemos que: ? = 8 por lotanto a = 4

Tiene como asintotas:

Lasrectas x =2 ; y =2

VI. LA PARABOLA:

a) y=ax? + bx +c ; Completando cuadrados tenemos:
(x=h)? = r(y—k), lagrafica de esta relacién determina una parabola
con vértice en el punto (h, k). Si r >0 la pardbola se abre hacia arriba,

si r <0 se abre hacia abajo.

b) x = ay? + by +c¢ ; Completando cuadrados tenemos:
(y—k)> = r(x—h), la gréfica de esta relacién determina una parabola
con vértice en el punto (h, k). Si r > 0 la parabola se abre hacia la

derecha, si r<0se abre hacia laizquierda.
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Ejemplo 1.

Graficar

Parabola con vértice en (0, 0)

Dom=R vy Rang= [0, +oo [

Parabola con vértice en (0, 0)

Dom=R y Rang=]->2,0]

Ejemplo 2.
Graficar: x> - 4x -8y +28 < 0
Soluciodn: Completando cuadrados tenemos: (x=2)% < 8(y-3)

Parabola con vértice V(2, 3) y se abre hacia
arriba (r es positivo). Como es una desigualdad
se trata de una regidn, por lo cual tomamos un
punto del cual estamos seguros de su posicion
es decir dentro de los brazos de la pardbola o
fuera de ella, en este caso tomemos el punto
(0,0) que estd en la parte de afuera de la
parabola y reemplazamos en la desigualdad: (0
—2)2< 8(0—3) tenemos que 4 <—24 (falso) por
lo cual tomamos la region del plano que esta
dentro de los brazos de la parabola.

ws?

v
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Ejercicios para el lector
Graficar: a)
b) X2 -y

c) v i- 4y +4x+8 < 0

VIl. EL VALOR ABSOLUTO:

a) y—-k =r |X - hl valor absoluto con vértice en v (h, k)

Si r es positivo la grafica del valor absoluto se abre hacia arriba, si r
es negativa se abre hacia abajo.

b) x—h =r|y—K|

valor absoluto con vértice en v (h, k)

Si r es positivo la grafica del valor absoluto se abre hacia la derecha
Si r es negativa se abre hacia laizquierda.
Ejemplo 1.
Graficar:
1)y = |X 2) y=- ¥
A A
. V(0,0)
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3) x = |y 9 x =-y-2
“ el
v(0,1) H VoY

N s

Nota: para un grafico mas preciso bastara remplazar un valor para x y obtener el correspondiente .

VIIl. SUMAY DIFERENCIA DE VALORES ABSOLUTOS

Caso 1. |X—h| + |y—k| = a

El grafico de esta relacidn tiene la forma de rombo, para obtenerlo
bastara con ubicar el punto (h, k) y luego avanzar “a” unidades hacia
arriba, abajo, derecha e izquierda, y luego unir los cuatro puntos.

Ejemplo
Graficar: |X| + |y| =3

A

3

151

——
| —

César A. Ahumada Abanto



Relaciones

Caso 2. |X—h|—|y—k| = a v |y—k|_|x_h| - a

Se procede como en el caso anterior y el rombo nos va a servir para
prolongar las lineas del valor absoluto, si el valor absoluto que contiene
a x esta en la parte positiva se prolongara a la derecha e izquierda, si el
valor absoluto que contiene a y esta en la parte positiva se prolongara
hacia arriba y abajo.

Ejemplo

Graficar: /

=2 - [y+] =3
\k
Graficar:
y+d-[x-2 - 3
S 2 ]
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IX. LA RAIZ CUADRADA:

Caso 1. y—-k =r J/x—h con puntodeinicio en p(h, k)

Ejemplo.
Graficar: y-2 = /x—-3 v-2 =- Jx—-3
p(3,2) ; x 23 p(3,2); x 23
y-220 y-2<0
H y 22 H y <2
—
2 2 N
» \ :
3 ! 3

Nota: sir es positivo sera hacia arriba, caso contrario serd hacia abajo, para mayor exactitud una vez ubicado

el punto de inicio establecer el dominio y rango de la relacién.

Graficar: y -2 = —(Xx—23)

Punto de inicio p(3, 2)
Para hallar el dominio:

-(x-3) 20 ~

x-3)<0

x <3 >

Para hallar el rango:

y=220
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Graficar: y-2 =-J—(x=3)

Punto de inicio p(3, 2) A
Para hallar el dominio:

—(x=3) 20
x-3) <0
x <3

N

Para hallar el rango: = 3

y=-2<0

Caso 2. x-h =r{y-k con punto de inicio en p(h, k)

Graficar: x -3 =,y-2

Punto de inicio p(3, 2) A
Para hallar el dominio:

x-3 20
x23

Para hallar el rango:

y—2 20
)

v

Ejercicios para el lector:

Graficar: 1) x—-3 =-,y-2
2)  x=3=4-(y-2)
3)  x-3=-y-(y-2)
[ 150 )
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X.

EL MAYOR ENTERO:
y = [x], llamada relacién mayor entero o maximo entero
Por definicién del mayor entero: [x] =n <> n<x<n+1 ; (necZ)
Ejemplo 1.
Graficar: y = [x]
Solucion:

Para hacer el grafico escogemos un intervalo pequeno luego segun la grafica
se puede generalizar.

Escojamos x e [-2,2) y luego generalizamos el grafico

-2<x<-1 ... [x] = -2 ... y=-2
-1<x< 0 ... x] = -1 .. y=-1
0 <x<1 ... [x] = 0o ... y= 0
1<x< 2 ... x] = 1 ... y= 1
Dom(R) =R {rymiETTTT A
Rang(R) = Z >
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Ejemplo 2.

Graficar: y=[x+1] + 1

Solucién: Escojamos  x e [—3, 2) y luego generalizamos el grafico:

-3 <$x<-2 ... -2<x +1<-1 ....... [x+1] =-2 ... y =-1
-2 <x<-1 .. -1<x+1<0 ....... [x+1] = -1 y=0
-1 <x<0 ... 0 x+1<1 ... [x+1] = O ... y=1
0<{x< 1 ... 1< x+1<2 ... [x+1] = 1 ... y =2
1<x< 2 ... 28 x+1<3 ... [x+1] = 2 .. y =3
Dom(R) = R o
Rang (R) = Z
Ejemplo 3:
Graficar: x= [y+3]-4

Solucién:  Escojamos y <[—3, 2) y luego generalizamos el grafico:

-3<y<-2.. 0<y+3<1 ... [y+3]=0.... X =—4
-2<y<-1 ... 1 <y+3<2 ... Iy+3]=1... x=-3
-1<y<o0 ... 2 S{y+3<3..... ly+3]=2 ... X ==2
0Sy<1 .. 38 y+3<4.... ly+3]=3... x=—1
1 Sy<2 .. 4 Ly+3<5.... ly+3]=4... x=0
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4
——
Dom(R) =2 g
Rang(R) =R .
Ejemplo 4.
Graficar: [x+1] + [y+3]=2

Solucion:

Escojamos un intervalo de x para poder hallar el respectivo intervalo de vy,
luego generalizamos el grafico.

Sea xe[-2, 2)

2 $x <1 o [x+1] ==1 .. -1+ [y+3]=2
-1 < X< O, [x+1] = 0 .. 0+[y+3]=2
0 <x< Lo, [x+1] = 1 e 1+ [y+3]=

1 $X<2 o [x+1] = 2. 2+ [y+3]=2

Continuamos en busca del correspondiente intervalo de y

[y +3] =3c.... 3<y+3<4.... 0 Sy<i1
[y+3] =2........ 2 <y+3 <3 -1<y<o0
[y+3] =1, 1<y +3<2a. -2 <y <-1
[y +3] =0....... 0Sy+3 <l -3 <y <=2

El grafico queda como ejercicio.
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DISCUSION DE GRAFICAS DE RELACIONES
DE LAFORMA E(x,y) = 0

La discusion de la Ecuacidn E (x, y) = O consiste en:

1. Hallar las intersecciones con el eje “x” ycon el eje “y”.
2. Hallar las simetrias con respecto al eje “x”, al eje “y” y al origen.
3. Hallar el dominio y el rango de la relacion.
4. Hallar las asintotas
5. Tabular el nimero suficiente de puntos para luego graficar.
Ejemplo 1.
Discutir la grafica de: X’y -4y -x=0
Solucion:
1. Hallando los intersectos
a) Coneleje x: hacemos y = 0 y tenemos el punto P4(0, 0).
b) Coneleje y: hacemos x = 0 y tenemos el punto P,(0, 0).
2. Hallando las simetrias
a) Simetrias con respecto al eje x
Si E (x, y) no cambia al sustituir y por —y entonces es simétrica con
respecto al ejex: E(x,y) = E(x,-y)
X2 (-y) = 4(~y) = x =0 ......... 7 x’y—4y +x =0
.. E(x,y) = E(x,-y) nohaysimetria
b) Simetrias con respecto al eje y

Si E (x, y) no cambia al sustituir x por —x entonces es simétrica con
respecto al ejey: E(x,y) = E(—x,y)

(=x)’y — 4y — (-x) =0....... Y7 X>y—4y +x =0
. E(x,¥y) =E(=x,y), no hay simetria.
[ 158 )
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c) Simetrias con respecto al origen

Si E (x, y) no cambia al sustituir x por —x A y por —y entonces es

simétrica con respecto al origen: E(x,y)= E(-x,-y)
(=x)2(-y) = 4(-y) = (-x)=0 ...... //...... XXy—4y —x=0
.. E(x,y) = E(-x,—y) existe simetria respecto al origen.

3. Hallando el dominio y el rango

a) Para hallar el dominio despejamos y en funcién de x.
X2y—4y —x =0...// ... y(x2 - 4) = x

paraque y e R = x ¢ R—-{-2,2}

x? -4
b) Para hallar el rango despejamos x en funcién dey.

X2y—4y —x =0 ... /] yx* —x—4y =0

+ . 2
. 1+y1+16y para que xeR =>1+16y> 20 A y =0
2y
Y € R—{O}

4. Hallando las asintotas

a) Asintota vertical

y = haciendo x>—4=0, tenemos:

X’ -4

Lasrectas: x=2 A x=-—2(son asintotas verticales)
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b) Asintota horizontal.

2
X=1*+1+16y igualando a cero el denominador tenemos:
2y
La recta y = 0 (es una asintota horizontal)

Tabulacion y grafica

Ejemplo 2.

Discutir la graficade: x*+ xy’-y?> =0
Soluciodn:

1. Hallando los intersectos

a) Coneleje x: hacemos y = 0 y tenemos el punto P4(0, 0).
b) Coneleje y: hacemos x = 0 y tenemos el punto P,(0, 0).
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2. Hallando las simetrias
a) Simetrias con respecto al eje x
Si E (x, y) no cambia al sustituir y por —y entonces es simétrica con
respecto al eje x: E(x,y) = E(x,-y)
X+ x(-y)2 - (-y)? =0...... Y/ X+ xy2-y?2 =0

. E(x,y) = E(x,-y) existe simetria con el eje x

b) Simetrias con respecto al eje y

Si E (x, y) no cambia al sustituir x por —x entonces es simétrica con

respectoalejey: E(x,y) = E(-x,y)

1}
o
.\
™~
|
x
)
|
x
<
(8]
|
<
[S)
1
o

CxP+ (x)y? -y
.. E(x,y) 2E(-x,y), no haysimetria.

c) Simetrias con respecto al origen

Si E (x, y) no cambia al sustituir x por —x A y por —y entonces es

simétrica con respecto al origen: E(x,y)= E(—x,—Yy)
(%P + Ex)-y)? = (-y)? =03+ xy2+ y2 =0
. E(x,y) = E(—-x,—y) No existe simetria respecto al origen.

3. Hallando el dominio y el rango

a) Para hallar el dominio despejamos y en funcidn de x.
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H
I | x
o

X

para que yeR —

X
1-x

—<0 = x€[0,1)

x-1

20

b) Para hallar el rango despejamos x en funcién dey.

¥+ xy? - y* =0
4. Hallando las asintotas

a) Asintota vertical

En y = fx T

vemos que si

x €[0,1) entonces y ¢ R

Haciendo: 1-x =0 =—> x=1 esuna asintota vertical

b) Asintota horizontal.

Observe que y eR porlo cual no tiene asintota horizontal

5. Tabulacion vy grafica

X 0 | 03 0.5 0.7 1
y 0 [t03 | to5 | £16 |
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v

Ejemplo 3.
Discutir la grafica de: X%y —9y -3x* =0
Solucién:

1. Hallando los intersectos

a) Coneleje x: hacemos y = 0 y tenemos el punto P4(0, 0).

b) Con el eje y: hacemos x = 0 y tenemos el punto P,(0, 0).

2. Hallando las simetrias
a) Simetrias con respecto al eje x

Si E (x,y) no cambia al sustituir y por —y entonces es simétrica con
respecto al eje x. E(x,y) = E(x,-y)

X2 (-y) = 9(-y) = 3x® = O........ J]oo=Xy + 9y = 3x2 =0

. E(x,y) = E(x,-y) noexiste simetria con el eje x
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b) Simetrias con respecto al eje y

Si E (x, y) no cambia al sustituir x por — x entonces es simétrica con

respecto al ejey: E(x,y) = E(-xy)
(-x)2y = 9y — 3(x)%........ Y/ X%y =9y —3x* =0
. E(x,y) = E(—x,y), existe simetria con el eje y
c) Simetrias con respecto al origen

Si E(x, y) no cambia al sustituir x por —x A y por —y entonces es simétrica

con respecto al origen:  E (x,y) = E (-x,—y)
(-x)2(-y) = 9(-y) = 3(x)%cc../ /oo X®y =9y +3x2 =0
. E(x,y) = E(—x,—y) No existe simetria respecto al origen.
3. Hallando el dominio y el rango
a) Para hallar el dominio despejamos y en funcion de x.
X2y — 9y — 3x% = 0.....//....... y (x2 = 9) = 3x?

3x?
y= — 9 para que y eR — x ¢ R—{-3,3}

b) Para hallar el rango despejamos x en funcion dey.

xX2(y=3) =9y.../[.. x=13 v
y-3

Entonces 3x, si 20..//.. y € (—,0] U (3,0)
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4. Hallando las asintotas

a) Asintota vertical: x =13

b) Asintota horizontal: y =3

5. Tabulacién y grafica

v
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Funciones

FUNCIONES

Las funciones son la llave del andlisis matematico y la herramienta principal de
la descripcién matematica del mundo, el reconocimiento de las relaciones de las
variables que describen una situacion. Por ejemplo, el interés que se abona por
una inversion depende del tiempo que permanezca esta. Las ventas de un
producto dependen de su costo. La distancia recorrida por un movil dependerd
de la velocidad y el tiempo transcurrido, también tal relacion puede ser una
formula que exprese a una variable en funcidn de otra. Donde podemos decir
gue existe una variable dependiente y otra o otras variables independientes.
Ejemplo

El volumen de la esfera: V = %1‘[1’3 donde V es la variable dependientey res

la variable independiente.
Observe que entendemos por funcién donde la variable dependiente obtiene

un sélo valor al ingresar el valor de la variable independiente

Leonhard Euler (Suiza, 1707 — San Petersburgo, 1783)

Matemadtico suizo, fue la figura mas dominante en el siglo XVIIl y uno de los mas
prolificos matematicos que han existido, fue también astronomo, fisico,
botanico, quimico y experto en lenguas orientales. Fue el primer cientifico en
dar en su obra el concepto de funcidn matemadtica, una notacion que ofrecia
mayor comodidad frente a los métodos del calculo infinitesimal. Sus obras y
articulos completan 70 volimenes. Su texto introductorio de algebra, escrito

originalmente en aleman, todavia se lee en su traduccidn al inglés.
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FUNCION
Definicion 1.

Dado los conjuntos A y B, se llama funcién de Aen B (f: A — B) a toda
correspondencia “f” que asocia acadaelemento x € A con un Unico elemento
y € B.

Definicion 2:

Se entiende por funcion en A, con valores en B a un subconjunto Gf — AxB, que
satisface las siguientes condiciones:

1) VxeDom, 3y € B/ (x,y) e G¢
2) Si (Xx,Y)EG: v (x,2)e Gt = y=12
Aplicacionde Aen B

Una funcidn se llama aplicacion de A en B siy sélo si Dom (f) = A

Es decir: Un subconjunto f — A xB es una aplicacion de A en B siy sélo si

VxeA Il ye B/ (xy) ef.

Observacion

Para un mejor entendimiento del concepto de funcién, podemos imaginar a
una funcién f como una mdquina que procesa los x que recibey los convierte
en f(x), de tal forma que a cada x lo transforma en Unico f(x).

Comparativamente podemos decir que si x es un pedazo de materia primay f
la mdquina que la transforma, entonces no puede transformarla en dos cosas
diferentes.
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Dominio

f(x)

Rango

Ejemplos de funciones

Si es funcién
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A/_f\A

A/—f\AB

Si es funcién No es funcién

En una grafica parasaber si es funcién o no, bastara con trazar unalinea vertical
y si esta corta en un solo punto a la grafica entonces si es funcion, pero si corta

en mas de un punto entonces no sera funcion.

: No es funcion

v

Si es funcién

Si es funcién
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Si es funcién

No es funcion

»
»

»
»

DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION
Dominio

El dominio de f <= A x B estd dado por todas las primeras componentes de los
elementos de f (pares ordenados).

Dom(f)={x e A/dy eB, y=f(x)} = A
Rango

Estd dado por el conjunto de las segundas componentes de los elementos de f
(pares ordenados). no siempre es todo B.

Rang(f)={yeB/IxeA, y=f(x)} < B

Dom(f) Rang(f)
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Ejemplo 1.

f=1{(1,5),(228),(49)}

A /_f\ B

1 5
2 7
3 8
4 9
Dom(f) = {1,2,4} Rang (f) = {5,8,9}

Ejemplo 2.

X |+~

f(x) =

Dom (f)=R-{0}

Rang (f)=R—-{0}
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FUNCIONES ESPECIALES

FUNCION LINEAL

Es aquella funcion definida de la siguiente manera:

f(x)= mx+b

Donde by m son constantes y m=0, su grafica es una recta cuya pendiente
es m = tg 8 vy suordenadaen el origen es b.

En esta funcion el dominio y el rango son los Reales.

v
v

f(x) =mx, m>0 f(x) =mx, m<0

N

v

/ N

f(x) =mx+b, m>0 f(x)=mx+b, m<0
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FUNCION CONSTANTE

Es aquella funcién definida por:

f(x) =k, k e R

Su grafica es una recta paralela al eje “x”, su pendiente es cero, por ello la recta
es horizontal, con dominio en los reales y rango = k.

A A

f(x) =k k>0

v

f(x) =k, k<O

v

FUNCION IDENTIDAD

Es aquella funciéon definida por:

f(x)=x

Su grafica es una recta que pasa por el origen. (formando un angulo de 45°, su
pendiente es uno)

Dom (f) =R
f(x)=x

Rang (f) =R

v
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FUNCION RAiZ CUADRADA

Es aquella funcion definida por:

fix) = x

Su grafica es parte de una pardbola tal que x=0 y f(x)=0

Dom(f) = [0, o)

Rang(f) = [0, c0)

v

Ejemplo 1. f(x) = - Jx

Su gréfica es parte de una pardbolatalque x >0y f(x) <0

Dom(f) = [0, o)

Rang(f) = (—, 0]

v
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Ejempla 2. f(x) = Yx—h+k

A
Dom(f) = [h, o0)
Rang] = [k, o0 k
h >
Ejemplo 3. f(x) = J3—x
A
3—-x 20
Dom(f) = (=0,3]  ————___| x <3
Rang(f) = [0, «)
3 »
Ejemplo 4. fix)= V/x—-1+2
A
Dom(f) = [1, o0)
x—-1 =0
Rang(f) = [2, ©) R x > 1
1 L
( 176 ]
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Ejemplo 5. fix) = YX*=X—6

xx-x—-6 =0
(x-3)(x+2) =0

x e (-0,-2] U [3,00)

v

FUNCION CUADRATICA

Es aquella funcién definida por:

f(x) = ax? + bx + ¢

Donde a y b son constantes y a = 0, su grafica es una pardbola simétrica a la
recta vertical x = h, llamada eje de simetria.

La parabola es abierta hacia arriba si a >0y abierta hacia abajo si a < 0.

f(x) = ax’+bx+c

con a>0

v
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f(x) = ax*+bx+c

con a< 0

Ejemplo 1. f(X)= —3x2+6x+2
f(x) = =3(x=-1)2+5

Vértice (1,5); a=-3<0

Ejemplo 2. f(x)= x> — 6x +10

f(x) = (x=3)2+1

Vértice (3,1) ; a=1>0

——

v

v
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FUNCIONES POLINOMICAS

Es aquella funcién definida por :

f(x) = ax" +ax" ! +ax" ?+...+a,,nel

Donde a; = 0 y n pertenece alos enteros positivos, a las funciones
polinémicas podemos subdividirlas en:

a) Funciones polindmicas de grado par

A f(x) =x°

b | [

v

b) Funciones polindmicas de grado impar

f(x)=x’
FF(x) =

A
1
I:
I
[
|

f(x)=x3

»
»

Observe su dominioy rango
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FUNCION DE VALOR ABSOLUTO

Es aquella funcion definida por:

veamos su grafica:

f09 = |

X,

—x'

si x=0

si x<0

Dom(f) = R
Rang(f) = [0, )

Fd = -

»
|

Determine el dominio y el rango

A

A

——
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Ejemplo 1: f(x)= |X - 2| -3

A
Dom(f) = R

Rang(f) = [-3, o)

v

Ejemplo 2: f(x)= — |X—2| +3

Dom(f) = R

Rang.f= (—o0, 3]

TN

FUNCION SIGNO

Es aquella funcion definida por:

1, si x>0 Funcién que tiene
Sgn (x) = 0, si x=0 como Dominio=R y
~1, si x<0 Rango=1{-1,0, 1}
( 181 ]
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f(x) = Sgn (x)

v

-1
Ejemplo 1. f(x) =Sgn(x-2)
1, si x> 2
Sgn (x-2) = 0, si x=2 ,
-1, si x<2
1

FUNCION ESCALON UNITARIO

Observe que el Dom(f) = R

y

Rango (f)={-1,0,1}

Es aquella funcién denotada por 4 (x) y definida por:

1, si x20
H(x) =

0, si x<0

——

182

Funcidén que tiene como
Dominio =R y Rango = {0, 1}
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Graficar f(x) = 1 (x)

YA
1
0 X
f(x) = £(x-3)
1, si x=3
YA
M (x-3)=
0, si x<3
1
3 X
FUNCION MAYOR ENTERO
Es aquella funciéon definida por:
f(x) = [x]

La funcién mayor entero tiene como dominio los reales y como rango los enteros

Por definicién del mayor entero: [x] =n <> n<x<n+1 ; neZ
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Observacion.

Six€ER, [x] =méx{neZ/x=n}
Si [x] =n < n<x<n+1l ;neZ
[x] =n <x €[n,n+1)

Si x €[—2,—1) entonces [x] =-2

Esdecir: Si x= -2 entonces [x] =-2;
Si x=-1.9 entonces [x] =-2;

Si x=-2.5 entonces [x] =-3;

Algunas propiedades de la funcién mayor entero

1. [x] =x <= xel

2. [[[[x]]]] = [[x], V xeR

3. [x] £ x< [x] +1 V xeR.

4. VxeR, [x] <x

5. VxeR, 0<x-[x] <1

6. [x+n] =[x] +n, neZ

7. [x] €£n &<x<n+1, nez

8. [[x] <n <x<n, nezZ

9. [x] =n <x >=n neZ xeR.

10. [x] >n < x>=n+1, nez xekR

11. Vx,yeR, si x<y < [x] < [yl
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Ejemplo 1.
Graficar: f(x) = [x]
Solucién:

Escojamos X e [—2, 2) y luego generalizamos el grafico

-2<x<-1 ... x] = -2 ... y=-2
-1<x<0 ... Ix] = -1 ... y=-1
0 <x<1 ... Ix] = o ... y= 0
1<x< 2 ... x] = 1 ... y= 1
Dom(R) =R {7rymmymryTTTTE A
Rang(R) =12 >

Observamos que el grafico de la funcién mayor entero o maximo entero no mayor que

x es la union de los segmentos de recta semi-abiertos que se prolongan con dominio en
los reales.

Ejemplo 2.

. X
Graficar f(x) = [H] , con XE [-4,5)
Soluciodn:

Tenemos que [E]] =n <> o Sg <n+1

2n £ x < 2(n+1),dando valores a n tenemos:
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2 si 45 x <2
1 si 28 x< 0
f(x)=[[§]]=<o si 0< x < 2
1 si < x 4
L2 si 4< x< 5
—()
Rang (f) ={-2,-1,0,1,2} 1 >
2 A 2 4 5

FUNCIONES SECCIONADAS

Son aquellas que tienen distintos comportamientos dependiendo de los valores
del dominio, es decir tiene mas de una regla de correspondencia:
De talforma que: A () B (N1 C ) eeveeeenene. NzZ+0o

(f1(x) ,Si xe A

fa(x) ,Si xe B

fa(x) ,Si xe C
f(x) = {

fn(X) , Si xe Z

y el grafico delafuncién es la unidén de todos los graficos parciales.
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El Dom (f) = Dom (f;) U Dom (f2) U Dom (f;) U

....... UJ Dom (f,)
El Rang (f) = Rang (f1)) () Rang(f,) (N Rang(fs) M ........ (N Rang (fn)
Ejemplo 1.
x-1, si x=22
f(x) = x2 , si -2<x<2 A
4 |, si x <-2
4
(?
-2 2 -
Ejemplo 2.
2 ’ Si X e [' 5: _2>
F =< |x , si x e-2,1)
Jx—1+1, si x e[1,5] %
3
2
1
5 -2 1 5
[ 187 )
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ALGEBRA DE FUNCIONES

Una funcidn f decimos que esta bien definida cuando se indica su dominio y su

regla de correspondencia, consideremos la funcién f: R — R y lafuncién g:
R— R, talque: Dsf[)Dg#® entonces:

a)

b)

c)

d)

Igualdad de funciones

Las funciones f y g son iguales si se cumple que:
1) Dom (f) = Dom (g)

2) f(x)=g(x), VxeD¢=Dg

Observe que: f(x)=x% xe[0,15] y g(x)=x% x e R No son iguales
porincumplir la parte 1).

Suma de funciones

Si f y g son dos funciones con dominios D y D respectivamente,
entonces la suma de f y g denotada por “f + g”, sedefine:

1) Dom(f+g) = Df () D,
2) (f+g)(x) =f(x) +g(x), VxeDs ) Dg
Diferencia de funciones

Si f y g son dos funciones con dominios D y D respectivamente,
entonces la diferenciade f y g denotada por “f — g”, se define:

1) Dom(f-g) = D¢ [ Dg
2) (f-g)x) =f(x) —g(x), VxeDs [ Dg
Multiplicacion de funciones

Si f y g son dos funciones con dominios D¢ y D respectivamente,
entonces la multiplicacionde f y g denotada por “f.g”, sedefine:
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1) Dom.(f.g) = D¢ [ Dg

2) (f.g)x) =f(x).g(x), VxeDs [ Dy

e) Cociente de funciones

Si f y g son dos funciones con dominios D y D respectivamente,

, sedefine:

entonces el cocientede f y g denotada por “ 5 ”

1) Dom(£) = D¢ N Ds - {xe Ds/ g =0}

i = I® L
2) (5)(x) =25, VxeDom()

f) Composicion de funciones

Dada las funciones f yg,talesque: f:A— B; g:B— C y que: Rang(f)
(N Dom(g) # @ (requisito para que exista la composicién). Entonces la

funcién compuesta “go f” (se lee f compuesta con g ) es aquella funcion
definida por:

1) Dom(gof) = {x/ x e D¢ A f(x) eDg}
2) (gof)(x) = g(f(x))

A/f\B/E\C

Re (1 Dy # 0

llg o) f"
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Observacion

1) Dgof

IN

Dr = A
2) Rgot - Re = C
3) gof =« fog

4) SiRf [ Dg=0 la composicién “gof” No existe

FUNCIONES: INYECTIVAS, SURYECTIVAS, BIYECTIVAS

FUNCION INYECTIVA

La funcion f: A — B decimos que es inyectiva o univalente si a cada
elemento del rango le corresponde un solo elemento del dominio.
fesinyectiva si VX1, x2 e A se cumple:

Si f(x1) =f(xa) — x1 = x

Si X1 # X2 —_— f(X1) #* f(Xz)

Observacion 1.

Graficamente podemos determinar silafuncién f es inyectiva, si trazamos una
perpendicular al eje “y”, vy silarecta corta af en dos o mas puntos decimos
qgue f no es inyectiva, si la recta perpendicular corta a f en un solo punto es

/ -

/ f es inyectiva \/

f no esinyectiva

inyectiva.
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Observacion 2.

Inyectividad de funciones seccionadas:

( 1(x), Si xe Dom (f1)

f
fa(x), Si x e Dom (f,)
f

3(X), Si xe Dom(fg)
f(x) = %

Kfn(x), Si x € Dom (fs)

Donde: f = fl U fz U f3 U ....... U fn
y Dom.(f) = Dom (f;)) U Dom (f;) U Dom (f3) U ....... U Dom (f,)
Entonces la funcidén f es inyectiva si y sélosi:

1) Las funciones parciales: f; ,f; ,fs3, ............ fn son inyectivas

2) Ran(fi) M Ran(f,) ) Ran(fs) M ........ (N Ran(f.) =0
Es decir los rangos parciales deben ser disjuntos entre si.

A

f,

f,

v
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FUNCION SOBREYECTIVA O SURYECTIVA

Sea f: A— B decimos que la funcién f es sobreyectiva si y sélosi Vye B,
existe x ¢ A tal que y =f(x), (f es sobreyectiva cuando el rango o imagen
coincide con B).

VyeB, dx e A /y =f(x) o
f es sobreyectiva =
Rang (f) = B

Rang (f) #B

No es sobreyectiva

Ran(g) =B

Es sobreyectiva
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FUNCION BIYECTIVA

La funcion f: A —> B es biyectiva si alavez es inyectiva y sobreyectiva.

VyeB, dlxeA/y =f(x)
f es biyectiva =
Ran (f) = B

Ejemplo

Determinar sila funcion f: R — R, definida por: f(x)=mx+n; m: 0,

es biyectiva.

Solucidn:

Para que f sea biyectiva debe ser inyectiva y sobreyectiva.

a)

b)

Probemos que sea inyectiva
f esinyectiva < f(a)= f(b) entonces a =b

ma +n = mb+n
ma = mb, como mz«0

a=b .+ f esinyectiva
Probemos que sea sobreyectiva

f es sobreyectiva <= Ran(f)= B

En este caso vemos f: R— R, por locual B=R ycalculando el rango

de f tenemos:
y—-n
Xx=-——,mz0, por lo cual x esreal VyeR
m
o.o Ran (f) = R

De a) y b) f es biyectiva.
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FUNCIONES CRECIENTES, DECRECIENTES

FUNCIONES CRECIENTES

La funcion f se llama creciente si para todo xi1, x2 e D setiene que:

Si x1 < x2 = f(x1) < f(x2)

f (x2) f (x2)

f (xl) f (xl) .......

v
v

X1 X2 X1 X2

FUNCIONES DECRECIENTES

La funcion f se Illama decreciente si para todo xi1, X2 e Df se tiene que:

Si x1<x2 =  f(xi) > f(x2)

A A
f (xl) f (X1)
f (XZ) \ f (XZ)\ :
X1 X2 X1 X2 -
r 194 1
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FUNCION MONOTONA

La funcidon f es mondtona si fes creciente o decreciente.
Observacion 1.

Si una funcidn es creciente entonces es inyectiva.

Observacion 2.

Si una funcidn es decreciente entonces es inyectiva.

FUNCION INVERSA

Consideremos la funcién: f(x) = { (x,f(x)) / x e Ds}
Entonces existe la inversa de f si ysoélosi f esinyectiva.

A la funcién inversa denotaremos por ™ la cual definimos como:

f(x) = { (f(x),x) / x e Dr}
Donde Dom (f™!) = Ran (f) y Ran (f™!) = Dom (f)

A f B

Observaciéon 1.
Siy=f(x) < x=f"1(x), Vx e Dom (f), entonces:
a) f1[f(x)] = x, Vx eA = Dom (f)

b)  f[f'(x]=y, Vy eB = Ran(f)
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Observacion 2.

Toda funcién tiene inversa, pero no toda inversa es una funcion

FUNCION PERIODICA, PAR E IMPAR

FUNCION PERIODICA

Seauna funcion f: A——B, decimos que f es una funcion periddica si existe
un numeroreal T = 0, talque V x e Df tenemos:

1) Xx +T e Df

2) f(x+T) = f(x)

El minimo ndmero positivo T se denomina periodo de f

Ejemplo
Sea f(x) =[x] - x, x ¢ R, averiguar si es periddica.
Solucidn:
1) x +T e D¢
2) f(x+T)=[x+T] - x =T
fx+T) = [x] +T-x =T
f(x + T) = [x] - x,observe que estoocurrepara T e Z.

Como T =« 0, entonces T=1 (que es el minimo entero positivo),

Luego el periodo de f es 1.

FUNCION PAR

f es parsi Vx eDf, —x e Df y ademas:

f(x) =f(—=x)
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FUNCION IMPAR

f es impar si Vx e Df ,—x e Df yademas:

f=x) = - f(x)
Ejemplo
Analizar: f(x) = = x®+x
Solucion:

Veamos si f es par, debe cumplir: f(x) = f (—x)

fl=x) == (=x°+(-x)

X3 - x

f (=x)

. f(x) 2 f(=x) (fnoespar)

Veamos si f es impar, debe cumplir: f(—x) = — f(x)

f (—x)

= (X + (%)

f (=x)

1l
x

|
x

-f(x) = x® - x

f(=x) = —f(x) (f es impar)
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1.- FUNCION SENO

Definimos la funcidn seno de la siguiente forma:

fz{(xpy)ERXR/f(X):senx} Domf = R
Rangf = [-1,1]
Periodo = 27 rad
Funcién impar:

sen(—x) = —senx

=T

|
w
N g
NIE
<
N
El
| x|

2.- FUNCION COSENO

Definimos la funcién coseno de la siguiente forma:

f={(x,y) ERxR/ f(x) =cosx}

Domf = R
Rang f = [-1,1]
A Periodo = 2m rad
y Funcion par:
cos (—x) = cosx
1
"2 b3 °
3 — [ 31 2m X'
2 2 2
-1
{ 198 }
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3.- FUNCION TANGENTE

Definimos la funcién tangente de la siguiente forma:

f={(x,y) ERxR/ f(x)=tgx} Domf =x€R/x# S+ km k€ Z
Rangf = R
Periodo = 7 rad

Funcion impar: tg (—x ) = —tgx

3n —m

4.- FUNCION COTANGENTE

Definimos la funcién cotangente de la siguiente forma:

f={(x,y) ERxR/ f(x) =ctg x } Domf =x€R/x % ki, k€ Z

Rangf = R
Periodo = m rad
Funcidén impar: ctg (—x ) = —ctgx
y A
_3_71 - L3 T 3 2 )(:
2 2 2 Z
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5.- FUNCION SECANTE

Definimos la funcién secante de la siguiente forma:

f={(x,y) ERxR/ f(x)=secx}

Domf =x€R/x # g+kn,kEZ
Rangf = (=0, —1] U [1,0)
Periodo = 2w rad

Funcidn par: sec (—x) =secx

v

3

NTE

6.- FUNCION COSECANTE

f={(x,y) ERxR/ f(x) =cosecx}

™

Definimos la funcién cosecante de la siguiente forma:

Domf =x€R/x+# kn,keZ
Rangf = (—o0,—1] U [1,00)

Periodo = 2m rad

y Funcién impar:
cosec (—x) = —cosec x
-2 3 - _ s T 3n | 2m X >
2 2 2
/\_1 /\
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EJERCICIOS RESUELTOS |

1) Sea f(x+3)=x*-1, determinar:

f(a+2)—f(1)' a .3 b) f(a+2)—f(2)’
a—-3 a-—-2

a) a =2

Solucion:

f(x+3) =x2 -1

f(x+3) = (x+3)2 - 6(x+3) +8
sea z=x+3, f(z) =22 -6z + 8
f(a+2) =(a+2)>-6(a+2) +8
f(a+2) = a2 -2a

f(1) =1>- 6(1) +8 =3

f(1)=3, f(2)=0

2
fa+)-f@ =283 4
a-3 a-3

- f@a+2)-f(@1) _ a4+
a-3

1

fara-f AR,
a-3 a-2 '

. f(a+2)-f(2) _
a-2

f 201

'

\

César A. Ahumada Abanto



Funciones

2)

3)

Si f(2x—1) = 4x*> — 4x +5 , Hallar f(x)

Solucion:

f(2x=1) = (2x)2 = 2(2x) +1 + 4
f(2x—-1) = (2x—-1)?2 + 4

f(z) =22 + 4

o‘o f(X) = X2 + 4

Si f(x) =ax2—bx+c, f(-1) =0, f(1) =8
15
f(-1)+ f(%)= i Hallar f(5)
Solucién:
f(-1) =a—-b+c=0
f(l)=a+b+c=38
A+ C= 4 e (*)

f(¥%)=%(@)+ %(b)+c

E
4

De f(-1)+ f(%) =a —b+c =

Tenemosque: 5a —2b + 8& = 15 vy de:
a+b+c=8 con 5a-2b+8c= 15

73 + 10C = 31 e (**)
de (*)y (**) hallamos que c=1,a=3 y b=4
= f(5)=3(5%+ 4(5+ 1 =96

S f(5) =96
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Hallar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

4)  f(x) = VxZ-4x+3

Solucion:

x*—4x +3 20
(X - 3)(X - 2) 2 0, Utilizando el método de los puntos criticos tenemos que:

X e(—OO,l]U [3[00)

f(x) =
5 f=

Solucion:
X X
22l oo <V
X € (_ool_2> U [012>
6 . 2x2 -x-1
) =
Solucion:
2x2 -x -1 @2x+1)(x-1)
hha— Y | 2= A2 750
X(x + 3) X(x+3)

X e {=o0, =3) U [=3,0) U [1,0)
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7)

8)

f(x) =

x-}

Solucion:

Debe cumplirse que: x-|x| > 0

x| - x <0

Considerando
definicion del
absoluto:

la

valor |.X1

a) Si x<0

_X_
- 2X
X >

b) Si x 20
X=X

0 <

De a) y b) x

x <0

<0

0 ,

<0
0

e @

f(x) = 1-¥

Solucion:

1- |x

| 20 =

——

X,

si x=0

_x,

204
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_ X-2 1-x
R e e

Solucion:
X-2
a) m >0 por el método de los puntos criticos tenemos:

a
Tenemos: B >0 por inspeccion b > 0 y la Unica alternativa posible es que a = 0
1) VX+1 >0 y 2) 1-x 20
x+1>0 x—1<0
x >-1 x <1

De lainterseccién de 1) y 2) x e (—1,1]

J.De a) N b) xeo

100 fix)= Vx-1 + 2J/1-x + Vx?+1

Solucidn:
a) x—=120
x 21 tenemosque X e [-1, ©)
b) 1-x20
x—-1<0, x £1 tenemosque: X e {(—oo,1].

r2051
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c) x*+120, tenemos que: x R

De a), b))y o .. x= {1}

11) f(x)= V11— V4 — x2

Solucion:

1-vV4—x2 20

Vvas<b & a20 A (b=>0 A ac< b?)
4—x>>0 A (1=>20 A 4-x*<1)
¥-4<0 A (R A x*~-32=0)

Tenemosque x €[-2,2] A R A (=oo,/3]U [V/3 ,0)

De la interseccion Sooxoe [_2'_5] U [\/§, 2]

4 3x2
12 f(x)= Va2+ 4x—12 + ———
) () 4\/x+20—x2

Solucidn:
a) x> +4x-12 = 0 porlocual xe{(—,-6] U [2, )
b) x + 20—x2 > 0, ordenando tenemos que:

x)—x —20< 0 delocual X e (—4,5)

.

De a), b) L) X € [2 ) 5)
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13) f(x)=senx + sgn(D

Solucion:

Dominio de la funcion senx =R

1, si x>0 Sgn (x) # 0 por estar en el
denominador.
Sgn (x) = 0, si x=0
-1, si x<0 -+ xeR-{0}
3/.3 "l
14) f(x)=8/—x4_ 16 - x°+2x+1

J1x+3]-28gn(x* - 16)
Solucién:
a) X*-16>0 factorizando tenemos que:

(x=2)(x+2)(x*+4) =0 delocual x e (—,-2]1U [2, o)

b) |x + 3|-2Sgn(x*-16) > 0

1, si x e (—o0,=2) U (2, »)
Sgn (x*-16) = 0, si x= {-2,2}

-1, si x e (=2,2)

1) Analizando cuando x e (—oo, —2) U (2, )
lx+3] -2 >0
|lx +3] >2 entonces x e (—o,—5) U (-1, »)

Interceptando tenemos: x e (—o, —5) U (2, o)
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2) Analizando cuando x = {-2, 2}
|x +3] —2(0) >0
|x+3] >0 entonces xeR-{3}

Interceptando tenemos: x=1{-2,2}

3) Analizando cuando x e {—2,2)
lx +3] —2(-1) >0
|x + 3] > -2 entonces xeR

Interceptando tenemos: x e (—2,2)
Uniendo los resultados de 1), 2) y 3) tenemos la solucion de b):

X e <_Ool _5> U ['21 OO)

De interceptar a) y b) hallamos el conjunto solucidn final:

.

ee  Xef{=o,=5) U [2,0). U {2}

672 2
_ 47 Vx2 + x —12Sgn(x2 + 12)
15) f(x) = Vx 16 + T3 senGc 16

Solucion:

a) X>—16 >0 factorizando tenemos que:

(x—4)(x+4) >0 delocual xe(—,-4] U [4, o)
b) x® + x—12Sgn(x* +12) >0

1, si x¥*+12>0 (V) ... xeR
Sgn (x*+12)=< 0, si xX*+12=0 (F) .. xe @

-1, si x¥*+12<0 (F) ... xe®
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Reemplazando en b) tenemos x? + x—12(1) =0
Delocual x e (—o,-4] U [3, o0).
c) |x + 3| -Sgn(x*-16) > 0
1, si x e (—o0,=2) (2, o)
Sgn (x*-16) = 0, si x= {22}

-1, si x € (=2,2)

1) Analizando cuando  x e{— o, —2) U (2, o)
lx+3] -1 >0
lx+3] >1 entonces xe(—c,—4) U (=2, )

Interceptando tenemos: x e (— oo, —4) U (2, o)

2) Analizando cuando x = {-2, 2}
lx +3] - (0) >0
|x+3] >0 entonces xeR-{3}
Interceptando tenemos: x=1{-2,2}
3) Analizando cuando x e {(—2,2)
lx +3] - (-1) >0
|x +3|] >-1 entonces xeR

Interceptando tenemos: x e (—2, 2)

Uniendo los resultados de 1), 2) y 3) tenemos la solucién de c):

xe(—o00,—4) U [-2, )

De interceptar a), b) y c¢) hallamos el conjunto solucién final:

.

oo Xe{—o0,—4) U [4, )
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3

16 flx)= |————=
) () |x-2/2- |6-3x|+

Solucion:

3
lx - 22— 16 - 3] + 5

> 0 Entonces |x — 2|2 - 3|x — 2| +; >0
i 5
Haciendo |[x —2| = y tenemos y>-3y+; >0

(2y-1)(2y-5)>0;  ye(—w,2) U (3 o)

x = 2| e(~00,3) U (Z )

1 5
|X—2|<E v |x—2|>5
1 1 5 -5
-5<x—2<5 v {x—2>5 v x—2<7}
3 5 9 1
xe (5, 3) v {xe (5, 2 v xe (-0 =)}

Sooxe (=, =) U(Z2) U (S0

17) f(x)= v—x — ﬁ Hallar el rango
Solucion:

Primero hallamos el dominiode f: -x>0 A x+25>0; x€ (—25,0]
Calculando el rango a partir del dominio -25 < x <0, 0<x+25 < 25

1

1 1 1
< < = —_ o< - *
0<vx+25 <5 0< —- = entonces s S —= < 0...(%
Ahorade 0 < —x <25 tenemostambiénque: 0 <+v—x <5, ... (**)
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Sumando (*) y (**) -3 < V=X - \/xi—zs <5

oo yE —é,S)

Esbozar las graficas de las siguientes funciones:

18)  f(x) = |x|

Dom (f) =R
Ran (f) = [0, o0)
X
19) f(x) = Vx
y A
Dom (f) = [0, o)
Ran (f) = [0, o0)
X
20) f(x) = /x|
Vx, si x =0
f(x) =
A= , si x<0 Dom (f)= R
Ran (f) = [0, o0)
r 211 1
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y 4
X
21)  f(x) = /[«] .
\'
Dom(f) = [0, c0) e - S —
“““““““““““““““““ )
Rang(f):{\/ﬁlnezg} X . J—
! 2 3 4 5 :X
2) ) = [va]
0 si 05 x<1
1 Si 1 S X < 4
f(X): 2 si 4 S X <
3 si 9<% x<16
r 212 1
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A
\
4
3
2 )
1 .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

23) f(x) = x-[x]

fg= { x+1 si -1 Sx< 0 4

N

{213}
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N

3 50, xe(—o,—4) | (3,00)

1 si
’ x+4

v

A
v

e
O @

6 -5 -4 -3 -2

Dom(f) = R—{-4}
Rang(f) = {-1,0, 1}

214
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26) f(x) = Sgn(x —3)—3Sgn(x)

Solucion:
1, si x>0 1, si x> 3
Sgn (x) = 0, si x=0 Sgn (x-3) = 0, si x=3
-1, si x<0 -1, si x<3

Analizando el comportamiento de la funcién f(x) en los intervalos y puntos:

x<0 x=0 0<x<3 x=3 X>3 o
<« B 5 L
Si x<0 entonces f(x) = -1-3(-1) = 2; f(x) =2
Si x=0 entonces f(x) = -1-3(0) = -1; f(0) =-1
Si 0< x< 3 entonces f(x) = -1-3(1) = -4; f(x) =-4
Si x=3 entonces f(x) = 0-3(1) = -3; f(3) =-3
Si x>3 entonces f(x) = 1-3(1) = -2; f(x) =-2
V A
< 2
i
4 3 20 -1 14 1 1
2. (. :

L g
Q
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27)  f(x) = sgn(|x* —1| - 1)
Solucidn:

1, si |x2—1] > 1; X € (=00, —v2) U (~/2, )
sgn(|x2—1|-1)= Jo, si |x2—1| =1; x = {-V2,0, V2'}

-1, si |x2—-1| <1; xe {(—v2 ,V/2)-{0}

V A
- 1 »
® >
-2 1 L vz X
|0, _1 294
28) f(x) = Sgn([x + 3] — 2)
Solucion:
1, si [x+3] >2; X+32=> 2+1; x=0
Sgn([x + 3] —2)= 0, si [x+3] =2; 2 <x+3<3; -1<x<0
-1, si [x+3] <2 X+3<2; x<-1
216
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VA
1 [
-1 1 ”
- J -1
29) f(x) = Sgn(x+1). K (x-1)
Solucion:
1, si x> -1 1, si x 21
Sgn (x +1) = 0, si x=-1 H(x-1)=
. 0, si x<1
-1, si x <-10
x<-1 x=-1 -1<x<1 x=1

Analizando el comportamiento de la funcion f(x) en los intervalos y puntos:

Si x<-1 entonces
Si x=-1 entonces
Si -1< x< 1 entonces
Si o x=1 entonces
Si x>1 entonces

——

f(x) = -1.(0) = 0; f(x) =0
f(x) = 1.(0) = O; f(-1) =0
f(x) = 1.(0) = O; f(x) =0
flx) = 1.(1)= 1; f(1) =1
flx) = 1.(1)= 1; fx) =1
217 }
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1, si x 21
Resumiendo: f(x) =
0, si x<1
VA
1 H
1 X
30) f(x) = x> 4 (x—1)+2xSgn(1-x)
Solucion:
1, si x<1 1,six21
Sgn (1-x) = 0, si x=1 H(x-1)=
0, si x<1
-1, si x>1
x<1 x=1 x>1
. '1 L

Analizando el comportamiento de la funcion f(x) en los intervalos y puntos:
Si o x<1 entonces  f(x) = x3(0) + 2x(1);  f(x) = 2x
Si x=1 entonces f(x) = x*(1)+2x(0); f(x) =x*; f(1) =1

Si x>1 entonces f(x) = x*1)+2x(-1); f(x) =x*—2x
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2x, si x<1 y =x2-2x+1-1
+1=(x—-1)2
Resumiendo: f(x) = 1, si x =1 y ] ( )
Parabola de V(1,-1)
x2=2x, si x>1 se abre hacia arriba
v A
t
i /"
i o
-1 1 2 X
B

31) f(x) = x & ([x + 3])—x.Sgn(|x| —1)

Solucion:
1, si [x+3]20; & x+3>0, = x > -3
M ([x+3]) =
0, si [x+3]<0; © x+3<0, = x < -3
1, si |x] >1; & xe (—oo,—1) U (1,0)
Sgn (x]-1) = 0, si |x|=1 & x={-1,1}
-1, si |x|]<1 © xe (-1, 1)
x<-3 -3<x<-1 x=-1 -l<x<1 x=1 x>1
< _; _I 1 Ll
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Analizando el comportamiento de la funcién f(x) en los intervalos y puntos:
entonces f(x) = x(0) - x(1) ;

entonces f(x) = x(1)- x(1); f(x)

=0
Si x=-1 entonces f(x) = x(1)- x(0); f(-1) =-1
Si -1< x< 1 entonces f(x) = x(1)- x(-1); f(x) =2x
Si x=1 entonces f(x) = x(1)-x(0); f(1) =1
Sio x>1 entonces f(x) = x(1)-x(1); f(x) =0

ylk
—x Si x< =3 3]
( 0 si —-3< x<-1
_ ) -1 si x= -1
ﬂ”_i 2c si —1<x<1
1 si x =1
k 0 si x>1 R
3 02 2 v
[x—1], si3 <x<8
32) f(x) =
x|, Si x<3
Solucién:
por propiedad tenemos que: [x—1] = [x] - 1

x, si x=0

[ -

-x, si x<0
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(6 Si 7<x<8
A
5 Si 6<x<7 y
4 Si 5 < x<6
6l —_—
f(x):< 3 Si 4 <x<5 .
2 Si 3 < x<4
il
Vx Si 0 <x<3
\ V=xSi  x<0 5
I
; P
-3 -2 1 2 3 4 5 6 i7 i8 X
33) fix) = [x+2] + |x—2] -|x| -1
Solucion:
X+2, si x =-2 X—2, si x =2
lx+2|= lx — 2| =
—(x+2), si x<-2 —-(x-2), si x<2
X, si x=0
—-X, si x<0
x<-2 2<x<0 0 <x<2 x=>2
<« -; 0' >
Analizando el comportamiento de la funcion f(x) en los intervalos y puntos:
Si x<-2 entonces f(x) = x=2+2-x+x-1; f(x) =-x-1
Si -2 < x<0 entonces f(x) = x+2-x+2+x-1; f(x) =x+3
Si 0< x<2 entonces f(x) = x+2-x+2-x —-1; f(x) =-x+3
Sio x =2 entonces f(x) = x+2+x—-2—-x-1; f(1) =x-1
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2x+6
34)  f(x) = V4 — x2. Sgn (x2x-1) + [[;‘H]] -1
Solucion:
Analizando tenemos:

a) 4-x>=0; xe[-2 2]
b)

>0; & xe(-1,0) U(1,00)

1, si

Sgn(xzx_l) =<0, si x2_1=0; < x=0

-1, si <0; © xe(-o1) U (01)

Hallando el mayor entero de: [[— ﬁ]] partiendo de x e [-2, 2]
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Dea), b) y c) tenemos:

Ny

S

si

si

si

entero tenemos:

[[2x+6
x+4

Por la definicion de mayor

[[— xiJ] = -1, luego:

]]:z +(-1) =1

x € (—1,0) U (1,2)
x ={-2,0,2}

xe (=2,—-1) U (0,1)

35) f(x) = x*Sgn(x*-1) - [{%1]] |x — 1| Sgn(x+1); con xe[-3,3)

Solucidn:
1, si (x2-1) > 0; x e (—oo,—1) U (1,00)
Sgn (x2 —1) = 0, si (x*—1)=0 x = {-1,1}
-1, s (x2-1) <0 x e (—1,1)
r 223 1
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Si
Si
Si
Si
Si

1, si x> -1
Sgn(x+1) = 0, si x=-1

-1, si x<-1

[[—]]:n PR nsx;1<n+1

& 2n+1< x<2n+3

Tomando los n de tal manera que: x e [-3, 3)
tenemos que n={-2, -1, 0}

n=-2 = -3< x<-1 2 Si-3< x<-1
n=-1= -1=<x<1 [[’%1]: 1 S -1<x<1
n:o=> 1< x<3

3<x<-1 x=-1 -1<x<1 x=1 1< x<3

“o

Analizando el comportamiento de la funcion f(x) en los intervalos y puntos:

-3< x<-1 entonces f(x) = x>(1) =-2(1-x)(-1); f(x) = x> + 2x—-2

(
x = -1 entonces f(x) = x2(0) —-1(1-x)(0); f(-1) =0
1< x< 1 entonces f(x) = x2(-1) —=-1(1=-x)(1); f(x) = x*- x +1
x=1 entonces f(x) = x2(0) —0(x—1)(1); f(1) = 0
1<x< 3 entonces f(x) = x2(1) —0(x—1)(1); f(x) = x?
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Resumiendo tenemos que:

f(x) =

X2+ 2x=2 Si xe[-3, —1)

Si x={1,1}

X2-x +1 Si xe(—1,1)

Si xe(1,3)

Rang(f)=1-3,9

36) f(x) = [x+3] -|x]

Solucion:

[ 2+X

-1+x

1+x

f(x) =< 2+X

4 -x
5-x

\ 6—Xx

Si -

Si
Si
Si
Si
Si
Si
Si
Si

N = T P G
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37)

3—x
00 =
Solucion:

Vemos que el denominador debe ser diferente de cero: |x| — [x] # O;

Debemos extraer los valores donde |x| — [x] = O es decir cuando:
x| =[x]; Si |x|=[x] = [xI=0A (x=[x] v x=-[x])

De lo cual tenemos que: x =0 A (x€ Z v sedasdlosi x=0)

Operando vemos que: X € N

e |x| -[x] = 0 sélosi xE€ N

Entonces el Dom(f) = R—N.

Analizando el valor absoluto segun definicion:

a) Six>0 = f(x)=x3_;[[;‘]] b) Six<0 = f(x)= _i:[f;]]
3-x .
x Siox €01 x=3 Si x € [-1,0)

x -1 ’

Sinkd Si x €(1,2)
x 1 box ' z:i Si x € [-2,—1)
3ox Si x €(2,3)
X2 boXx ' 1 Si x € [-3,-2)
3 - . -
x_;‘z-l Si x € (3,4) i_i Si x € [-4,-3)
3—-x S c (4_ 5) ..................................................
P I X )
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38)

b)

A

EN
w
N
=
(=
N
w
N
w
o
\4

flx) = 3 — ﬁ
Solucién:
1, si (x2—4)>0; xe{(—o0,-2) [J(2,0)
sgn (x?2 —4) = 0, si (x>—4)=0;, x = {22}

1,88 (x2—4)<0; xe(-22)
Analizando la funcién f(x) en los intervalos generados por la funcion signo
Si X €(—o,-2) U(2,)

fix) =3-—= = (x-1)y-3) =-4

Hipérbola equildtera con asintotasen x = 1, y = 3, a=2v2
Si x={2,2}

f(x)=3—§ = f(2)=5 y f(2)=1
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c)

Si X €(=2,2)

4
f(X)—3—m

=

(x+1)(y-3) =-4

Hipérbola equildtera con asintotasen x =-1, y = 3, a=2v2

-~ Si xe(-0,-2) U@ )
5 Si x=-2
£(x) =
()= 9 1 Si x= 2
\ - Sixe(-22)-{-1
é yA
ey
-
I
A
— i S I R
T3
i 2 /
SO N 1 /* _____ /
2 -1 1 2 3 ;
o 7

——
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39) 7 + 2

o Si |x|>2 A x*6
fix) = < J4Sgn(x2— 1) — 22 Si 1< |x|<2
[&]+ » Si x| <1
xX—2

Solucioén:

a) Si |xI>2 A x#¥6 &  xe(-9-2)U2x {6}

2
y:7+x_6 S (x=6)(y=7)=2

Hipérbola equilatera con asintotasen x =6, y =7, a=2

b) J4Sgn(x*— 1D —x%2 , Si 1< [x|<2 (xe[2,—-1) U (1,2])

1, si (x2—1) >0; x e (—o0,—1) U(1,00)

sgn (x?2—1) = 0, si (x*—-1=0 x = {1,1}

-1, s (x2-1) <0 x e (—1,1)

~Sioxel-2,-1) U (3, 2] \/4Sgn(x2 —1)— x2 = 4(1) — x2
c) [[ﬁ]]+x2 s Silxl<1

-1 <£x£1 = -1 <

IN
|
I

—
L
||~
N
=
I
|
(WY

1
x—2 3
Ahorade a), b) yc) tenemos:

2

7-—  Si xe(-,-2)U(20) —{6}
fx) = Va—x2  sioxe[-2,-1)U(1, 2]
x2—1 Si xe[1,1]
{ 229 }
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y“

3 2 1 1 " 3 4 5 16 X
) ]
40) |x2 — 9| Si |x|>4
f(x) = sgn([x+ 1] +2) Si 4<x<0

Jsgn(x—2)+ [[x—2]| Si 0<x<4

Solucidn:
a) Si |x|>4 =  xe(—,-4) U (4,00)

|x2 — 9| = x2-9 (considerar la definicién del valor absoluto e interceptar con el

intervalo anterior)

b) 1 S [x+1] > -2 = x = -2
sgn([x+1] +2)= <0 Si [x+1]=-2 = -3< x<-2
-1 S [x+1] < -2 = x< -3
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c)

Observe que: [x] >n © x=>n+1
[x] <n © x<n

Interceptando con el intervalo —4<x< 0

1 Si x€ [-2,0)
sgn([x+1] +2)= <0 Si x€ [-3,-2)
-1 Si X € [-4, =3)

\/sgn(x—2)+|[[x—2]]| Si 0<x<4

1, si x> 2
Sgn(x_z) = 0, si x=2 |[[x_2]]|

-1, si x<2

Analizando los intervalos que generan la funcién: Sgn(x-2) y |[x—

Si x >2
V140
\/sgn(x—2)+|[[x—2]]| = Vi+1
V142

Si x=2

Jsgn(x—2)+ [[x—2]| = VO+0 =

Si x<2

si

si

© L N

si

= 9

2 Si

= 1 si
= V2 i
= \/§ si
0, Six-=

x € [0,1)
X € [1,2)
X € [2,3)
X € [3,4)

2]|

x€(2,3)
X€E [3,4)

x=4

2

Vv-1+1=0 Si x€[1,2)

\/sgn(x— 2) + |[x — 2]

V=1+2 =1 Si x€[o,1)

Resumiendo c¢) tenemos:
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1 Si xe[0,1) U (2,3)

0 Si xe[1,2]
Jsgn(x—2) + |Ix—2]| = V2 Si x e [3,4)
V3 Si x=4

De a), b) yc):

( x2=9 Si xe (—oo,—4) (4, )

1 Si x € [4,-3)
0 Si xe[3,-2) UIL2]
fl = < 1 Si xexe [2,0) Uo,1) U(23)
V2 Si x e [3,4)
\ V3 Si x=4
|
: 4
6
5
i
3
2 <
1 —
4 3 ) 1 1 iz 34 X
-1
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41)  f(x) = V9 — x2 Sgn(@) + [[2x+sﬂ -1

x—1 x+3

Solucion:

a) 9-x*>0 = xel33]

b) Sgn(“xZ_Tl"); 2+4x20 = x>-2 A x#1
(1 si 5% 5 0 = x>1
x—1
Sgn(@) =< 0 Si x2_+1x =0 > x=-2
105 2 <0 = 2s<x<1

c) [{““1] 2 + [[ L ]] hallar el t |
= - ara nallar el mayor entero veamos e
x+3 x+3 P ¥

Dominiode f(X): Dom(f) = [-3,3] N [-2, ) -{1}

Dom(f) = [-2, 3] - {1} = 2<x<-3 A x=% 1

el <1 5 a<--Lt <1
6 x+ 3 x+ 3 6
1 1
H— ﬂ = —1; elresultadodec)es: 2+H— H =2+(-1)=1
x+3 x+3

De a), b) yc)tenemos:
V9 —x2(1)+1-1; si xe(1,3]
v9—x25gn(ﬂ)+[[2x+5]]—1 = VO —x2(0)+1-1; si x=-2

x-1 x+3

-VI9—x2(-1)+1-1; si xe(-2,1]
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V9 — x2 si x e (1,3]
f(x) = 0 si x=-2
V9 —x2; si xe(=2,1]

vlk
........... E
2 0\\
Rang (f)=[-3,~V5)U [0, VB) 7' ;
3 2 1 1 2 3 =X
3
42) x® - |x| si xe(-3,2]
f(x) =
x[lx — 2|] - ngn(i%i) si xe(2,4]
Solucidn:

a) Considerando el dominio tenemos:

X, si x=0 x2+x, si xe (—3,0)

A -

—-Xx, si x<0 x2—-x, si x € [0,2]

b)

X—2, si x=2

x—2 -

—(x—=2), si x<2,nopuede suceder segun el dominio)
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0 Si x e(2,3)

M[lx — 2[]=
1 Si x e [3,4)
1, si xe(—o,1) U (2, 00)
x—2 . , .
Sgn (x — 1) = 0, si  x = {2} (nopuede suceder segin el dominio)
1, si x € (1,2) (no puede suceder segtin el dominio)
De a) y b) tenemos:
X2 +x Si x e (=3,0)
X2 - X Si x e [0,2]
f(x) =
x(0)—2(1)=-2 Si x e (2,3)

x(1)-2(1)=x-2  Si xe [3,4)

Rang(f) = -3, 6) U {-2}
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43)  f(x)= 2x + [[Lﬂ] Si X ¢ (—1,0)

X —

Solucion:

7x — 15 8 .
1 =7 + 7.1 Usando el dominio para hallar el mayor entero:
8
-1<x<0 = 4 < bt <8
[ 8
4 < — <5; - =4 = -1<x<-—=
x—-1 L x-—11
8
SS—S < 6; - :5=>-§SX<—1
x-1 | x-—1] 5 3
8 1 1
6 < — <7 - =6 = --<x<--
x—-1 x—1 3 7
8 1
7< — < §; - =7 = --<x<0
x—1 x—1 7
. 3
2x +11 Si x.e(—l,—g)
. 3 1
2x + 12 Si x —-=, ==
f(x) = cl=5.-3
2x + 13 Si xe[—-2,-2)
3 7
2x+ 14 Si xe[—=,0)
7

o= 0.2 0 [2.2) 0 [2.2) v [2.19)

Se deja el grafico para el entretenimiento del lector.
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Realizar las siguientes operaciones con funciones:

44) Dados f= {(11 2):(3: 4):(21 5):(41 1)} y 8= {(3: '1):(21 1):(11 0),(0, 2)}

Calcular: a) f+g b) f-g c) f.g d) 5

Solucidn:

Hallando los dominios de f y g tenemos:
Dom(f) ={1, 2, 3, 4} Dom(g) = {0, 1, 2, 3}
Dom(f) N Dom(g) = {1,2,3}

a) f+g=1{@12),206)33)}
b) f_g = {(1r 2)1(2/ 4)1(3r 5)}
C) f. g= {(11 0)1(31'4)1(21 5)}

d) Hallamos el Dom(i) =Dom(f) N Dom(g) —{x € Dom(g)/ g(x) = 0}
Dom(i) ={1,2,3}-{1} = {2, 3}

f_ -
E = {(21 5)1(31 4)}

45) Dados f= {('31 Z)I(OI O)I(ZI 4):(3r '1)r(4r 3)} Yy g= {(Zr 0)r(3r 4):(4r 7):(6r 2)}
Calcular: a) f+g b) f-g ) fg d) g
Solucion:

Hallando los dominios de f y g tenemos:
Dom(f) ={-3,0, 2, 3,4} Dom(g) = {2, 3, 4, 6}

Dom(f) N Dom(g) = {2,3,4}
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46)

a) f+g=1{(24),3,3)(4, 10)}
b) f- g = {(21 4);(3; '5)1(4; _4)}
c) f.g=1{(2,0),(3,-4),(4,21)}

d) Hallamos el Dom(i) =Dom(f) N Dom(g) —{x € Dom(g)/ g(x) = 0}
Dom(i) ={2,3,4}- {2} = {3, 4}

f _ 1 3
E - {(31 _1)1(41 ;)}

Hallar (f+g)(x) si:
-1 Si x<0

1—-—x si x<1
f(x)={ g(x) =4 x Si 0<x<2
Vx, Si x =4

X+ 5 Si x >2
Solucion:
Observe la forma de:

f1 g1
f(x) = {f g(x) = {92

93

Interceptando los dominios para ver la existencia de (f + g)(x)

a) Dom(fi)) N Dom(gi) = x<1 A x<0 = x €(—x,0)

(fi+g)x)= V1 — x + x¥* -1

b) Dom(fi) N Dom(gz) = x <1 A 0<x< 2 = x €(0,1)

(fi+g)(x)= V1 — x + x

c) Dom(fi)) N Dom(gs) = x <1 A x>2 = x €0
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47)

d) Dom(f;)) N Dom(gi)) = x =4 A x <0 = x €0
e) Dom(f;)) N Dom(gz) = x =24 A 0<x< 2 =x¢€0
f) Dom(f;) N Dom(gs) = x =4 A x >2 = x € [4, )
(f+gs)x)= VX +x+5
Resumiendo tenemos:
X +V1 —x =1 Si xe(—x,0)
f(x) = x+ V1 — x Si x e [0,1]

x+Vx + 5 Si x e [4, )

Se deja el grafico para el entretenimiento del lector.

Hallar (f+g)(x) y graficar si:

sgn|x2— 4|, six<o9

f(x) = ﬂx;'ﬁ]], Si x2—-12x<-27

x2+10x +21, Si |[x —3| > 6

Solucion:

Sgn|x® — 4|  si x€[3,3]

fix) = { [£] +2 Si x €(3,9)

g(x) =3; Si x<9

x2 +10x + 21 Si x € {(—00,—3) U (9, 0)
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a)

1, si |x2—4] >0;
sgn|x?— 4|= J 0, si [x2—4] =0;

-1, si |x2—4| <0;

b) [[%]]+2 = n< Z<n+1;

w

Tomando n=1 y n= 2

Cuando x € (3,6) entonces

Cuando x € [6,9) entonces H

wlR WX
e b=

= xeR-{22}

= X €

= {22 n [-3,3]

3n < x < 3n +3;

Considerando f(x),a), b) y g(x)tenemos:

0+3=3 Si x={2,2}

(f+g)(x) =X 3+3=6 Si x € (3,6)

4+3=7 Si x € [6,9]

L (x+5)*-1 Si x € [-00,-3[

3, si X € (3,6)

4, si X € [6,9)

[ 1+3=4 Si x € [3,-2[U ]-2,2[ U 12, 3]

4 Si x € [-3,3]-{2,2}
3 Si x ={-2,2}
(f+g)(x) = 6 Si x € (3,6)
7 Si x € [6,9]
(x+5)2-=1 Si x € [-o,-3]
{ 240 }
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Rang(f +g)(x) = [-1, )

48) Sea f(X) =|x—2| + |x+ 2| ]
Hallar el rango y la grafica

3x+2, si x <0 de H(x) = f(x) + g(x), donde
g(x) =
1-x, si X=0 Dom(H) =[-2, 3[
Solucion:
[x—2] + |x+2] +3x +2, si x< 0 n [-2,3[
f(x) +g(x) =
lx=2] + |x+2] +1-x, si x =0
[x—2| + [x+2] +3x +2, si x€[-2,0]
H(x) =

[x—2] +|x+2] +1-x, si x€[0, 3[
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Analizando los valores absolutos

X—2, si x=2

x-2 -

—(x=2), si x<2

X+2, si x=-2

‘x+1=
—(x+2), si x<-2
2-x+x+2+3x+2, Si xel[20]
H(x) = 2-X+ X+ 2+ 1-x, Si xe[0,2]
2-x+x+2+1-x, Si xe[23]
3x +6, Si  xel[-20]
Hx) =< 5-x Si xel02[

X+ 1, Si xe[23]

<
——»

/:
Rang(H) = [0, 6] : yd
; f
VAR
(=]
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49) Hallar (f+g)(x) y graficar

[x?] + |«* — 1] =3, si x€[-2,2]

f(x) =
2;6:11, si x € ]2,4[
4-[x?], six<2
g(x) =
-2, si x =2
Solucion:
[x2] + |x2 — 1] -3 + 4 - [x2], Si xel[22]
(f+eg)x) = < [x°] + [x* — 1] =3 -2, Si ox=2
22 Si xel24]
x -1
[x2 — 1] +1, Si  xel22]
(f+g)x) = 2, Si x=2
1
Py Si xe]24]
(x*2=1+1=x3% Si xel[-2-1] U1, 2]
1-x2 +1=2-%%, Si x e]1,1]
f+g)(x)=
(f+g)(x) { ) Sy e 2
= Si xel24]
\x-1
r 243 1
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yA

Rang(f + g)() = 17 ,4]

50) Sean las funciones  f(x) = x?-2x+2, y > 5
g(x) = 2|x—1| +1; con x €[-3,4[. Hallar f +g, elrangoy

esbozar la gréfica.

Solucidn:
a) Enlafuncion f(x) tenemosque y = 5
X2=2x+2 =5
(x=3)(x+1) =20 = x € ]-oo,—1] U [3, 0]
Porlotanto  f(x) = xX*=2x+2, x € ]-c0,—1] U [3, oo
b) Analizando la funcién g(x) tenemos:

x—1, si x=1 n [3,4 = [1,4]

x-1 -

—(x-1), si x<1 n [3,4 = [3,1]

2x-1, si x € [1,4]
glx) =
-2x+ 3, si x € [-3,1]
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De a) yb) e Interceptando los dominios tenemos:

X2 +1, si x € [3,4]
(f+g)x) =

x} —4x +5, si x € [-3,-1]

Hallando el rangode f+ g

Sea y1 = x2 +1, si x € [3, 4) entonces veamos en que intervalo esta Y1

3 <x<4 = 10 < x2 +1< 17 ~ Y1 € [10,17]
Sea y, =x?—4x+5, si X € [-3,-1[ entoncesveamos en que intervalo esta Y

3 <x<-1 = 10 < x*-4x+5<26 S Y2 € [10, 26]

El rango seria: y1 U vy, = [10,17[ U [10,26[ = [10, 26[

Ya
26
o)
17| r
10
3 2 1 1 2 3 4 i
{ 245 }
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1) Sea Ix2 — 4, si x € 16,0
f(x) =
2, si X € [2, oo
X+2, si X € [2, oof
glx) =
1, si X € ]-oo0, 2[

Hallar: (5)(x), el rango y su grafica.

Solucion:

a) Desarrollando el valor absoluto de f(x) tenemos:

x2—4, Si  xe[6,-2]
fix) = <4-x34 Si  xe]20]

2,  Si xel[20f

b) g(x) debe ser diferente decero: g(x) # 0 = x+2* 0

X #+ -2
X+2, Si X € ]2, 0
8(x) =4
L 1 Si X € ]-o0, 2]
e 2_
x14 = x2-4 Si  xel[6 -2
.2
L =< == =a-% si xel20]
2 .
T2 Si X € ]2, o]
\
( 246 ]
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Rang(i) = 10, 32] \ / 3

xV

52) Hallar: (5)(x) e indicar su rango

f(x) = Z.Sgn[%(x —2)2+1]; Si xeR

g(x) = ngz_l]]; si x € -1, 2]

Solucion:

g(x) debe ser diferente de cero, entonces veamos cuando g(x) = 0 para quitarlo:

[Z=]=0 o 0<E =<1 = xel 1l
2 2 3

Dominio de g(x) = x € ]-1,2] - [%, 1[

Domg(x) = x € ]-1,§[ U [1,2]

Ahora veamos el comportamiento del mayor entero en g(x):

3x-1 3x—-1 2n +1 2n+ 3
[[2:|:|:n (:)nST<n+1=> 3 SX<T

Reemplazando valores para n segun el dominio tenemos:
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n=-2 = xE[—l,—%[

2, Si x €1 —=[
3

1 1

n=-1 = x € [-, - |

3° 3

1, SixE€ [-g,

Wl

[
n=0 = xe[é,l[ g(x)=<
1, sixe€[3
s 3’3
n=1 = xE[l,g[

L2, Sixe [2,2[

n=2 =>x€[§,2[

Desarrollando la funcidn signo en f(x)
(1, Si %(x—2)2+1>0 = x €R

Sgn[%(x—2)2+1]=< 0, Si %(x—2)2+1=0 = x €@

.1
\-1 i 5(x—2)2+1<0=xe®
Por lo tanto al reemplazar en f(x) el valor de la funcién signo tenemos:

f(x) = 2(1)=2 Si x €R

(1, Sixe ]-1,—%[
2, SixEe [-%, %[
Ahora hallando: Lix)= <
9 2, Sixe€ [g,g[

!
RangZ(x) = {-2,-1,1,2 ,
ang () = 2, } (1L Six€eR,2
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Composicion de funciones

53) Determinar “fog” Si f={(1,3),(2, 4),(3, 5),(4, 6)}

y g= {(41 1):(11 2):(6: 3):(01 '2)}

Solucion:

Teniendo en cuenta las siguientes definiciones:

(fog)x) = {(x,f(g(x))) / x€ Dom(fog)}

Dom(fog)= {x € Dom(g) A g(x) € Dom(f)}

fog = {(4,3),(1,4),6,5)}

54) Determinar “fog” y “gof’ Si f={(0,1),(1,2),23),(4,3),5 2)}
y &=1{(6,7)(5,4),4,3),(2,4)(1, 4),(6, 7)}
Solucién:
fog = {(53),(2,3).(1,3)}

gof = {(0,4),(1,4),5,4)}

55) Determinar “gof” Si f={(2,5),(5,7),(3, 3),(8, 1)}

y 8=1{(1,2),(2,3)(4,5),(6,7)}

Solucion:

gof = {(82)}
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56) si 3x-2, si x € [-4,4]
f(x) =

X, si x € [4,6]

y g(x) = x*+1; Hallar (fo g)(x).

Solucion:
(fro8)(x)
(fog)x) =
(f2 0 8)(x)
a) fiog

Dom(fiog) = x € Dom(g) A {g(x) € Dom (1)}
Dom(fiog) = x ER N x*+1 € [-4,4]
Dom(fiog) = R N x*<3

Dom(fiog) = R N ]-V3, V3]

Dom (fiog) = 1-v3, V3

Hallado su dominio ahora veamos (f1 o g)(x)
(fiog)x) = fi(g(x)) = fi(x*+1) =3(x*+1)-2
Resumiendo a) tenemos:
(fiog)(x) = 3x*+1, Si x€ ]-V3, V3]

b) f,og

Dom (f,og) = x € Dom(g) A {g(x) € Dom (f;)}

Dom(f,og) = x E R N x*+1€ [4,6]
Dom(f,og) = R N 3< x2<5
Dom(f,og) = R N 3< [x|*<5

[ 250 )
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Dom (f,o0g) = R N x € ]-V5,-Vv3]U [V3, V5]
Dom (f08) = 1-V5,-V3] U [V3, V5]

Hallado su dominio ahora veamos  (f; o g)(x)

(fog)lx) = fa(g(x) = f(xX*+1) =x*+1
Resumiendo b) tenemos:

(fog)x) = x*+1, Si x€ ]-vV5,-v3]U [V3, V5]

De a) y b)

3x*+1, si x € 1-V3, V3]
(fog)lx) =
x*+1, Si x€1-V5,-v31U [V3, V5]

57) Dada las funciones:  f(x) = x>+ 2x + 3; g(x) = x-5 vy la
funcién h(x) = 2x* + x; Hallar Ay B si:

_[(o9® + (o HA.Fog)(=1) —(hog)(4)]‘3

A (fogoh)(0)— (hofog)4

B = Fog)B3) + (hO.q)(Z)] .(f 0 F)(0)

(ho /(-1
Solucién:

(fog)(3) = fg(3)) = 3; (hog)(4) = h(g(4) =1
(gof)(1) = glf(1)) = 1; (fogoh)(0) =f(g(h(0) = 18
(foh)(-1) = f(h(-1)) = 6; (hofog)(4) =h(f(g(4))) = 10

3+1(6) - 1]‘3

A = [
18-10
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(hog)(2) = h(g(2)) =15

hof)(-1) = h(f(-1)) =10
(hof)(-1) = h(f(-1) 5 = [£229] (18)
(fof)(0) = f(f(0))=18
g = 162
5

_ 2
m[[lx 2':24f a ZH, si x € [2,6]

1
58) fx) =

-X, si x€ 10,2

g(x) = 3x>-x, x € R—[3,-1[ ; Hallar g o f.

Solucion:

Analizando el valor absoluto y el mayor entero:

x=2, si x=2 Interceptando con el dominio:
-3 -
—(x=2), si x<2 X € [2, 6], tomariamos x — 2
X-2 +x%-x-2
e N

4Nx -2, si x € [2,6]

flx) =
-X, si x €10, 2[
(g of1)(x)
Ahora (gof)(x) =
(g 0 f2)(x)
( 252 ]
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a) gof;

Dom(gofi) = x € Dom (f1)) A {fi(x) € Dom (g)}
Dom(gofi)) = x € [2,6] N 4JVx—2 € R-[-3,-1]
Dom(gofi)) = [2,6] N x =2

Dom(gofi) = [2,6]
Hallado su dominio ahora veamos (g o f1)(x)

(gof)(x) = g(fi(x)) = gdVx—2) =3(@Vx—2)- 4/x =2

Resumiendo a) tenemos:

(gofi)(x) = 48(x-2)—4x—2, Si x€[2, 6]
b) gof,

Dom (gofy) = x€ Dom (f)) A {fa(x) € Dom (g)}

Dom(gof)= x €10,2[ N -x € R—[3,-1[

Dom(gof)= 10,2 N  x € ]-00,1]U ]3,00[

Dom (gof,) = 10,1]

Hallado su dominio ahora veamos (g o f2)(x)

(gof)(x) = glf2(x)) = gl-x) = 3(-x)* —4(-x)

Resumiendo b) tenemos:

(gof)(x) = 3x+x, Si x€]0,1]

De a) y b)

48(x—2)— 4Vx —2 . Si x€ [2.6]
(fog)lx) =

3x2 + X, Si x€1]0,1]
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59) Sean las funciones f(x) = V2x—1 vy glx) = v2x2-7
Hallar la funcién h tal que (f o h)(x) = g(x).

Solucion:

(foh)(x) = g(x) & f(h(x)) = g(x)

J2h(x)—1 = V2x2 -7
2h(x) = 2x*-6
h(x) = x*-3

60) Si f(x-2) = xf—g; Hallar el valor de “x” de modo que:

(fof)(%) = .

Solucion:
2 2
f(x-2) = m entonces  f(x) = Y
(fo f)(%) = 5 ; f(f (;)) = 5 reemplazando tenemos:
d-x gL, 1
3x -2 17

61) Hallar fog si f(x)= 2x> + 1, con x € ]-2,20[

1-2x, Si XE ]-o0, -2

g(x) =
2x, Si X€E ]6, 0
Solucidn:
) (fogi)(x)
Observe que: (fog)(x) =
(foga)x)
( 254 ]
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a) fog
Dom(gofi)) = x€Dom(gi) A {gi(x) € Dom (f) }
Dom(gofi)) =x € ]-0,-2[ N 1-x €]-2,20]
Dom(gofi) = ]-0,-2[ N ]-19, 3[
Dom (fogi) = ]-19, -2[
Hallado su dominio ahora veamos (f1 o g)(x)
(fogi)(x) = flg(x)) = f(l-x) =2(1-x)>+1
Resumiendo a) tenemos:

(fogi)(x) = 2x*=4x +3, Si x€ ]-19,-2]

b) fog
Dom (fog,) =x € Dom(g2) A {ga(x) € Dom (f)}
Dom (fog,) =x €16,0[ N 2x € ]-2,20]
Dom (fog) = 16,0 N ]-1,10[

Dom (fog,) = 16,10[

Hallado su dominio ahora veamos (f o g2)(x)
(fogalx) = flgax)) = f(2x) = 2(2x)*+1
Resumiendo b) tenemos:

(foga)x) = 8*+1, Si x€16,10]

De a) y b)

2x*—4x +3, si x €]-19,-2]
(fog)lx) =
8*+1, Si x€]6,10[
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62) Hallar g o f si: [[ / 1 ]], Si xe 1, 1]
|x + 2]

f(x) =
|x|, Si x€ [1,00[
x? [x2] - 2|« , Si x€ ]-vZ,0]
g(x) =
X[lx — 3|] + 2, Si x€ 12,4
Soluciodn:

a) Analizando f(x):

. 1 .
Si xe(-1,1) = [[ |x+2|]]—0 y si XxX€[1, 0] = [x]|=x

Reescribiendo f(x) tenemos:
0, Si XE 1, 1 e f1
flx) =
b) Analizando g(x):
b.1) x?[x?]-2|x] con x€ ]-v2,0] desdoblando el dominio:
Si -V2<x<-1 = [x?] =1
Si -1<x <0 = [x*] =0
b.2) X.[x=3]] +2 con x€ ]2, 4]
Si 2<x< 4 = -1<x-3<1 = |x-3|«<1
0<|x-3l<1 = Mlx—31=0

De b.1) y b.2) tenemos:

X3(1)-2(x)= x2+2x, Si  xelV2,-1] ... g1

x2(0) -2(-x) = 2x, Si X €11, 0[n.. g2
glx) = x2(0) -2(x) = -2x, Si X = 0 g3
x(0) + 2, Si xe]2,4] a8
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Las posibilidades de composicién de g y f son:

 giofi ; Dom(giof

)
giof, ; Domi(giof; (0}
g,0fi ; Dom(g:0fi)= @
=0

g2of, ; Dom(g:0f2
gof= <

gsof, ; Domi(gsof;

?
=0

gaofi ; Dom(gaofi

)
)
)
)
gzofi ; Dom(gsofi)* 0
)
)
)

\. gsof ; Dom(giof)# @

Desarrollando la composicién para “gzofi” y “gsof,”
Dom (gzofi) = x € Dom (f1)) A {fi(x) € Dom (g3 )}
Dom(gsofi)) =x€]-1,1[ N O

Dom(gsofi) =]-1,1[ n R = ]-1,1]

Hallando (gs o f1)(x) = g3 (fi(x)); g3(0) = -2(0)=0

~(gsofi)(x) = 0 con xel1,1[

Dom (gs0f2) = x € Dom (f)) A {fa(x) € Dom (ga )}
Dom (gsofy) = xE]L, 0] N xel2 4

Dom (ga0f2) = 12, 4]

Hallando (ga 0 f2)(x) = ga(fa(x)); ga(x) = 2

~(gaof)(x) = 2 con xe]2, 4]

Finalmente tenemos: 0, Si x€]1,1]
(g o f)(x)

2, Si x€]2,4]
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63)

64)

Si f:[3, o[ — R, definida por f(x)= ﬁ Vi g:[%,oo[—> R,

2x

i 1, Hallar (g o f)(x).

X

definida por g(x) =

Solucion:

f(x) = ﬁ Si xe[3,00] A glx) =21

Si xe [,

Dom(gof)= Dom(gof) = x€ Dom (f) A {f(x) € Dom (g)}

Dom(gof) = x€ [3,0) N Ziz
Dom(gof) = [3,00[ N ]-o0,4]= [3,4]

Hallando (g 0 f)(x) = g (f(x)); g($)= X

“ (gof)x) = x, Si xel3, 4]

Si (fog)(x) = x®*+x+1; g(x) =x3+ 1, Hallar (go f)(9).
Solucidn:
Tenemos que: (fog)(x) = f(g(x)) = f(x® +1) =x> +x +1
Nos piden hallar (g o f)(9) = g(f(9)),
Tenemos que para f(9) hacemos x*+1 =9 dedonde x = 2, que
al reemplazar en:

x>+ x+1=(2)P®+2+1 =11, Porlotanto f(9)=11,

Ahora g(11) = (11)* +1 = (gof)(9) = 1332
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65) Si f(x)=|x —1| + |x — 2|;

2x-1, Si x<-1

g(x) = 2, Si -1<x<1
Hallar (g o f)(x).
X2, Si x >1
Solucion:
giof
De la forma de las funciones tenemos que: gof =< gof
gsof
a) gof
Dom(giof) = x € Dom(f) A {f(x) € Dom (g1) }
Dom(giof) = xER N |x —1]+|x — 2] <-1
Dom(giof) = 0
b) g.of
Dom (gzo0f) = x€ Dom (f) A {f(x) € Dom (g2)}

Dom(g,of)= x ER N -1<|x —1]+|x =2| <

[EEY

Dom(g;of)= x ER N [1,2]
Dom (g2 of)= [1, 2]
Hallado su dominio ahora veamos (g2 o f)(x)
(g20f)(x) = g (f(x) = gallx—1]+ [x-2]) =2
Resumiendo b) tenemos:
(g20f)(x) = 2, Si x€[1,2]
c) gsof
Dom(gsof) = x€ Dom (f) A {f(x) € Dom (gs3)}

r2591
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Dom(gsof)= x ER N |x—1| + |x —2| >1
Dom(gsof)= x €ER N {]-0,1[ U ]2,00[ }
Dom (g30f)= ]'Ool 1[ U ]21 OO[

Hallado su dominio ahora veamos (gs o f)(x)

ga(lx—1]+ |[x—2])=(3-2x)* Si xE€]J-oo0,1]
(8s0f)(x) =
ga(lx—1]+ |x—2]) =(2x=3)*> Si x€]2, 0]

Finalmente de a), b) y c) tenemos:

2 Si x€[1,2]
(gof)(x) =
(2x=3)2 Si x€]-00,1[ U ]2, oo

Ejercicios con funciones inyectivas, biyectivas e inversas:

66) Sea f(x) = ver si f esinyectiva.

x2+1
Solucion:
fesinyectiva: Si f(a) = f(b) entonces a=b

@ b o b?+1) = b@2+1)

aZ+1 b2+ 1

(b—a)(ab-1)=0 = a=b v ab=1

f No es inyectiva por tener las dos posibilidades
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10 + 3x
10 — 2x

67) Sea f: A —> (-4,1] definida por f(x) = , hallar Ay

mostrar si f es inyectiva.
Solucién:

1
0+ 3x <1 — _lg 1
10 — 2x 5 x—5

N
vl m

a) hallando el dominio. -4 <

Desarrollando las desigualdades independientemente tenemos:
A = {x€]-,0] U 10,0 }

b) analizando la inyectividad:

10+3a _  10+3b
10-2a  10- 2b

observando el dominio a y b # 5
= (10 +3a)(10-2b) =(10 + 3b)(10 - 2a)

Reduciendo tenemos que: a=b

f esinyectiva

68) Sea f(x) = ﬁ con x # -2, ver si f esinyectiva.

Solucion:

fesinyectiva: Si f(a) = f(b) entonces a=b

b-1 .
- " 312 por el dominio ay b # 2,

(a—=1)(b+2)=(a +2)(b-1) = a=b
f esinyectiva.
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X

69) Sea f(x) = con x€ ]0,2[ U ]2,0[ ; ver si f esinyectiva.

x2—

Solucion:

fesinyectiva: Si f(a) = f(b) entonces a=b

a b ..
2-2 - p2_ Poreldominio ay b= 2,

ab’ - 4a =ba’?-4b = (b-a)(ab+4)=0
a=b v ab =-4 (esta posibilidad queda descartada considerando que a

y be ]0,2[ U]2, 00
f esinyectiva.

70) Probar si f es inyectiva y luego hallar su inversa

4-+Vx2 + 12x +27, Si x< -11
f(x) =

X2 +6x + 6, Si x >0
Solucion:
a) probaremos lainyectividadde f; y f;
b) Rango de f; N Rangodef, = @

c) Hallarlainversasise cumple a) y b).

a) Probaremos lainyectividad de f; y f;
Para fi(x) = 4— vx? + 12x +27, Si x< -11
Aplicando la definicidn tenemos:

4— +va?+12a +27 = 4- Vb?+12b+27 con ay b€ ]-mo,-11]

a® + 12a +27 = b® + 12b +27 = (a—b)(a +b+12) = 0
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b)

a=b v a+b=-12 (esta posibilidad queda descartada considerando el

dominio)
f; esinyectiva.
Para fy(x) = x* +6x + 6, Si x>0
Aplicando la definicidn tenemos:
a’?+6a+6=Db’>+6b +6 con aybe O, of

(a—b)(a +b+6) = 0 > a=b v a+b =-6 (esta posibilidad queda
descartada considerando el dominio)

f, esinyectiva.

Rango de f; N Rangodef, = @
Hallando el rango de fi(x) = 4— vx2 + 12x +27, Si x < -11

(x + 62-9 =16 = JE+6)2-9 = 4
> 4- Jx+6)2-9 <0

De x<-11 = x+6<-5 = -(x+6) = 5

H—/
< Y10
Hallando el rango de fy(x) = x> +6x + 6, Si x >0
De x>0 = x+3>3 = (x+3?%>9
XX +6x+9>9 = XX +6x + 6 > 6
%(_J
y2 > 6

Rango de f1 N Rangodef, =]-0.0] N ]6,0[ = @
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c) Hallandolainversade f; y f,

Para la inversa de f; tenemos: Forma 2: (fof?)(x) = x
Forma 1: cambiando x por y Es decir: f1(fi'(x)) = x
x=4-\y? + 12y +27 4= JHTO+ 6)2- 9 =x
Joy+6)2-9=4-x (4-xP? = (fi'C)+ 6)* =9

(y+6)> = (4-x)*+9 ')+ 6)* = (4-x)2 + 9

y=-6+ VxZ— 8x+25 fil)=-6+(4-x02 +9
y=-6- VxZ—8x+25 fitG)=-6 — Vx? — 8x+25

Obsewaciin:

Se toma el signo menos considerando el dominioyque y; < 0
ffl(x)= -6 — Vx2— 8x+25 con x <0

Para lainversa de f, tenemos:

Forma 2: (fof?!)(x) = x

Forma 1: cambiando x por y
Es decir: f, (f2}(x)) = x

X=y’+6y+6
[ ) ]2+6[f;1(x)]+6 = x
(y+3)P = x+3
[10)+ 3]2 =x+3

y=-3+ Vvx+3
i) =-3 + Jx 3
y=+vx+3 -3

1 x) = Vx +3 -3
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Funciones

Obsenwvacidn:

Se toma el signo menos considerando el dominioy que vy, >6
f51(x)= Vx+3 -3 con x>6
De a) b) y c) tenemos:

-6 —Vx% — 8x+ 25 Six<o0
f1(x) =
Vvx+3 -3 Si x>6

71) Probar sif es inyectiva y luego hallar su inversa

X2+ 2x-2 Si x €[-3,-2]
f(x) =

|x + 3|
|[x — 2|-1

Si x€ ]1,2]

Solucién:
a) probaremos la inyectividad de f; y f;
b) Rango de f; N Rangodef, = @

c) Hallarlainversa si se cumple a) y b).

a) Probaremos la inyectividad de f; y f;

Para fi(x) = x* + 2x-2 Si x €[-3,-2]
Aplicando la definicidon tenemos:
a2+ 2a-2=b>+2b-2 con aybe€ [3-2]

(a=b)(a+b+2) = 0 = a=b v a+b =-2 (estaposibilidad
queda descartada considerando el dominio)

f1 esinyectiva.
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Para f(x) = % Si xe 1,2

Analizando los valores absolutos en el dominio:

x+3, si x=-3 X—=2, si x=2
x+3 - x-2 -
—(x+3), si x<-3 —(x—=2), si x<2
Tenemos que:
x+ 3 x+3
fa(x) = = nx € ]-1,2[ - {1
) = s = T co 1,20 - {1}

Aplicando la definicidn tenemos:

a+3 b+3
T-a - 1-01 con ayb € 1-1,2[ - {1}

(@a+3)(1-b) = (b+3)(1—-a) = a—-ab+3-3b=b-ba+3-3a
= a=b ~ f, esinyectiva.

b) Rango de f; N Rangodef, = @

Hallando el rango de fi(x) = x*> + 2x—2 Si x €[-3,-2[

De -3< x<-2 = -2<x+1<-1 = 1< -(x+1) <2
1< X¥+2xx+1 <4 = 2< X+2x-2 <1
%_J
f1(X)

fi= y1 € ]-2,1]

con x € ]-1,2[ - {1}

Hallando el rango de fy(x) = fj >

fa(x) = -1+ con x € ]-1,1[ U 11, 2]

1-x
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si x € ]-1, 1] Si x € ]1,2]

-1<x <1 1<x <2

0<l-x <2 -1 <1-x <0

1+ = > 14+ = <5
1-x 1- x

fa= y2 € ]-00,-5[ U ]1,00[
Rango de f; N Rangodef, =1-2,1] N {]-,-5[ U]1l,00[ } = @

c) Hallando lainversade f; y f;

Para la inversa de f; (cambiando x por y) tenemos:
x=y? +2y—2
X+ 3=(y+1)>
y=-14+Vx+3

Observacion:

Se toma el signo menos considerando el dominioy que fi=y; € 1-2, 1]

fflx)= -1- Vx+3 con x € ]-2,1]

Para la inversa de f; (cambiando x por y) tenemos:
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Funciones

4

fre0= 1- x+ 1

con x € J-oo,-5[ U ]1,00[

De a) b) yc)tenemos:

-1- Vx+3 con x € ]-2,1]
f* (x) =

1 con x € J-o0,-5[ U ]1,00]

72) Dada la funcién f(x) =-/x% + 8x—9, con x € ]-,-9[; hallar la
funcioén inversa de f, si es que existe.

Solucion:

Veamos si f(x) es inyectiva:
fesinyectiva: Si f(a) = f(b) entonces a=b
-va?+8a—9 =-vb?+8b—9 = a®’+8a—9 =hb*+8b—9

(a—b)a+ b+8=0 = a=b v a+b =-8 (estaposibilidad
gueda descartada considerando el dominio donde a, b € ]-o0, -9

f esinyectiva.

Hallando lainversa de f(x) = -Vx?+8x—9

Observemos que: f(x) =y <0

Tenemos que: (fofi)(y) =y = f(fiy))=y

-JIUFIO))2+ 8[f1(y»)] —9 =vy; completando cuadrados se tiene:
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') + 47 -25 =y = f7'(y) =+ y?+ 25 -4
Descartamos el signo menos porque x € ]-oo, -9[

f~Y(y) =-Jy?+ 25 -4 con y€ ]-o,0] =Dom (f?)

o, n ow.,n

Cambiando nuevamente la variable “y” por “x
& f7Y(x) =-Vx2+ 25 —4 con x€ ]-oo,0]
EJERCICIOS PROPUESTOS
I. Graficary hallar el dominio de las siguientes relaciones:
Ri={(x,y)eR?/ 1<&x<£3,15y <3}
Rz ={(x,y)e R®/ x*+y* <9, x 2y}
Rs ={(oy)e R/ y = V9-x7)

Re ={(x,y)eR®/ y*-2y-3 <x}

Rs ={(x,y)e R?/ -1 £y < x+2, y< 8-2x}
Re ={(xy)e R/ x* +y> £ 36 A |X + |y[<5}
Rz ={(x,y)eR¥/ x>+ 2x +1 >y , x+22 vy}
Rg={(x,y)eR2/x2—y2ZO,|X|+|y|S5,x2—yZZO}
Ro ={(x,y)e R%/y £x*=2x+3 A x £y -2y+5}
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Ro={(xy)eR/ y $=|X , 2<|X| <4, y2-6)

Ru ={(xy)e R2/x*—4x+y? -6y +13< 16 A [x—=2|+|y—3 24

Rz ={(x,y)eR*/ 4< x> +y?< 16, |x|+2< y< x| +3})

Ris ={(x,y)eR* / x 2y ,

Ru ={(x,y)JeR*/y <

x| -2

L

X

[x-q+1,

1}

Ris ={(x,y)e R/ |[x—4] —x—1]| =y}

Rs={(x,y)eR*/ [x=3]+[y—-2]=1}

Riz={(x,y)e R* /

[2x —1]
x -1

Rie={(x,y)eR*/ x =[y—3]}

Rie={(x,y)eR*/ [yl—1[x] =0}

=y , [x] esunndmero par}

X2 y2
R20={(X;V)GR2/ ?—721 U |x|+|}’| S5}

Discutir y graficar cada una de las siguientes relaciones

xy? = 9% —y?> = 0
vy’ —3y*-1=0
X2y —x2 — 4xy+ 4y=0
v+ Xy —x2 =0
¥ +y-4y+4=0

vy —x? +3y? +2x +3y =0

f 270

\

7) xy? -9 -y -1 =0
8) xy2+xy —2x -2 =0
9) XC—xy? +2y? =0
10) yx —x2=1 =0
11) Xy —8(2-x) =0
12) x2y? —8(2-x)=0
|
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Ill. Calcular el dominio de las siguientes funciones:

1) fx)= %73 6) f(x)=+V—x*+ 6x—8

x2—1

2) f(x)= \/S:tl_xxz 7) f(x) = Vx3 —4x? + 3x
3) () = Frra 8 fW= 75

N fw= = 9) f0) =1+

1
x2 -9

10) f(x) = arccos (4x i 4)

5) f(x) = sen s

IV. Trazar el grafico e indicar el dominio de las siguientes funciones:

1) f(x)= x>+ 3x+8 10) f(x) = 52
2) f(x)= —x*+ 6x—9 11) f(x) = Ix+ 1] — [x]
3) f= = 12) f(x) = JIxl+ 2
9 fO) =2+ 13) f(x) =37
5 f(x)=+V2x—4 14)  f(x) =log,(x—2)
6) f() =2 15) £ = [x] + X — [+]
7) £ =x-lx+5]| 16) [0 = 3o
( |
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8) f(x)=[2x+1]—[x—3] 17) f(x) = [[Xl]]” ¥ H

9 fx)=[x—-2]+1 18) f(x) =sgn([x—1]—1)

V. Dadas las funciones realizar las siguientes operaciones:

1) f={(1,4),(2,3),3,2),(4,5)} g=1(0, 2),(1, 2),(2, -1),(3, 0),(5, 2)}
Hallar: a) f+g b)f—g c) fg d) % e) fog f)gof

2) f={(1,2),(2,4),(3, 6),(4, 8)} g=1(2,5).(3,7),(5,9),(6, 11)}

Hallar: a) f+g b)f-g c) f.g d)£ e) fog f)gof

3) f(x)=x>-5x+3; gx)=+Vx+1 vy h(x)=e**1
Hallar:

a) f-3g+h b)j—; c) fgz d fog e)gof f)fogoh

4) f(x) =sen’x vy g(x) = cot? 5x

Hallar: a) (fog)(x) b) (gof)(x)

[x—1], x €[2,3)
5 f(x) = fx)=x-2, x <5
Ix+1|, x < 2

Hallar: (f o g)(x)
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6)

7)

8)

9)

10)

—x2, x € [-1,0)

XH§H+|3—X|,XE(—4,0] 0, x=
f(X) B [[3)(—2]]’ X € (0’ 4) g(x) B xz,x € (0, 1]
X V3—=xX,x €(1,3]
Hallar: (fo g)(x)
x|, x € [-5,—1] [x — 2], x €]0,3)
flx) = { g(x) = {
2%, X € [1,4] x2, x €[3, 6]

Hallar: (f +g)(x)

2x—-1
x—1"

[x*] + x> = 1] = 3, x € [-2,2] 4 —[x2], x <2
fx) = g(x) ={

X € (2,4)

Hallar:  (f+g)(x)

[x— 1], x €(0,3]
fx) = { g(x) = ==
JI1=x]-2,x>3

Hallar: (g o f)(x)

f(x) =v1—x g(x)=;

[x%—1]

Hallar el dominio de (f o g)(x)

273

——
| —

César A. Ahumada Abanto



Funciones

VI. Encuentre la inversa de las siguientes funciones si existe:

) fx)=Vx—4 6) f(x)=x>-2
2) f(x)= 2x+1 7) f(x) = ;z:
3) fl0 =22 8) f(x) =(x-3l+xV3—x
4 fx=|x+1] 9 fx) = 1+X|X|
x+vVvx—1,x =21 —Vx x<0
5 f)= 10) f(x) =
x3, x<1 —x%, x>0

VII. Determine si f(x) es par, impar o ninguna:

1) f(x) = 2x3 — 4x

2) f(x) = |x|+5

3 f(x) = 22

X+ 2

4) f(x) = x2+ 2x+2

274

——
| —

César A. Ahumada Abanto



N oo oA

10.

11.

12.

13.

14.

BIBLIOGRAFIA

ESPINOZA, E. (2012). Analisis Matematico I. Lima, Perd: Edukperu.

BLAS, G.(1999). Matematica Basica I. Lima, Perd: Gomez.

CARRANZA, C., CASTILLO. P, VELIZ, C y AGAPITO, V. (1994). Matematica
Basica. Peru: Copias Graficas S. A.

COLECCION SIGLO XXI. (2012). Légica. Lima: Editorial San marcos.
FIGUEROA, R.(2012). Matematica Basica |. Lima: Ediciones RFG.
FIGUEROA, R.(2013). Analisis Matematico |. Lima: Ediciones RFG.
HAEUSSLER, E. y PAUL, R. (2003). Matematicas para Administracién y
Economia. Mexico: Pearson Educacidn S.A.

HALL, H. y KNIGHT, S. (1969). Algebra Superior. Mexico: Unién Tipografica
Hispano — Americana.

LARSON, R. y EDWARS, B. (2010). Calculo 1 de una Variable. McGRAW-
HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. DE C.V. Impreso en China
LADERA, P. (2000). Didactica de la Matemadtica Teoria y Practica. Lima,
Peru: Abedul E.I.R.L.

LAZARO, M. (1993). Matematica Basica Tomo I. Lima, Perd: Moshera
S.R.L.

LAZARO, M. (1993) Matematica Basica Tomo Il. Lima, Perd: Moshera
S.R.L.

LAZARO, M(1994). Relaciones y Funciones de R en R. Lima, Peru: Moshera
S.R.L.

LAZARO, M. (1998). Limites y continuidad. Lima, Perd: Moshera S.R.L.



15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.
23.

LEITHOLD, L. (1998). El Calculo con Geometria Analitica. México: Grupo
Serla S.A de C.V.

MITACC, M.y TORO, L. (2011). Tépicos de Calculo Vol. I. Lima, Peru: Thales
S.R.L.

PENNEY, D.y EDWARDS, C. (1996). Calculo con Geometria Analitica.
México: Prentice Hall Hispanoamericana, S.A.

ROJO, A. (1978). Algebra I. Argentina: Ateneo.

ROMERO, R. (1964). Matematica Histdrica y Recreativa. Lima, Peru: Iberia
S.A.

THOMAS, G. y FINNEY. R. (1998). Cdlculo una Variable. México: Addison
Wesley Longman S.A.

TROMBA, A. y MARSDEN, J. (1998). Calculo Vectorial. México: Addison
Wesley Longman S.A.

VENERO, A. (2009). Matematica bdsica. Lima, Peru: Ediciones Gemar.
VENERO, A. (2009). Analisis Matematico I. Lima, Peru. Ediciones Gemar.



UN\VERSID40

ISBN: 978-9972-55-028-7

JUTY
EDITORIAL
UNIVERSITARIA

UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO RUIE GALLO

aL




	Página 1
	Página 1

