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Resumen

En esta tesis se soluciona la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon y se analiza su solu-
cion. La metodologia consiste en utilizar la transformacion de Béacklund para encontrar una
nueva solucion no nula. La solucion de la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon tiene
correspondencia con la pseudoesfera y ademas tiene el comportamiento de un solitén. Pa-
ra encontrar nuevas soluciones de la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon se pueden

utilizar herramientas de la geometria diferencial.
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Abstract

In this thesis the Sine-Gordon partial differential equation is solved and this solution is analy-
zed. The methodology is to use the Backlund Transformation to find a new nonzero solution.
The solution of partial differential equation Sine-Gordon has correspondence with the pseu-
dosphere and also has the behavior of a soliton. To find new solutions of partial differential

Sine-Gordon equation can be used tools of differential geometry.
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Notacion

Notaciéon Significado

S Superficie

S? Esfera en R?

T,S Espacio tangente de la superficie S en un punto p
r Parametrizacion de la superficie S

U, v Coordenadas

o Vector

a.b Producto interior canénico de a y b

uv subconjuntos abiertos de R?

K Curvatura de la superficie S






Capitulo 1

Introduccion

A medida que se estudia las ecuaciones diferenciales parciales se aprende los dife-
rentes métodos para solucionarlas, pero existen ecuaciones que son dificiles o imposibles de
resolver. Ademas, se encuentran ecuaciones diferenciales parciales no lineales que son atn mas
dificiles de resolver por métodos tradicionales. Dentro de las que son dificiles de resolver se

encuentra la ecuacion de Sine-Gordon
Opr — 0y = —K senf cosb,

donde K indica la curvatura, 6., v 6; indican las derivadas parciales con respecto al espa-
cio y al tiempo. Esta ecuacion se convierte en la ecuacion de la onda si el lado derecho es

cero( K = 0), por eso algunos la llaman ecuacion de la onda no lineal.

La ecuacion de Sine-Gordon tiene grandes aplicaciones en la fisica del estado solido, 6ptica
no lineal, entre otras. Su importancia radica en que tiene soluciones denominadas solitones.

Pero, ;qué son los solitones?, es la pregunta clave quiza para empezar.

Los solitones estuvieron en la naturaleza desde los inicios del tiempo, pero fueron observados
por primera vez en el ano de 1834 cuando un ingeniero naval Scott Russell paseaba por el
canal de Edimburgo(Inglaterra) y observo que al detenerse de golpe un barco, se desprendi6
una gran onda de agua que avanzo varios kilometros sin cambiar su forma. A este fenémeno

lo llamé gran onda de traslacion, la cual no llegd a modelar a pesar de mucho esfuerzo.



Tuvieron que pasar méas de 60 anos para que los holandeses D.J.Korteweg y G.de Vries formu-
laran un modelo matematico que diera explicacion al fenémeno observado por Scott Russell.
Las ondas parecian condenadas al olvido, pero en 1955 Fermi, Pasta y Ulam encontraron una

relacion entre la ecuacion de Korteweg-Vries dada por

y el extrano comportamiento de los sistemas, originalmente lineales, en el cual fueron intro-
ducidas perturbaciones no lineales. Al darse cuenta que las ondas de la ecuacion de Korteweg-
Vries no se dispersan y conservan sus caracteristicas iniciales después de chocar, los cientificos

Zabusky y Kruskal llamaron tales ondas como solitones.

Como se dijo al principio, los métodos para resolver ecuaciones diferenciales parciales son
escasos, la finalidad de esta tesis es solucionar la ecuacién de Sine-Gordon utilizando herra-
mientas de geometria diferencial dadas por Béacklund, Bianchi entre otros en el siglo XIX y
XX; ademas de establecer una relaciéon entre la solucién de la ecuacion de Sine-Gordon con

las superficies pseudoesféricas y los solitones.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan aspectos fundamentales de la geometria diferencial. Se
comienza primeramente por las superficies regulares, dando la definicién de espacio tangente
a una superficie regular; curvas paramétricas, seguidamente se define la aplicacion de Gauss
la cual sirve para dar una definicién de curvatura Gaussiana que ayuda a describir el aspecto

que tiene la superficie. Por ultimo se hara un breve repaso sobre los tipos de coordenadas.

En la otra seccién aparece la teoria fisica, que empieza a aclarar el panorama partiendo desde

la fisica clésica y moderna hasta definir ondas solitarias y solitones.

2.1 Nociones de geometria diferencial

2.1.1 Superficie Regular

La idea principal de superficies regulares es cubrir a toda la superficie utilizando funciones
diferenciables que tengan subconjuntos abiertos como dominio. A continuacién se define a
una superficie regular expuesta en el libro del profesor Santamaria [Santamaria et al., 2008] y

que en esta tesis se ha tratado para el caso de superficies de dimension 2 y que se encuentran



en R3.

Definicién 1. Un subconjunto S C R? es una superficie reqular de dimension 2 si para cada
punto p € S existe un abierto V en R? conteniendo p y una aplicaciéon r : U C R2 = SNV
de un abierto U C R? sobre SNV tales que:

(a) r es un homeomorfismo diferenciable.

(b) dr, : R* — R? es inyectiva para todo ¢ = (¢1,¢2) € U.

Figura 2.1.1: Superficie Regular

Observacion 1. (a) La palabra diferenciable significara de clase C'*°, salvo se diga lo con-

trario.

(b) Cada aplicacion r de la definicion (1), es llamada parametrizacion(o sistema de coorde-

nadas) y el conjunto r(U) =V N S se denomina vecindad coordenada.

(c) La aplicacion r(u,v) = (ri(u,v), re(u,v), r3(u,v)) es diferenciable de clase C* cuando las
funciones coordenadas 1,79, 73 : U — R tienen derivadas parciales continuas de todos los

ordenes, en todos los puntos de U.

(d) Para verificar la continuidad de 7~! : VNS — U se debe verificar que ! es la restriccion
de una aplicacion continua F : W C R?® — R? definida en un subconjunto abierto W C R?

conteniendo V N S.



(e) Se denota por u,v las coordenadas en R?. Si dr, : R* — R? es la derivada de la parame-
trizacion 7 : U C R*? — SNV, entonces la matriz asociada a la transformacion lineal dr,

esta dada por

7 (g) %@)
Tr@)=| 22 g—f@
%q %(q

Mostrar que dr, es inyectiva equivale a mostrar que las columnas de J(r(q)) sean lineal-
mente independientes. De la misma manera, esto es equivalente a mostrar que la matriz

J(r(q)) tenga rango 2.

Puesto que el rango de una matriz es igual al rango de filas entonces decir que J(r(q))
tiene rango 2 equivale a decir que el maximo ntimero de filas linealmente independientes

es 2.

Por lo tanto, por lo menos una de las submatrices de J(r(q)) dadas por

87"1 87"1 87"1 87"1 87"2 87"2

—u(q —,U(q) oy —U(Q) T —,U(q)
or2 or2 ’ ars grs ’ ors ars )
8uq avq 8uq 8vq 8uq avq

tiene determinante diferente de cero.

Los determinantes de las anteriores tres submatrices se denotan respectivamente por:

8(7“1,7“2) 8(7“1,7“3) 8(7"2,7“3)
B v) (9), B0) (9), Bv) (9)
or Ory Ory Ors or ory Ory Ors

Observe que si se hace — = = ——) entonces

TR V-l ity ol il & wele ek

or or . (0(ry,r3) (ry,73) (ry,1m2)
S 5o = (5. -G, G )).

Por lo tanto, el que la matriz J(r(q)) tenga rango 2 es equivalente a que el producto vectorial

9 (q) x 2-(q) sea diferente de cero.



Hasta aqui ya se sabe cuando una superficie es regular, pero si se desea saber algunas propo-
siciones importantes se tiene que repasar un libro de geometria diferencial como [Santamaria

et al., 2008, Tenemblat, 1986].

2.1.2 Espacio Tangente

Definicion 2. Sea S C R? una superficie regular. Un vector 7 € R3 es llamado vector

tangente a S en un punto p € S si existe una curva diferenciable o : (—¢,¢) — S tal que

a(0)=py a(0)=T7.
Definicion 3. Fijado un punto p € S, se llama espacio tangente a S en p al conjunto
T,S = {U € R®: ¥ es tangente a S en p}.

Es decir, el espacio tangente 7},S es la colecciéon de todos los vectores tangentes a .S en p.

Una base de 7,5

Sea {e1, o} la base canonica de R2. De acuerdo a un resultado del dlgebra lineal(ver apéndice
proposicién (12)), la inyectividad de dr, : R? — R? garantiza que los vectores dr,(e;) y dr,(e3)
sean linealmente independientes. Pero ellos ademéas generan el espacio tangente dr,(R?) = T,,S,
por tanto se concluye que el conjunto {dr,(e1),dr,(e2)} es una base para T,,S y entonces 7,5
es un espacio vectorial de dimension 2, es decir de la misma dimensiéon que la superficie S.

Observe que drg(e1) = 9%(q) y dry(e2) = 5= (q). Por tanto la base de T,,S, construida anterior-

o
,%(q)} y recibe el nombre de base de T),S.

En este caso, el espacio tangente es llamado simplemente plano tangente.

mente, queda denotada por {%(Q)

2.1.3 Superficies de Revolucion

Primero se define lo que es una curva regular diferente a lo que normalmente se conoce, para

luego poder dar una explicaciéon sobre superficies de revolucion.



Definicién 4. Se llama curva regular en R® a un subconjunto C' C R? tal que para cada
punto p € C existe un abierto V' C R? y una aplicaciéon « : [a,b] — V N C que cumple las

siguientes condiciones:
1. a:]a,b] =V NC es un homeomorfismo diferenciable.
2. day : R — R3 es inyectiva.

Sea C' una curva regular contenida en un plano P de tal manera que C' N L = (). Cuando la
curva C gira alrededor de L genera un conjunto S C R? llamado superficie de Revolucion. En
este caso la curva C' es llamada generatriz de S.

Cuando se hace girar C', cada punto de esta curva genera una circunferencia contenida en S.
Estas circunferencias son llamadas paralelos de S. Las diferentes posiciones de C' a medida
que gira en rotacion son llamadas meridianos de S. Considere en particular la curva regular
C contenida en el plano X7 y suponga que ella gira alrededor de la recta L dada por el eje

Z. Esto da origen a la superficie de revoluciéon S C R3.

Paralelo
Meridiano

Figura 2.1.3: Superficie de Revolucion

Proposicion 1. La superficie de revolucion S obtenida a partir de C' es una superficie reqular.
Demostracion. Ver |[Santamaria et al., 2008] |

Observacion 2. La demostracion anterior deja algunas cosas que cabe resaltar, como por

ejemplo la obtenciéon de una aplicacion r : U — S definida por

r(u,v) = (f(u) cosv, f(u)senv, g(u)) (2.1)

donde f, g representan funciones diferenciables y U = {(u,v) e R? :a <u <b, 0 <v < 27}.

10



2.1.4 Curvas coordenadas o paramétricas

Sea r : U C R? — S una parametrizacion, S una superficie regular contenida en R3, p € S
v ¢ =rYp) = (q1,q). Se llaman curvas paramétricas de r a las aplicaciones a; : I — S
definida por oy (t) = r(t,q2) v oo : J — S definida por as(t) = r(q1,t) donde I, J C R.

Evidentemente por cada punto p € r(U) pasan 2 curvas paramétricas. Ademas

o (qr) = ag(j) =r,(q) ¥ dh(qe) = ag(f) = 7,(q)

Angulo entre curvas paramétricas

Dadas dos curvas ay : I — Sy ay : J — S que se intersecan en un punto p = a(ty) =

as(so) € S entonces el angulo w entre ellas cumple con la relacion

o (to)-a5(s0)
|y (to)] |ab(so)]

Expresando en términos de r, el angulo esta dado por

COSWwW =

Tu-To

|TU| 7]

COS W = (2.2)

2.1.5 Aplicacion de Gauss

Sea S C R? una superficie bidimensional con orientaciéon dada por el campo normal unitario
N : S — R3. Esto significa en particular que |N(p)| = 1 para todo p € S.

La aplicacion G : S — S? ge define como
G(p) = punto final del vector N(p)

Esta aplicacion G es llamada aplicacion normal de Gauss de S.

11



Observacion 3. El vector N generalmente esta dado por

Ty X Ty

N(p) = =0
() X 7o)

donde 7 : U — S es la parametrizacion de la superficie S.

2.1.6 Curvatura Gaussiana y Curvatura Media

Sea S C R? una superficie regular orientada con orientacién dada por el campo normal unitario
N:S— R yseaG:S — S?laaplicacion de Gauss cuya diferencial es dG,, : T,S — T,S.
Sea Bp € M (2 x 2) la matriz asociada a dG,, dada por:

B, = < bn(p) 512(27) ) .
521(29) 522(27)

Entonces

Definicion 5. Se llama curvatura Gaussiana de S en p al ntimero
K(p) = det(B))
Definiciéon 6. Se llama curvatura media de S en p al nimero

H(p) =— %Tmza(Bp)

2.1.7 Superficies hiperbdlicas

Definicion 7. Una superficie S se llama superficie hiperbolica si todos sus puntos son hiper-

bolicos, es decir
K(p) <0, Ypes.

12



2.1.8 Primera y Segunda Forma Fundamental

Definiciéon 8. Sea S una superficie regular y un punto p € S. Se llama primera forma

fundamental de S en p a la forma cuadratica I, : T,S — R definida por I,(v) = (v.v), = |v]%.

Es importante contar con alguna expresion local que permita hacer los céalculos, es decir,
expresar [, en términos de alguna parametrizacién que en éste caso serd r = r(u, v).
Sea r : U C R? — S la parametrizacion de S en p. Entonces dado un vector dr € T,S9, la

primera forma fundamental I, queda expresada de la siguiente manera
I(dr) = dr.dr = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv* (2.3)

donde

E=ryry, F=ryr,, G=r,r,

son funciones diferenciables al hacer variar p en una vecindad coordenada de r(U).

De forma anéaloga, se define la segunda forma fundamental.

Definicién 9. Se llama segunda forma fundamental de S C R3 en p a la forma cuadratica
I1,:T,S — R definida por

IL,(V) = —dG, (V). 7

donde dG), es la diferencial de la aplicacion de Gauss.
Sea ahora r : U — S la parametrizacion de S, entonces los vectores r, y 7, son tangentes a S

en p, y en tal punto son linealmente independientes, ademés el vector

N(p)

Tu X Ty (2.4)

7w X 7y
es normal unitario para S. Entonces la segunda forma fundamental expresada en términos de

la parametrizacion r = r(u, v) es
I1(dr) = —dr.dN = edu® + 2fdudv + gdv* (2.5)

donde
e=—Ty.Ny=7y.N, g=—1, Ny, =74,.N (2.6)

f = _TU'NU = _TU-Nu - TUU.N.

13



]

e

Figura 2.1.8: Superficie con parametrizacion r(u, v)

Si se hace variar p € S entonces e, f, g denotan funciones diferenciables en U.

2.1.9 Curvatura Normal

Antes de dar una definicién sobre la curvatura normal, se van a recordar algunas definiciones

sobre curvas en R3.

Definicién 10. Sea C una curva diferenciable parametrizada por a : I — R3, donde I es un

intervalo, se llama curvatura de C' en p al namero real

k(p) = 1" (p)|.
Definicion 11. Se llama vector normal principal de C' en p, al vector

ﬁ _ a// (p>
®) = forp)

Sea ahora S C R3 una superficie regular de dimensién 2, orientada por el campo normal

unitario N : S — R3. Sea también C una curva regular contenida en S que pasa por el punto
p € S, k(p) la curvatura de C en p y 7 el vector normal principal de C' en p. Finalmente
considere Nz = N(p) como el vector normal a S en py cosff = ﬁﬁ, donde (8 es el angulo

que hacen w y N.

14



Definiciéon 12. Se llama curvatura normal de C C S en p al nimero

kn(p) = k(p) cos B.

Proposicion 2. Sea C' C S una curva reqular parametrizada por a(s), donde s es la longitud

de arco, tal que o(0) = p. Entonces

Demostracion. Ver [Santamaria et al., 2008] |

Este resultado quiere decir que el valor de la segunda forma fundamental I/, en un vector
unitario U € T,S es igual a la curvatura normal de la curva regular que pasa por p y tiene a

7 como vector tangente. En particular se tiene como resultado la siguiente proposicion.

Proposicion 3. Sean a(s) y 5(s) dos curvas parametrizadas por la longitud de arco tales

que a(0) = B(0) = p € S y tienen el mismo vector tangente T en el punto p. Entonces
kn(p) = k7 (p)-

Demostracion. Ver [Santamaria et al., 2008] |

Corolario 1 (Meusnier). Todas las curvas contenidas en una superficie S que tienen en un

punto dado la misma recta tangente, tienen en este punto la misma curvatura normal.

Este resultado indica que el valor de la curvatura normal no depende al fin de cuentas de
la curva elegida. Entonces se pueden tomar las curvas que resultan de la interseccion de un

plano con la superficie, llamadas secciones normales.

2.1.10 Secciéon Normal

Conviene recordar que el conjunto
(T,9)* = {ﬁ ER™: N.U = 0, para todo ¥ € T,S}
es llamado espacio vectorial normal a S en el punto p.

15



Sea p € S, P un plano generado por los vectores o € T,S y N(p) € (T,5)*.

Se llama seccion normal de S en p en la direccién de 7, a la curva dada por la interseccion
de Sy P.

Suponga que se ha elegido una orientacion N en la superficie S y sea C' C S una seccioén

normal la cual tiene vector normal 77 y vector tangente .

Observacion 4. 1. Si k,(p) > 0 entonces @ = N(p) y por lo tanto la seccién normal se
esté flexionando en la direccion de N(p). Esto implica a su vez que la superficie S, en

la direccion de ', se flexiona hacia N (p).

2. Si ky(p) < 0 entonces 77 = —N(p) y por lo tanto la seccion normal se esta flexionando
en la direccion contraria de N(p). Esto significa que la superficie S se flexiona también

en la direccion contraria de N(p), cuando nos desplazamos en la direccion .

3. Si k,(p) = 0 no se puede concluir que S no se flexiona pues puede suceder que la seccion
normal tenga curvatura cero solo en el punto p, pero en todo caso se puede afirmar que
la flexion de S en la direccion de o es bastante pequena.

Resultados vistos en [Santamaria et al., 2008|

Como se puede observar, las curvaturas normales brindan informaciéon de la manera como
se flexiona una superficie en la vecindad de un determinado punto. Sin embargo, observe
que en cada punto de la superficie existe un plano tangente y por lo tanto hay infinidad de
direcciones en las que tendriamos que determinar la forma de la superficie alrededor de un
determinado punto. Afortunadamente existen dos direcciones que se pueden fijar para evitar

complicaciones y que se estudian en la siguiente seccion.

2.1.11 Curvaturas principales

Sea S una superficie regular de dimension 2, y sea C' una curva regular contenida en .S, enton-
ces esta curva tendra una infinidad de curvaturas normales al hacer el recorrido de k,, por C.

Dentro del conjunto de los valores de la curvatura normal, es importante observar los valores
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minimo y maximo, los cuales se denominan curvaturas principales de S en p.

Proposicién 4. Sea 11, : T,S — R la seqgunda forma fundamental de S en p. Entonces existe

una base ortonormal {?1, ?2} de T,S tal que st U = 01?1 + vg?g entonces

IIP(U) = ]{?1?}% + k?gvg
donde ky = Ilp(?g) >k = Ilp(?l) son los valores mdximo y minimo respectivamente de
I, en el circulo unitario St c T,S.

Demostracion. Ver [Santamaria et al., 2008] |

Proposicién 5. Sea dG), : T,S — T,S la diferencial de la aplicacion de Gauss. Entonces

existe una base ortonormal { €1, €5} de T,S tal que
de(el) = —]{]1?1, de(?Q) = —]{]2?2,

donde ky = I1,(€1) < ky = IL,(€5) son los valores minimo y mdzimo respectivamente de

I, en el circulo unitario S* C T,S.
Demostracion. Ver |[Santamaria et al., 2008] |

Definiciéon 13. Se llaman curvaturas principales de S en p a los valores extremos de 11, en
el circulo unitario S* ¢ T,,S dados por ky = I1,(€1) y ky = I1,(€5). Los vectores respectivos
€1, @ son llamados vectores principales y las direcciones dadas por estos vectores se llaman

direcciones principales en p.

Definiciéon 14. Una curva regular conexa C' C S se llama linea de curvatura si en cada punto

p € C, la respectiva recta tangente es una direccion principal.

2.1.12 Tipos de coordenadas

Coordenadas ortogonales

Se recuerda que el angulo entre dos curvas paramétricas es dado por la ecuacion (2.2), lo que

permite saber cuando las curvas paramétricas son ortogonales.
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Definicién 15. Una parametrizacion 7 : U — V C S, donde U es un abierto de R?, para la
superficie regular S se dice que es ortogonal si los vectores de coordenadas son ortogonales,

es decir, si
Ty = 0, (2.7)

para todo (u,v) € U.

Proposicion 6. Para cadap € S existe una parametrizacion r(u, v) definida en una vecindad

V de p tal que los vectores coordenados r,r, son ortogonales en toda la vecindad V.

Demostracion. Ver [Avendano, 2006]. |

Coordenadas de lineas de curvatura

Es una parametrizacion r(u,v) en la cual las curvas coordenadas coinciden con las lineas de

curvatura(ver la seccion 2.1.4 y la definicion 14).

Proposicién 7. Si S C R? es una superficie reqular yp € S es un punto no umbilical entonces
existe una vecindad V C S de p y una parametrizacion r : U — S de lineas de curvatura, tal
que

F=r,r,=0, f=ruwN=0

en consecuencia
I = Edu® + Gdv?, II = edu® + gdv*.

Demostracion. Ver [Avendano, 2006]. |

Coordenadas de lineas asintoticas

Definiciéon 16. Se llama direccion asintdtica de una superficie .S en un punto p € S a una

recta contenida en 7,5 en cuya direccion la curvatura normal es cero.

Definicién 17. Una curva C' C S en la cual las rectas tangentes en cada uno de sus puntos

son direcciones asintéticas recibe el nombre de curva asintdtica.

Definicién 18. Una parametrizacion r(u,v) de S se dice ser de lineas asintdticas si las curvas

coordenadas coinciden con las curvas asintoticas(ver la seccion 2.1.4 y la definicion anterior

17).
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Ver [Avendanio, 2006] para méas detalles.

2.2 Ondas solitarias y Solitones

No hay duda de que la fisica y la matematica siempre van a estar unidas. La fisica describe
los fenémenos de la naturaleza pero necesita de la matematica para poder expresar y dar una
prediccion de lo que pasara o lo que pasoé o lo que esté pasando en la naturaleza.

Los conocimientos en fisica han ido avanzando, descartando varias teorias o admitiendo la
validez de otras. A continuacién se definen las cosas béasicas de la fisica en cuanto a ondas,
empezando por la diferenciacion de la clésica y moderna, para luego dar el concepto de Campo
que sera importante para modelar cualquier fenoémeno de la naturaleza. Finalmente se hace
hincapié a los solitones que es el tema central del trabajo.

La fisica clasica estudia todo lo relacionado al electromagnetismo, mecanica, 6ptica, dinamica
de fluidos, donde los fenémenos ocurridos suceden a velocidades inferiores a la velocidad de
la Tuz.

La fisica moderna en cambio, estudia todos aquellos fenémenos que ocurren a la velocidad
de la luz o muy cercana a ella, ademéas estudia fenémenos que ocurren a nivel subatémico.

Entre las ramas de la fisica moderna se encuentran la fisica cuéntica y la fisica relativista.

En fisica se estudian las leyes que rigen el movimiento en el universo y se puede citar a las
clasicas leyes de Newton, por otra parte, resulta interesante estudiar también las interac-
ciones(fuerzas) que ocurren en el universo entre dos o mas objetos. Entre las interacciones

fundamentales de la fisica se encuentran:

(a) Interaccién gravitatoria que se manifiesta en el movimiento planetario y en el de la

materia en conjunto.

(b) Interaccion electromagnética la mejor comprendida y posiblemente la méas importante

desde el punto de vista de la vida diaria. La mayoria de los fenémenos que se observa
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a nuestro alrededor, incluyendo los procesos quimicos y biologicos, son el resultado de

interacciones electromagnéticas entre 4tomos y moléculas.

(c) Interaccion nuclear o fuerte que es responsable de que los protones y los neutrones
(conocidos como nucleones) se mantengan dentro del niicleo atémico y de otros fenémenos

relacionados.

(d) Interaccion débil, responsable de ciertos procesos entre particulas fundamentales, tal
como la desintegracion beta, el cual es un proceso en donde se emite un electréon o positron

para compensar la relacion de neutrones y protones del niicleo atémico.

Para describir estas interacciones es fundamental introducir el concepto de campo.

El campo es una propiedad fisica extendida en una region del espacio y descrita por medio de
una funcion de la posicion y el tiempo.

Se supone que para cada interacciéon, una particula produce a su alrededor un campo corres-
pondiente. Este campo actiia a su vez sobre una segunda particula para producir la interacciéon
necesaria. La segunda particula produce su propio campo, el cual acttia sobre la primera par-
ticula dando como resultado una interacciéon mutua.

Existen varios tipos de campos, entre los cuales se encuentran:

(a) Campo escalar, aquel en el que cada punto del espacio lleva asociada una magnitud

escalar. (campo de temperaturas de un solido, campo de presiones atmosféricas,etc).

(b) Campo vectorial, aquel en que cada punto del espacio lleva asociado una magnitud

vectorial (campos de fuerzas, etc).

(c) Campo tensorial, aquel en que cada punto del espacio lleva asociado un tensor (campo
electromagnético en electrodinamica clasica, campo gravitatorio en teoria de la relatividad

general, campo de tensiones de un solido, etc).

(d) Campo espinorial, un campo que generaliza al tipo anterior y que aparece solo en

mecénica cuantica y teoria cuéntica de campos.

También se necesitara dejar claro que un campo es uniforme si la magnitud que define al

campo permanece constante y se denomina estacionario si no depende del tiempo.
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Aunque se puede describir las interacciones por medio de campos, no todos los campos corres-
ponden a interacciones, hecho que esta implicito en la definiciéon de campo. Por ejemplo, un
meteorologo puede expresar la presion y la temperatura atmosféricas en funciéon de la latitud
y la longitud en la superficie terrestre y de la altura sobre ésta. Se tiene entonces dos campos
escalares: el campo de presiones y el campo de temperaturas. En el movimiento de un fluido
su velocidad en cada punto constituye un campo vectorial. El concepto de campo es entonces

de gran utilidad general en la fisica. Ver [Alonso and Finn, 1970].

Ahora que ya se sabe algo sobre el concepto de “campo”, podemos decir que la ecuacion de

Sine-Gordon dada en la introduccién por la ecuacion:
Opy — 0y = —K sen 6 cos 6

modela un fenémeno de la naturaleza, donde 6 = 6(x,t) representa un campo clésico, es decir
un campo de fenémenos fisicos macroscopicos.

Estos fenémenos representados por la solucion de la ecuacion diferencial parcial de Sine-
Gordon #(z,t) se llaman en algunos casos ondas solitarias o solitones, pero para poder dife-
renciarlos es necesario dar algunos conceptos y definiciones. Ver [Gonzélez, 2001]

Un fenémeno ondulatorio es aquel que se genera por la alteracion del estado de equilibrio
de un sistema, propagédndose de una region del sistema a otra. Dentro de los mas conocidos
estan las pequenas olas de un estanque, los sonidos musicales, los temblores sismicos causados
por un terremoto.

Dentro de las ondas se tiene a las llamadas ondas mecanicas que se propagan a través de
un material llamado medio y las ondas no mecéanicas que no necesitan de un medio para

su propagacion. Ver |[Sears and Zemansky, 2013]

Definicion 19 (Onda Solitaria). Una soluciéon onda solitaria de una ecuacion en derivadas
parciales
F(z,t,0) =0

donde z,t € R(variables espacial y temporal respectivamente) y € : R> — R es la variable

dependiente, es una solucion de onda viajera de la forma:
0(x,1) = ¢p(z — 1) = ¢(2)
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para alguna velocidad v, y cuya transiciéon ocurre desde un estado asintotico constante, cuando

2z — —o00, hasta otro estado asintotico constante cuando z — +o0.

Definicion 20 (Solitén). Un solitén es una onda solitaria que preserva asintéticamente su
forma y su velocidad bajo interacciones no lineales con otras ondas solitarias, o de manera

més general, con otra perturbacion localizada arbitraria.

Se puede decir que el término “solitén” se asocia con la solucién de una ecuaciéon diferencial

parcial no lineal (o un sistema de ellas) que tiene 3 caracteristicas:
(a) Representa una onda cuya forma no varia con el tiempo,
(b) esta localizada, de manera que decae o se aproxima a un valor constante en el infinito, y

(c) puede interaccionar fuertemente con otros solitones y mantener su forma y su velocidad,

salvo una traslacion espacial.
Estas caracteristicas se encuentran en la tesis de Sara Cuenda [Cuenda, 2007].

Observaciéon 5. Un soliton siempre sera una onda solitaria, pero el reciproco no es cierto.
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Capitulo 3

Transformacion de Backlund

Ahora que ya se hizo un repaso de las cosas mas importantes de la geometria y de
la teoria de solitones se presenta este segundo capitulo que empieza deduciendo las ecuaciones
de Gauss-Weingarten las cuales se vuelven especiales cuando son utilizadas en superficies
hiperbodlicas, posteriormente se define a la transformacion de Béacklund para solucionar la
ecuacion de Sine-Gordon, finalmente haciendo uso de la relaciéon que existe entre la solucion
de la ecuaciéon de Sine-Gordon y las superficies pseudoesféricas, se encuentra otra superficie.

Para esta parte se ha tomado como referencia a [Rogers and Schief, 2002]

3.1 Las Ecuaciones de Gauss-Weingarten para Superficies

Hiperbolicas

Sea S una superficie regular bidimensional, entonces definiendo la primera y segunda forma

fundamental como en la seccion (2.1.8), se observa lo siguiente:

Observacion 6. Puesto que los vectores r, y r, no son nulos, se observa que E = r,.r, =
[Tu? > 0, G =11y = |1|> > 0.
También se tiene que EG — F? > 0, puesto que |r, X 7[> + (14.74)% = |ru|?|r|? entonces se
tiene que

EG — F? = [r *|ro]? — (ru.rs)? = |ru x 17)* > 0.
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De acuerdo a la subseccion (2.1.2), se tiene que una base para 7,5 es {ry,r,}.

Como N es ortogonal a T},5, entonces el conjunto

{ru,rv, N}

es una base de R3. Por tanto, los vectores 7y, Tuv, Tvw, Nu v Ny pueden ser expresados en

términos de la base. Es decir:

Tuw = D17y +T37, +an, (3.1)
Tww = Dlgry 4+ T2or, + aaN, (3.2)
Tow = Dgolu + Doty + age N, (3.3)
N, = bury + biary, (3.4)
Ny = boary + baory, (3.5)

donde los coeficientes Ffj,

nan simbolos de Christoffel de la superficie S, las ecuaciones (3.1,3.2 y 3.3) se denominan

a;j, bi; deben de ser determinados. Los coeficientes Ffj se denomi-

ecuaciones de Gauss mientras que las ecuaciones (3.4) y (3.5) se denominan ecuaciones de

Weingarten.

A continuacién, se van a determinar los coeficientes Ffj, a;j, bi; en términos de la primera y
segunda forma fundamental junto con sus respectivas derivadas.
En efecto, Considerando el producto interno de las tres primeras relaciones (3.1, 3.2 y 3.3)

con el vector normal N y utilizando el hecho de que r,.N = 0,r,.N = 0 se obtiene:

ap =e, aip=f, an=yg. (3-6)

Entonces las tres primeras ecuaciones (3.1,3.2 y 3.3) quedan de la siguiente manera:

Tuw = Fhru + F%lrv +eN, (3.7)
Tuy = Fbru + F%rv + fN, (3.8)
Tow = Doty + o1y + gN. (3.9)

Para determinar los coeficientes b;;, primero se analizardn algunas relaciones importantes.
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Dado que E = r,.r,, entonces derivando nuevamente con respecto a u, se tiene

E, = 2ryu.1y. (3.10)
De la misma manera si se deriva con respecto a v, se tiene

E, = 2ru.1y. (3.11)
Ahora, si se deriva con respecto a u y v a la ecuacion G = r,.r,, se obtienen las ecuaciones:

G, = 2ruw.Te (3.12)
Gy, = 2ry.Ty. (3.13)

Similarmente, como F' = r,.r,, entonces derivando con respecto a u y con respecto a v,
utilizando las ecuaciones anteriores(3.11 y 3.12) y reemplazéndolas, se obtienen las siguientes

ecuaclones:
1
F, = ruwre+ aEv (3.14)
1
F, = ryrpw+ aGu. (3.15)
Regresando nuevamente a la ecuacion (3.1), se tiene
Tuw = U170 + T3 70 + €N, (3.16)

multiplicando internamente por r,, y reemplazando los respectivos valores de E = r,.r,, F =

Ty.Ty, Tu.IN = 0y el valor de la ecuacion (3.10) en la ecuacion anterior (3.16), se tiene
1
I'E+THF = 5 Eu (3.17)

De una manera similar, si se multiplica (3.16) por r,,, y utilizando F' = r,.1,, G = 1.1, 7,. N =

0 y la ecuacion (3.14), se tiene la siguiente ecuacion

1
F+I%G=F,— 5 Evs (3.18)
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obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

1
ME+TjF = 5 E
1
1
MN,E+T,F = 5B
1
I,F+1%,G = 3G
1
I,E+TI5F = F,— §Gu
1
ML,F+12,G = QGU
b11E+b12F = —¢€ (319)
buF +b,G = —f (3.20)
bglE—f-bggF = —f (321)
leF"‘bQQG = —g. (322)

Ahora, de las cuatro ultimas ecuaciones anteriores (3.19,3.20,3.21,3.22), resolviendo el sistema

para hallar los valores de by, b1, ba1, bao, se tiene que:

bz = % (3.24)
by = % (3.25)
boy = %. (3.26)

Reemplazando estos valores en (3.4 y 3.5) y haciendo H? = |r, x r,|*> = EG — F?, se tiene

que las ecuaciones de Weingarten son:

fF —eG el — fE
7B Ty + e Tv
gF — fG JF —gE
Nv = R Ty + 2 Ty

N, =

(3.27)

(3.28)
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Por otra parte, los simbolos de Christoffel se obtienen con las siguientes identidades:
GE,—2FF,+ FE,

IR 2(EC— FY) (3.29)
I, = % (3.30)
ry, = QGF;’(;gC_;“P;)FG” (3.31)
g, - Wh LI 3
r2, = % (3.33)
r2, = EG”Q(_EQCf f;)F Gu (3.34)

Observaciéon 7. Observe que aqui los simbolos de Christoffel son seis, pero para una superficie

bidimensional son ocho. En efecto, puesto que r,, = r,, entonces se tiene
1 _ i 2 _ 12
Iy =T vy Ig =17

Es decir, los simbolos de Christoffel son simétricos con respecto a los indices inferiores.

3.1.1 Curvatura Gaussiana en términos de las formas fundamentales

A continuacién se obtendra la curvatura Gaussiana en términos de la primera y segunda forma
fundamental.

Anteriormente se han determinado los coeficientes b;;, 4,7 = 1,2, en términos de la primera
y segunda forma fundamental, entonces reemplazando en la matriz B, de la definicion (5), se
tiene que la curvatura Gaussiana esta dada por

fF—eG eF —fE
EG - F? EG-—F?

K =det(B,) =
gF — fG  fF—gE
EG—F?2 EG — F?
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desarrollando el determinante, se tiene finalmente que la curvatura Gaussiana esta dada por

K eg — f?

que en términos de F, F, G sera:

3 l(5m) - (3)

3.1.2 Ecuaciones de Mainardi-Codazzi

A continuaciéon se deducen las ecuaciones de Mainardi-Codazzi utilizando las condiciones de
compatibilidad (7uy)y = (Tww)u ¥ (Tww)v = (Tww)w aplicadas al sistema lineal de Gauss (3.1, 3.2
y 3.3).

Primero, utilizando la condicion (ryy), = (Tuw)u, S tiene,

(TH)ore + Throw + (T2)ore + T2,700 + €N + eNy = (T19)uru + Dlgruw + (T25)ur0 + T2orun +
fulN + fNy

reemplazando los valores correspondientes de las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.9) se tiene

[(Fh)v - (F%Q)u]ru + (Fh - F%Q)(Fbru + P%QTU + fN) + [(F%l)v - (F%Q)u]rv + F%l
(Tiory +T%r, + gN) —TL(Thr, + T2 r, +eN) + (e, — fu)N +eN, — fN, = 0 (3.37)

En la ecuacion anterior (3.37), se multiplica por el vector normal unitario N obteniendo asi
(T —Th)f +T5g —Thete, — fu=0
ordenando algunos términos finalmente se obtiene
ey — fu=elyy + f(Tl, = T1y) — 9Ty, (3.38)

de una manera idéntica, multiplicando (3.37) por r,/||r.||%

gF — G fF —eG
(Fh)v - (F%z)u + (Fh - F%z)riz + F%1F%2 - F%th te ( 2 ) —f ( R =0
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efectuando algunas operaciones algebraicas se tiene

(Fb)u B (F%l)v B F%1F%2 + F%2F%2

K =
F

(3.39)

por ultimo, multiplicando (3.37) por 7,/||r.||?,

fF —gE eF — fE
(Th = T3+ () — (P + 10 = rrd, e (28 - (1B o

entonces reordenando la ecuacion y operando se obtiene finalmente:

 (Pip)u = () + T 4TI — T — T3S,

K =
E

(3.40)

Por otro lado, utilizando la condicion (7,), = (7' )u, Se tiene

(T1o)oru + Tlorou + (T39)ure 4+ Digruy + fuN 4+ [Ny, = (Tdg)uru + Tagruw + (T39)urv + DagTuw +
9ulN + gNu

reemplazando los valores correspondientes de las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.9) y ordenando

la ecuacion se tiene

[(Fb)v - (F%Q)u]ru + (Fﬁ - F%Q)(F%ﬂu + P%QTU + fN) + [(F%)v - (F%Q)u]rv + P%Q
(Fézru + F%zrv +gN) — F%Q(Fhru + F%lrv +eN)+ (fo — gu)N+ fN, —gN, =0 (3'41)

multiplicando la ecuacion anterior (3.41) por N, se tiene
(T, = T5) f +TTg —Tope + fu = gu =0
ordenando la ecuaciéon se obtiene
fo = gu= el + f(T5 — Ty) — gTT, (3.42)

de igual manera, multiplicando (3.41) por r,/||r.||*

gF — fG fF —eG
R e R = B

ordenando la ecuaciéon y simplificando algunos términos, se obtiene

(F32)u = (M) + 5,10 — Tiplhy = Tol'3, + Tyl

K =
G

(3.43)
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de la misma manera, multiplicando (3.41) por r,/||7,||?

fF —gFE el'— fE
(F%z - ngﬂ?z + (F%Q)U - (F§2)u + F%zrgz - F%QFi +f (T -9 T =0
ordenando y simplificando algunos términos se tiene

(I52)u = (Ma)y — Tl + Tl
= :

las ecuaciones (3.38) y (3.42) son conocidas como ecuaciones de Mainardi-codazzi y son equi-

K=— (3.44)

valentes al siguiente sistema:

e e
(_)v _ (i) + _P%Q _ QLF% + if‘%l =0 (3.45)
€
(—g )u _ (—f) + 5 = Q—fHFb + —gHFh = 0 (3.46)

Con estos resultados ya se puede garantizar la existencia de una superficie que tenga como

coeficientes de la primera y segunda forma fundamental a los expuestos anteriormente.

Teorema 1 (Teorema fundamental de la teoria local de superficies). Sean E, F,G, e, f, g
funciones reales diferenciables definidas en un abierto conexzo U C R?, tales que E > 0,G >
0,EG — F? > 0. Si las funciones satisfacen las ecuaciones de Gauss y Mainardi-Codazzi,

entonces

1. Existe una superficie parametrizada reqular v : U — R? tal que las funciones E, F,G
son los coeficientes de la primera forma fundamental y e, f, g son los coeficientes de la

sequnda forma fundamental.

2. Sir yT son dos superficies satisfaciendo el item anterior entonces, existe un movimiento
rigido F' de R® tal que T = For

Demostracion. Ver demostracion en [Avendano, 2006]. |

Ecuaciones de Mainardi-Codazzi para superficies hiperbdélicas

Antes de saber lo que ocurre con las ecuaciones de Mainardi-Codazzi cuando la superficie tiene
curvatura Gaussiana negativa, se enunciard una proposicion que se encuentra en la péagina
254 del libro [Santamaria et al., 2008|.
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Proposicion 8. Una condicion necesaria y suficiente para que las curvas coordenadas de una

parametrizacion en un entorno de un punto hiperbolico sean asintoticas es que e = g = 0.
Demostracion. Ver [Santamaria et al., 2008]. |

Si la curvatura Gaussiana de S es negativa, esto es, si S es una superficie hiperbdlica, entonces
las lineas asintoticas en S se pueden tomar en forma de curvas paramétricas. Entonces e =

g = 0y las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (3.45 y 3.46) se reducen a,

(%) + 2%% =0, (%) + 2F}2£ =0 (3.47)

mientras que la curvatura Gaussiana (3.35) se reduce a:

2
1
p
donde H? = EG — F?2.

El angulo entre las curvas paramétricas es dado por la ecuacion (2.2), pero reemplazando los

valores de la segunda forma fundamental y utilizando H? = EG — F?, se obtiene

al H (3.49)
COSW = —F/——, Senw = —— )
VEG VEG

y como E,G > 0 (ver observacion 6), se puede tomar sin pérdida de generalidad,

E = p*d®, G = p*b?, (3.50)
asi, la primera y segunda forma fundamental (2.3 y 2.5) se reducen a

I(dr) = p*(a*du® + 2abcos wdudv + b*dv?) (3.51)
I1(dr) = 2pabsenwdudv (3.52)

a
L py 1 pu

av—i—é%a—a%bcosw =0 (3.53)
1ps.  1p,

bu+§%b—§%acosw =0 (3.54)



mientras que la representacion de Gauss (3.36) se convierte en

1 /(pub 1 ( py
Wy + = ('0—— senw) + = (p—g sen w> —absenw = 0. (3.55)
pa W 2\pb Y

Ecuaciones de Mainardi-Codazzi para superficies pseudoesféricas

A continuacion se deduce que las ecuaciones de Gauss-Mainardi-Codazzi (3.53,3.54 y 3.55) se
reducen simplemente a la ecuacién de Sine-Gordon.

En el caso particular, cuando la curvatura Gaussiana K = —1/p* es una constante negativa,
la superficie S es llamada superficie pseudoesférica y las ecuaciones de Mainardi (3.53) y
Codazzi (3.54), muestran que a = a(u) y que b = b(v), pues p, =0y p, = 0. Si S es ahora
parametrizada por la longitud de arco a lo largo de las lineas asintoticas(correspondiente

a la transformacion du — du’ = /E(u)du, dv — dv' = /G(v)dv), entonces las formas

fundamentales (3.51 y 3.52) se convierten en:

I(dr) = du®+ 2coswdudv + dv? (3.56)
2
I(dr) = ;sen wdudv (3.57)

como p, =0, p, =0y ademas p?ab = 1, entonces la ecuacion (3.55) se reduce a la célebre
ecuacion de Sine-Gordon

W = %sen w. (3.58)
Por otro lado, calculando los simbolos de Christoffel de acuerdo a las ecuaciones (3.29-3.34) y
utilizando el hecho de que E = p?a? =1, F = cosw, G =p** =1,e=0, f =senw/p, g =0

se tiene que:
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I3, = —w,cscw,
1 _
1-‘12 - Oa
2 _
PIQ - Oa
rt, =
22 —_— _wv CSC w,
2, = w,cotw
22 = Wy .

Entonces las ecuaciones de Gauss (3.1,3.2 y 3.3) quedan expresadas como

Tuw = Wy CObW Ty — Wy CSCW Ty, (3.59)
1

Tuy = —senw N, (3.60)
p

Ty = —WyCSCW Ty + Wy COtw 7. (3.61)

Ahora, si se utilizan las ecuaciones (3.23-3.26) y se reemplazan en las ecuaciones (3.4 y 3.5)

se obtiene
1
N, = —cotwr, — —cscw 1y, (3.62)
p p
1 1
N, = ——cscw ry, + —cotw 7y, (3.63)
P P

que son las ecuaciones de Weingarten expresadas en otros términos.

3.2 Transformaciéon de Backlund para la ecuacién de

Sine-Gordon

Utilizando la transformada de Béacklund y considerando una superficie pseudoesférica inicial
S, un punto p de la superficie y un segmento de linea pp’ de longitud constante y tangencial a .S

en p, se obtiene otra superficie S’ que tiene la misma curvatura Gaussiana en el punto p’ € S’

33



que la superficie inicial S. Si se realiza para S’ el mismo procedimiento descrito nuevamente,
se obtiene una superficie S” y asi sucesivamente se puede generar una sucesion de superficies
pseudoesféricas con la misma curvatura Gaussiana que la superficie inicial S.

Sea S una superficie con curvatura Gaussiana K = —1/p? y con el vector de posiciéon genérico
r = r(u,v), donde u, v corresponden a la parametrizacion por la longitud de arco a lo largo de
lineas asintéticas. En esta parametrizacion, r,,r, y N son todos vectores unitarios, pero r, y
r, No son ortogonales. En consecuencia, resulta conveniente introducir vectores ortonormales
A, B,C de la siguiente manera

Ty X Ty

A=r,, B=—-r,xN=—r, x ——— = cscwr, — cotwr,, C = N. (3.64)
sen w

Las ecuaciones de Gauss-Weingarten (3.59)-(3.63), pueden ser usadas ahora para obtener

expresiones para las derivadas de A, B y C' con respecto a u y v.

En efecto:

A=r,
Au = Tuu
A, = w, cotwr, — w, cscwr,
Ay = wy(cot wry, — cscwry)
A, =—-wB

g
|

B = cscwr, — cot wry,

2
B, = — cscw cot ww,ry, + CSC Wy, + CSC* wWwy Ty — COt WTyy
2
B, = — cscw cot wwyry, + CSC Wy, + €Sc” ww,r, — cot w(wu cot wry, — wy, Csc wrv)
1 2 2

B, = —cscw cot wwyry, + —N + €SC™ wwy, Ty, — COt~ Wwy Ty + CSC W Cot wwy, Ty

2 2 1
B, = (cs¢” w — cot” w)(wyry) + =C

p

1
B, =w,A+ -C
p
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C=N

C,= N,
1
C, = — cotwr, — —cscwr,
p
Cy = —(cot wr, — cscwry)
P
1
C,=—-B
P
A=r,
Av - TUU
A, = —senwN
A, = —senwC
p

B = cscwr, — cot wry,

B, = — ¢scw cot ww,r, + cscwry, + csc? WWyTy — COL Wy
9 1
B, = — csc w cot ww,r, + csc w(—w, eS¢ wry, + w, cot wr,) + csc” ww,r, — cotw(—senwi)
p
_ 2 2
B, = — ¢scw cot ww,ry — CSC” WwyTy, + €SC w cot wwy,Ty, + €sc” wwyr,, — — cos wN

p

1
B, = —— cosw(C
P
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C=N

C, =N,
C, = —-ry,cscwr, + — cotwr,
p
1 1 1
C,=—-r + — cot wr,

u
p senw p
1 sen?w + cos?w 1

Cp=—-1y + — cotwr,

p sen w p

1 2 1
Cy,=——ry(senw + o8 Cd) + — cotwry,

p sen w p

1 1 cos®w 1 cosw
C,=——senwr, — — Tu+ — Ty

p p sen w psen w

1 1 1 cos w
C, = ——senwr, + — cosw( Ty — Tw)

P P sen w sen w

1 1
C, = ——senwr, + — cosw(cscwr, — cot wry,)

p

1 1
C,=——senwA+ —coswB

p p

obteniendo finalmente el siguiente sistema de ecuaciones

A 0 —-w, O A
Bl =]w 0 1/p B (3.65)
¢ 0 —1/p 0 C
A 0 0 (1/p)senw A
B | = 0 0 —(1/p) cosw B (3.66)
C ., —(1/p)senw (1/p)cosw 0 C

Proposicion 9. FEl sistema lineal anterior (3.65 y 3.66) es compatible si y solamente si w

satisface la ecuacion de Sine-Gordon (3.58).

Demostracion. En efecto, tomando la primera ecuacion del sistema (3.65)

Au = _wuBa
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y derivando ahora con respecto a v se tiene la ecuaciéon
Ay = —wy B — w, B. (3.67)
De la misma manera, tomando la primera ecuacion del sistema (3.66)

1
A, = —senwC,
P

y derivando ahora con respecto a u se tiene la ecuacion

1 1
Ay = — cos ww,C + —senwC,,. (3.68)
p p

Ahora, las ecuaciones (3.67) y (3.68) son iguales si y solamente si se aplica la condicion de las

derivadas cruzadas A,, = Ay, e igualando se tiene

1 1
—Wyy B — wy B, = — cosww,C 4+ —senwC,,
P

reemplazando los valores de B, = —% coswC'y C = —%B en la ecuacion anterior, se tiene

1 1 1 1
—Wyp B — wy(—= coswC') = — cos ww,C + —senw(——DB)
p p p

multiplicando internamente por B y sabiendo que B.B = 1, B.C' = 0, se tiene

que es equivalente a la ecuacion de Sine-Gordon dada por (3.58).
Se hace el mismo procedimiento tomando las demas ecuaciones y aplicando las condiciones

Buw = By v Cyy = Cyy. Concluyendo asi la demostracion. [ |

La nueva superficie pseudoesférica S’ con el vector de posicion r’ es
r"=r+ LcospA+ Lsen ¢B, (3.69)

donde L = |’ — r| es constante. Aqui ¢(u,v) es limitado por el requisito que en S’, como

en S, las coordenadas u, v corresponden a la parametrizacion a lo largo de lineas asintoticas.
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Una condicién necesaria para este caso es que S’ tenga la primera forma fundamental del tipo

(3.56). En particular, esto requiere que
rro =1, rir =1 (3.70)

Derivando (3.69) con respecto a u y utilizando las relaciones de (3.65)

1
rl. = 1.+ L(—sen¢)p, A+ Lcos p(—w,B) + Lcos ¢pp, B + Lsen p(w, A+ ;C)
L
rl = A— Lsen¢o,A— Lcosdw,B + Lcospp,B + Lsen pw, A+ — sen ¢pC
p
L
ry = [1— L(¢y — wy)sen ¢|A + L(¢y, — wy) cos 9B + — sen ¢C (3.71)
p

de igual manera, derivando (3.69) con respecto a v y utilizando (3.66)

1 —1
r = r,+ L(—sen¢)p,A+ Lcos qﬁ(; senwC) + L cos ¢p¢p, B + Lsen qﬁ(? coswC')
L
rl = coswA+senwB — Lo, sen A + Le, cos 9B + —(sen w cos ¢ — sen ¢ cosw)C'
p
L
ri = (cosw — Lo, senp)A + (senw + Lo, cos ¢p) B + — sen(w — ¢)C. (3.72)
p

sustituyendo la ecuacion (3.71) en la condicion (3.70) y operando el producto interno, se tiene

2
[1 - L(¢u - wu) se1n ¢]2 + [L(¢u - wu) Cos ¢]2 + |:% sen ¢:| =1

L2
1 — 2L(¢y — wy) sen ¢ + L* (¢, — wy)? sen” ¢ + L (¢, — wy)? cos® ¢ + e sen’¢p = 1

_2L(¢u - wu) sen ¢ + L2(¢u - wu)2 + i_j Sen2 ¢ =0
L2(¢u - Wu)Q - 2L(¢u - wu) Sen¢ = —— sen? ¢

sumando sen? ¢ a ambos miembros de la ecuacion anterior, se tiene
2

L
L*(py — wy)? — 2L(¢y — wy) sen ¢ + sen? ¢ = sen? ¢ — — sen? ¢
p

2
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|2
L(¢py —wy) —sen¢ = =+ 1—?sengb
12
L(py —wy) = sengp+4/1— ?sengb
Oy —wy = %(12&“1—%)8611@5

1 L?
¢u:wu+z<1i”1—?>sen¢ (3.73)

De la misma manera, para la segunda ecuacion de (3.70) operando el producto interno, se

para obtener finalmente

tiene
2

(cosw — L, sen ¢)? + (senw + Lo, cos ¢)* + % sen’(w — @) =1
12
cos? w—2L cosw sen ¢, +L2¢p% sen? p+sen? w+2L¢, sen w cos ¢+ L2¢p?2 cos? gb—l—? sen’(w—¢) =
1
utilizando la identidad trigonométrica sen? w + cos? w = 1, y cancelando en ambos lados de la
ecuacion anterior

LQ
2L(senw cos ¢ — sen ¢ cosw) g, + L*¢ (sen’ ¢ + cos® ¢) + — sen’(w — ¢) = 0
p

LQ
2L sen(w — @) b, + L*¢2 + e sen’(w —p) =0

LQ
L?¢? + 2Lsen(w — ¢)¢, = 2 sen’(w — ¢)
sumando sen®(w — ¢) a ambos miembros de la ecuaciéon anterior

2

L@ + 2L, sen(w — ¢) + sen?(w — ¢) = sen?(w — ¢) — %senQ(w — )
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Lo, +sen(w—§) = (1- %) sen’(w — )

Lo, +sen(w —¢) = £4/1— i—jsen(w — )
Lo, = (1i“1—i—22> sen(w — ¢)
by = %(1i”1—i—j)sen(w—¢)

utilizando sen(w — ¢) = —sen(¢ — w),, se tiene

12
1F 41— — |sen(¢ —w).
p
Estableciendo convenientemente

p L? L L?
=Ll 1-===(15/1-=
) L( p2> /)(jF p?

y sustituyendo en las relaciones (3.73) y (3.74), se obtiene

Sl

¢v:

-1

qﬁu:wu—késengb
p

¢v = ﬁip SGH((ﬁ - UJ)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

estableciendo asi los requisitos necesarios para el angulo ¢, con el fin de que S’ sea una

superficie pseudoesférica parametrizada por la longitud de arco a lo largo de lineas asintoticas.

Por otra parte, estas ecuaciones son compatibles con la ecuacion de Sine-Gordon (3.58).

Reemplazando (3.75) en (3.71), se tiene

ro=1[1— L(w, + ésengb — wy) sen ¢|A + L(w, + ésengb — wy) cOs OB + £semgbC’
P 1% P

cancelando se obtiene

L L L
ro= (1 — Z3sen? qﬁ) A+ —fFsen¢cospB + —sen ¢pC.
p p p
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De la misma manera, reemplazando (3.76) en (3.72) y utilizando sen(w — ¢) = —sen(¢ — w)

se obtiene

L L L
r = [cosw — — sen(¢ — w)]A + [senw + — sen(¢ — w)|B — —sen(¢p — w)C
B B p
tal que 7].r) = cos(2¢ — w) y la primera forma fundamental de S se convierte en
I(dr") = du® + 2 cos(2¢ — w)dudv + dv?

Ademas, la normal unitaria N’ de S’ es dada por

! ! L L L
N = TuXTo - sengbA—i—ZcosgbB—i— (1-— 75)0

el
Utilizando la ecuacion (3.69) y multiplicando (r — 7’). N, se tiene

2 L2
——cos¢senp + —cospsengp + 0 = 0.
P P

(3.78)

(3.79)

(3.80)

En consecuencia, el vector r —r’ que une los puntos correspondientes en Sy S’, es tangencial

a S’. Por otra parte, derivando la ecuacion (3.80) con respecto a u, se tiene

L L L L L
N, = ——=cos pp,A — —sen pA, — — sen ¢, B + — cos ¢ B, + (1 — —ﬁ) C,
P P P P P

L L L
N, = ——coso(w, + b sen ) A — —sen ¢(—w, B) — — sen ¢p(w,, + b sen ¢)B

p p p p p
L 1 L 1

+Ecospw,a+ 2oy + (1 - 2= Lp)
p p p " p

L L L L L

N, = ——cos¢w,A— —? sen ¢ cos pA + — sen pw, B — — sen ¢pw, B — —f sen’ B
P P 1% P P
L L 1 L
+—cos pw, A + — cos pC' — —B + —fB
p p PP

L 1 L
. —f(l—seanb)B——B—I——QcosgbC'
p P p

L
N/ = —p—f sen ¢ cos pA +
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para finalmente obtener

L L 1 L
N’ = _p—f sen ¢ cos A + (p—f cos? ¢ — ;)B + 2 cos ¢C. (3.81)

u
De la misma manera, derivando N’ con respecto a v,

L L L L L
N = —=cos ¢p¢p,A — — sen A, — — sen ¢pp, B + — cos B, + (1 — —B)
P P P P P

N = L cos gb(i sen(¢ —w))A — %Sen gb(% senwC) — %SGH ¢(,0LB sen(¢ —w))B

° p
L 1 L 1 1
+—cos ¢(—=coswC) + (1 — —B)(—— senwA + — coswB)
p p p ' p p

5L2 cos psen(¢p —w)A — ,0£ sen ¢ sen wC' — ﬂ —— sen¢sen(¢ —w)B — ,0£ cos ¢ cos wC
Lp

1 L
——senwA + —coswB + — senwA — —ﬁcost
P P P P

N/ =

L 1 L 1 L
N, = {—fsenw——senw——Qcosgbsen(gb w)]A—I—{—cosw——ﬁcosw—
P P B p p

L L
ﬂ — sen ¢ sen(¢ — w)] B — [E sen ¢ senw + ?Cowbcosw} C

52sen(¢ — w) cosqﬁ} A+ E(l — LTf)cosw—

PP 28p
2sen ¢ sen(¢ — w)] B — {% (cosw cos ¢ + sen w sen (b)} C

28p?

sen(w — 2¢) + %(1 - 2’%) senw|A+ | L cos(w — 2¢) — l(1 - i) cosw|B

2p%p8 p 2pB

_L cos(w — ¢)C (3.82)

2
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de donde se deduce que los coeficientes de la segunda forma para S’ son:
e=r,.N,=0, f=r.N =r N, = —% sen(2¢ —w), g=r,.N,=0.
La segunda forma fundamental para S’ es
II(dr') = % sen(2¢ — w)dudv (3.83)

y esto con la primera forma fundamental dada por (3.79) demuestran que S’ es una superficie

pseudoesférica parametrizada por la longitud de arco a lo largo de las lineas asintoticas.

Proposicion 10. El dngulo entre las lineas asintdticas en S" dado por
Ww=2¢—w (3.84)

satisface la ecuacion de Sine-Gordon (3.58).
Demostracion. En efecto, derivando w’ con respecto a u, se tiene
W, = 2¢u — Wy

/ s
w, = 2 (wu + —senqﬁ) — Wy

p
w, = W, + —seno,
p

ahora derivando con respecto a v se tiene

2
Wyp = W T —B COS P,
p

W, = Wt % cos ¢ (% sen(¢ — w))

p
, 1 1
Wy = —5senw+ —2cosdsen(p —w),
p p
sumando las fracciones homogéneas, se tiene
, sen(2¢ — w)
Wy = 9
p
como w' = 2¢ — w, se tiene finalmente
1
W, = — senw’. (3.85)
p
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3.2.1 Ecuaciones de la transformacion de Backlund

Despejando ¢ de la ecuacion (3.84), se tiene

!/
o= (3.56)
2
ahora reemplazando la ecuacion anterior (3.86) en las ecuaciones (3.75) y (3.76),

/ /

<w ;w)u = wy +§sen(w ;w)
W+ w 1 W+ w

( 9 )v - /B_p Sen( 9 - )

pasando a restar w, al otro lado, se tiene las denominadas ecuaciones de la transformacion

de Bdcklund que une las ecuaciones de Sine-gordon (3.58) y (3.85)

w —w I5; W+ w
( 5 )u:;sen( 5 ) (3.87)

<w ;w)v = ﬁipsen (w 2—w) . (3.88)

3.3 Superficie Pseudoesférica S’

Hasta aqui se han construido las ecuaciones que rigen la transformacion de Béacklund (3.87 y
3.88), relacionando las soluciones w y w’ de la ecuacion de Sine-Gordon (3.58). Veamos ahora

como se relacionan las superficies pseudoesféricas.

En la ecuacion (3.69) se va a reemplazar los valores de A, B y el angulo ¢ que esta en funcion
de w y w'. Entonces la ecuacion (3.69) se convierte en

/ /!

w)ru + Lsen(

r'=r+1L cos(w )(cscwr, — cot wry,)
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multiplicando y agrupando los términos se tiene

!/ / /
w +w w +w w +w
r" =1+ [Lcos( ) — Lsen( ) cot wlry, + Lsen( ) cscwry,
. . . s cosw ;
utilizando las relaciones trigonométricas cot w = , CSCWw = y reemplazandolas, la
sen w sen w
ecuaclon anterior se convierte en
/ / /
w4+ w w' 4+ w, cosw wHw, 1
r" =1+ [Lcos( ) — Lsen( )——|ru + Lsen( ) Ty
sen w 2 sen w
factorizando de la ecuacion anterior
sen w
, L W+ w W+ w L W+ w
r=r+ [sen w cos( ) — sen( ) cosw]ry, + sen( )Ty
sen w 2 2 sen w
. L L "+w w4 w w—w
utilizando la relacion trigonométrica sen w cos( ) — sen( ) cosw = sen( 5 )y
reemplazando en la ecuaciéon anterior se tiene
, L w—uw L w4 w
r=r+ sen( )1y + sen( )Ty
sen w 2 sen w 2
factorizando se tiene
sen w
L w—w w+w
r=r+ [sen( )7y + sen( )] (3.89)
sen w 2

que representa el vector de coordenadas de la superficie S’ correspondiente a la solucion w’
de la ecuacion de Sine-Gordon (3.58). Ademas se debe recordar que w’ es obtenido mediante

la transformacion de Backlund de w y que r es el vector de coordenadas de la superficie S.

3.4 Teorema de Permutabilidad de Bianchi

Aqui se denotardn como w; y wo a las soluciones obtenidas a partir de una solucién w ya

conocida. A las dos ecuaciones de la transformacion de Bécklund (3.87 y 3.88) se les denotara
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como Bg; y como w; es obtenida a partir de las transformaciones de Bécklund, entonces éstas
seran denotadas como Bg,(w) = w;, @ =1,2.

Sea w una solucién inicial de la ecuacion de Sine-Gordon (3.58) y que w; y wo sean las
transformaciones de Bécklund via Bg, y Bg,, es decir w; = Bg, (w) vy we = Bg,(w). Sea

w12 = Bg,yw) ¥ w21 = Bg, (), Bianchi hizo un esquema en donde se puede apreciar de una

wﬂ@
%%@

Figura 2.3(a): Diagrama de Bianchi

mejor manera lo senalado.

Ahora, se va a encontrar por construccién una soluciéon €2 en donde se aplique la condicion
conmutativa wig = way.

Como w es solucion de la ecuacion de Sine-Gordon, entonces satisface la ecuacion (3.87), que
luego de despejar (wy),, se tiene:

w1 +w
2

2
(W1)y = wy + 25 sen(
p

) (3.90)

de manera analoga despejando (ws)y, (W12)y, (wWo1). se obtienen las siguientes ecuaciones

2
(Wo)y = wu+ 2Pz sen(w2 a Cd) (3.91)
p
2 +
(Wi2)y = (w1)u+ % sen(%) (3.92)
2 w1 + w
(War)u = (w2)u+ 261 Sen(%). (3.93)
Si se coloca
wiz = wa = {1, (3.94)
restando las ecuaciones (3.90)-(3.91) se tiene
2 2
(W1)u — (wW2)y = % sen(w1 ;— w) — % sen(w2 ;— w), (3.95)
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de la misma manera, restanto las ecuaciones (3.92)-(3.93) se obtiene

0= (w1)e — (wa)u + L&sen(QZWI) - QTflsen(sz) (3.96)
sumando miembro a miembro (3.95)4(3.96)
e (e = (b= e+ 2 fren(E) —sen(BE22)

-I—QT% [sen(Q—;wl) — sen (w2;w>}

simplificando los términos correspondientes,

2 Q Q
0==1|5 sen(w1 —I—w) — [y sen( —I—w2> + o sen( —|—w1) — [ sen(wQ —i—w) )
P 2 2 2 2
2
como — # 0, entonces
Q Q
0=7 sen(w1 i w) — By sen( * w2> + Fasen( i w1> — B sen(w2 +w)
2 2 2 2
luego
Q Q
Ba sen(w2 i w) — sen( —;wl)] =/ {sen(w1 i w) — sen( —;LUQ) (3.97)
Haciendo 0 0
on =21 gy o BT g AT om o T
2 2 2 2
se obtiene que (3.97) es equivalente a
Balsen(2n) — sen(2m)] = By [sen(2m) — sen(2m)]. (3.98)
Considerando las propiedades trigonométricas
1
sen(n +m) cos(n Fm) = i[sen(Qn) + sen(2m)] (3.99)
se tiene
Ba]2sen(n — m) cos(n + m)] = f1[2sen(n — m) cos(n + m)], (3.100)

como n +m = T + m, entonces (3.100) es equivalente a
Posen(n —m) = [y sen(m — m)
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es decir

By sen WQ+W_Q+W1 — B, sen wl—l—w_Q—l—wg
2 4 4 ! 4 4

la cual es equivalente a

D—w w—w D—w w—w
ﬁgsen( YR 24 1):61561&( 1 + 24 1) (3.101)

utilizando la identidad trigonométrica
sen(n —m) = sen(n) cos(m) — sen(m) cos(n) (3.102)

en la ecuacion (3.101) se obtiene

Q- — — Q- Q- -
Bo |sen( Cd)cos(wQ w1> - sen(w wl)cos( 1 w)} = 5 [sen( 1 w)cos(w2 1 Cdl)
_ O_
+ sen(wQ 1 wl)cos( 1 Cd)
de donde
Q-w Wy — Wi We — W1 Q-
(B2 — (1) sen( 1 ) cos( 1 ) = (B2 + B1) sen( 1 ) cos( ) (3.103)
la cual equivale a la siguiente expresion
Q—w By + 61 Wy — Wy
tan = tan . 3.104
() = P (L (3.100)

Por consiguiente, si la condiciéon de conmutatividad (3.94) se mantiene, entonces

_ B2 + B Wy — Wy
Q0 = w + 4arctan {m tan ( 1 )] (3.105)

De una manera analoga, partiendo de la ecuacion (3.88) se tiene para wy la siguiente ecuacion
<w1 + w) 1 (w1 — w)
= ——sen
2 . Bip 2

(W1)y = —wy + B%P sen (w1 2_ w) (3.106)
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de igual manera despejando (ws)y,, (W12)y, (Wo1), se tienen las siguientes ecuaciones

(W2)y = —wy+ B%P sen (wz 2_ w) (3.107)
@)y = () + o sen (12 (3.10)
(@n)e = —(wn)o+ ﬁ% sen (“’217_“’2) (3.109)
utilizando (3.94) y restando (3.106)-(3.107) se tiene
(w1)y — (we)y = B%P sen (w1 2_ w> - B%P sen (wQ 2_ w) (3.110)

restando ahora (3.109)-(3.108) da como resultado

oz(wl)v—(m)ﬁﬁ%)sen (Q_M) ~ % (Q_w1> (3.111)

sumando miembro a miembro (3.110)+(3.111)

(@)= @2y = n)y = n)y + 5 { (M - w) e (Q - w)]

2 2
2 Wy — W Q—uw
_ﬁTp {sen( 5 ) +sen< 2 )]

luego, simplificando % # (0 y ordenando se tiene la siguiente ecuacion

Wo — W Q—w

2

W] — W Q — wy
5 ) + sen( 5

B [sen( ) + sen(

)] = Bafsen(

)], (3.112)

haciendo
o = W2 W , Q—uw —
2 2 2 2

y reemplazando en (3.112) se tiene:

Bi[sen(2n') + sen(2m/)] = Ba[sen(2n’) + sen(2m’)]
utilizando (3.99) se tiene
Bi[2sen(n’ +m') cos(n’ —m')] = Ba[2sen(n’ + m’) cos(n’ —m/)]
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como ' —m/ = n’ —m/ simplificando se tiene la ecuacién
Bisen(n’ +m') = Bysen(n’ +m/) (3.113)

reemplazando los valores de n/, m’, n/,m’ en (3.113)

W —w  Q—wy wi —w  Q—ws

S sen( 1 + 1 ) = Basen( 1 + 1 )
que equivale a 0 0
Brsen(—— + ) = Bysen(—— — =)
utilizando (3.102) se tiene:
Q—w Wo — W Wo — w Q—w Q Wo — w
b1 sen( 1 ) cos(= 1 L) + By sen (=2 1 LY cos( 1 ) = [asen( 1 ) cos(— 1 L)
_ 0—
— By sen(w2 u}1) cos( 1 Cd)
arreglando convenientemente se tiene
Wo — W Q—w Q—w Wo — W
(Br + B2) sen(=——) cos(———) = (B2 = B) sen(——) cos(—=——)

lo cual equivale a (3.104).

Con esto, el siguiente diagrama de Bianchi es conmutativo.

b @ I
o7 o

k@ ;

Figura 2.3(b): Diagrama conmutativo de Bianchi



Capitulo 4

Ecuacion de Sine-Gordon

4.1 Ecuacion de Sine-Gordon en coordenadas de lineas de

curvatura

Para construir superficies correspondientes a soluciones solitén de la ecuacion de Sine-Gordon,
resulta mas conveniente parametrizar las superficies pseudoesféricas en términos de coorde-
nadas de curvatura.

r=u+v, t=u—v (4.1)

Si establecemos w = 26, entonces la primera y segunda forma fundamental se convierten en

I = cos? Odx* + sen? Odt?, (4.2)
1
IT = = senf cos f(dz* — dt?). (4.3)
p
Por lo tanto, una triada ortogonal se puede introducir de acuerdo con
Ty T
AY=——, B"= C*=N 4.4
cosf’ sen 6§’ (44)

y las ecuaciones de Gauss-Weingarten producen

A* 0 0, % sen 6 A*
B | = 0, 0 0 B (4.5)
c* —% senf 0 0 c*



A* 0 0, 0 A*
B* =1 —0, 0 —% cos 0 B* (4.6)
cr 0 %COS@ 0 cr

t
Proposicion 11. FEl sistema lineal anterior (4.5 y 4.6) en {A*, B*,C*} es compatible si y

solo si se cumple la ecuacion de Sine-Gordon dada por
1
Ory — Oy = — senf cos ¢ (4.7)
P
Demostracion. En efecto, tomando la primera ecuacion del sistema (4.5)
* * 1 *
A, =0,B" + —senfC”,
p
y derivando ahora con respecto a t se tiene la ecuacion
A, =0uB" + 0,B; + —cos00,C" + —sen 6Cy. (4.8)
P P
De la misma manera, tomando la primera ecuacion del sistema (4.6)
Al =6,B",
y derivando ahora con respecto a x se tiene la ecuacion
Al =0..B"+6,B,. (4.9)

Ahora, las ecuaciones (4.8) y (4.9) son iguales si y solamente si se aplica la condiciéon de las

*

1., € igualando se tiene

derivadas cruzadas A}, = A
0uB* + 0,8 + — cos00,C* + —sen0C;} = 0,,B* + 0,B;,
P P

reemplazando los valores de Bf = —0,A* — Lcos0C*, C; = LcosdB* y B = —0,A* en la

ecuacién anterior, se tiene

1 1 1 1
0uB* + 0,(—0,A" — —cos0C*) + — cos 00,C* + —sen (- cos§B*) = 0., B* + 0, (-0, A"),
p p p p
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multiplicando internamente por B* y sabiendo que B*.B* = 1, B*.C* =0, B*.A* = 0 se
tiene

1
O + — senfcosf = 0,
p

que es equivalente a la ecuacion dada por (4.7).
De la misma manera para las demés ecuaciones y aplicando las condiciones B}, = B}, y

Cy, = C},.. Concluyendo asi la demostracion. |

Esta version de la ecuacion de Sine-Gordon (4.7) en coordenadas de curvatura es la maés
comin en las aplicaciones fisicas. En ella, x usualmente denota una variable espacial mientras
que t denota el tiempo. En este contexto, es usual llamar a (4.7) la ecuacidn de Sine-Gordon

1 + 1—dimensional.

4.2 Soluciones de la ecuaciéon de Sine-Gordon

Sustituyendo la solucion nula w = 0 de la ecuacion (3.58) en la transformacion de Backlund
(3.87) y (3.88) respectivamente, se demuestra que la segunda solucion no trivial w’ de (3.85)

se puede construir por integracion del par de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer

W, = 25 sen <£/) : (4.10)

W, = ﬁip sen (%) : (4.11)

En efecto, pasando a dividir sen (%) de la ecuacion (4.11), se tiene

orden

/
W, 2

(<Y ABn
sen (%) Bp
integrando con respecto a v la ecuacién anterior, se tiene
!/

2ln(tan(wz)) = ﬁipv + f(u) (4.12)
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derivando la ecuacion (4.12) con respesto a u, se tiene la ecuacion

‘= [, (4.13)
<)

w

sen(

sustituyendo la ecuacion (4.10) en (4.13),
26

[f ()] (4.14)
P
nuevamente integrando con respecto a u la ecuacion anterior (4.14)
2
fu) = ?u + o (4.15)
donde o es una constante de integracion. Ahora sustituyendo la ecuacion (4.15) en (4.12), se
tiene ) 5
w 2 2
2In(tan(—)) = —v+ —u+ oy 4.16
(tan()) = v+~ (116)
obteniendo asf;
W B 1 Qi
tan(—) = exp(—u + —v + — 4.17
(P =expCut 5ot G (417)
que conduce a la nueva solucién /',
1
W' (u,v) = 4 arctan [exp (éu +—v+ a)] (4.18)
p - Bp

aq . .y
donde a = - €8 una constante de integracion.

A continuacion se vera la grafica de la solucion w'(u, v) para valores « = 0y u € [—10,10], v €
[—10,10],6=1,p=1

Figura 4.2.1: Grafica de la solucién que no presenta forma de solitén en 3D
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Sin embargo, con esto se comprueba que no presenta la forma caracteristica de un soliton.

Ahora, derivando la solucion w’(u, v) con respecto a u y luego con respecto a v, se tiene

2 1

wl, = —Bsech(éu+—v+(1),
p p - Bp
2 15} 1

w) = —sech(~u+ —v+ a).
Bp (p Bp )

Al graficar w!, con valores o = 0,u € [—1,1], v € [-5,5], =1,p =1 se tiene

Figura 4.2.2: Grafica de la solucién con la forma de solitén en 3D

que es la forma caracteristica que presenta un solitén estacionario.
De la misma manera al graficar w!, con valores a = 0,u € [—1,1], v € [-5,5],=1,p=1 se

obtiene la grafica anterior.

4.3 Relaciéon entre la solucion y la superficie

Sea r el vector de posicion de la superficie de revoluciéon generada por la rotaciéon de una curva

plana z = ¢(u) sobre el eje z(ver observacion 2), entonces r es de la forma:

r = (ucosv,usenv, p(u)). (4.19)
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Los circulos u = cte son los paralelos y las curvas v = cte se conocen como meridianos.
Calculando los coeficientes de la primera forma fundamental, se obtiene:

E =ry.r, = (cosv,senv, ¢ (u)).(cosv,senv, ¢'(u)) = cos® v + sen? v + ¢'(u)? = 1 + ¢'(u)*

F =r,.r, = (cosv,senv, ¢'(u)).(—usenv,ucosv,0) = —usenvcosv + usenvcosv +0 =0
G = 1,1y, = (—usenv,ucosv,0).(—usenv,ucosv,0) = u?sen® v + u? cos® v + 0 = u?

entonces la primera forma fundamental esta dada por:

I(dr) = [1 + ¢ (u)?]du® + u?dv?
de la misma forma para calcular la segunda forma fundamental, se utiliza el vector normal

Ty X Ty (—cosvg/(u), —senvg(u), 1)

B |7 X 7| B 1+ ¢'(u)?

calculando entonces los coeficientes de la segunda forma fundamental,

e="ru.N = (0, 0, gb"(u)), (_ COS U(b’(u), — senfu¢’(u)’ 1) _ ¢"(u)

L+ ¢'(u)? VI+ o (u)?

(—cosvg'(u), —senvg'(u), 1)
1+ ¢ (u)?

=0

f=ruw.N = (—senwv,cosv,0).

(—cosvg'(u), —senve' (u), 1) ud (u)

g =Tpw.N = (—ucosv,—usenwv,0). =

1+ ¢/(u)? V1+¢(u)?

entonces la segunda forma fundamental es
i /
II(dr) = gb—(u) du? + L(u) dv?.
1+ ¢/(u)? 1+ ¢/(u)?

Como F' = f = 0, entonces las lineas coordenadas u = cte y v = cte son lineas de curvatura
en la superficie de revolucién.

Escribiendo
I = de? + u?dv?,

donde

dé = /14 ¢'(u)?du, u=u(§)
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entonces el teorema de Gauss muestra que la curvatura de Gauss esta dada por

_ 1d%u
C ude?’
donde la superficie pseudoesférica general de revolucion con K = —1/p? adopta la forma
u=c cosh§ + ¢9 senh §,
p
donde p es constante. En particular, en el caso ¢; = co = ¢ corresponde a las llamadas

superficies pseudoesféricas parabolicas de revolucion, los meridianos son dados por
U= Ce&/p7

mientras

2= (u) = / V1 (/oo de. (4.20)
Sustituyendo

c
sen ) = —et/p

en la ecuacion anterior (4.20) da como resultado
_ (G
z = p(cost) + In | tan§|)

y por consiguiente
dz = coty dr

de manera que 1 es el angulo que la tangente al meridiano forma con el eje z. La distancia
d = wucscy desde un punto genérico en el meridiano para el eje z medido a lo largo de la
tangente se ve que es p y asi es una constante. Una curva con esta propiedad es llamada
tractriz. Por lo tanto, la superficie pseudoesférica parabdlica de revolucion es generada por la
rotacion alrededor del eje z de una tractriz. Esta superficie es conocida como la pseudoesfera.
Para determinar la soluciéon de la ecuacion de Sine-Gordon (4.7) correspondiente a la pseu-
doesfera, hay que parametrizar de acuerdo a (4.2) y (4.3). En términos de ¢ y v, el vector

posicion de la pseudoesfera es dado por

r = (psen® cosv, psentp senv, p(cos ) + In | tan %\)), (4.21)
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por consiguiente
I = p*cot?p dy® + p?sen® ) dv? (4.22)
II = pcoty dip? — psent) cos) dv? (4.23)
si ahora se introduce x e y de acuerdo con
dr = pcscy d, y=pv (4.24)

luego (4.22) y (4.23) adoptan las formas (4.2) y (4.3) respectivamente, con 6 = 1.

Integrando en la ecuacion (4.24) se obtiene:

Y
x = p(In(tan 5))

despejando la variable v, se tiene

=2 arctan[exp(% + ) (4.25)

donde « es una constante de integracion.

Como se puede observar, la ecuacion anterior (4.25) se obtiene al hacer
W=2, =1, p=lLu=v=2x/2

en la ecuacion (4.18).
Demostrando asi que existe una conexion entre la superficie pseudoesférica dada por la ecua-

cion (4.21) y la solucion de la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon dada por (4.18).

Figura 4.3.1: Gréfica de la superficie llamada pseudoesfera relacionada con la solucion
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4.4 Relaciéon entre la Solucion y el Solitéon

En la secciéon “soluciones de la ecuacion de Sine-Gordon” se encontr6 una soluciéon general w’
en donde u, v son coordenadas del espacio, sin embargo se va a trabajar con la soluciéon dada
por (4.25) para determinar la “solucion solitonica”(o la candidata a ser soluciéon soliton).

Entonces, para los valores a = 0, p = 1, la solucion estatica (4.25) sera:
U (x,t) = 2arctan[exp(x)] (4.26)

la cual es llamada solucién kink.

Figura 4.4.1: Gréfica de la solucion estatica tipo kink

Haciendo un cambio de variable,
' — At

N

xr =

donde |y| < 1, en la ecuacion (4.26),

' — Ayt

VIt

or(z" —~t) = 2 arctan[exp( )] (4.27)

que es la candidata a ser solucion soliton.

No hay que olvidar z = 2/ — ¢, convierte a la ecuacion en

U, 1) = ¢(a" —t) = ¢(2),
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Para comprobar si es solucién solitén, simplemente se verifica si se cumplen las propiedades
especificadas en los preliminares.

Analizando cuando z = 2/ — 4t — —o0 en la ecuacion (4.27):

Z. . Z Z
ZE{HOO o(z) = ZEEHOO 2 aurctaun[exp(i1 — )]
= 2arctan(0)
= 2(0)
= 0

De la misma manera analizando cuando z = 2’ — vt — 00 en la ecuacion (4.27):

lim ¢(z) = lim 2arctan[exp(#)]

z—00 z—00 1 — 72

= 2arctan(oo)
T

= 2(3)

= 7

Con esto se demuestra que existe un estado asintotico constante cuando z — —oo el cual es
cero y de la misma manera existe otro estado asintético constante cuando z — oo el cual es
7. Por lo tanto se concluye que la solucion dada por ¢(z) es una onda solitaria.

De la misma manera, se construye una solucion llamada solucién antikink, dada por

i(z,t) = 2arctan[exp(—x)] (4.28)

Figura 4.4.2: Gréfica de la solucién estatica tipo antikink
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Haciendo un cambio de variable,

' — At

r=——
1—~2

donde |y| < 1, en la ecuacion (4.28),

¢p(x' — yt) = 2arctan [exp (—%)] (4.29)

Aunque ya no se hara los tecnicismos para encontrar la féormula de la colisiéon de un kink-

antikink, solo se colocara la formula:

senh ot
V1—~2
l,/
cosh | ———
! (vl - 72>

la cual preserva la forma del kink(antikink) después del choque. Por tanto se concluye que la

Our = 2arctan

solucion tipo kink(antikink) para la ecuacion de Sine-Gordon tiene el comportamiento de un

soliton.
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Conclusiones

4.4 Conclusiones

1. Usando la transformacion de Backlund se determina la solucion de la ecuacion diferencial

parcial de Sine-Gordon.
2. Existe una correspondencia entre la superficie pseudoesférica dada por la ecuacion
_ ¥
r = (psenty cosv, psentpsenv, p(cos) + In | tan§|))
y la solucion de la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon dada por

W= 4arctan[exp(§u + —v+ )
P

Bp

3. La solucion de la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon obtenida a través de la

transformacion de Backlund es una solucién soliton.

4. Para encontrar nuevas soluciones a la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon se

pueden utilizar herramientas de geometria diferencial.
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Sugerencias

Usar la geometria hiperbolica para determinar las ecuaciones de las superficies pseudoesféricas.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Transformaciones lineales

Proposicién 12. Sea T : E — F una transformacion lineal entre los espacios vectoriales E

y F sobre R de dimension finita m y n respectivamente (m < n). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. T: E — F es inyectiva.

2. Dada una base {vy,...,v,} de E, los vectores {T(vy),...,T(vy)} son linealmente in-

dependientes.

3. La matriz asociada a T tiene rango m.

Demostraciéon. Ver [Santamaria et al., 2008|

A.2 Sistema de ecuaciones

Definiciéon 21. Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es un sistema incompatible si no

tiene solucion. Por el contrario se dice que es un sistema compatible si tiene alguna solucion.
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En este ultimo caso s6lo caben dos posibilidades: o bien el sistema tiene una tinica soluciéon, y
en este caso se dice que es un sistema compatible determinado, o bien tiene infinitas soluciones,

llamandose un sistema compatible indeterminado.

A.3 Ecuaciones diferenciales parciales

Definicién 22. Una ecuacion diferencial parcial(EDP) es una ecuacion que envuelve dos

o mas variables independientes x1,z9,...,x, v las derivadas parciales de una funcién u =
u(xy, T, ..., T,). Mas precisamente, una EDP es una ecuacion de la forma
F du du d*u  d*u d"“u) 0
L1, L9y ooy Ty Uy s e ey sy oy —— ) =
Y ey dwy, da? deydxy’ T dak
Donde = = (1,2, ...,2,) € ©, Q es un dominio en R", F' es una funcion dada y u(z) es la

funcién que se quiere determinar.

Definicién 23. Una solucion clasica de una EDP de orden k£ en un dominio 2 C R", es una

funcion u € C*(9) que satisface a la EDP en todos los puntos de €. En el caso k > 2,

Pu  Pu
oxdy  Oyox’

Asi la EDP de orden k = 2 se puede escribir de la forma:

d%u 0%u 0%u ou Ou
a(x,y)@ + Qb(l‘ay)ax—ay + C(x’y)a—yQ - f(%%% O_x’ a_y)

Para saber el tipo de EDP se tiene en cuenta:
1. Eliptica en (zg, 1) si b* —ac < 0
2. Parabolica en (xg, o) si b* —ac =0

3. Hiperbolica en (xg, o) si b* —ac > 0
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La EDP es eliptica, parabodlica e hiperbolica en 2 si son elipticas, parabdlicas e hiperbolicas

en cada punto de €.
Lema 1. El tipo de EDP es invariante bajo el cambio local de coordenadas

Demostracion. Ver [lorio, 1988] |

A.4 Equivalencias de la ecuaciéon de Sine-Gordon

A continuacion convertiremos la ecuacion diferencial parcial de Sine-Gordon en su forma

normal, tomando como funcion u(z,y) = 6(z,t). La ecuacion de Sine-Gordon es:
Ope — Py = sen 6 (A1)

donde 6., y 6; indican las derivadas parciales con respecto a los pardmetros x y t.

Primero se analizara el tipo de ecuacion diferencial parcial, para eso se tiene en cuenta los
coeficientes de la parte izquierda de la ecuacion (A.1).

Los coeficientes de la ecuacién son a = 1, b= 0y ¢ = —1, entonces b> —ac = 1 > 0, por tanto,
la ecuacion (A.1) es hiperbolica.

Para pasar la ecuacion a su forma normal, resolvemos la siguiente ecuacion:
af? =20 +c = 0

-1 = 0
@—-1)0+1) =0

Como las soluciones son § = 1 y § = —1, entonces resolvemos las siguientes ecuaciones
diferenciales:
dt
- -1
dx
dt = dx
t = v+



De igual manera para la otra soluciéon

dt B 1
dr
dt = —dx
t = —x+ Co

Haciendo un cambio de variable convenientemente

u:g(x—t); vzg(x—i-t)

Por consiguiente: 6(z,t) = w(u,v). Utilizando la regla de la cadena, se tienen las derivadas
parciales:
P P

0, = —.wy + Z.wy
5 +2w

nuevamente derivamos con respecto a x y se utiliza el hecho de que wy,, = Wy,

p. P P P P P P P

0&:&: = J[Wuuys SWYuv s SYvu s %y
gty T gty F Gy T oWy
2 2 2
P P P
0&:&: = o Wuu a Yuw — Wov
1 Wy T+ 5 Wyy + 1 w
Ahora, se deriva @ con respecto a t,
—P P
0 = —.wy + =W,
¢ 5 Wy, + 5 w
nuevamente se deriva # con respecto a t y se tiene
—P —P P PP P P P
Oy = — Wuu—— + — - Wup-= + =Wy —— + = -Wyo-=
t g W T W e g W
2 2 2
ett - pzwuu - %wuv + pzwvv
Ahora se reemplazan los resultados obtenidos por ¢,, vy ¢y en la ecuacion (A.1) obteniendo
as 2 2 2 2 2 2
pzwuu + %wuv + pzwvv - (pzwvv - %wuv + pzwm)) = senw

cancelando algunos términos de la ecuacion anterior se obtiene

PPy = senw
1

Wyy = —5Senw
P

que es la ecuacion de Sine-Gordon obtenida en (3.58).
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A.5 Términos fisicos

Fisica del estado s6lido es una rama de la fisica que se encarga del estudio de las propie-

dades de la materia, especialmente la materia rigida o semirrigida.

Optica no lineal describe el comportamiento de las interacciones material-luz donde el prin-

cipio de superposicion no se puede aplicar.

Solucion kink es la solucion de la ecuacion diferencial no lineal en donde no se encuentra

presente el tiempo, es decir es una solucién estatica.
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