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Resumen

Es frecuente encontrar en los problemas de extremos de optimizacion, la maximizacion de
funciones lineales (., y) sobre un conjunto convexo C' en R", una aproximacién provechosa
a tales problemas es estudiar que sucede cuando y varia en C', lo que nos conduce a la
busqueda de funciones que expresan la dependencia de el supremo sobre y, denominada

funcion soporte:

do :==sup{(y,x) :x € C}

dicha funcién es una clase importante de funciones sublineales.

Un resultado estudiado por Rockafellar mostré que las funciones soporte no distingue
al conjunto convexo C, de su clausura, ni de su envolvente convexo cerrado. por lo cual
se concluyé que un conjunto convexo cerrado se puede expresar como el conjunto de

soluciones del sistema de desigualdades dadas por su funciones soporte:

C={z:(y,x) <dc, ¥y}

Complementando estas relaciones se logré establecer la correspondencia inyectiva entre
los conjuntos convexos cerrados en R™ y objetos de otra clase muy distinta: funciones

sublineales sobre R™.




Abstract

Is common find in the problem of extremum of optimization, the maximizing of
linear functions (.,y) over a convex set C' in R"™, one fruitful approach to such a
problem is to study what happens as y varies in C'. This leads to the consideration
of the function which expresses the dependence of the supremum on y, namely the

support function:

dc = sup{(y,x) : x € C}

this function is a important sort of sublinear functions.

A result studied for Rockafellar shown the concept of support function does not
distinguish a convex set C from its closet convex hull. It follows that a closed
convex set C' can be expressed as the set of solutions to a system of inequalities

given by its support function:

C={z:{y,z) <dc, Vy}

to the complement this relations it shown there is an important injective corres-
pondence between the cloesd convex set in R” and objects of quite a diferent sort:

sublinear functions on R".

IT



Introduccion

La convexidad ha ido tomando cada vez mayor importancia en los ultimos anos en el
estudio de problemas de extremos de optimizacion en muchas dreas de matematica los
que forman parte fundamental del anélisis convexo y cuyas aplicaciones a problemas de

extremos juegan un rol central.

La funciones sublineales son candidatos interesantes de funciones convexas no triviales

mas simples debido a que son aproximaciones tangenciales de las mismas.

Al establecer la correspondencia entre las funciones sublineales y los conjuntos convexos
sus propiedades se hacen mas visibles; debido a que proporcionan herramientas analiti-
cas poderosas en el estudio de conjuntos convexos cerrados incluso cuando se forman
nuevos conjuntos se logra la correspondencia con las funciones Soporte.

Ademas el presente estudio aparta un enfoque didactico de los conceptos y constituira un

documento valioso para personas interesadas en el tema.

El concepto de funciones sublineales originalmente definidas por Minkowsky para con-
juntos convexos acotados, quien establecié primero la correspondencia entre funciones

gauge y las funciones soporte.

Las funciones soporte son ejemplo de funciones sublineales cerradas, que bajo ciertas
condiciones que seran objeto de nuestro estudio, podremos establecer una corresponden-

cia entre estas funciones y los conjuntos convexos no vacios.



Introduccion 1

En el espacio euclidiano R™ una forma lineal [ se puede representar por un vector s € R”

, la existencia de s es tnica y es tal que:
l(z) = (s,z), Vxe R"

Ademas, dado C' C R™, un conjunto convexo no vacio, la funcién:

ébc: R — R"U{+o00}

x — dc(x) :=sup{< s,z >, se€C}

es sublineal y se denomina la funcion Soporte de C.
Cuando C' es acotado, esta funcion Soporte es finita en todas partes, de otro modo, d¢

toma el valor +o00, pero esto le resta semicontinuidad inferior.

Asimismo, dc es también la funcién soporte de la clausura de C, al igual que de la
clausura del envolvente convexo de C. Debido a ello se consideran funciones soporte solo
de conjuntos convexos cerrados no vacios.

El resultado clave esta en considerar la funcién C' — ¢, la cual es biyectiva.

Esta correspondencia entre conjuntos convexos no vacios de R™ y funciones sublineales

cerradas es la que permite interpretaciones para un estudio satisfactorio.
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Capitulo 1:

Conjuntos convexos

En éste capitulo se presenta los conceptos, definiciones y teoremas que seran 1tiles para
el desarrollo de la teoria necesaria que orienta el presente trabajo.

La base de éstos conceptos se encuentran en: “Convex Analysis”de R. TYRRELL
ROCKAFELLAR y ”Fundamental of Convex Analysis”de JEAN-BAPTISTE HIRIART
URRUTY CLAUDE.

1.1 Definiciones

En el desarrollo de éste trabajo, R™ sera visto como estructura de espacio vectorial real
(cuyos elementos se llaman vectores) y como estructura de espacio afin (conjunto de
puntos).

El espacio afin se puede identificar como el espacio vectorial R™, siempre que el origen

esté especificado.

Definicién 1.1.1. (Producto interno)
El producto interno en el espacio vectorial E es una funcién que hace corresponder a
cada par de vectores x y y en E, un nimero real indicado por (x,y) de tal modo que

para cualesquiera z, ' , y € E'y a € R se cumple:

Pl. (z,y) = (y,z)
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P2. (z+2'y) = (z,y) + (2, y)
P3. (az,y) = a(y,z) = (x,ay)

pd. 2 #0= (z,2) >0

el producto interno es una funcién real simétrica bilineal y definida positiva.

En el espacio R"™ se define el producto interno canénico de dos vectores x = (1, ...

y x* = (&, ..., &) expresado por:

(T, 2) =68 + &8+ + &l =) &8
=1

Ejemplo 1.
a) sean x = (5,3) y 2" = (—1,2) entonces:

(x,2*) = ((5,3),(—1,2)) = 5(—1) +3(2) = -5+ 6 =1

b) sean x = (3,—4,5) y 2 = (—2,6,1) entonces:
(z,2%) = ((3,—4,5), (—2,6,1)) = 3(=2) + (—4)(6) + 5(1) = —6 — 24 + 5 = 25

Definicién 1.1.2. (Conjunto afin)

Un subconjunto M de R" es llamado conjunto afin o variedad afin si la recta

,&n)

{(1 =Xz + Ay, A € R } estd enteramente contenida en M, siempre que x y y estan en

M. Note que un tnico punto es una variedad afin.

Ejemplo 2. Una recta, todo el espacio R?, un plano, todo el espacio R? son ejemplos

de conjuntos afines; en general el espacio total R" es afin y esto se ve claramente en la

figura 1.1.

Teorema 1.1.1. Los subespacios de R™ son conjuntos afines que contienen al origen.
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v
S P

(a) Una recta (b) Todo R? (¢) un plano

Figura 1.1: Conjuntos afines.

Demostracion. Cada subespacio de R™ contiene al 0 y siendo cerrado bajo la adicién y
multiplicacion escalar, en particular, es un conjunto afin.

Anélogamente suponga que, M es un conjunto que contiene a 0, para cualquier x € M
y A € R, se satisface: Az = (1 — X\)0 + Az € M. Por tanto M es cerrado bajo la
multiplicacion escalar.

SixeMyye M, %(aﬁLy) = %x—I— (1— %)y € M Asi M es cerrado bajo la adicién y

por tanto es Subespacio. ]

Definicién 1.1.3. (Hiperplano)

Un hiperplano en R™ es una colecciéon de puntos:
H={z eR"/{z,b) =}

Donde b # 0, es llamado el vector normal del hiperplano y 5 es un escalar fijo.

Observacién 1. Los hiperplanos y otros conjuntos afines se pueden representar por

funciones lineales y ecuaciones lineales. Pues los hiperplanos son las traslaciones de:

{z/x Lb}+a = {z+a/(z,b) =0}
= {y/{y—a,b) =0}
= {y/(y,0) =8}, B=(aD)
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Ejemplo 3. H = {z € R?/2x; + 3z, = 6}
donde x = (z1,22), b=(2,3) y 5 =06

Este hiperplano es una recta en R?, como se puede observar en la figura 1.2.

_ b=(23)

1

1

1

i
0
[123\3\5

Figura 1.2: Hiperplano ejemplo 3

El siguiente teorema caracteriza a los subconjuntos afines de R™ como solucion de siste-

mas de ecuaciones lineales simultaneas en n-variables.

Teorema 1.1.2. Dado b € R"™ y [B]nxn una matriz real, el conjunto
M = {x € R"/BX = b} es un conjunto afin en R"™. Ademds cada conjunto afin se puede

representar de esa manera.

Demostracion. Sea x € M, y € My XA € R, si z = (1 — Xz + Ay entonces fz =
(1 = XN)Bx + APy, por tanto [z = b, de donde M es afin.

El teorema 1.1.2 implica que: M = {x/ (x,b;) =5;: i=1,...,m} = ﬁ H;.

donde b; es la i-ésima fila de B, f; es la i-ésima componente de b y zfzfj ={z/ (x,b;) =
Bi}.

Cada H; es el hiperplano (b; # 0), 6 el conjunto vacio (b; =0, 5; #0) 6 R" (b; =
0, B; #0). El conjunto vacio puede ser considerado como la interseccién de hiperplanos
paralelos diferentes, mientras que R™ se puede considerar como la intersecciéon de una

coleccién no vacia de hiperplanos de R™ Asi:

Corolario 1.1.2.1. Cada subconjunto afin de R™ es la interseccion de una coleccion

finita de hiperplanos.
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Definicién 1.1.4. (Semiespacios asociados a un Hiperplano)

Todo hiperplano H = {z € R"/(x,b) = [} tiene asociado dos conjuntos llamados semi-
espacios de R™ pueden ser abiertos:

H; ={x/{(z,b) < B} define el semiespacio inferior abierto.

H} ={x/{x,b) > B} define el semiespacio superior abierto.

como también cerrados:

H: ={z/(z,b) < 3} define el semiespacio inferior cerrado.

HI ={xz/(x,b) > [} define el semiespacio superior cerrado.

F
= ]

s J

e

E¥ 3
F ¥

(a) En R? (b) En R3

Figura 1.3: Hiperplanos y sus semiespacios asociados

Observe que cualquier punto en R” estd en H™, en H~, o en ambos.

Definicién 1.1.5. (Conjunto convexo)
Un subconjunto C' de R™, es convexo si: (1 — N)x + Ay € C' para todo z,y € C'y
A € (0,1) (o equivalentemente A € [0,1]).

Geométricamente, esto dice que el segmento de recta
[z, y] ={1 =Nz +Ay:0<A<1}

estd enteramente contenido en C', siempre que sus puntos extremos x y y estan en C.
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En la figura 1.4, se observan conjuntos convexos, cuya propiedad es que, dados dos
puntos cualesquiera, el segmento que los une esta totalmente contenido en el conjunto,

y en la figura 1.5 no se cumple esta condicién; por tanto no son convexos.

Figura 1.5: Conjuntos no convexos

Ejemplo 4. Los conjuntos convexos de una dimensién son los intervalos.
Un hiperplano es un ejemplo de conjunto convexo.
Elipsoides y cubos sélidos en R? son ejemplos de conjuntos convexos pero no afines.

Todos los conjuntos afines ( incluyendo al ¢ y R™ mismo) son convexos.

Proposicién 1.1. Sea {C;}ic; una familia arbitraria de conjuntos convexos. Entonces

su interseccion C := N{C; : i € I} es convexo.
Demostracion. Inmediata. ]

Corolario 1.1.2.2. Sea b; ¢ R" y 8; € R para i € I, donde I es un conjunto arbitrario

de indices. Entonces C' = {x € R": (x,b;) < [;, Vi € I} es un conjunto convezo.
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Demostracion. Sea C; = {x : (x,b;) < f5;} entonces C; es un semiespacio cerrado o R”

0py C’:ﬂC’i. O

el
Esto es valido si se reemplaza < por >, > , <, o = Asi dado cualquier sistema de de-
sigualdades lineales simultaneas y ecuaciones en n variables, el conjunto C' de soluciones

es un conjunto convexo en R”

Definicién 1.1.6. (Clausura e interior de un conjunto)

Sea C' un conjunto en R"™, se define la clausura e interior de C' como:
int C={xeC/3Je>0,B(x,e) CC}

dC={xeR"/Ve>0,B(x,e)NC #0}

Conjunto Inlerior Clausura

Figura 1.6: Clausura e interior

Proposicion 1.2. Si C' es un conjunto convero, su interior y su clausura, también lo

SON.

Demostracion. Sean z y x diferentes y a € ]0,1[, 2” = ax+ (1 —a)z" € [r,7] considere

zy x en el interior de C.

" =] _
g —x

Asi: B(2",(1—a)r) = ax+ (1 —a)B(x',7) obtenida de segmentos con puntos extremos

Escogemos r > 0 talque B(z,r) C C. El radio 1—7r




Capitulo 1:Preliminares 11

1a a

Figura 1.7: Conjuntos convexos tienen interior convexo.

en int C. Es decir z* € int C

!/ . .
Ahora tome z y = en ¢l C, seleccionamos en C' dos sucesiones (xy) y (x}) que convergen
’ . , "
a x 'y x respectivamente, entonces axy + (1 — )z}, estd en C'y convergen a x el cual

estaen cl C.

Conceptos basicos del algebra lineal

k
i) Una combinacién lineal de elementos zi,...,x; de R"™ es un elemento g oG
i=1
donde los coeficientes «; son numeros reales arbitrarios.

ii) Un Subespacio lineal de R", es el conjunto que contiene todas las combinaciones

lineales.

iii) Para cualquier conjunto S C R™ no vacio, se puede asociar la interseccién de todos
los subespacios conteniendo a S, este subespacio es llamado el El subespacio

generado por S o (Envolvente lineal de S) denotado por lin S.

iv) Para la relacién C, lin S es el subespacio més pequeno conteniendo a S, este puede
ser construido directamente de S, por la colecciéon de todas las combinaciones

lineales de elementos de S.
k
V) x1,...,7; de R™ se dicen linealmente independientes si, Zaixi = 0 implica

i=1
ar=..=aqa=0.

Al considerar Afinidad= linealidad + traslacion, se puede reproducir lo anterior como:
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k
i’) Una combinacién Afin de elementos xy, ...,z de R" es E o, x; donde los coefi-

i=1
k

cientes «; satisfacen E a;=0.
i=1

ii’) Un Conjunto Afin de R", es el conjunto que contiene todas las combinaciones
afines. Es facil verificar que la interseccion de las conjuntos afines resulta una
conjunto afin. (la equivalencia con la definicién 1.1.2 se verd més clara en la pro-

posicién 1.3)

iii’) Para cualquier conjunto S C R™ no vacio, se puede asociar la interseccién de todas
los conjuntos afines conteniendo a S, denominado Conjunto Afin generado

por S o (Envolvente Afin de S) denotado por Aff S.

iv’) Para la relacion C, Aff S es el conjunto afin mas pequenio que contiene a S, este
puede ser construido directamente de .S, por la coleccién de todas las combinacio-

nes afines de los elementos de S.

v’) los k+1 puntos z, ..., 7, de R™ se dicen afinmente independientes si el conjunto
Af f{xq,...,x;} es k- dimensional. Esto ocurre si x; — xo, ..., T, — Zo son linealmente

independientes.

Para decir que un conjunto de vectores es afinmente dependientes es afirmar que uno

de ellos es una combinacién afin de los otros.

Definicién 1.1.7. (Simplex o simplejo)

Sea a = (ay, ..., ay,) un punto de R*. El simplex unitario en R¥ es:

k
Ak:{QGRk:Zai:L a; >0, Vi=1,...,k}

i=1
Ejemplo 5. Considere el simplex unitario Az, sean e; = (1,0,0), es = (0,1,0),
es = (0,0,1) los tres vectores bases formando sus vértices; el envolvente afin de
S = {e1, ea} es larecta afin que pasa a través de ey y ey, y Para S = {ey, 3, €3}, su envol-

vente afin es el plano afin de ecuacion ay + as + a3 = 1. los cuatro elementos 0, ey, €9, €3
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son afinmente independientes, pero los cuatro elementos (1/3,1/3,1/3),e1,e2,e3 no lo

SOon.

Con la idea anterior de i) se puede llegar de afinidad a convexidad, por lo que se define:

Definicién 1.1.8. Una combinacion convexa de elementos x1,...,z; en R" es un
elemento de la forma:

k k
Zaixi donde ZO"' =1 ya; >0
i=1

=1

Una combinacion convexa es una combinacion afin, la que es una combinacion lineal en
particular. se observa ademas que todas las combinaciones convexas de x1, ..., xy forman

un conjunto convexo: la imagen de A\ bajo la funcién lineal:

R* 5 (..., ) = ay2q + ... + oy, € RP

En muchas situaciones donde las combinaciones suceden en matematicas aplicadas, los

coeficientes se interpretan como probabilidades o porciones.

Proposicion 1.3. Un conjunto C' C R™ es convexo si y solo si contiene todas las

combinaciones convezxas de sus elementos.

Demostracion. Condicién suficiente: la combinacion convexa de dos elementos es justo
el segmento que los contiene.

La condicién necesaria, considere x1,...,xx en C'y o = (v, ..., ) € Ag. Por lo menos

‘ " . . s ,

uno de los «; es positivo, si a; > 0 entonces la forma: y, = gt U s esta en
: : . _ _ajtar as

C. Por consiguiente: y3 = el el ee—s

reemplazando ¥, se tiene: y3 = (a1 4+ agxs + azxs) que estd en C, y asi hasta

1
altaztas

. _art..top_q «@
que : yp, = D=Ly, ) 4 Sy
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k
en conclusion: y;, = E QL
i=1

Como la interseccién de conjuntos convexos es convexo, entonces se puede definir:

Definicién 1.1.9. (Envolvente convexo)
Dado un subconjunto S de R", el envolvente convexo de S se define como la interseccion
de todos los conjuntos convexos que contienen a S; y se denota por co S.

Es decir es el menor conjunto convexo que contiene a S.

coS:{ﬂXi/XiDS}

i€
Ejemplo 6. En la figura 1.8 se observan conjuntos con sus respectivos envolventes

convexos.

- -

Ll -

& T

4
i e
[}
I
\

\ -
%

LS e
TR

S,

Co §, Co §, Co 8, Co 8.

Figura 1.8: Envolventes convexos

Observacion 2.
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v SCco S
v’ Si § es un conjunto convexo, entonces co S = 5, el reciproco también se cumple.
v Si S C Sy, entonces co S1 C co Ss.

Proposicion 1.4. El envolvente convexo se describe como el conjunto de todas las
combinaciones convexas.

Es decir: co C:=N{C : C es convexo y contiene a S}

Definicién 1.1.10. El Envolvente Convexo cerrado CO (S) de un conjunto no

vacio S, es la interseccion de todos los conjuntos convexos cerrados que lo contienen.

Proposicion 1.5. El envolvente convexo cerrado es la clausura del envolvente convezxo

de S . Esto es Co (S)=-cl( Co S)

Demostracion.
Debido a que ¢l Co S es un conjunto convexo cerrado conteniendo a .S, éste contiene a

Co también.

Por otro lado tome un conjunto convexo C' que contiene a S; siendo convexo, C' contiene
a Co S, siendo cerrado, este contiene también la clausura de Co (.5).

Dado que C' es arbitrario, se concluye que NC' = ¢l (Co S).

Definicién 1.1.11. (Envolvente afin )
Dado un subconjunto S de R™ el envolvente afin se define como la interseccién de la
coleccién de conjuntos afines M talque: M O S. Es decir, es el menor conjunto afin que

contiene a S. Envolvente afin de un conjunto S se denotara por aff S.

Ejemplo 7. En la figura 1.9. Se observa:
a)Un segmento de recta en R? y los conjuntos afines que lo contienen son la recta entera,
planos y todo el R?; Asi el Envolvente afin es la recta que lo contiene.

b) El conjunto afin que contiene al conjunto plano es R2.
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¢) El menor conjunto afin que contiene al plano dado es el plano que lo contiene.

d) EI conjunto afin de la superficie dada es todo el espacio R?, siendo el tinico conjunto

afin que lo contiene.

el
-

X b
\
(a) De un segmento de rec-  (b) De un conjunto plano de
ta: Toda la recta. R2: Todo el R2.

Fa )

(c) En R3, de un conjunto plano: El plano (d) En R3 de una superficie: Todo el R3.

que lo contiene.

Figura 1.9: Envolventes afines

Los conos convexos, son considerados los conjuntos convexos més simples, sin embargo
son parte fundamental en el andlisis convexo pues estos se pueden considerar como el
conjunto de soluciones de un sistema de desigualdades lineales en una regién unilateral,
como también son importantes en el analisis lineal en una regién bilateral de igualdades.
El desarrollo de esta seccién se basara en desigualdades por lo que es imprescindible el

uso de Conos.

Definicién 1.1.12. (Cono)
Un subconjunto K del R™ es un cono, si es cerrado bajo la multiplicacién escalar positiva,;

es decir; \x € K, cuando z € K y A > 0.
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También se puede decir que es la unién de semilineas que parten del origen, como se

puede observar en la figura 1.10.

1/

g5

Figura 1.10: Conos

Definicién 1.1.13. (Cono convexo)
Sea K un cono, es convexo, si verifica que: Para cada z,y € C' se cumple que z+vy € K.
En la figura 1.11, se muestran conos convexos en R? y en R? respectivamente.

i y;

w1 b

R &

Al

Figura 1.11: Conos convexos

Ejemplo 8. Los subespacios de R" son en particular un cono convexo.

También los semiespacios abiertos correspondientes al hiperplano que pasa por el origen.

Los conos convexos més ttiles en la teoria de desigualdades son el octante no negativo

de R"™ :

QA ={r=(&,..,&): & >0,..,& >0}
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y el octante positivo:

Qp={r=(&..6&):&>0,... 2§ >0}

Es habitual escribir: x > 2/, si o — 2’ pertenece al octante no negativo; es decir si
§; > & para j = 1,...,n. En esta notacién, los octantes no negativos consisten de todos

los vectores x talque = > 0.

Teorema 1.1.3. La interseccion de una coleccion arbitraria de conos converos es un

COMo CONVEXO.

Demostracion. Inmediato.

]

Corolario 1.1.3.1. Sea b; € R" para i € I, donde I es un conjunto arbitrario de indi-

ces. Luego K = {x € R": (x,b;) <0, 1 € I} es un cono convezo.

Demostracion. Sea K; = {z: (z,b;) < 0} entonces K; es un semiespacio cerrado 6 R”

6oy K=[)K. O

el
En el corolario se puede cambiar de sentido las desigualdades ; asi el conjunto de solu-

ciones al sistema de desigualdades lineales es un cono convexo; mas que sélo un conjunto

convexo, si las igualdades son homogéneas.

La siguiente caracterizacion de conos convexos es semejante entre conos y subespacios.

Proposicién 1.6. Un subconjunto de R™ es un cono convezo si y solo si es cerrado bajo

la adicion y multiplicacion escalar positiva.

Demostracion. Sea K un cono convexo, y sean x, y € K , entonces el vector: z =

1
5(35 + y) € K ademas, si K es cerrado bajo la adicién y 0 < A < 1, los vectores:

(1 = XNx y Ay pertenecen a K; por tanto: (1 — Nz + \y € K
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Asi K es convexo si y solo si este es cerrado bajo la adicién.

O

Corolario 1.1.3.2. Un subconjunto de R™ es un cono convezo si y solo si contiene todas
las combinaciones lineales de sus elementos (es decir todas las combinaciones lineales

N+ ... + X\, xm en donde los coeficientes son todos positivos)

Corolario 1.1.3.3. Sea S un subconjunto arbitrario de R™ y sea K el conjunto de
todas las combinaciones lineales de S. Entonces K es el cono convero mads pequerno que

contiene a S.

Demostracion. Claramente K es cerrado bajo la adicién y multiplicacién escalar, y

K D S, cada cono convexo incluyendo a S deberia incluir a K. [

Corolario 1.1.3.4. sea C' un conjunto convero y sea : K ={\x : A >0, x € C}

Entonces K es el menor cono convexo que contiene a C.

Demostracion. La demostraciéon se sigue del corolario anterior. Cada combinaciéon li-
neal positiva de elementos de C' es un miiltiplo escalar positivo de una combinacion de

elementos de C' y por tanto es un elemento de K. O

Definicién 1.1.14. (Bola )
Se define una bola abierta euclidiana en R™ con centro en x € R" y radio € como el
conjunto:

B(z,e) ={y e R"/|y —z[ <e}

Anélogamente se define una bola cerrada como:

Blr,el]={y e R"/ly — x| < e}

Para cualquier a € R", la bola centrada en a y radio € > 0 denotado por: a + B, dado
por:

{z:|lz—a|<e} =a+ B
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L4 ~
4 \
f ¢
I
' = ‘I
1 X i
\
\ aV ,'
hY f
A S ’,
\t“ o -
(a) Bola abierta (b) Bola cerrada

Figura 1.12: Bolas euclidianas

Para cualquier conjunto ¢ € R", el conjunto de puntos x cuya distancia de C' no excede

€ €S

{z: el dxy) <€}
Usec{y € B.: ye C}=C+ B,

Proposicion 1.7. Sea A : R™ — R"™ una funcion afin y C un conjunto convezro de
R™, la imagen de C bajo A, (A(C)) es un conjunto convero en R™.

st D es un conjunto convero de R™, la imagen inversa:

A7Y(D) :={z € R": A(z) € D} es convexra en R".

Demostracion. Para x e y en R", la imagen bajo A del segmento [z, y] es claramente el
segmento [A(x), A(y)] C R™. Esto prueba la primera afirmacién.

De hecho si z e y son tales que A(z) y A(y) estdn ambos en el conjunto D, entonces
cada punto del segmento [z, y] tiene su imagen en [A(x), A(y)] C D

Es decir: [z,y] € A™YD), Vax,y€ AY(D)

Definicién 1.1.15. (Polar de un cono convexo)

Sea K un cono convexo, su polar es:

Ke:={seR"/(s,x) >0V z e K}
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1.2 Interior relativo

¢

El interior “ relativo ”puede ser introducido en situaciones donde los conjuntos convexos
tienen interior vacio.

Observe que un segmento de recta o un tridngulo inmerso en R? no poseen interior en su
mismo espacio circundante, pues, para todo punto en el segmento de recta o el triangulo

dentro del R?, la bola centrada en dicho punto no estd totalmente contenida en dichos

conjuntos como se ve en la figura 1.13:

)

y

Figura 1.13: Segmento de recta y tridangulo incrustado en R3

Por eso en analisis convexo, se introduce el concepto de topologia relativa y el concepto de

interior es absorbido en un concepto mas conveniente el cual es llamado interior relativo.

Definicién 1.2.1. (Interior relativo)
El interior relativo de un conjunto convexo C' en R", se define como el interior que re-
sulta cuando C' es considerado como un subconjunto del envolvente afin af f C, el que

serda denotado por riC.

El término “relativo” se puede asumir como “relativo del envolvente Afin del conjunto”.
Asf el interior relativo consiste de los puntos x € af f C, para los cuales existe un ¢ > 0

tal que y € C siempre que, y € aff C.
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Es decir:
riC ={z €aff (C)/ >0, B(x,e)Naff (C)cCC}
Ejemplo 9.
C Aff C dim C | ri C
| 0 |
[z, y] recta afin generada por X,y 1 (x,y)
JANS variedad afin de ecuacién et.a« =1 | n-1 {a € A, a; >0}
B(x,d) | R” n int B(xo, )

Es claro que:

ri CCCCecC
En la figura 1.14 se observa interiores relativos de conjuntos, ahora se puede ver que

un segmento de recta incrustado en R? si tiene interior relativo.

1.

f},/—'—-\\

Figura 1.14: Interiores relativos

Observacion 3.

v Para un conjunto convexo n-dimensional aff (C) = R"™ por definicién, asi que

ri C =int C.

v' C es llamado relativamente abierto si r¢ C' = C.
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v Los puntos adherentes de un conjunto C' estan en aff (C) ( que es cerrado y

contiene a (') asi la clausura relativa de C' es precisamente cl (C)
v' El conjunto diferencia (¢l C')\(ri C) es llamado la frontera relativa de C.
v La inclusién C; C Cs no implica que 77 Cy C ri Cs. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10. Si C; es el cubo en R3 y (5 es una de sus caras: si se tiene que Cy C C}

ZA

e

Figura 1.15: El cubo C; en R? y (5, una de sus caras

Se observa en a) y b) los afines de Cy y Cy y en ¢) y d) se ve los interiores relativos de
cada conjunto C y Ch:

Ambos ri C7, i Cy son no vacios pero disjuntos, es decir:
=i OlﬂTiCQZQ)

:m’Clg_Tng

si Cy C (1 no implica que riCy C riC}

Un primer resultado importante es:

Teorema 1.2.1. Si C' # ¢ = ri (C) # ¢. De hecho dim (ri (C)) = dim C)
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(a) aff C; =R3 (b) aff Cy

e

(c) i C es el cubo sin sus caras (d) i Cy es la cara sin sus bordes

Demostracion. Sea k = dim C', entonces C' contiene k + 1 elementos afinmente indepen-

dientes xy, ..., Ty que generan un simplex: co{zy, ..., zx} =: A

aff A=aff C, porque A CCydimA =k
k
1

solo falta demostrar que A tiene interior relativo no vacio. Sea T := 115 E x; (el centro

i=0
de A). y describe el af f A por puntos de la forma:

k

Fhy=74 Y b= Y[+l

=0 1=0

. donde a(y) = (a;(y), ..., ax(y)) € R son soluciones de:

k k
Zaixi:ya ZO%ZO
i=0

i=0
porque este sistema tiene unica solucién. La correspondencia: y — a(y) es (lineal y )

continua, se puede tomar § > 0 : [|y[| < ¢ implica que: || a;(y) [|< =5, YVi=1,..,k
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Por tanto T +y € A ; es decir T € ri/A C riC.

Se sigue particularmente que:dim ri (C) = dim/A = dim C) O
Demostracion. ]

Corolario 1.2.1.1. Sea C un conjunto convezxo y sea Cy un conjunto convexo contenido
en cl(Ch) pero no enteramente contenido en la frontera relativa de C.

Entonces ri Cy C i C.
Demostracion. O

Proposicién 1.8. Los conjuntos ri (C), C, y cl (C) tienen el mismo envolvente afin
(y por tanto la misma dimensidn) el mismo interior relativo y la misma clausura (por

tanto la misma frontera relativa)

Demostracion. O

1.3 Cono Asintotico

Ya se habia mencionado la importancia de los conos y la facilidad de su uso, pero no
todos los conjuntos son conos; Si un cono convexo cerrado es el conjunto de direcciones
que se dirigen al infinito, se podria generalizar este concepto a aquellos conjuntos no

conicos logrando que estos tengan la misma propiedad, para esto surge:

Definicién 1.3.1. (Recesion)

Sea C' un conjunto convexo no vacio en R”, diremos que C recede en la direccion de D
si C' incluye todas las semirrectas en la direccién de D, las cuales empiezan en puntos
de C.

Es decir: C' recede en la direccién de y, cony # 0siy sélosiz+Ay € C, VA >0y x € C

Definicién 1.3.2. (Cono de recesién o Cono asintético)

Sea C' un conjunto convexo cerrado en R"™, el cono de recesion de C' esta dado por el
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conjunto de vectores y € R" (incluyendo y = 0) que satisfacen x + Ay € C para cada

A>0yax e, el cono de recesion es denotado por Cy.

Es decir el cono asintético es el cono convexo cerrado:
Cox)={yeR"/xz+IyeC,V z€C, ¥V A>0}

A pesar de las apariencias Co.(x) depende sélo del comportamiento de C' en el infinito.

De hecho: x4+ Ay e C implicaque z+7ye C, V71€]l0,)

Asi: Coo(x) es justo el conjunto de direcciones cuando x se dirige al infinito, mientras

que permanezcan en C.

También se puede formular como:

Coo(r) = C;:C (1.1)

A>0

De (1.1) se deduce que C () es un cono convexo cerrado, el cual por supuesto contiene

a 0.
Proposicién 1.9. El cono convexo cerrado Cy(x) no depende de x € C

Demostracion. Se toman dos puntos diferentes x1 y x5 en C', es suficiente demostrar la
inclusion: Cu (1) C Coo(g). Sea y € Coo(x1) y A > 0 se debe probar que: x5 + Ay € C

con € € (0,1), se considera el punto:

Te: = 1+ Ay+ (1 —¢e)(xe —19)

A
= e(x; + gy) + (1 —&)xo

A A
Por ser C' convexoy 1+ —y € C, V — >0, secumple que: 7. € C
€ €

Pasando al limite: xo + Ay = h’n(l)T€ €cl C=C. Portanto xo + Ay € C
e—
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Ejemplo 11.

1. Sea C) = {(z,y)/z > 0,y > 1}

Figura 1.16: Cono de recesion de C

2. Sea Cy = {(z,y)/2* + y* < 1}, hallar el cono de recesién para Cy

Sea a = (x1,y1) € Cy i +yi <1

b= (z9,1) € C% a+AXbeCy, VYA>0yy+#0

(1 + Az, y1 + Ay2) € Cy

[

(21 + Az2)? + (g1 + Ay2)* < 1

pero 3 + ANa3 4+ yi + N2yi < (@1 + Am2)? + (y1 + A\yp)? < 1
0< x% + x% <1
= A(z2+y2) <0pero >0

0<az3+y3<0

Lo = Yo = 0
= (w2,12) = (0,0) =0 € 07C%
- C3 ={(0,0)}

Proposicién 1.10. Un conjunto convexo C' es compacto si y solo si Cs, = {0}.
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T
G

Figura 1.17: Cono de recesion de (s

Demostracion. Si C' es acotado, Cy no puede contener direcciones diferentes de cero.

Ahora considere (z)) C C talque [|xg| — +o0o , z # 0, la sucesién dy = Hi—kH es

acotada. ‘

Extrayendo una subsucesién: d = kh_r)r[l{ dy; KcN, |d|=1

Ahora dado x € C'y t > 0, se considera k tan grande que: ||zg|| > ¢

Ast: .+ td = lim[(1 — t )+ t x| pertenece al conjunto C', Por tanto d € Cy.
hek lwll” [l

cuw
. om

Figura 1.18: Ejemplos de Conos asintéticos en R?

1.4 Separacion y aplicaciones

La teoria de separacién ha resultado ser una de las nociones méas provechosas en la teoria

de convexidad y sus aplicaciones, esto se basa en el hecho que un hiperplano en R” divide
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a R™ en dos partes; en ese sentido el complemento de un hiperplano es la unién de dos
conjuntos convexos abiertos disjuntos, los cuales son los semiespacios abiertos asociados

al hiperplano.

Al tomar dos conjuntos convexos disjuntos C y C5 se puede decir: un conjunto convexo
simple (hiperplano afin) puede encontrarse entre C y Cs, esta propiedad importante se

sigue gracias al operador proyeccion.

Definicién 1.4.1. (Hiperplano de separacién) Sean C; y Cy conjuntos convexos
no vacios en R™, un hiperplano H separa C; y Cs, si C; estd contenido en uno de los

semiespacios cerrados asociados a H y (5 esta en el semiespacio cerrado opuesto.

Figura 1.19: Hiperplano de separacion

Definicién 1.4.2. (Separacién Propia ) Sean C) y Cy conjuntos convexos no vacios
en R™, un hiperplano H separa propiamente a C7 y Cs, si C7 y Cy no estan ambos

realmente contenidos en H.

Para ilustrar la definicién particularmente si se toma C; un circulo y Cs un cilindro
como se muestra en la figura 1.20 donde C'; C H pero (5 no, entonces se dice que C y
C5 estan separados propiamente.

Dado un conjunto convexo y fijando un punto en R” se asocia una funcién que maximiza
al supremo de la coleccién de las formas lineales con respecto al conjunto dado, y este

supremo resulta ser la funcién soporte que veremos mas adelante.
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Figura 1.20: Separacién propia

Teorema 1.4.1. Sea C' C R™ un conjunto convexo no vacio y sea x ¢ C entonces existe

s € R" talque:

(s,x) >sup{(s,y) :y € C} (1.2)

Demostracion.
Ver detalle de la demostracion en [1].

]

Definicién 1.4.3. (Separacién fuerte ) Sean C; y Cy conjuntos convexos no vacios en
R™, un hiperplano H separa fuertemente si existe algin ¢ > 0 talque C; + B esta con-
tenido en uno de los semiespacios abiertos asociados a H y C5 + B, esta contenido en
el otro semiespacio abierto; donde B es una bola euclidiana unitaria {z /|z| <1}

(por su puesto, C; + B contiene todos los x talque |z — y| < e para algin y € C; )

En la figura 1.19 se observa una esfera y un cilindro que estan separados fuertemente.

Otra clase de separacion es a veces considerada:

Definicién 1.4.4. (Separacidén estricta ) Sean C y Cy conjuntos convexos no vacios
en R”, un hiperplano H separa estrictamente a C; y Cs cuando cada conjunto pertenece

a un semiespacio abierto opuesto.

La separacion propia y separacion fuerte parecen las mas usadas, pues corresponden de

manera natural con los extremos de funciones lineales.
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Figura 1.21: Separacion fuerte

v H]

Figura 1.22: Separacion estricta

VA
|

0 C,

=y

Observacion 4. La separacion propia permite que uno (pero no ambos) de los conjuntos
esté contenido en el hiperplano de separacion.

El tnico hiperplano se separacion es el eje &, el cual contiene a todo Cs

Este ejemplo también muestra que no todo par de conjuntos convexos disjuntos pueden

estar separados fuertemente.
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Teorema 1.4.2. Un conjunto convexo cerrado C' es la interseccion de los semiespacios

cerrados que lo contienen.

Demostracion.

Dado que el teorema es trivial se asume: 0 # C' # R”

Si se considera: C; =a con a ¢ C y Cy = C entonces existe un hiperplano que
separa a {a} y C fuertemente.

Uno de los semiespacios cerrados asociados a este hiperplano, contiene a C' pero no
contiene a {a}.

Asi, la interseccién de los semiespacios cerrados que contienen a C' no contienen otros

puntos que no estan en C'.

]

Definicién 1.4.5. Sea C' un conjunto convexo de R", un Semiespacio de soporte

para C' es un semiespacio cerrado, el cual contiene a C, puntos de C' y su frontera.

Como ejemplo veamos la siguiente figura donde el semiespacio de soporte del triangulo
es el semiespacio cerrado inferior asociado al hiperplano H que es una recta, dicho

semiespacio lo intersecta en uno de sus vértices.

Figura 1.23: Semiespacio de soporte

Definicién 1.4.6. Sea C' un conjunto convexo de R"”, un Hiperplano de soporte para

C' es un hiperplano, el cual es frontera de un semiespaciode soporte de C.

En la figura 1.24 en el lado izquierdo se observa un cubo sélido con su hiperplano de
soporte, un plano que contiene una de sus caras. En el lado derecho se ve un elipsoide
sélido con su hiperplano de soporte: un plano que intersecta en uno de sus vértices y es

la frontera de un semiespacio de soporte.
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Figura 1.24: Hiperplanos de soporte en R?

Los hiperplanos de soporte de C, son los hiperplanos que son representados en la forma:

H={x/ <x,b>=p( b0} Donde:

<z,b> < B, Vzel

<xz,b> > [, paraalgin ze€C

Observacion 5.

1. Asf un hiperplano de Soporte de C' es asociado a una funcion lineal, la cual alcanza

su maximo en C.

2. El hiperplano de soporte que pasa a través de un punto dado a € C' corresponde

al vector normal b de C' en a, definido anteriormente.

3. Si C no es n-dimensional, de modo que aff C' # R", podemos extender siempre
aff C al hiperplano que contiene a todo C', usualmente hablamos de hiperplano

de soporte de C' no triviales, es decir, los cuales no contienen a C.

Figura 1.25: gréfica para el ejemplo 12
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Ejemplo 12. Considere C' como el cilindro y D una de las bases del cilindro, entonces

el hiperplano que soporta al cilindro es el plano que contiene a la base, el mismo que

esta separando propiamente a C'y D.

Teorema 1.4.3. Sea C y Cy subconjuntos no vacios de R™, uno de los cuales es un cono;
st existe un hiperplano que separa Cy y Cy propiamente, entonces existe un hiperplano

que separa Cy y Cy propiamente y pasa a través del origen.

Demostracion. Para ilustrar el torema se ha tomado dos conos como se observa en: [

Figura 1.26: Interpretacion del teorema 1.4.3
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Funciones convexas

La relacion entre conjuntos convexos y funciones convexas son un tema de discusion y
provecho, lo mejor esta cuando se establecen los criterios de convexidad.
Los conjuntos convexos y su caracterizacién junto con otras funciones son mostradas

con claridad para la correspondencia futura.

2.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicién 2.1.1. (Funcién convexa)

Una funcion f: S CR"” — R se dice convexa sobre S si:
Sl =Nz 4+ y) < (1 =N)f(x) +Af(y), Va,yes, Ae(0,1) (2.1)
En otras palabras f es convexa si, V (z,y) € S x S, el segmento de recta que los une se

ubica sobre la grafica de la funcion.

Cuando la desigualdad es estricta se dice que f es estrictamente convexa.

Definicién 2.1.2.
Una funciéon f : R” — R U {400} no idéntica a {400}, se dice convexa cuando,

V (z,y) € R* x R" y todo A € (0, 1), se cumple:

35
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F((L =Nz +Ay) < (1= A)f(2) + Af(y) (2.2)

considerada una desigualdad en R U {4o00}.

Observacién 6. La diferencia entre las definiciones anteriores es que en 2.1.2 se define
la convexidad extendiendo el dominio a todo R"™; manteniendo la convexidad aunque
haya tomado valores infinitos. Este cambio no es estrictamente necesaria pero facilita la
comprension de resultados posteriores.

Asi f en 2.1.1 se extiende por:
f(z) =400, parax ¢ C (2.3)

Todas estas funciones pertenecen a la clase de funciones convexas en R U {400} que se

denota por conv R".

Teorema 2.1.1. El supremo puntual de una coleccion arbitraria de funciones convexas

es convera.
Demostracion. En efecto, si:
f=sup{fi(z):i e}

el epigrafo de f es la interseccion de los epigrafos de las funciones f; y se sabe que la

interseccién de una coleccion de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Teorema 2.1.2. St f; y fo € conv R™ entonces f; + fo € conv R”

Demostracion. es inmediato de definicion 2.1.2

[]

Una combinacién lineal \i f; + ... + A\, f,, de funciones convexas con coeficientes no ne-

gativos es convexa.
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Definicién 2.1.3. (Funcién céncava)

Una funcion f: S C R" — R se dice concava si:
f(L=Nz+Ay) > (1= A)f(z) + Af(y), Vz,y € S, A€ (0,1)

En otras palabras f es concava si, V x,y € S el segmento de recta que los une se ubica
debajo la grafica de la funcion.

Cuando la desigualdad es estricta se dice que f es estrictamente céncava.

— funcion concava
funcién convexa

Definicién 2.1.4. (Epigrafo de una funcién)
Sea f una funcién cuyos valores son reales 6 {£oo} y cuyo dominio es un subconjunto

S de R"; El conjunto:
{(z,p)/z €S, peR, p> f(x)}

es llamado el epigrafo de f y serd denotado como ep: f.
Desde el punto de vista geométrico el epigrafo es el conjunto de puntos que estan sobre

la grafica de dicha funcion.

Andlogamente se define el hipégrafo de una funcién (hipo f) como sigue: {(z, u)/z €

S, peR, p< f(r)}
Observaciéon 7.
1. Una funcién es afin en S, si es finita, convexa y céncava, es decir finita lineal.

2. Una funcion es convexa , si su epigrafo es convexo.

3. Una funcién es céncava, si su hipografo es convexo.
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R/
epif

hipo f R"

Figura 2.1: Epigrafo e hipégrafo de f

Definicién 2.1.5. (Dominio efectivo)
Se define el dominio efectivo de una funcién convexa, como el subconjunto S, el cual es

la proyeccion sobre R™ del epigrafo de f:

domf = {x € R"/3 . (w, u) € epif} = {/ f(x) < +00}

se denotara por dom f.
Claramente si f satisface (2.1) o (2.2) tiene un dominio convexo, dado que f € conv R",
se puede tomar C' = dom f para obtener una funciéon convexa en el sentido de la defini-

cién 2.1.2.

Definicién 2.1.6. (Transformacién afin)

Una funcion 7 : S € R* —s R™ se dice transformacion Afin si:
T((1 =Nz +Ny) =1 =NT(z) + A\T(y)

para todo z,y en R" y todo A € R.

Teorema 2.1.3. Las transformaciones afines de R™ a R™ son las funciones de la forma:

T(x) = A(x) +a, donde A es una transformacion lineal y a € R™.

Demostracion. Si T es afin, sea a = T(0) y A(x) = T(x) — a entonces A es una trans-

formacién afin con A(0) = 0.
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Anélogamente si T'(z) = A(x) + a, donde A es lineal se tiene:
T((1 =Xz + Ny) = (1= NA(z) + (MA(Y) +a = (1 = NT(x) + (N)T(y)
Asi T es afin. O

La inversa de una transformacion afin, si existe, es afin.
Dado f una funcion de R™ a R™, si f es una transformacién afin el conjunto imagen
TM ={T(z):x € M} es afin en R™ para cada conjunto afin M en R™, en particular,

la transformacion afin preserva envolventes afines:

af f(T'S) =T(aff 5)

La grafica de una transformacién afin de R™ a R™es un subconjunto afin de R"*™ esto
se sigue del teorema 1.1.2; porque si T'(z) = A(z) + a la gréifica de T consiste de todos
los vectores Z = (z,y), v € R" y y € R™, tal que Bz = b, donde b = —a y B es la
transformacion lineal: (x,y) — Az —y de R"*™ — R™.

En particular, la grafica de una transformacion lineal: x —— Ax de R™ —— R™ es
un conjunto afin conteniendo el origen de R™ y por tanto es un subespacio L de

R™*™ (teorema 1.1.1)

Definicién 2.1.7. (Funcién afin)

Una funciéon A : S C R® — R se dice afin cuando:
Alaxr + (1 — a)y) = aA(z) + (1 — @) A(y)

para todo z, y en R" y todo @ € R.

Observacién 8. Las funciones afines de R™ son transformaciones afines de R™ a R"

Al hablar que una funcién es finita quiere decir que dicha funcién no toma valores

infinitos(400).
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Un conjunto afin bajo funciones afines es un conjunto afin. Asf es el caso también para

conjuntos convexos.

En el caso multidimensional, es trivial de la definicién 2.1.1 que cada funcién de la forma:
f(z) = (z,a) + @ a € R", a € R es convexa en R", de hecho afin y cada funcién afin

es de esta forma (teorema 2.1.3).
Al definir el Conjunto de Subnivel por:
Se(f) i={z e R": f(x) <r}

Se tiene la equivalencia:

(x,r) € Epi f < x € S.(f)

NN,

L 1 L 1
L J [ 1

Figura 2.2: Conjunto de subnivel de f

Teorema 2.1.4. Sea S un conjunto en R™ y sea f : S — R wuna funcion convexa.

Entonces el conjunto de subnivel
Se(f)={zeS: f(x)<r, reR}
es un conjunto convexo.

Demostracion. Sean x1y 22 € S,. 1y 22 €S,y flxy) <ry f(z) <r
Ahorasea A€ (0,1) v o= Ax; + (1 — N
Por la convexidad de S, se tiene que x € S | ademds, por la convexidad de f: f(z) <

M(z1)+ (1 =N f(xe) < Ar+ (1 —X)r =r entonces, z € S,, por tanto S, es convexo.
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]

Corolario 2.1.4.1. Sea f; una funcion convexa sobre R™ y c; un numero real para cada
i € I, donde I es un conjunto indice arbitrario, entonces : C ={x: fi(z) < a, ¥V i € I}

es un conjunto convero.
Demostracion. De la misma manera que 1.1.2.2. O

Observacién 9. Los conjuntos de subnivel de f € conv R™, son subconjuntos de R™
CONVEXOS.
Para construir S,.(f) se corta el epigrafo de f con un plano trasversal, formando la
interseccién de los conjuntos convexos: epi f N (R™ x {r}) y se proyecta el resultado a
R™ x {0}.
El Dom f es la unién sobre r € R de los conjuntos de subnivel S, f, los cuales forman

una familia anidada, este también puede verse como la proyeccién del epr f C R™ x R

/

Figura 2.3: Construccién del conjunto de Subnivel

La siguiente propiedad es interpretada como una definicién més de funciones convexas:
Proposicién 2.1. Sea f: R" = R U {400} no idéntica a +00 son equivalentes:
i) f es convexa en el sentido de la definicion 2.1.2.

ii) Su epigrafo es un conjunto convexo en R™ x R.

Demostracion. Inmediato. O
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Definicién 2.1.8. (Funcién propia)
Una funcién convexa f, se dice propia si, su epigrafo es no vacio y no contiene rectas

verticales; es decir, si f(z) < +oo para al menos un x y f(x) > —oo para cada z.

Si una funcién no es propia se dice funciéon impropia.

En la clausura de funciones convexas, el asunto principal es la semicontinuidad inferior,
esta propiedad es mas importante que la continuidad en el caso de funciones convexas,
pues, lo relaciona directamente con su epigrafo. Y ; qué sucede cuando una funcién no
es semicontinua inferiormente?, en dicho caso se redefine sus valores de manera tnica
con ciertos puntos limites de su dominio efectivo. A esta operacién se le conoce como
Clausura de funciones convexas, la cual coincide con la clausura de su epigrafo

(como subconjuntos de R"™) cuando las funciones pertenecen a conv (R™).

2.2 Funciones cerradas

Definicién 2.2.1. (Funcién semicontinua inferior)
Una funcién de valores reales extendidos f sobre un conjunto S C R", se dice semicon-

tinua inferior en un punto x de S si

fz) < lim f(z;)

1—00
para cada sucesién xq, s, ..., en S tal que z; converge a z y el limite de f(z1), f(z2), ...,

existe en [—o0; +00], esta condicién puede ser expresada como:

f(x) = lim inf £(y)

Yy—x

Similarmente, f se dice que es semicontinua superior en x si

f(z) = limsup f(y)

Yy—x
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La combinacion de semicontinuidad inferior y superior a la vez en z, es la continuidad

ordinaria en z.

El siguiente teorema es la caracterizacién fundamental de semicontinuidad inferior que

relaciona a la funcién convexa directamente con su epigrafo.

Proposicién 2.2. Sea f una funcidn arbitraria de R™ a [—o0;+00]. Entonces las si-

gquientes condiciones son equivalentes:
(a) [ es semicontinua inferior a lo largo de R™
(b) {z/f(x) <r} es cerrado para todo o € R.

(c) El epigrafo de f es un conjunto cerrado en R™*1.

Demostracion.

= [a = b Sea (yk, rx)r una sucesién de epi f que converge a (z,r) cuando k — 400

Ademés:

I ()

lim f(yx) < limrg=r

IN

Tk, vV k

f(x) <lminf f(y) < lminf f(y) <r

Yy—x

flz) <r

Por tanto (x,r) € epif, Asi epi f es cerrado en R™ x R

» [b = ¢ segin la observacién 9, el conjunto de subnivel S,(f) se construye como la
proyeccion de la interseccién de los conjuntos cerrados epi f y R™ x {r}.

Por tanto el conjunto de subnivel es cerrado.
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= [c = a] Suponga que f no es semicontinua inferior en algin z, 3 una sucesién

(yx) — x talque f(yr) — p.
Estoes: lim f(yx) =p < f(x) < +o0.
Y —T

Se escoge un r € (p, f(z)) y para un k suficientemente grande:

flyr) <7 < f(o)

por tanto S,.(f) contiene el extremo de (yx) pero no su limite en xz; pues f(z) > r

por tanto se concluye que S,(f) no es cerrado.

Definicién 2.2.2. (Funciones cerradas)
La funcién f : R™ — R U {+o0} se dice cerrada si es semicontinua inferior en todas

partes, o si su epigrafo es cerrado y si sus conjuntos subnivel son cerrados.

Al considerar la envolvente semicontinua inferior de una funcién f, cuyo valor en x € R™
es liminf f(y), segin la proposicién 1.6. llega a ser la clausura del epi f, esto puede
Yy—x

llegar a ser —oo.

Definicién 2.2.3. (clausura de una funcién )

La clausura (o envolvente semicontinua inferior) de una funcién f es la funcion:

cl f:R" =+ RU{+oo0} definida por:
cl f(x) :=liminf f(y), Vx € R"
y—x

o equivalentemente por:

epi(cl f) = cl(epi f)

La envolvente semicontinuo inferior puede ser complicada de calcular. El intervalo entre
f(y) y la clausura de f(y) puede ser imposible de control cuando y varia en una vecindad

de un punto z dado.
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Ejemplo 13. Sea la funcién f : (—2,2) — R definida por f(x) = 2% Luego existe la
funcién g : [-2,2] — R definida por g(z) = 22 tal que g < f, ademas epi g = cl(epif)
como se observa en la siguiente figura. Por tanto g es la envolvente semicontinua inferior

de f.

W

epif

epig = clepif)

Figura 2.4: g es la envolvente semicontinua inferior de f

Ejemplo 14. Sea la misma funcién del ejemplo anterior f : (—2,2) — R definida por
f(x) = 2% Se encontré que g es la envolvente semicontinua inferior de f: g : [-2,2] — R
definida por g(x) = 22

Como f en ninguna parte toma el valor —oo, entonces f es la envolvente semicontinua

inferior; es decir: f = g.
Observacién 10.
= Una funcién se dice que es cerrada si f = f.

= Para una funcién convexa propia, la cerradura es por tanto equivalente a ser se-

micontinua inferior.

= La clausura de una funcién f puede ser expresada de la siguiente manera:

F(x) = lim inf £(y)

Yy—x
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= Siempre se tiene que f < f, y si f < g, entonces implica f < 7.

Existen muchas correspondencias entre conjuntos convexos y funciones convexas, las

asociaciones mas simples con cada conjunto C' de R™ es la funcién indicador.

Definicién 2.2.4. (Funcién indicador)
Sea C' un conjunto arbitrario de R", se define la funcién indicador como la funcion

Ic : R" — R™" U {+00}, dada por:
0, si zeC
Ic =
+o0, si x¢C

I¢ es convexo (cerrado) si y solo si C' es convexo (cerrado). Ademds epi Ic = C' x RT.

Es decir el epigrafo de la funcién indicador es un semicilindro con seccion transversal C'.

Las funciones indicador juegan un rol fundamental en el andlisis convexo similar al rol

de las funciones caracteristicas de conjuntos, en otras ramas de analisis.

Figura 2.5: Funcién indicador del conjunto C
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2.3 Envolvente epigrafico de un conjunto convexo

Dado un conjunto convexo no vacio C' C R™ x R | es interesante saber cuando C' es el

epigrafo de alguna funcion f € conv f.

1. La condicién f(z) > —oo, para todo z significa que C' no contiene semirectas

verticales hacia abajo. Es decir:

{reR:(x,r) € C} es minorizada Y x € R" (2.4)

2. C deberia ser ilimitada superiormente, mas precisamente:

(z,r)€eC= (z,7)eC Yr >r (2.5)

3. C deberia tener un bottom cerrado. Es decir:

[(:c,r/) eCyr — r] = (z,r) € C (2.6)

Un conjunto convexo C' no vacio que satisface las tres condiciones anteriores es de hecho
un epigrafo( de una funcién convexa si C' es convexa)

Si C satisface las dos primeras condiciones tiene su bottom abierto. Es decir :
(x,7r) € C = (z,r —¢) € C para algun ¢ =e(x,r) >0

Entonces C' tiene un epigrafo estricto.

Un Epigrafo es la uniéon de semirectas cerradas hacia arriba.
Es interesante construir un epigrafo con un conjunto dado: el envolvente epigrafico de
C C R™ x R ; éste se define como el epigrafo mas pequeno que contiene a C. Su

construccién implica operaciones méas que triviales en el conjunto ordenado R:

1. Forzar (2.4): para cada (z,7) € C agregar a C todos (z,7) con r’ > r.
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2. Forzar (2.5): para cerrar el bottom de C' se debe poner (z,r) € C, siempre que

(z,7) € Cconr —r

Estas condiciones permiten construir la funcién:
r—lo(x) =nf{r e R: (z,r) € C} (2.7)
denominada la funcion acotada inferiormente.
Observacién 11. Claramente epi l¢ es el envolvente epigrafico de C.
lo(z) > =00, YV x si C satisface (2-5). (2.8)

Teorema 2.3.1. Sea C' un subconjunto no vacio de R"™ x R que satisface 2.4 y sea su

funcion semicontinua inferior lo definida por 2.6.

i) Si C es convero, entonces lc € conv R™.

ii) Si C es convexo cerrado, entonces lc € conv R™.

Demostracion. Usando la definicion analitica de 2.1. se toma arbitrariamente € > 0, o €
(0,1) y (z,7;) € C talque r; < le(x;) + ¢, para =12

Cuando C' es convexo, (ar; + (1 — a)xe, ary + (1 — a)ry) € C por tanto:

lo(azy + (1 — a)zg) <arp+ (1 —a)ry < ade(xy) + (1 — a)lo(zr) + €

por tanto se sigue la convexidad de o, pues € > 0, fue escogido arbitrariamente.

i) es probado.

Ahora tome una secuencia (z, p)r C epi lc convergiendo a (x, p)

se debe probar que: lc < p (proposicién 2.3).

Por la definicién de lo(z) se puede seleccionar, para cada entero positivo k, un nimero

real rj, talque: (zy,r;) € C y:
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1 1
lo(zr) <rp <lo(wg) + TSPty (2.9)

Se deduce que (ry) es acotada. Extrayendo una subsucesién, se puede asumir rp — r.
Cuando C es cerrado , (z,r) € C, por tanto lo(z) < r , pero pasando al limite en (2.9)
se tiene que 7 < p

La demostracién esta completa. O

Las dualidades matematicas corresponden a emparejamientos, funciones bilineales entre
objetos de una clase y objetos de otro clase, en andlisis convexo por ejemplo existe
las dualidades de la conjugacién de funciones convexas, polaridad de conos, conjuntos
y funciones convexas, y la correspondencia entre los conjuntos convexos y funciones

soporte, motivo de este estudio.

2.4 Conjugada de funciones convexas

Existen dos maneras de ver las superficies como cénicas, ya sea como lugar geométrico
de puntos 6 como una envoltura de tangentes, la dualidad fundamental se forma a partir
de que un conjunto convexo cerrado en R™ es la interseccion de semiespacios cerrados
que lo contienen (teorema 1.4.2).

Los conceptos bésicos de conjugacion seran usados para deducir teoremas relacionados
a la correspondencia. La definicién de conjugada surgio del hecho que el epigrafo de una
funcién convexa cerrada en R" es la interseccién de los semiespacios cerrados en R™*!
que lo contienen.

Empecemos por representar un hiperplano por medio de funciones lineales en R"*! :
(z,u) — (2, b) + pbo, bER", By eR

Dado que las funciones lineales no nulas son multiplo escalares de cada uno de los mismos

hiperplanos.
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Figura 2.6: funcién convexa

En los casos By = 0 se tiene
(x,u) : (z,b) =5, 0#£beR" [feR
son llamados hiperplanos verticales. Para Sy = —1 son de la forma:
(x,u) : (z,b) — puPo, bER" LR
Estas son las gréficas de funciones afines h(x) = (x,b) — (8

Teorema 2.4.1. Una funcion convexa cerrada f es el supremo puntual de la coleccion

de todas las funciones afines h, tal que h < f.

Demostracion. Dado que el teorema es trivial, se toma f convenientemente, en la medida
que epi f es un conjunto convexo cerrado, ept f es la interseccién de los semiespacios
cerrados en R™™! conteniéndolo.

Por supuesto, los semiespacios inferiores no pueden contener conjuntos como epi f,
asi sélo los semiespacios cerrados vertical y superior son involucrados en la interseccion.
Los semiespacios involucrados no pueden ser todos verticales, pues implicaria que, epi f
es la unién de rectas verticales en R™*!, contrario a lo propuesto.

Los semiespacios cerrados superiores que contienen al epi f son justo los epigrafos de
las funciones afines h talque h < f.

Su interseccion es el epigrafo de los supremos puntuales de las funciones h.

Asi para demostrar el teorema se debe mostrar que la interseccién de los semiespacios
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vertical y superior cerrados que contienen al ept f es identica a la interseccién de los
semiespacios superiores cerrados que contienen al epi f.
Suponga que:

V ={(z,u)/0 > (x,b) — 51 = hy(2)}

es el espacio vertical que contiene a epi f y tal que (xg,ug) es un punto que no estd en
V', es suficiente demostrar que existe una funcién afin h talque h < f y u, < h(zy),
sabemos que existe por lo menos una funciéon afin hy talque: epi f C epi hy. Es decir:

hy < f. Para cada x € Dom f se tiene hi(z) < 0y ho(x) < f(z) por tanto:
Ay (z) + ho(x) < f(x), YA>0

la misma desigualdad se mantiene trivialmente cuando = ¢ Dom f porque f(x) = 400

Asi, si se fija cualquier A > 0 y se define h por:

se tendrd h < f puesto que hi(zg) > 0, y A suficientemente grande asegura que

h(xo) > o como se requeria.

[]

Corolario 2.4.1.1. Si f es cualquier funcion de R™ a [—o0o,400] entonces cl (co f) es

el supremo puntual de la coleccion de todas las funciones afines mayorizadas por f

Demostracion. Dado que ¢l (co f) es la maxima funcién convexa cerrada mayorizada

por f, la funcién afin h talque: h < ¢l (co f) es la misma talque h < f.

]

Corolario 2.4.1.2. Dada cualquier funcion conveza f en conv(R™) existe algin b € R™

y B € R talque f(x) > (z,b) —

Demostracion. El teorema 2.4.1 contiene al teorema de correspondencia para conjuntos

convexos, el teorema 1.4.2, como un caso especial.
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De hecho si f es la funcién indicador de un conjunto convexo C'y h(z) = (z,b) — 3, se

tiene que h < f si y solo si h(x) < 0 para cada z € C; es decir C' C {x : (z,b) < 5}.

Definicién 2.4.1. (Funcién conjugada)
Sea f : R" — RU{+00} una funcién no idéntica a {400}, minimizada por una funcién
afin (Esto es, para algin (sg,b) € R" x R, f > (sq,.) — b en R") entonces la funcién
definida por:

R" 5 s — f*(s) == sup{(s,z) — f(x) : x € R"}

Es llamada la funcién conjugada de f.

Observacion 12. f*(s) <b y f*(s) > —o0, ¥V s, porque Dom f # ¢, asi f € convR".

Sea f cualquier funcién convexa cerrada en R", segin el teorema 2.4.1, f se puede
describir como un conjunto F™* que contenga todos los pares:

(s, u*) € R™! talque la funcién afin h(z) = (z,s) — p* mayorizada por f.

h(z) < f(x), ¥V x siy solosi u* > sup{(s,z) — f(z) : z € R"}

De hecho F es el epigrafo de la funcién conjugada de f, f* en R™:

fr(s) = sup{(s, x) — f(2)} = —f{f(z) - (s,2)}

La funcién conjugada es el supremo puntual de todas las funciones afines g(s) = (s, x)—pu
talque (x, ) pertenece al conjunto F' = epif

Por tanto f* resulta ser convexa, incluso cerrada.

Dado que f es el supremo puntual de todas afines h(x) = (x,s) — u* : (s,u*) € F* =

epi f* se tiene:

f(x) = sup{(s,z) = [*(s)} = —if{f"(s) = (s, 2)}

S

de lo que se deduce que la conjugada f** de f* es f.
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Las funciones constantes +0o0 y —oo son conjugadas simples una de otra.
La funcién conjugada f* de una funcién arbitraria f de R" a [—o0, +00] se puede definir
del teorema 2.4.1 , dado que f* describe las funciones afines mayorizadas por f, f* es

entonces la conjugada de ¢l (co f) (corolario 2.4.1.1)

Ejemplo 15. La conjugada de una funcién afin f(z) = (a,z) —b, a € R", b € Res:

+oo, si "¢ a

Ejemplo 16. La conjugada convexa de la funcién valor absoluto f(x) =| = | es:

0, si |z*|<1
fra”) =
+oo, si |z*|>1
La conjugada convexa de una funcion es siempre semicontinua inferior, la biconjugada
f** (conjugada convexa de la conjugada convexa) también es el contorno convexo cerra-
do, es decir, la funcién convexa semicontinua inferior mas grande la que es menor que

f; por tanto, f = f* si y solo si f es convexa y semicontinua inferior.




Capitulo 3:
Correspondencia entre conjuntos

convexos y funciones sublineales

En el analisis real, las funciones mas simples son las funciones lineales, en el analisis

convexo las funciones convexas mas simples son llamadas Sublineales.

La idea fundamental es entender que las funciones convexas cerradas sobre R™ se puede
identificar con ciertos subconjuntos convexos cerrados, incluso con sus epigrafos; mien-
tras que los conjuntos convexos en R"™ pueden identificarse con ciertas funciones convexas
sobre R™ (funciones sublineales).

Estas condiciones facilitan el paso entre la aproximacion geométrica y analitica.

3.1 Una generalizacién propia de la linealidad

Definicién 3.1.1. Una funcién lineal [ de R™ a R o una forma lineal sobre R"” es definida

como una funcién que satisface, para todo (z1,z9) € R" x R" y (t1,t3) € Rx R :

l(t1$1 + tQZL‘Q) = tll(f[‘l) + tgl(l'g) (31)

Definicién 3.1.2. Una funcién sublineal 6 de R™ a R es definida como una funciéon que

satisface, para todo (z1,x9) € R" x R" y (t1,t2) € RT x RT :

o4
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(5(t1$1 + tg(L’g) S tl(S(I’l) + t25($2) (32)

La desigualdad en (3.2) exige més que la igualdad , permitiendo valores infinitos para

0, sin perder la esencia del concepto de sublinealidad.

Por supuesto (3.2) es menos estricto que (3.1) pero més exigente que la definicién de
funcién convexa, la desigualdad se cumple, atn cuando t; + ¢t # 1.

Esto es, las funciones sublineales son las que generalizan a las funciones lineales y estas

son un claro ejemplo de funciones convexas.

El prefijo sub viene de la desigualdad <.

3.2 Funciones Sublineales

Definicién 3.2.1. (Funcién Homogénea positiva)

Una funcién se dice homogénea positiva ( de grado 1) si:
f(tx) =tf(x), 0<t<oo

obviamente, homogeneidad positiva implica que el epigrafo es un cono en R**!,
En efecto: si (z,7) €epi f = f(t,z) <tr Asi: t(z,r) € f.

Un ejemplo de funcién convexa homogénea positiva la cual no es lineal es: f(z) = |z|.

Definicién 3.2.2. (Funcién Sublineal)
Una funcién ¢ : R" — R"U{+o0} se dice Sublineal si es convexa y homogénea positiva.

Esto es: 6 € conv R" y:

d(tx) =t d(z), Ve eR"yt>0 (3.3)
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Observacién 13. Una desigualdad en la ecuacién anterior es suficiente para definir la

funcién 6 homogénea positiva

En efecto, si se satisface: d(tx) <t do(x), Ve €R" ¢t>0

También se satisface para tx € R™, t71 > 0: §(t " 'z) <t (tx)
té(z) < o(tz) (3.4)

por tanto ¢ es homogénea positiva.

De (3.3) se deduce que §(0) =t §(0), V¢t > 0, de lo cual resultan dos posibles valores

para 6(0) : 0 y +o0; sin embargo la mayoria de funciones sublineales satisfacen §(0) = 0.

De acuerdo a la definicion 2.1.2, § deberia ser finita en todas partes, de otro modo Dom §
serfa vacio. ahora, si d(x) < 400, (3.3) implica que: §(x) < +o0, V¢ >0.
En otras palabras, dom ¢ es un cono convexo porque § es asimismo convexo.
Note que, siendo convexo, d es relativamente continuo para ri dom ¢, pero la disconti-

nuidad puede ocurrir sobre la frontera del dom §.

Proposicion 3.1. Una funcion homogénea positiva f de R" a (—o0,400) es convera
sty solo si:

fle+y) < flo)+ fly)

para cada x,y € R"

Demostracion. La condicion de subaditividad sobre f es equivalente al epi f, el cual es

un cono. Ademads se conoce que el cono es cerrado bajo la adicién.(proposicién 1.6) [

Corolario 3.2.0.3. 5i f es una funcion convera homogénea positiva, entonces:
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Proposicién 3.2. Una funcion § : R" — RU {400} es sublineal si y solo si su epigrafo

es un cono no vacio en R™ x R

Demostracion. De la proposicion 2.2 se sabe que ¢ es una funcién convexa si y solo si:
epi 0 es un conjunto convexo no vacio en R" x R.

Ahora se supone que ¢ es sublineal y solo falta mostrar que epi § es un cono.

Sea (z,7) € epi § se cumple: 6(x) < r

Asi por homogeneidad positiva y para t > 0 se tiene:

d(tx) =to(x) <trParat >0, t(x,r) € epid. Con lo que el epi § resulta ser un cono.

por otro lado, si suponemos que el epi § es un cono en R™ x R,
(x,6(x)) € epi 6 implica que (tx,to(x)) € epi §

es decir:

S(tr) =té(x) Yt>0

De la observacion 13, se concluye que o es sublineal.

O]
Definicién 3.2.3. (Funcién Subaditiva)
Una funcién § es Subaditiva cuando satisface:
d(x1 + m2) < O(x1) + 0(x2), V1,290 €R" (3.5)

Proposicién 3.3. Una funcion 6 : R* — R U {400} , no idéntica a +o0, es sublineal

sty solo si una de las siguientes propiedades se cumple:

5(t1£L’1 + tgl’g) < t15(I1) + tgé(l‘g), v X1, To € R™ Yy t1,t9 > 0 (36)

(=N

0 es una funcion homogénea positiva y subaditiva. (3.7)
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Demostracion.

1. (sublinealidad implica (3.6)) V x1,20 ER™ y t1,t5 >0,t =11 +t3 >0

2. [(3.6) implica (3.7) | Una funcién que satisface (3.6) es subaditiva.

En efecto, si hacemos: t; =ty =1 = §(x1 + x2) < 0(x1) + §(z2) YV 21,29 € R

1
Ahora si se escoge 11 =19 =1 t1:t2:§t; VeeR" y t>0:

1 1 1 1
z z < = -
5(2 te + 5 tr) < Qté(x) + 2155(:5)

d(tz) <t d(x)
Segun la observacién 9, se concluye que ¢ es homogénea positiva.

3. (3.6) implica Sublinealidad

Si consideramos tq1,ty > 0 con t; + 1t = 1 al aplicar subaditividad y homogeneidad

positiva se tiene:
(5(t1$1 + tgl‘g) S (S(tlél,’l) + 5(t2$2) = tlé((L’l) + t2(5($2)

5(t1$1 + tgl'g) < tﬂ;(l’l) + t25(l’2)7 t1+ta=1

Corolario 3.2.0.4. Si ¢ es sublineal, entonces:
d(z) + 6(—z)>0 VazeR"
Demostracion. Debido a la subaditividad de ¢ se tiene:
d(x1 4+ 22) < 6(x1) +0(x2), VYV xy,29 €R"

si x9 = —x; entonces 0=46(0) < 0(xq) +0(—x1)

(3.8)
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0 < (1) +6(—21)

z)+0(—z)>0 V xzeR™

]

Observacién 14. Para llegar a ser una funcién sublineal, una funcién homogénea positi-
va necesita ser Subaditiva més que convexa. Notemos ademas que una funcién convexa y
subaditiva no necesariamente es Sublineal; considere como ejemplo a la funcién f(z) = 1,

que no es Sublineal, pues no cumple la condicién 3.6 dada en la prop 3.3.

HOMOGENEA POSITIVA

SUBADITIVA SUBLINEAL CONVEXA

Figura 3.1: Relacion entre las clases de funciones dadas

También puede surgir la pregunta: ; Cuando una funcién sublineal llega a ser lineal?
En una funcién lineal, (3.8) se mantiene como una igualdad, y el siguiente resultado

muestra tal diferencia.

Proposiciéon 3.4. sea 6 una funcion sublineal y suponga que existen xy, ..., T, € dom o

talque:

Entonces 0 es lineal sobre el subespacio generado por xq, ..., Tp,.
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Demostracion. Sea x4, ..., x,, con las condiciones de la hipdtesis, —x; estd en dom ¢

m
Sea x = ) t;x; una combinacién lineal arbitraria de 1, ..., Zp,,
Jj=1

se debe probar que 6(x) = > t;0(x;)
i=1
Se definen los conjuntos:

le{jitj>0} Yy ng{jit_j<0}

Asi

= 0 tjmi+ > (—tj)(—=

segun la proposicion 3.6 se tiene :

N

D o) + > (—t)d(—

de (3-9) se sigue que :

= Y tid(x;) + > tid(xy) = Ztﬁ(%‘)

nuevamente por (3-9) :

En resumen, se ha probado que

5(2) < 3 ty0(a) < ~d(~a) < 6(a)
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Lo(x) = t;6(x)
j=1
O
Gracias al resultado anterior, se puede definir:
U:={zeR":0(x)+(—z) =0} (3.10)

El cual es subespacio de R™, donde ¢ es lineal. A veces es llamado el Espacio lineal de §.

Observacién 15. Suponga que V' es otro subespacio talque: U NV = {0}, mas como
o es lineal, o(z) +o(—2) >0 VO#z eV
Esto significa que si 0 # d € V, o tiene forma de V a lo largo de d:

para t > 0, se tiene:

o(td) = at

o(—td) = at, para algin a,f en R™U{oco}

talque a + > 0, pues 0 < o(td) + o(—td) = (o + ) t, mientras a+ § deberia ser 0 si

d estuviera en U.

RTL

Figura 3.2: Subespacio lineal de una funcién lineal

Graficamente se observa que gr ¢ es un hiperplano no sélo en U, si no también en las
traslaciones de U: la restriccién de o a {y} + U es afin, para algun y fijo.

Esto surge del siguiente resultado:




Capitulo 3: Correspondencia entre conjuntos convexos y funciones sublineales 62

Proposicion 3.5. Sea 0 una funcion sublineal, si x € U, es decir:

5(x) + 8(—2) =0 (3.11)

entonces se cumple:

S(x+y)=9dx)+dy), VYyeR" (3.12)

Demostracion. Por ser § subaditiva se cumple:

dr+y) <o(x)+d(y), Vz,yeR”

A la identidad y = x +y — = se le aplica la definicién de subaditividad:

oy) < oz +y)+o(—x)
por (3-12)
= d(z+y) —i(x)
o(x) +d(y) < d(x+y)
S0(@)+6(y) = dz+y)

Ejemplo 17. Si K es un cono no vacio, su funcién indicador:

Ix(.) : R* = (—o0, 0], dada por:

0, si reK
Ix(z) =
+oo, si x¢ K
es una funcion sublineal;

Particularmente suponga que K = {(z,y) € R? : y > 0}.
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Figura 3.3: Grafica del ejemplo 17

I es convexa, pues su epigrafo es convexo.

Ik es homogénea positiva. (I(ax) = a.l(z), Va >0y z € R")

En R™ x R, el epigrafo de [k esta formado por todas las copias de K trasladadas hacia

arriba. y esto se visualiza en la fig 3.3.

Su funcién distancia:

Di(z):=inf{lly -z |-y € K}

es también sublineal. (se verifica facilmente que Dy es convexa y homogénea positiva).

Ejemplo 18. La funcién: 4 : R? - R U {+oo} definida por:

_2\/£_7 si 67 n > 0
o(xz) =6(&m) =
+o0, otros casos

es Sublineal.

Su homogeneidad positiva y su convexidad no es dificil de ver.

Una de las funciones convexas més importantes en R" es:

Ejemplo 19. Una norma ||.|| en R"™ es una funcién de R" a [0, 4+o00] que satisface las

siguientes propiedades:

i) ||z]| =0 siy solo si z = 0.
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Figura 3.4: grafica de la funcion 6

ii) [[tzfl = [tllzl, VeeR"yteR
iii) |21 + 22f| < ||| + |22 , V 21,22 € R* X R”

Es claro que ||| es positivo, excepto en 0.

|||l es una funcién sublineal finita:

En efecto,

||t1£l?1 +t2$2” < ||t15171|| + ||t2$2||, \V/ tl,tz < R+

< t1HIL'1“ +t2H$2H, A T1,Z2 € R™

Ademés |||| es simétrica:

Es decir: || — zf| = [(=D)z|| = | = Ull=]| = [l=]l, V=

Esta funcion no es lineal sobre ninguna recta, veamos:

U={zeR": |zl +| -] = 0}
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relU < |z|+]||—-=z]=0
< |z|| =0

< =0

Asi, U se reduce a {0} .

Ya se habia hecho hincapié a la importancia de los conos convexos y la simplicidad de
su uso, pero no todos los conjuntos en estudio son conos, por ello surge la bisqueda de

una aplicacién que logre dichas transformaciones:

Definicién 3.2.4. (Funcién gauge)
Sea C' un conjunto convexo cerrado conteniendo al origen. La funcién v : R® — R U

{+0o0}, definida por:
Yo :=mf{A>0:2€ XC}, Xe€[0,400) (3.13)

Esta es llamada la funcién Gauge de C'.

vo(z) = 400, si z € AC, para ningun A > 0.

Geométricamente, yo se puede obtener como la traslacion del conjunto C' en el hiper-
plano R"™ x {1} de la grafica del espacio R™ x R. Asi el epigrafo de ¢ es el cono generado
por la copia traslada de C'. Ejemplificando la funcién Gauge cuando C' es la bola centrada
en el origen.

Las funciones Gauge son ejemplos de funciones sublineales cerradas.
Ejemplo 20. Considere el conjunto convexo cerrado: C' = {(z,y) :| = | + | y |< 2} su
funcién gauge: v¢ : R? - R

vo(@,y) = inf{A > 0: (z,y) € A\C}

x
para el conjunto C' dado, se tiene: yo(z,y) = max{| 5 | + | % |}
Es facil verificar que para los Az que estan en C' su imagen es A € R.

La grafica de la funcion gauge de C' se observa en la siguiente figura.
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Figura 3.5: Funcion gauge del conjunto C

Figura 3.6: Funcién gauge del conjunto C

Figura 3.7: Ejemplo 20.

El siguiente resultado resume las principales propiedades de la funcién gauge.

Teorema 3.2.1. Sea C' un conjunto convexo cerrado conteniendo al origen, Entonces:

i) su funcidn gauge es una funcion sublineal cerrada.

ii) vo es finita en todas partes si y solo si 0 € int C.
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iii) Cy siendo el cono asintdtico de C' se cumple que:

{reR":vc<r} = rC Vr>0

{reR" 190 =0} = C

Demostracion.

i) 7¢ es una funcién sublineal cerrada no negativa:

”)/CZRn — R

r — vo(z)=mf{A\>0:2 € \C}

donde C' es un conjunto convexo cerrado conteniendo al origen.

La homogeneidad positiva y la no negatividad son obvias de la definicién.

vo(te) = If{At>0:txeXt.C VAt>0
= Inf{tA\ >0:2€ \C
= t.inf{\ >0:2€XC

Te(tr) = tac()

Como 0 € C, v-(0) =0

Para demostrar la convexidad de la funcién gauge, se hard via la interpretacién

geométrica.

Sea Ko = cono (C x {1}) ={A\(¢,1) e R"xR:ce C/\ >0}

La envolvente cénica de C' x {1} C R™ x R, la cual es convexo. Ademads: ¢ :

inf{\ > 0 : 2 € AC} donde C es un conjunto convexo cerrado que contiene al

origen.

”yc::inf{)\>01§60}

Asi, v¢ es la funcién acotada inferiormente, construida sobre el conjunto convexo

K. Esto establece la convexidad de ~y¢, por tanto su sublinealidad.
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iii) Se probaré:
{z eR":ye(z) <1} =C (3.14)

Esto implica la primera parte en iii), gracias a la homogeneidad positiva.

Asi para probar (3.14), observe primero que: x € C, esto es 1.z € C lo cual

implica que v < 1.

Reciprocamente, si x es talque yo(z) < 1, se debe probar que = € C. Se escoge
1
x = (1 — E)x para k=1,2..
1
1) = (- ) <1

x
Por ser convexo, existe A\, € (0,1) talque x; € A\,C' o equivalentemente :/\—k eC
k

1
%) + (1 = A,)0 =z € C. Entonces (1 — E)x € C' y gracias a la cerradura de

)\k()\k

C' se concluye que z € C.

La segunda parte consiste en demostrar : {z € R": 7¢ = 0} = C

De la definicion de cono asintético se tiene:

t>0

C’oo:ﬂ{rC’:r>O}

ii) 7¢ es finita en todas partes si y solosi 0 € int C.

Suponga que: 0 € int C' = existe € > 0 talque Vo #0 x. = ﬁ eC
x

de (3.13) se tiene que: yo(z.) < 1. Ademés:

1@ = o2
rel@) = e
Te(r) = @

IN
—

Yo ()
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Esta desigualdad de hecho se mantiene para todo € R™ (7¢(0) = 0) y ¢ es una
funcién finita.
Reciprocamente, suponga que ¢ es finita en todas partes, Por continuidad ¢
tiene una cota superior L > 0 sobre la bola unitaria:
|z <1 = ye(x) <1z e Ll
. 1 .
Esto surge de (iii), en conclusién, B(0, Z) cC =0eintC
m

Dado ~¢, una funcién acotada inferiormente por el cono: Ko(= K¢ + {0} x R") de la

figura 3.5. se sabe que: K¢ C epi 7o C cl K¢ pero v¢ tiene epigrafo cerrado, por tanto:
epi yo = cl Ko = cono(C x 1) (3.15)

Dado que C,, = {0} si y solo si C' es compacto (proposicién 1.10)

Corolario 3.2.1.1. C' es compacto si y solo si yo(x) > 0 para todo x # 0

Demostracion.

C es compacto < Cy = {0}
& U ={zeR":y0(z) =0} = {0}
& 2=0:7(z)=0

< yo(x) >0, Yo #0
[

Ejemplo 21. Considere el operador () semidefinido positivo simétrico ) : R® — R”

con el cual se define: f € convR" como:

f(x) = V(Qz),x), VazeR"

f tiene valores negativos y es positivamente homogénea. Esto es:

ftr) = \/{(Q(tx), txy, VazxeR"
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ftx) = /12 (Q(x),z), V>0

0< flte) =tf(z), Vt>0
Si
flx)y <A VA>0

se puede decir que:

V@) =mf{A>0:f(zx) <A}

Vf(x) =mf{\>0: f(z) <N}

Vfx)=mf{A>0:2€ XSi(f)}

Donde
Sif) = {z €R": f(z) <1} = C

Asi \/ f(x) es la funcién gauge del conjunto convexo cerrado C' que contiene al origen.

Y por el teorema 3.2.1 se puede decir que f es una funcion sublineal cerrada.

Proposicién 3.6.
i) Sidy ydy son funciones sublineales (cerradas) y ti,ty son nimeros positivos,

entonces § = t101 + t2dy es sublineal(cerrada), si no es idénticamente +o0o.

i) Si{0;};es es una familia de funciones sublineales (cerradas), entonces

d :=supd, es sublineal cerrada, si no es idénticamente a +oo.
jed

Demostracion. Ya se ha visto anteriormente que la combinacién de funciones convexas

es convexa, la homogeneidad positiva es directa.
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La coleccién de todas las funciones sublineales tiene una estructura algebraica: Un Cono
convexo contenido en conv R™, es a su vez la coleccion de todas las funciones subli-
neales finitas. Se puede definir una estructura topolégica sobre este cono, esto resulta

extremadamente fructifero en el analisis convexo.

3.3 La funcién soporte de un conjunto no vacio

Una clase comin de problemas extremos en optimizacion es la maximizacién de funciones
lineales (., z) sobre un conjunto convexo S en R™.

Una aproximacion provechosa a tales problemas es estudiar que sucede cuando x varia
en S, esto nos conduce a la consideracion de funciones que expresan la dependencia del

supremo sobre x , denominadas funciones soporte.

Definicién 3.3.1. (Funcién Soporte ) Sea S un conjunto convexo no vacié en R™

La funcién dg : R* — R U {+o00}, definida por:
ds(x) :=sup{(s,z) : s € S} (3.16)
es llamada la funcién Soporte de S.

d5(.) es el supremo puntual de todas las colecciones de las formas lineales (s,.) cuando
s varia sobre S.

Para un conjunto S dado la funcién soporte depende del producto escalar, Asi variando
el producto (., .) varfa dg.

El espacio donde S actia y recorre son duales uno de otro. El supremo de la definicion

puede ser finito o infinito, alcanzado sobre S o no.

Proposicion 3.7. Una funcion soporte es cerrada y sublineal.

Demostracion.

Dado que la funcién soporte es el supremo de la coleccién de todas las formas lineales
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(s,.) sobre S, las que son cerradas, homogéneas positivas y convexas. Asi llegan a ser

sublineales cerradas.

De la proposicién 3.5 parte ii) se tiene que el supremo de la coleccién de funciones
sublineales cerradas es sublineal cerrada.

Por tanto se concluye que las funciones soporte son sublineales y cerradas.

]

Proposicion 3.8. Una funcion soporte de S es finita en todas partes si y solo si S es

acotada.

Demostracion. Sea S acotada , es decir S C B(0, L), para algin L > 0
Entonces:

(s,2) < |lsllll=]l < Lll=l|, Vs€S§
(s,2) < Lljzll, VsecS5

Como cumple para todo s € S, cumple para:

sup(s,z) < L|jz||, Vse S
seS

5s(x) < Lliall, Vo eR"

Ahora, suponiendo que la funcién soporte es finita en todas partes, es decir:

(s,z) < dg(z) < L, paraalgin L

(s,z) <L, paraalgin L

Si s # 0, se puede tomar: x = asi (s, ﬁ) <L
s

s
Is]
lo que implica que: ||s|| < L O
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Observacién 16.

—0(=a) = —sup [~(s2)]
-

El nimero dg(x) + dg(—x) es interesante aqui, observemos:

De hecho, un conjunto S de R™ es acotado si y solo si éste estd contenido en algin cubo;

y esto es verdad si y solo si cada funcion lineal es acotada sobre S.

Ejemplo 22. Sea S = [2, 5], su funcién soporte estd dada por:

ds R — RU{+o0}

r — O0g:=sup{(s,z):s €S}

Todas las formas lineales estan comprendidas entre las funciones lineales 2z y bx por lo

cual la funcién soporte para este conjunto se define por:

5 si >0

20 si <0

Observe la gréfica:
Ejemplo 23. Sea () el operador simétrico definido positivo.
Q:R"—R"
su conjunto de subnivel: Eg = {s € R": (Q(s),s) < 1} es eliptico.
Con funcién soporte:
0py i R" — RU{+o0}
d — dg,(d) =mix{(s,d) : (Q(s),s) <1}
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Figura 3.8: Funcién soporte del conjunto S = [2, 5]

Llamando Q'/? a la raiz cuadrada de @, el cambio de variable p = Q'/2(s) nos da:

Org (d) = maz{ (p,Q~"*(d)) : [[p|* < 1}

Q~'2(d)
Q=)

cuya solucién para d # 0es p= y finalmente:

0ro(d) = Q)] = V/(d,Q7'(d))

En este ejemplo se observa la dualidad entre las funciones gauges = — /(Q(x),x) de

Eq y su funcion soporte.

Proposicién 3.9. Para S C R™ no vacio, se cumple
0s =0 § = 0eo 5 (3.17)
de donde: g = 0z g

Demostracion. La continuidad [respectivamente linealidad, por tanto convexidad] de la

funcién (s,.) la cual es maximizada sobre S, implica que: ds = dy s
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De la proposicién 1.5 se conoce que: co S = ¢l co S, por tanto (3.17) se sigue inmedia-
tamente.

]

El resultado anterior muestra que el concepto de funciones soporte no distingue un
conjunto S de su envolvente convexo ni siendo cerrado; Asi cuando se habla de funciones
soporte, no hay diferencia si se restringe al caso de conjuntos convexos cerrados.

De la definicién de funcién soporte y de (3.17) se puede escribir:

s€co S=|(s,d) <ds(d), VdeR"

Veamos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1. Para el conjunto no vacio S C R™ y su funcion soporte dg se cumple:
s€ct S & [(s,d) <ds(d) VdeR" (3.18)

Demostracion. La condicién necesaria ya se ha visto anteriormente.
Solo falta demostrar la condicién suficiente, suponga que s no pertenece a co S, segun
el teorema 1.4.1, {s} y @0 S pueden estar estrictamente separados. Esto es: 3 dy € R”

talque: (s,dp) > sup{(s’,dp) : & € o S}
<S, d0> > 5@ S(do) = 5s(d0)
<S, d0> > 5s<d0)

el resultado es demostrado por contradiccién. O

En resumen, Un conjunto convexo cerrado es completamente determinado por su funcién
soporte: entre las clases de conjuntos convexos cerrados y de funciones soporte existe
una correspondencia biyectiva. Graficamente se puede visualizar en la siguiente figura:
Asi, sea S un conjunto convexo cerrado, dado s se puede verificar con ayuda de 3.18, si
s pertenece al conjunto o no.

De hecho, se puede decir que: la funcién soporte filtra el interior, el interior relativo y

el envolvente afin de un conjunto convexo cerrado.




Capitulo 3: Correspondencia entre conjuntos convexos y funciones sublineales 76

tome el sup <s,.> sobre C

Funcion soporte 6
filtre x con <s,> < )

Figura 3.9: Correspondencia entre conjuntos convexos y funciones soporte

3.4 Correspondencia entre los conjuntos convexos y

funciones sublineales

Se ha visto que una funcién soporte es cerrada y sublineal, pero que sucede con el
reciproco. La respuesta en no, pues no todas las funciones sublineales cerradas pueden
ser vistas como funciones soporte; la clave esta en su representacion via funciones afines

que la minimizan, éstas pueden asumirse como lineales.

Teorema 3.4.1. Sea § una funcion sublineal cerrada, entonces existe una funcion lineal
minimizando a §.
De hecho, § es el supremo de las funciones lineales. En otras palabras: § es la funcion

soporte del conjunto convexo cerrado no vacio.

Ss={s €R": (s,d) < 5(d), VdeR"} (3.19)

Demostracion. Siendo convexo, 0 es minimizada por alguna funcién afin (teorema 2.4.1)

Para algin (s,r) € R" x R:
(s,d) —r <d(d), VdeR" (3.20)

La condicién §(0) = 0, asegura que r es no negativa. Por homogeneidad positiva:

(s, td) —r < 6(td) = to(d)t(s,d) —r < td(d)

1
(s,d) = 7r <8(d), YAER yi>0
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haciendo t — +00, se observa que ¢ es de hecho minimizada por una funcién lineal.

(s,d) < 8(d), VdeR" (3.21)

Ahora la minimizacién anterior es mas clara que (3.20), ésto es: cuando se expresa
la funcién convexa cerrada 6 como el supremo de todas las funciones afines que la

minimizan, se puede restringir a funciones lineales. Dicho en otras palabras:
d(d) = sup{(s,d) : la funcion lineal (s,.) que minimiza a 6}
m

Uno de los puntos mas importantes en este resultado es, la no nulidad de Ss en 3.19. Del
teorema se sigue que un conjunto convexo cerrado S se puede expresar como el conjunto

de soluciones al sistema de desigualdades dados por su funcién soporte:

S={z:(x,y) <dos(y), VyecR"}

completamente determinado por su funcién soporte.

Este hecho es interesante, porque muestra la existencia de la correspondencia inyectiva
entre conjuntos convexos cerrados en R™ y objetos de diferente clase: ciertas funciones
en R™. Esta correspondencia tiene remarcables propiedades, por ejemplo, la funcién

soporte de la suma de dos conjuntos convexos no vacios S; y S, esta dada por:

0,48, = sup{(z1 +x9,y): x1 € S1,22 € S}
= sup{(z1,y) + (x2,y) : 1 € S1, 22 € Sy}
= sup{(z1,y) @1 € Si} +sup{(z2,y) : 22 € Sa}

551+52 = 551 +5SQ

Asi la adiciéon de conjuntos se ha transformado en una adiciéon de funciones.

Y ; en qué clase de funciones estd envuelta? cuando tenemos una funcién cualquiera
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como reconocer si es la funcion soporte de algin conjunto, veamos:
Si sucede que la funcién soporte correspondiente puede ser considerada como un caso
especial de conjugacion, se debe considerar la correspondencia uno a uno trivial entre

conjuntos convexos y su funcién indicador.

La conjugada de d¢ es definida por:
sup {(z, %) — dc(2)} = sup{(z, z") = d¢.(z")}
TER™ zeC

La conjugada de ¢ (2*) entonces satisface :
(06(2))" = el 6c(x) = b o()
de acuerdo a la naturaleza de la conjugada.

Teorema 3.4.1. La funcion indicador y la funcion soporte de un conjunto convexo
cerrado son conjugadas una de otra. Las funciones sublineales son las funciones soporte

de conjuntos convexos no vacios .

Demostracion. Se debe mostrar que una funcién convexa cerrada no tiene valores mas
que 0y +00 si y solo si su conjugada es homogénea positiva, esta propiedad es equiva-

lente a tener f(z) = Af(z) para cada x € R" y A > 0.

La segunda propiedad es equivalente a tener: f*(z) = Af*(A\"'z*) = (f*)\)(z*) para cada
r € R" y A > 0. Pero A\f*(x*) = sup,{(z,z*) — A\f(2)} = sup, {\((z,\1a*) = Af(2)} =
AFF (A1)

Asi f = A\f para cada A > 0 si y solo si f* = f*\ para cada A > 0, cuando f es una

funcion convexa cerrada. [

Ejemplo 24. La norma euclidiana, debe ser la funciéon soporte de algiin conjunto,
porque es una funcién convexa, homogénea positiva.

J, cudl es éste conjunto?
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Veamos:

N

|{(x,y)] |z|.ly|  desigualdad de Cauchy Schwarz

implica que |(z,y)| < 2|, cuando ly| <1

Por su puesto (x,y) |z| , siz =0

Ast

x| = Sup{{z,y)/ly| = 1} = op(x)

Donde B es la bola unitaria euclidiana.

Los conjuntos convexos cerrados epi 0, es la interseccion de los semiespacios cerrados
que lo contienen, pero dado que epi § es realmente un cono (por ser sublineal), estos
semiespacios se pueden asumir como hiperplanos lineales como fronteras.

La principal consecuencia de este teorema es la contribucién de las funciones sublineales

cerradas.

Con el teorema 3.3.1 se ha establecido una biyeccién de conjuntos convexos cerrados
hacia funciones soporte, pero gracias al teorema 3.4.1 la biyeccién se puede extender

hacia funciones sublineales cerradas; que muchas veces estan definidas en abstracto.

Asi en la figura 3.9 la funcién soporte deberia ser remplazada por funcién sublineal
cerrada.

Este cambio en el teorema 3.3.1 se hace gracias a:

Corolario 3.4.1.1. Para un conjunto convexo cerrado no vacio S y una funcion subli-

neal cerrada &, se cumple que § es la funcion soporte del conjunto:
S={s:(s,d)y <d(d), Vd €R"}

Demostracion. Teorema 3.4.1. O
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Conjunto CONVexo
cemado §

0 -6

S-{ssd s (d) wd eR"

Funcicn sublineil

corada ([

Figura 3.10: Correspondencia entre conjuntos convexos y funciones sublineales

Ejemplo 25. Normas, duales y polaridad
Sea: || . || una norma arbitraria en R", ésta es una funcién sublineal cerrada positiva

excepto en 0 y su conjunto de subnivel:

B:={zeR":|z|<1} (3.22)

es interesante, ésta es la bola asociada a la norma, un conjunto compacto, convexo
simétrico conteniendo al origen como punto interior.
| « || es la funcién gauge de B,y ; porque no tomar un conjunto cuya funcién soporte

es || . ||? En vista del corolario 3.4.1.1, este se define por:

{seR": (s,2) <[z ||, Vo € R"} =: B (3.23)

B es también simétrica, convexa, compacta, y contiene al origen como punto interior.

Al tener los conjuntos convexos B y B* se puede generar las funciones sublineales cerra-
das: la funcién soporte dp de B y la funcién gauge vp+ de B* resulta que se obtiene la
misma funcién, de hecho es una norma denotada por || . ||*, la asi llamada norma dual

de ||l
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Proposicién 3.10. Sea B y B* definidas por (3.22) y (3.23) donde || . || es la norma
en R"™. La funcion soporte de B y la funcion gauge de B* son la misma funcién || . ||*

definida por:

| s [|":= maz {(s,z) || z || <1} (3.24)
Ademds, || . ||* es una norma en R™. La funcién soporte en la bola unitaria B* y la
gauge de su conjunto soportado B son la misma funcion || . ||: se cumple

| @ ||":=maz {(s,z) :|| s |* <1} (3.25)

Demostracion. Note primero la relacion simétrica Cauchy- Schwarz

(s,x) <|| s ||*|| = ||, V(s,z)€R"xR" (3.26)

lo que viene directamente de (3.24), usando homogeneidad positiva. Lo que expresa la

correspondencia dual entre los espacios de Banach (R™, || . [|) v (R™, || . |I*) O

Observacién 17. La operacién 3.25 y 3.26 establecen una correspondencia dual dentro
una subclase de funciones sublineales cerradas: estas son simétricas finitas en todas
partes y positivas (excepto en cero)- en resumen, normas.

La operacién analitica tiene contra parte en el mundo geométrico: empezando de un
conjunto convexo cerrado, el cual es simétrico, acotado y contiene al origen con punto
interior -en conclusion la bola unitaria- tal como B, se construye via gauge y funciones
soporte otro conjunto convexo cerrado B* el que tiene las mismas propiedades. Esta

correspondencia es llamada polaridad, el conjunto polar de B es:

B*:={s:(s,x) <1, Vz € B} (3.27)

También puede ser visto con la teoria de separacién, el polar de B* es simétrico (0 € B)

(B*)" :={(s,x) <1, VseB*'}=B (3.28)
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Proposicién 3.11. Sea C' un conjunto convexo cerrado conteniendo al origen, su fun-

cion gauge Yo es la funcion soporte del conjunto convero cerrado conteniendo el origen:
CO'={scR": (5,d)<1VdeC} (3.29)
el cual define el conjunto polar de ¢

Demostracion. Se sabe ya, que ¢ ( cerrada, sublineal y no negativa por la proposicién
3.2.1 (i)) es la funcién soporte de algin conjunto D convexo cerrado conteniendo al

origen; de 3.19 se tiene:
D={seR":(s,d) <rV(d,r) € epivc}

Como ya se ha visto, epivyc es el envolvente cénico convexo cerrado de C' x {1} y usando

homogeneidad positiva para escribir:
D={seR":(s,d) <1V d:v:(d) <1}
O

En vista del teorema 3.2.1 el conjunto indice anterior es justo C, en otras palabras,

D=C"

3.5 Aplicaciones

El conjunto de funciones sublineales tiene una estructura que permite célculos y asimis-
mo el calculo se da con subconjuntos de R™, entonces la pregunta es ; para qué extender
estas estructuras en correspondencia via la operacion soporte 7 Y ; para qué extension
es la operacion soporte un isomorfismo? la respuesta se da en esta seccion, empecemos

con la relacion:

Proposicion 3.12. Sea 57 y Sy conjuntos convezros cerrados no vacios, ademds dg, Y

ds, son sus respectivas funciones soporte. entonces:

S; C Sy« bs,(d) < 65,(d), VdeR"
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Demostracion. Al aplicar la condicién de equivalencia en el corolario 3.4.1.1 se satisface:

S1CSy & se€S8,y, paratodo s € Sy, deR".
& dg, > (s,d), paratodo s € Sy, d € R".
& dg, > sup(s,d), deR"

o s€ST
= 552 > 551, deR".

[]

De manera que el resultado anterior generaliza al teorema 3.3.1, y si se complementa

con la proposicion 3.5:

Proposicion 3.13. Sea s, y 0s, las funciones soporte de los conjuntos convexos ce-
rrados Sy y Sa. Sity y ta son escalares positivos, entonces: t10g, + t2ds, es la funcion

soporte de cl(t151 + t2.53)

Demostracion. Llamando S al conjunto convexo cerrado ¢l (151 +19S52), por definicién
su funcién soporte es: dg(d) = sup{(t1ds, + t2ds,,d) : 51 € Si, 82 € S}

En la expresion anterior s; y so actian independientemente de sus conjuntos indices Sy
y Sz y t1 y ty son positivos, asi que : dg(d) = 1 sup,, g, (s, d) + t1 sup,, g, (s, d)

Entonces: d5(d) = t1dg, + t20s, ; ademds como t157 + 255 es automdaticamente cerrado.

Si exploramos la homogeneidad positiva en la proposicién anterior se puede escribir:
dis(d) = 0g(td), para todod € R™ yt >0
la condicién se cumple también para ¢ negativo, generalmente:

Proposicién 3.14. Sea A : R™ — R™ un operador lineal, con adjunta A* ( para algin

producto escalar < .,. > en R™) para S C R™ no vacio se tiene:

St aes)(y) = 6s(A%y), para todo y € R"
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Demostracion. Se escriben las definiciones :

da(s)(y) = sup < As,y >=sup(s, A*y)
seS seS

al usar la proposicion 3.9 se obtiene:

da aes)(y) = 0s(A*y), para todo y € R™

La operacién imagen es otra operacion que implica un operador lineal:

Proposicién 3.15. Sea Sea A : R"™ — R™ un operador lineal, con adjunto A* ( para
algin producto escalar < .,. > en R™), sea § la funcion soporte de un conjunto S C R”

convexo cerrado no vacio. Si 0 es minimizado sobre la imagen inversa:
AN d)={peR": Ap = d}

de cada d € R™, entonces la funcién soporte del conjunto (A=1)*(S) es la clausura de la

imagen de la funcion: As
Demostracion. La homogeneidad positiva de As es clara, parad € R" y t > 0

(A0)(t.d) = inf 3(p) = fof  16(p/t) = fuf o(q) = H(45)(d)

Asi la funcién sublineal cerrada cl(As) soporta algiin conjunto S, por definicién, s € S’
si y solo si: (s,d) < inf{d(p) : Ap = d}, para todo d € R"
Esto significa que: (s, Ap) < d(p) , para todo p € R™, Esto es: A*s € S porque
(s, Ap) =< A*s,p >

O

La imagen inversa (A*)7!(s) del conjunto cerrado S bajo el mapeo continuo A* es
cerrado. As no necesariamente es una funciéon cerrada, como caso particular suponga
que S es acotado (dg es finita en todas partes) y que A es sobreyectiva, entonces As es

finita en todas partes, lo que significa que: (A71)*(S) es compacto.
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Observacién 18. La hipotesis hecha en la proposicién 3.14 significa exactamente que
la funcién As es en ninguna parte —oo, en otras palabras, su clausura cl (As) es la
funcién soporte de un conjunto no vacfo: (A*)7'(s) # ¢ . La propiedad anterior se

podria reescribir como:

SNIm A #¢ 6 0€ S —im A" =5+ (kerA) (3.30)

Como ya se menciono la funcién imagen es una operacién interesante, de la cual otras
multiples son construidas: Por ejemplo:

- Sea S7 y S5 dos conjuntos convexos cerrados no vacios de R™ con funciones soporte
ds, v 0g, vy con R™ = R™ x R™ se toma A(z,y) :=x+y y d(di,ds) := 61(dy) + d2(ds)

Observe que d es la funcién soporte de S = 57 x Sy asociado al producto escalar:
< (817 32)7 (dlﬂ d2) = <$17 dl) + <82> d2>

El siguiente resultado es futura ilustracién del isomorfismo del que tanto se habla:

Cuando combinamos conjuntos convexos cerrados se sabe que sucede con sus funciones,
al aplicar los resultados (3.12-3.14) . Andlogamente, cuando las funciones sublineales
cerradas son combinadas uno sabe que sucede con los conjuntos que éstos soportan: las

diferentes regla implicadas se resumen en la siguiente tabla:

Conjuntos convexos cerrados funciones sublineales cerradas

S1 C Sy ds, < s,
tS (t>0) 6
cl (S1+ S2) ds, + 0s,
clA(s) ( A es lineal) J o A*
(A7)*(s) cl (AJ)
NjesS; co(inf;c s ;)

@0(UjesS5) Supje s 0;
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= Generalmente hablando , ésto ayuda a recordar cuando un conjunto aumenta, su
funcién soporte se incrementa (primera fila, y surge de la definicién 3.3.1.
Muchas de estas reglas son aplicadas sin convexidad cerrada en cada S; ( recor-

dando que dg = 0 5)-

» Muchas de estas reglas son aplicadas sin convexidad cerrada en cada conjunto S
(recordando que 05 = 04 s) Por ejemplo la equivalencia en la fila 1, requiere la

convexidad solo de Ss.

= Cuando interceptamos conjuntos, cada conjunto debe ser cerrado y convexo ne-
cesariamente para preservar las mismas propiedades, por ejemplo: considere: A =
{0,1} y B = {0,2}, asi las funciones soporte no distinguen la diferencia entre

ANB={0}ycoANco B =10,1]




Conclusiones

. Las funciones sublineales son aquellas que son homogéneas positivas y convexas
a la vez, particularmente se ha trabajado con las funciones gauge y funciones

soporte, que son ejemplos importantes de éstas.

. Dado un conjunto convexo S en R™, su funcién soporte es el supremo de la coleccion
b

de todas las formas lineales sobre S.

. Una funcién soporte definida en un conjunto convexo cerrado acotado no vacio

llega ser una funcién sublineal.

. La maximizacién de funciones lineales sobre un conjunto C' se puede estudiar en
términos de su funcién soporte y como resultado de éste estudio, se afirma que un
conjunto convexo cerrado C' se puede expresar como el conjunto de soluciones del
sistema de desigualdades dada por su funcién soporte, lo cual nos condujo a una

correspondencia biyectiva entre conjuntos convexos y funciones soporte:

C—>50

s — [(s,d) <dc(d), VdeR"

Ademas la clausura de una funcién sublineal resulta ser la funciéon soporte del
conjunto convexo cerrado, con lo cual la biyeccion se restringe hacia las funciones

sublineales cerradas.

C={seR":(s,d) <c(d), YVzreR"}
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