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Resumen

El presente trabajo de investigacién desarrolla las caracteristicas sobre regularidad y
existencia de tangentes mediante la nocion de densidad, para s—conjuntos en el plano.
Por ello en el primer capitulo se da la nocion de medida y dimensién de Hausdorrf
s—dimensional para un conjunto en R" lo cual es importante por que hay muchos con-
juntos que no se pueden medir en el sentido de longitud, area o volumen, ya que dichos
conjuntos estan en una dimensién no entera, por ejemplo el conjunto ternario de Can-
tor, el triangulo de Sierpinski, la curva de Koch, entre otros. Dicha medida de Hausdorff
s—dimensional permite dar una aproximacién de su medida de dichos conjuntos. En el
segundo capitulo se desarrolla regularidad e irregularidad de un s—conjunto basado en
la nocion de densidad, donde un s—conjunto F' es un conjunto de Borel con medida
de Hausdorff s—dimensional positiva y finita (0 < H*(F) < oo). También se analiza
la estructura de un 1—conjunto, el cual se divide en dos partes: Una llamada curva-
like (parte regular) y otra llamada curva-free (parte irregular), estudidndolos cada uno
por separado para luego recombinarlas sin afectar sus propiedades. El tercer y ultimo
capitulo se presenta la existencia de tangentes para un s—conjunto. Veremos que un
s—conjunto regular en el plano tiene tangentes en casi todos sus puntos, en particular
tienen esta propiedad las curvas rectificables que son los 1—conjuntos regulares. Por
otro lado los s—conjuntos irregulares en el plano, no tienen tangentes en casi todos sus

puntos, en particular los s—conjuntos en el plano para 1 < s < 2.



Abstract

The present work of investigation develops the characteristics of regularity and existence of
tangents through the notion of density, for s—sets in the plane. Thus, in the first chapter
introduce the measure and dimension of s—dimensional Hausdorrf for a set in R™ which is
important because there are many sets that can not be measured in the direction of length, area
or volume, as such assemblies are in a non-integer dimension, for example the ternary Cantor
set, Sierpinski triangle, curve Koch, among others. This measure Hausdorff s— dimensional
allows give an approximation measure of these sets. In the second chapter develop regularity
and irregularity of an s—set based on the notion of density, where an s—set is a set a Borel
with measure s—dimensional Hausdorff positive and finite (0 < H® < o0). It also discussed
the structure of 1—set, which is divided into two parts: a called curve-like (regular part) and
another called curve-free (irregular part), studying each one separately and then recombine
without affecting their properties. The third and final chapter discusses the existence of tangent
for s—set. We will see that a regular s—set in the plane has tangent at almost every point,
in particularly the curves have this property rectify are regular 1—set regular. On the other
hand irregular s—set in the plane, no tangents at almost every point, particularly s—sets in

the plane for 1 < s < 2.
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Introduccion

En la geometria diferencial clasica, los conjuntos como curvas y superficies regulares tienen,
localmente y a escalas adecuadas, formas bastantes aproximadas a segmentos de rectas (en el
caso de curvas) o a planos (en el caso de superficies regulares 2—dimensionales).

Pero hay otros conjuntos que no tienen esta forma, como por ejemplo el tridngulo de Sierpins-
ki, el conjunto ternario de Cantor, la curva de Koch, el polvo de cantor, etc. Por ello surge
una nueva geometria llamada geometria fractal, y dentro de la geometria fractal se estudia la
estructura local de los s—conjuntos, donde s es la dimensién de Hausdorff de dichos conjuntos,
esto proporciona dar una idea mas general sobre un s—conjunto, pues s no necesariamente es
un numero entero, ademas esto proporciona un resultado que muchos de los conjuntos en R™
(con dimensién de Hausdorff s) son s—conjuntos irregulares.

Este trabajo de investigacién se basa en el estudio de regularidad y existencia de tangentes
para s—conjuntos en el plano, para ello este trabajo se desarrolla en tres capitulos.

En el primer capitulo se describe y se repasan los conceptos bésicos necesarios para comprender
la tesis. Aqui se introduce la nocién de medida y dimensién de Hausdorff, la medida de Lebes-
gue, la medida de Radon, teorema de Vitali y otros conceptos relacionados a nuestro trabajo
que nos permitirdan demostrar algunos resultados mdas adelante (como sucesién de nimeros
reales, interior y adherencia de conjuntos, funcion de Lipschitz, dimensién de conteo de cajas
de un conjunto en R™).

En el segundo capitulo se desarrolla y analiza la estructura local de los s—conjuntos, donde se
comienza definiendo un s—conjunto. Ademés se describe y se define la densidad y regularidad
de un s—conjunto, en particular se desarrollan y analizan las propiedades de los 1—conjuntos
en el plano. Aqui se analiza que un 1—conjunto en el plano se puede dividir en dos partes: una
llamada como curva-like (parte regular), y otra llamada curva-free (parte irregular).

Finalmente en el tercer capitulo, se desarrolla la existencia de tangentes de un s—conjunto. Se

I1I



inicia este capitulo dando la definicién de tangente para un s—conjunto y otras definiciones
asociados a dichos conjuntos, luego se describen algunos resultados que nos permitirdn ver
la existencia de tangentes de los s—conjuntos en el plano, asi como también damos algunos

ejemplos para tener una idea mas clara del tema.
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Capitulo 1:

Preliminares

En este capitulo se describen los conceptos bésicos necesarios que nos ayudan a desarrollar
los resultado del presente trabajo de investigacién, como la medida y dimensién de Hausdorff,

asi como otros resultados que son fundamentales para desarrollar la presente tesis.

1.1 Medida y dimension de Hausdorff.

En esta seccidn, se considera a R™ provisto de la métrica euclidiana | - |.

Definicion 1.1. Sea U un subconjunto no vacio de R™. Se llama didmetro de U al supremo

de las distancias |z — y|, con x,y variando en U. Es decir,
U| :=sup{|lz —y|: z,y € U}.

Ejemplo 1.1. Considere el circulo C' y la circunferencia B, ambos de centro x y radio r, el
didmetro del circulo y la circunferencia es el supremo de las distancias |y — z|, para todo y, z
en C 6 en B respectivamente, es decir dicho didmetro es 2r.

Observar que las distancias |y — z| tanto en C' como en B se toman de diferente manera (ver

Figura [LT]), pero en ambas el didmetro coincide.

Definicién 1.2. Una coleccion enumerable (o finita) {U;}3°, C P(R™), se denomina un 6-
cubrimiento de un conjunto FF C R"™ si cada U; tiene didmetro a lo mds § y F estd contenido

en la union de estos Uj;.
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Es decir, {U;}$2, es un d-cubrimiento de F' si

oo
0<|U;|] <éparacadaiy F C UUZ"
1=1

C B

)
—
—
—
—
L 2
_—
—
—

Figura 1.1: El cfrculo C y la circunferencia B.

Definicién 1.3. Una medida exterior en un conjunto X es una funcion p: P(X) — [0, 00]

tal que:

= () =0.

» Si A C B, entonces u(A) < p(B).

Definicion 1.4. Sea F' un subconjunto de R™ y s un nimero no negativo. Para cualquier d > 0
se define,

Hi(F) = inf {Z |U;|° : {U;} es un 0 - cubrimiento de F}
i=1

Definicion 1.5. La medida exterior de Hausdorff s—dimensional de un conjunto FF C R™ se
define como el limite lim H3(F).
6—0

Este limite se denota como H*(F). Es decir H*(F') = %ir% Hi(F).
—

Observacién 1.1. La medida H*(F') estd definida para cualquier subconjunto F' de R™, pues
H*(F') decrece en funcién de 6 > 0, ya que si d; < ¢ resulta que {61 — cubrimientos de F} C
{0 — cubrimientos de F} y, por lo tanto, Hj (F) > Hi(F).

Definicion 1.6. Sea F' C R™. La dimension de Hausdorff se define como:

dimy F = inf{s : #H’(F) = 0} = sup{s : H’(F) = oo}. (1.1)
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Donde

o si0<s<dimyF
H(F) =
0 sts>dimyF.

Si s = dimy F, entonces H*(F') puede ser cero, infinito o puede satisfacer 0 < H*(F') < oc.

Observacién 1.2. Para todo subconjunto F' de R", H°(F) es la medida de contar, es decir, el

cardinal de F, H(F), H2(F) y H3(F) representa la longitud, 4rea y volumen respectivamente.

Ejemplo 1.2.

1. La dimension de Hausdorff del circulo es 2.

En efecto, sea C' = C[x, 7] el circulo de centro = y radio r , se tiene que H!(C) = oo, pues

al cubrir al circulo por segmentos I;,¢ € N, que tienen en comtn el punto x y de longitud

r, tenemos que C' = U I;, por lo tanto, H'(C) = H! < U IZ-> = Z’Hl(li) = Zr = 00,
1=1 i=1 i=1 =1

y como H3 representa el volumen y C' es una superficie plana se tiene que H3(C) = 0,

donde

oo st s <dimyC
H(C) =
0 sis>dimyC.

Entonces 1 < dimg; C' < 3, como H?(C) = mr? < oo, por definicién tenemos que

dimy C = sup(1,2) = inf(2,3) = 2.

. La dimensién de Hausdorfl de la circunferencia es 1.

En efecto, sea B la circunferencia, se tiene que H°(B) = oo y H?(B) = 0, donde

oo st s < dimy B
H*(B) =
0 sts>dimyB.

Entonces 0 < dimg; B < 2, como H!(B) = 2rm < oo, por definicién tenemos que

dimy B = sup(0,1) = inf(1,2) = 1.

. La dimensién de Hausdorff del conjunto ternario de Cantor esta entre |0, 1].

En efecto, sea F' el conjunto ternario de Cantor, se tiene que H° representa el niimero de
elementos de F, el conjunto ternario de Cantor son intervalos pequenios donde en cada

uno de ellos hay infinidad de puntos asi que H°(F) = oo, y H! representa la longitud
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del conjunto ternario de Cantor de donde se tiene que en la k—ésima iteracién consta

1 1 2k
de 2F intervalos cada uno de longitud 35 por lo tanto, H!(F) = 2k3—k =3 y cuando k

tiende al oo se tiene H!(F) = 0. Donde

oo st s <dimyF
H(F) =
0 sts>dimy F.

Entonces 0 < dimy F < 1. Como se observa la dimensién de Hausdorff del conjunto

ternario de Cantor es un nimero no entero.

Teorema 1.1. La funcion H*® tal que F — H*(F') es una medida exterior, es decir,
1. H3(F) >0, VF CR™
2. H*(0) = 0.
3. Si E estd contenida en F entonces H*(E) < H*(F) y

4. St{F;}2, es cualquier coleccion contable de conjuntos en R™, entonces
oo oo
H® <U E) <) HEF). (1.2)
i=1 i=1

Demostracion:

1. Se demuestra que H*(F') > 0, para todo F' C R™.

Sea {U;}?2; es un d-cubrimiento de F. como |U;| > 0 para todo i entonces |U;|* > 0.
oo

Luego Z |U;|* > 0, de donde
1=1

inf {Z |U;|° : {U;} es un ¢ — cubrimiento de F} > 0.
i=1

Es decir, por definicién de Hj se tiene H3(F') > 0, de donde resulta que
lim H3(F) > 0.
lim H3(F) >

Por lo tanto H*(F") > 0, para todo F' C R".
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2. Sea F' = (), es decir, F consta de cero elementos.

Fije z € R™ y considere la familia {ﬁi}iEN tal que U; = {z}, para todo indice i.
oo
Entonces F = () C U (72 ysiz,ye€ (7}, (luego = = y)
=1
Uil = sup_{|z —y|} = sup{0} =0

zye U;

o

luego, |U;| = 0, Vi. De aqui resulta que Z Us]* = 0.
i=1

Luego para cada § > 0

H3(F) = inf {Z Uil* - {U;} CPR™) y | JU; 2 F, |U] < 5} < |t =o.
=1 ]

i=1

Esto muestra que Hj(F') <0y como 0 < Hj(F') entonces H3(0) = 0.
De esto resulta
H(0) = lim H(0)
6—0

=1lim0 =0.
§—0

Es decir,

H5(0) = 0.

. Ahora se demuestra que si E C F entonces H*(E) < H*(F).

En efecto, observar que todo cubrimiento de F' es un cubrimiento de £ y en particular,

todo d-cubrimiento de F' es un d-cubrimiento de E, pues E estd contenido en F'. Entonces

(S oivosui<on)
i=1 i=1
{i’Ui’siFC GUi y 0 < |Us Sé,vz}.

i=1 i=1

Luego tenemos

inf{Z|Ul-|5 Ec|JUiyo<|Ui < 5,\72} <

=1 i=1
inf {Z Ul Fc|JUiyo<|Ui| < 5,\12}

i=1 i=1
es decir, por definicién, Hj(E) < H;(F) de donde resulta %I’H(l) Hi(E) < %in% Hi(F). Por
— —
tanto, H*(E) < H*(F).
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4. Sean {F; :i=1,2,...} cualquier coleccién enumerable de subconjuntos en R" y € > 0.
Para cada i = 1,2,..., por tanto, para cada Fj, existe una familia {U;; : j = 1,2,...} tal
que

o o

€

FclJUyy Y U4/ <H(F) + %
j=1 =1

o0 o
Ademas U F; C U Uij, de esto se tiene que
i=1 i,j=1

MW (G E) < i |Uis|” = ii!%‘!s

i=1 ij=1 i=1 j=1

Como € es arbitrario, entonces

Definicién 1.7. Sea X un conjunto, una coleccion A C P(X) se llama o—dlgebra si:
1. 0,X € A.
2. Si Ae A entonces X — A e A

o o
3. Si Ay, Ay, ... es una familia enumerable en A entonces ﬂ A, e Ay U A e A
i=1 i=1

Ejemplo 1.3. X un conjunto. A; = {0, X} y Az = P(X) son o—4lgebras sobre X.

Definicién 1.8. Dada una clase de conjuntos C, definimos o(C) (la o— dlgebra generada por

C) como la mas pequena (en el sentido de la inclusion) o—dlgebra que contiene a C.
Nota 1.1. Denotemos por M al conjunto de abiertos, y A al conjunto de cerrados en R".

Definicion 1.9. La o—dlgebra genarada por M se llama o—dlgebra de Borel y se denota por
B. Es decir B := o(M).
Se puede mostrar que o(M) = o(N). Luego B = o(M) = o(N).
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Definicién 1.10. X un conjunto y p : P(X) — [0,00] una medida exterior. Un conjunto

A C X es p—medible si
wE)=pwENA)+pENAY, VEC X.

Nota 1.2. En la Definicién [T T0les suficiente demostrar que u(E) > u(ENA)+u(ENA°), VE C

X, ya que la otra desigualdad se cumple trivialmente por ser p una medida exterior.

Las siguientes resultados nos ayudan a demostrar que H*® es una medida y Borel regular.
Proposicion 1.1. La coleccion de conjuntos p—medibles es un o—dlgebra.

Ver [1], pagina 22.

Definicion 1.11. Sea p una medida exterior en R™.

1. p es regular si para cada conjunto A C R"™, existe un conjunto p—medible C tal que

ACCyp(A)=p(C).
2. w es llamada Borel si cada conjunto de Borel es y—medible.

3. u es llamada Borel regular si p es Borel y para cada conjunto A C R™, existe un

conjunto de Borel C tal que A C C' y pu(A) = u(C).

Definicion 1.12. Sea p una medida exterior en X y A C X. La restriccion p al conjunto A
es definido como

ula(B) = p(AN B)

para todo B C X.

Es inmediato comprobar que u|a es una medida exterior sobre X.

Teorema 1.2. Si p es Borel reqular y A es un conjunto u—medible, con p(A) < oo, entonces

wla es Borel regular.

Demostracion:

Como p es Borel regular, existe un conjunto de Borel B tal que A C By u(A) = u(B), ademas
como p(A) < oo entonces p(B) < oo de donde pu(B\ A) = p(B) — u(A) =0.

Dado C' C R"™, se demuestra que existe un conjunto D tal que C C Dy u|a(C) = ula(D).

En efecto, como p es Borel regular, existe un conjunto de Borel E tal que BNC C E y
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w(BNC) = p(E). Tome D =FEU(R"\ B), como E y B son conjuntos de Borel, D también

es conjunto de Borel. Aun més
CC(BNC)UR"\B)CFEFUR"\B)=D

esto implica que C C D.
Ademads tenemos que DN B =(EUB)NB=(ENB)U (BN B = EN B, entonces

( )
=u(BNC)=pu(CNBNA)+ p(CNBNAY
=pu(CNA)+p(CnBNA°
< u(CNA) + pu(BnN A
= pu(CNA)=pla(0).

Esto implica que, pu|la(D) < pla(C) y como C C D y pla es una medida exterior se tiene

1 a(C) < pla(D). Luego, u[a(C) = pla(D).

Por lo tanto, |4 es Borel regular. n

Definicion 1.13. Una medida exterior p en R™ es una medida de Radon si jv es Borel regular

y w(K) < oo para cada conjunto compacto K C R™.

Teorema 1.3. Sea p una medida Borel regular en R™ y A un conjunto p—medible con p(A) <

0o. Entonces p|a es una medida de Radon.

Demostracion:

Sea v = u! A, entonces para cada compacto K se tiene que
V(K)=u(KNA)<pu(h) < oo.
Por el Teorema[I.2lse tiene que u|4 es Borel regular. Por lo tanto u|4 es una medida de Radon.
O
Definicién 1.14. Una medida en un conjunto X sobre un o—dlgebra A, es una funcion
w: A— 0,00

tal que:
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1. p(@) =o0.
2. SiACB,Ac A, Be A, entonces i(A) < p(B).

[e.e]
3. Si los conjuntos A; € A con i € N son disjuntos dos a dos entonces p <U Ai> =

=1
> ().
=1

Definicién 1.15. Sea (X, A, 1) espacio de medida.

Una propiedad P se cumple en casi todo punto (c.t.p) si
u({z € X : P(x) no es vdlido}) = 0.

Ejemplo 1.4. Sea M C R no vacio. La funcién f : M — R es nula en casi todos sus puntos

sip({zeM: f(z)#0}) =0.

Proposicion 1.2. La medida exterior de Hausdorff s—dimensional restricta sobre los o— dlge-

bra de los yi—medibles es una medida.

Demostracion:
Sea A la o—4&lgebra de los conjuntos p—medible (ver Proposicién [L1]) y sea {A;,}nen una
coleccién enumerable disjunta en A.

Del Teorema, [I.1] solo falta, demostrar que

" <G A,) > iHS(Ai).

i=1

n
En efecto para cada n € N, sea B,, = U A;.
i=1

Como los A, € A, dado F C X.
H(ENB,) =H(ENB,)NA,)+H((ENB,)NAS). (1.3)
Como los A,, son disjuntos dos a dos, es decir, A; N A; = 0, Vi # j, entonces
H(ENB,) =H(ENA,) +H(ENDB,_1)
aplicando lo mismo para H*(E N B,_1) en (L3) se tiene que

H(ENB,_1)=H(ENA,_1)+H(ENB,_9)
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esto implica que H*(EN By,) = H*(ENAy,) + H (ENAp_1) + H*(EN Bp_2).
Luego por induccién, se tiene que
H(ENB,) =Y H(ENA). (1.4)
i=1
Como By, es H*—medible, entonces H*(E) = H*(E N B,) + H*(E N (By)¢) y de ([L4) se tiene
que

Wi (E) = Zn:%s(EmAi) +H(EN(B,)°). (1.5)

i=1

o

Sea B = U A;. Observe que B, € B,Vn € N de donde se tiene que EN (B,)* 2 ENB°y
i=1

como H?® es una medida exterior H*(E N B¢) < H*(E N (By)°).

En (LI se tiene que

e (E) > Zn:%S(EﬂAi) +H(E N B°) (1.6)

i=1

Haciendo n tender al infinito en (L) se tiene que

H(E) > i H(ENA;)+H(ENB°)
=1

y como H® es una medida exterior
H(E) > H(ENB)+ H(EnNB°).
o
Luego B = U A; es H®—medible.
i=1
Se sabe que para todo £ C X

H(E) > i HI(ENA;) +H (EN(B)°).

i=1

Tomando E = B tenemos

H* (G AZ) > f:H (( ’ Ai> n Az) + H (BN (Br)Y)
_ i% ((f}x) mA,) )

Como los A; son disjuntos Vi € N y H® es una medida exterior

w(0a) =S
=1 =1

Por lo tanto, H® es una medida.
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O

Teorema 1.4. Sea H?® la medida de Hausdorff s—dimensional entonces H® es una medida de

Borel reqular, con < s < oc.

Ver [7], pagina 61.

1.2 Medida de Lebesgue

La medida de Lebesgue n—dimensional se obtiene como una extensién de la definiciéon usual

de volumen en R" (tomamos “volumen” en el sentido de longitud en R y drea en R?).

Definicion 1.16. Sea
C = [al,bl) X [ag,bg) X ... X [an,bn),

donde [a;,b;) CR y a; < b; para cada i =1,2,...,n.

El volumen de C' se define como
V(C) = (b1 —a1)(by —az)...(by, — ay).

Definicion 1.17. Se dird que C; es un n—bloque si C; es un producto cartesiano den intervalos

reales finitos.

Definicion 1.18. Sea F' C R" se define la medida de Lebesgue en R™ como:
o o
L"(F) = inf {Z V(C;) : F C U C; y cada C; es un n—bloque}
i=1 i=1
donde el infimo es tomado sobre todos los cubrimientos de F.

En particular, la medida de Lebesgue 1—dimensional £! en R es definido por

LY(F) = inf {i V(Cy)|: F C [j C;, V(C;) C R} :
=1

i=1

para todo F' C R. En este caso |V(C;)| es la longitud del intervalo C; C R.

Proposicion 1.3. La medida de Hausdorff 1—dimensional es igual a la medida de Lebesque

en R, es decir, H'(F) = L'(F), para todo F C R.
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Demostracion:
Sabemos que la medida exterior de Hausdorff 1—dimensional es

o o

HE(F) = inf {Z Uil FC| Ui, 0< U] < 5} ,

i=1 i=1

de donde H(F) = lim H}(F).
6—0

Tomando a los U; = V(C;), para todo i € N y por el Teorema [T, £! es una medida exterior.
Por otro lado por el Proposicién [[L2, £! resulta ser una medida, luego por definicién de medida
de Lebesgue 1—dimensional se tiene que H' = £ O
Definicion 1.19. Un conjunto A en R™ tiene medida nula si para todo € > 0 existe una familia

numerable {R;};en de rectangulos cerrados en R™ tales que
AC GRi y iV(Ri) <e
i=1 i=1
donde V(R;) es el volumen de cada R;.
Observacion 1.3.

1. En la definicién anterior pueden sustituirse los rectangulos cerrados por rectangulos

abiertos o semiabiertos, como también se puede sustituir por bolas abiertas y cerradas.

2. Si Ay B son dos subconjuntos de R", con A C B, y B tiene medida nula, entonces A

también tiene medida nula.

Teorema 1.5. (Teorema de diferenciacion de Lebesgue)

Sea p la medida de Lebesgue en R™ y f una funcion localmente integrable en R™. Entonces

1
Iim 7/ fdp = f(x
r—0 :U’(B(:C’ T)) B(z,r) )
para casi todo r € R™.

La demostracién se encuentra en [10], pagina 230.

1.3 Teorema de Vitali

Teorema 1.6. (Teorema de cubrimiento de Vitali)

Sea F = {B; :i € I} una coleccion de bolas cerradas contenidas en R™ tal que sup{rad(B;) :
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i € I} < oo, donde rad(B;) denota el radio de la bola B;. Entonces existe una subcoleccion

disjunta finita o infinita enumerable G = {B; : i € I/}, I' C I tal que

~ , . . .
donde B; es la bola concéntrica con B; y de cinco veces el radio.

Demostracion:

Sea r = sup{rad(B) : B € F} < co. Considere la particién de F en subcolecciones F,,n € Z7,
donde para cada n € Za’ , Fn consiste de bolas cerradas B cuyo radio esta en <#, ;—n}, es
decir,

r r

Una sucesiéon G, con G, C F, se define inductivamente de la siguiente manera: Sea Gy una
coleccién disjunta méxima de bolas en Fy. Asumiendo que Gy, Gy, . . ., G, han sido seleccionados

y considere el conjunto

n
H,y1={B€ Fp41: BN B =1, para todo B € U g}
=0
donde G,,+1 una subcoleccién disjunta maxima de H, 1, es decir, una coleccién maxima dis-
junta de bolas en Fj 1.
o0

Defina la subcoleccién G = U G, C F donde G es una colecciéon de bolas disjuntas, pues cada

n=0
G; es una coleccién de bolas disjuntas en F.

Ahora se demuestra que para cada B € F existe una bola B € G tal que BNB # 0y BC B'.

En efecto, fije B una bola en la colecciéon F entonces existe un indice n tal que B € F,. Por
J

la maximalidad de G,, existe una bola B’ € U Gn, esto significa que B intersecta alguna

n=0
J
bola de U Gy, es decir, BN B’ # (). Pero para algin n, B € F, donde rad(B/)

n=0
rad(B) < 2%, de esto se tiene que 2 rad(B) > rad(B).

r
> 2n+1 y

Tome B’ la bola concéntrica en B’ y de cinco veces el radio, de donde se tiene que B C B,

para cada B € F. 0

Una forma precisa del teorema es que si F es una coleccién de bolas en R", con radios acotados.
Existe una subcoleccion disjunta G de F con la siguiente propiedad:
Cada bola B en F intersecta a una bola B en G tal que B C B,, donde B’ es de cinco veces

el radio de B (ver Figura 1.2).
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Figura 1.2: En el gréifico (a) la coleccién de bolas verdes son la subcoleccién disjunta. En el grafico

(b) la coleccién de bolas de cinco veces el radio (bolas de color verde) cubren todas las bolas.

1.4 Conceptos y resultados adicionales

Los siguientes resultados seran de importancia para desarrollar algunos resultados, como por
ejemplo la propiedad de escala es 1util para encontrar la dimensién de Hausdorff de algunos

conjuntos, asi como también la definiciéon de conteo de cajas, entre otros.
Definicién 1.20. Sea f : Rt — R una funcion.

a) Se define limite inferior como

lim f(z) = lll%(l/nf{f(x) t0<z<r}).

z—0

b) Se define limite superior como
Iim f(z) = lim (sup{f(z) : 0 <z < r})
z—0 r—0
Definicién 1.21. Sea {x,}° una sucesion de nimeros reales.

a) Sea t, = inf{z,, 41, Tnt2,- .-}

Se llama limite inferior de {x,}>°, al valor lim z,, = lim t,, donde
n—oo n—oo

lim ¢, =supt,. Luego
n—o0 n>1

lim z, = sup(inf z,).
n—00 n>1 k>n
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b) Sea s, = sup{xn, Tpi1, Tnio,.. .}
Se llama limite superior de {zy}°° al valor lim x, = lim s,, donde
n—oo n—o0

lim s, = inf s,. Luego
n—00 n>1

lim z,, = inf (sup z,).

n—00 n>l >y
Ejemplo 1.5. Sea (zg)geny = | —— una sucesién de nimeros reales, se tiene que
k+1/pen
lim z;, = 1.
k—o0
En efecto.

Por definicién de limite superior se tiene que kh’m T = kh’m sk, donde s = sup{xg, 11, Tht2,---}-
— 00 — 00

Sea {ay} E k+1 kE+2 ¢ (24} k
ea {z = ... ¢, entonces sy = sup{xr} = ——.
kin>k E+1 k+t2 kt3 ) k nzg k k1
Luego,

i = lim —— =1

oo " T kheo ki + 1

Por lo tanto, lim x; = lim s, = 1, esto implica que lim zp = 1.
k—o00 k—o00 k—o0

Definicion 1.22. Sea A un conjunto no vacio de R™. Un punto x € A es punto interior de
A, si existe una bola abierta de centro x que esta contenida en A.

Se denomina interior de A al conjunto de puntos interiores de A, que lo denotaremos como

int(A).

Definicion 1.23. Sea A un conjunto no vacio R™. Un punto x € A es punto de clausura o
adherencia de A, si para toda bola de centro x contiene algin punto de A.

Se denomina adherencia de A al conjunto de puntos adherentes de A, que lo denotaremos como

A.

Definicion 1.24. Una funcion f: R™ — R™ es de Lipschitz si existe una constante ¢ > 0 tal
que

I f@)=f@l<clz-yl, Yo,y e R™

Proposicion 1.4. Sea F' C R™ una funcion tal que

[f(x) = f)l <clz —y|* z,y € F, (1.7)
para constantes ¢ > 0 y a > 0. Entonces para cada s > 0

(f(F)) < caHs(F). (1.8)

Qlw

H
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Demostracion:

Si {U;} es un d-cubrimiento de F, esto es

o0
FQUUiyoglUilgé, para todo ¢t =1,2,3,....
i=1

En efecto, sabemos que:

[f(ENU)| =sup{|f(z) = fW):  f(2), fly) € FFNV:), x,y € FOU}
y |FNU| =sup{|lz —y|,z,y € FNU;}.

Por hipétesis tenemos que
[f(@) = [yl < clz =yl 2,y € F; > 0,¢> 0.
Entonces
sup{|f(z) — f(y)[} < sup{clz —y[*} = c(sup{|z —y[})"

lo que implica que |f(F NU;)| < c|F NU;|*.

Como F'NU; C U;, entonces
{le —y|, z,y e FNU;} C{|lz —y|, z,y € U;}
sup{|z — y|, z,y € FNU;} <sup{|x —yl|, z,y € U;}.
Por definicién de didmetro se tiene |F N U;| < |U;| y como a > 0
|F U™ < U]

Luego:
lf(ENU)| <cFNU|Y < U]~

Se sigue que {f(F NU;)} es un e-cubrimiento de f(F'), donde € = ¢ > 0, entonces

SIFENUYE* <Y (Uil = ey |l
i=1 i=1 i=1

lo cual implica que
d_IIENTYP <oy (Ul
i=1 i=1

De aqui se tiene

inf {Z |F(FNU)Y: {f(FNU;)} es un e—cubrimiento de f(F) } <

i=1

¥/ inf {Z |U;|* : {U;} es un 0—cubrimiento de F’
1=1

} |
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Es decir, por definiciéon de H3
H(f(F)) < S H(F)

Como § tiende a 0 entonces ¢ tiende a 0, pues € = ¢6.

Aplicando limite cuando § tiende a cero, tenemos:
, / )
i HE(F(F)) < e/ i M3 (F)

lo cual implica

HY(f(F)) < &N (F).
]

Observacidén 1.4. En el caso a =1 se tiene |f(z) — f(y)| < |z —y|, z,y € F lo cual por [[.§
implica que

H(f(F)) < HA(F) (1.9)
Definicion 1.25. Una transformacion f: R™ — R"™ es de similitud de escala X\ > 0, si
1S(x) = S(y)| = Alz —y|,Va,y € R".

Proposicién 1.5. (Propiedad de escala)

Sea f : R™ — R"™ una transformacion de similitud de factor escala X > 0. Si FF C R" entonces
H(f(F)) = XH(F).
Demostracion:
o0
Sea {U;}ieny un d-cubrimiento de F, es decir, 0 < |U;| < 0 paracada iy F C U U;

i=1
Entonces {S(U;) }ien es un Ad-cubrimiento de S(F'), es decir,

S(FYC|JSW) vy 0<|SU)] <A
i=1
Adems4s se tiene que:

1S(Ui)| = sup{|S(z) — S(y)l, S(x), S(y) € S(Ui),x,y € Ui}

\Us| = sup{|z — y|,z,y € U;}.
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Por hipétesis S es una transformaciéon de similitud de escala A > 0 de donde se obtiene que

|S(U;)| = MU, para todo ¢ = 1,2,... Y como s es un nimero real positivo tenemos
IS(U)IP = (MNU;|)° = N|U;|° para todo it =1,2,....

Es decir,

IS =Y N =AY U

i=1 i=1 i=1
Luego para todo d—cubrimiento {U; };en de F'y Ad—cubrimiento {S(U;)}ien de S(F) se tiene

inf {Z ]S(Ui)\s} = fnf{ASZ inyS} = Asmf{z \Uin}
i=1 i=1 i=1
es decir, por definicén de H3
H3s(S(F)) = NH5(F), A*>0

Tomando el limite cuando § tiende a cero se tiene:

}%%M(S(F)) = (%I_{%A H3(F)

Como A° no depende de §, entonces:
1’ S S 1’ S
ey H35(S(F)) = A ey H3(F)

H(S(F)) = XH(F)
O

Teorema 1.7. Sea p una medida reqular de Borel en X, A un conjunto p—medible y e > 0,

entonces

a) Si p(A) < oo, podemos encontrar un conjunto cerrado C' C A tal que p(A\ E) < e.

(o]
b) SiVi,Va,... son conjuntos abiertos tal que A C U Vi y w(V;) < oo para cada i, entonces

i=1
hay un conjunto abierto V' tal que ACV y pu(V \ A) <e.
La demostracion se encuentra en [13] pagina 11.

Observacién 1.5. Si en el Teorema [[.7] parte a), consideramos p como una medida de Radon,

y tomamos C' como un conjunto compacto se tiene que (A \ C) < e.
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Definicién 1.26. Sea F' cualquier subconjunto no vacio y acotado de R™ | y sea Ns(F) el
menor nimero de conjuntos de didmetro a lo mds § que cubren a F, es decir, Ns(F') es el
menor numero de conjuntos en cualquier §—cubrimiento de F. La dimension de conteo de

cajas de F se definen como:

. _ . InN;(F)
e = s

Observacién 1.6. La dimensién de Hausdorff coincide con la dimension de conteo de cajas.

Ejemplo 1.6. La siguiente construccién nos lleva a un conjunto conocido como polvo de Can-
tor. Esta se realiza de la siguiente manera: Sea Fy un cuadrado de lado 1. La primera iteracién
consiste en dividir Ey en dieciséis cuadrados y en cada columna se retiran tres cuadrados,
quedando un conjunto E7, como en la Figura 1.3. En la segunda iteraciéon cada uno de los
cuadrados que conforman F4 es dividido en dieciséis cuadrados y en cada columna de dichos
cuadrados se retiran tres cuadrados, quedando un conjunto Fs. Y se repite el proceso infinitas

veces. Entonces el polvo de Cantor es definido como el conjunto

o
F:ﬂ@.
i=0
Se demuestra que dimg F =1y 1 < HY(F) < /2.

En efecto, observe que de la construccion del polvo de Cantor el conjunto £ consta de cuatro

1
cuadrados cada uno de lado T el conjunto Fs consta de dieciséis cuadrados cada uno de lado

1 ) fe .
—, v asf en la k—ésima iteracién, Ej, consta de 4* cuadrados cada uno de lado 47,

16
In 4F

Tomando § = 47% y N5(F) = 4% se tiene que dimg F = lim

=1
k—o0 —ln4_k

Ahora se tiene que el didmetro

|Us = /(492 + (472 = VAT 4B 4k
la cual implica | U; |= 47%+/2, para cada indice 1.
Tomando los cuadrados de la etapa Ej, como d-cubrimiento de F, con 6§ = 47F/2,
se tiene que

HY(F) = inf {Z |Ui|' : {U;} es un 6 - cubrimiento de F}
1=1

00 4k
< ;lml :kli%;wi'

= lim 44752 = V2.

k—o00
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La cual implica que H}(F) < v/2.
Tomando el limite cuando § tiende a cero se tiene H!(F) < v/2.
Por otro lado sea 7 : R? — R la proyeccién ortogonal, y sea = (z1,72) e y = (y1,¥2) en
R2, tal que

() = m(y)| = |21 — 2| < |z —yl.
Asi 1 es una funcién de Lipschitz, y por la construccién del conjunto F, se tiene que w1 (F') =
[0, 1].

Luego por la Proposicién [[3] y [L4] se tiene que
1= £1(0,1)) = H'(0,1)) = H' (w1 (F)) < H'(F).

Por lo tanto, 1 < H(F).

-
=
5B
o™ e
=
e
e
E
E, E, :

Figura 1.3: Dos primeras iteraciones de la construccién del polvo de Cantor.

Definicién 1.27. Una funcion f : [a,b] — R" es de variacion acotada en el intervalo [a,b] si

sup { DoIft) - f(tz‘—l)!} < 00,
=1

donde el supremo se toma sobre las particiones a =ty < t1 < ... <t =0b.

Teorema 1.8. Sea la funcion f : [a,b] — R™ de variacion acotada entonces la funcion f es

diferenciable en casi todas partes de |a, b]

La demostracién se encuentra en [12], pagina 87.




Capitulo 2:

Estructura local de los s-conjuntos

El céalculo clasico implica encontrar aproximaciones locales a curvas y superficies por medio
de rectas y planos tangentes, respectivamente. Tomando una pequena parte de una curva, el
entorno de un punto en una curva suave es parecido a un segmento de recta. ;Se puede decir algo
sobre la estructura local de diversas clases de objetos como los fractales? Sorprendentemente, la
respuesta en muchos casos es si. Se puede de alguna manera establecer la forma de fractales en
un entorno de un punto general. En particular, podemos estudiar la regularidad e irregularidad
de los s—conjuntos en casi todos sus puntos. El conocimiento de la forma local de un fractal
es 1til tanto en el desarrollo de la teoria como en las aplicaciones.

Para comprender la importancia de la medida de Hausdorff, es necesario restringir el universo
de conjuntos a estudiar. Exactamente nos referimos a los s—conjuntos, los cuales son conjuntos
de Borel de dimension de Hausdorff s con medida de Hausdorff s—dimensional positiva y
finita. De manera més general, es posible trabajar con s—conjuntos de medida H"— positiva
y finita para alguna funcién de dimensién h, (ver [2] seccién 3.7), pero esta generalizacion
no se considera aqui. Muchos fractales encontrados en la practica son s—conjuntos, incluso si
H*(F) = oo. Por ejemplo consideramos a F' como la curva de Koch, este conjunto cuando s = 1
tiene medida de Hausdorff 1—dimensional infinita (H!(F) = o). Por otra parte, a veces ocurre
que un conjunto F' de dimensién s es la unién enumerable de s—conjuntos, y las propiedades
de estos conjuntos a menudo se pueden transferir a F'. En este caso, nos restringimos a los

subconjuntos del plano, es decir, s—conjuntos en el plano para 0 < s < 2.
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2.1 Densidad y regularidad

En esta seccién se introduce la nocién de la densidad de Lebesgue en el espacio euclidiano
n—dimensional, en particular para la densidad de Lebesgue en el espacio 1—dimensional y
2—dimensional, para luego investigar sobre la densidad y regularidad de los s—conjunto en R2,

que son conjuntos cuya dimensién de Hausdorff es s.

Definicion 2.1. La densidad de Lebesgue de F' C R™ en x, es el limite

I L" (F N Bz, 7“])
r—0 L0 (B[x,r])

Donde L™ es la medida de Lebesgue en R™ y Blx,r] la bola cerrada con centro en x y radio

r > 0. Dicho limite se denota como D"(F,x).
Observacién 2.1. En la definicién anterior n denota la dimensién del conjunto F° C R™.

Teorema 2.1. Teorema de densidad de Lebesque
Sea L" la medida de Lebesgue en R™ y F un subconjunto Lebesgue medible de R™. Entonces

D"(F,z) esigual a 1 siz € F y 0 si x ¢ F, excepto para un conjunto de L"—medida cero.

Demostracion:
m m
Por definicién de la integral de Lebesgue, f = Z a;1F,, se tiene que / fdu = Z aipn(F;NE).

i=1 E i=1
Tomando F = Blz,r|, f=1p y u= L" se tiene

/ Ile,u:Zai,u(FﬂB[:U,r])
Blz,r]

i=1

= 1L.u(F N Blz,r]) = u(F N Blz,r]).

Como la funcién caracteristica es una funcion localmente integrable en R”, y por el teorema

de diferenciacién de Lebesgue (ver Teorema [LT).

1
1 =lim — Ipd
F(x) Tll)%,u(B[CE,’I"]) /B[$7r] rag

, 1
— 71}_% 7#(3[56,7“]) w(F N Blz,r)).
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Esto implica que para casi todo x € R"

7)) 0 siz¢F

. w(FNBlx
lim

r=0 u(Blz,rl) ) 1 sizeF O

Lo que nos quiere decir el teorema de densidad de Lebesque es que si x es un punto de F,
pequenas bolas centradas en x estan casi totalmente contenidos en F, pero si x estd en el

complemento de F entonces pequenas bolas centradas en x generalmente contienen muy poco

de F (ver Figura 2.1]).

Figura 2.1: Teorema de densidad de Lebesgue.

En la Definicién 211 la densidad de Lebesgue para n = 1, £! significa que estamos en el caso

de longitud, es decir, la densidad de Lebesgue de F' C R™ en z, es

D'(F,z) = lim LUENBler]) _ longitud(F 0 Blz1])
’ r=0  L1(B[z,r]) r—0 o :

Nota 2.1. Note que de la ecuacién anterior, £! (B [:U,T]) = 2r, pues en este caso una bola

cerrada en R es un intervalo cerrado de radio r, cuya longitud es 2r.

Corolario 2.1. Sea F un subconjunto de R™ y D'(F,z) la densidad de Lebesgque de F en x.
Entonces DY(F,x) esigual a1 siz € F y 0 six ¢ F, excepto para un conjunto de L'—medida

cero.

La demostracion se sigue del Teorema 2.1l para n = 1.
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Ejemplo 2.1. Sea C una curva suave en R™ y z un punto de C' (que no sea un punto extremo).
Por el Corolario 211 dicha curva tiene densidad de lebesgue D!(C, ) igual a 1 si z € C'y 0 si

x ¢ C, en particular toda recta en R” cumple dicha propiedad.

En la Definicién 211 la densidad de Lebesgue para n = 2, £2 significa que estamos en el caso

del &rea, es decir, la densidad de Lebesgue de F' C R™ en z, es

D(F.a) = 1 TeAE N Bler) o area(F 0 Ble,r])

2.1
r—0 area(B[z,r]) r—0 w2 (2.1)

Corolario 2.2. Sea F C R™ y D?(F,x) la densidad de Lebesgue de F' en x. Entonces D?(F,x)

esigual a1 siz € F y 0 si x ¢ F, excepto para un conjunto de L>—medida cero.
La demostracion se sigue del Teorema 2.1 para n = 2.

Ejemplo 2.2. Sea F' un rectdngulo. De la ecuacién (2.1]) se tiene (ver Figura 2.2]).
area(F N Bla,r]) 772

1. Sia € int(F), entonces D?(F,a) = lim 5 =lim — = 1.
r—0 r r—0 mTr
L9
. o ) . area(FNBla,r]) . 7™ 1
2. Si b es un vértice, entonces D*(F,b) = lim = lim = -.
r—0 w2 r—=0 2 4
L5
] ] ] ) . area(F N Bla,r]) . " 1
3. Si ¢ pertenece a una arista, se tiene D*(F,c) = lim = lim ==
r—0 mr2 r—=0 72 2

4. Sid € F°, es decir, B(d,r) N F = (), se tiene

FNB
D?(F,d) = lim arca(F'0 Bla,r)) _ . area(®)
r—0 mr2 r—0 2

g

Figura 2.2: EL conjunto F y su densidad de Lebesgue en los puntos a, b,c y d.
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Las ideas de densidad como estas en el sentido de los Corolarios 211 y 2.2 nos dicen cuanto del
conjunto F' se concentra cerca del punto z. De la misma manera, esto nos da una idea para
investigar la densidad en conjuntos de R™ (si dichos conjuntos tiene dimensién de Hausdorff
s) Cémo se comporta la medida de Hausdorff s—dimensional de F' N B[z, 7] cuando r tiende
a 07.

Veamos la interrogante cuando F es un s—conjunto en R? (los 0—conjuntos son justamente
conjuntos finitos de puntos, y hay poco que estudiar, y H? es esencialmente el 4rea, si s = 2,

en este tltimo caso estamos en la situacién de la densidad de Lebesgue (2.1])).

Definicion 2.2. Sea F' un subconjunto de R™, F' se denomina un s—conjunto con 0 < s <mn,

si F' es un conjunto de Borel y 0 < H*(F) < co.

Observacién 2.2. En la definiciéon anterior F' también puede ser un conjunto H°®—medible,
pues como la medida de Hausdorff s—dimensional de F' es finita de alguna manera podemos

encontrar su medida de dicho conjunto.

Ejemplo 2.3. Del Ejemplo[L8lel polvo de Cantor F es un 1—conjunto, pues 0 < 1 < H(F) <

\/5 < 00.
Ejemplo 2.4. (El conjunto ternario de Cantor)

1. El conjunto ternario de Cantor es el primer fractal conocido. Fue ideado por Georg
Cantor en 1883, como ejemplo de conjunto de longitud cero, cuyos puntos se pueden
identificar uno a uno con todos los puntos de una recta (que tiene longitud infinita).
Para su construccion iniciamos de un segmento de longitud 1, exactamente consideramos
el intervalo Ey = [0,1]. En la primera iteracién, Fy se divide en tres partes iguales y se
elimina la parte central abierta (es decir, sin incluir los extremos) esto origina el conjunto
F1. En la segunda iteracién, cada uno de los segmentos que conforman FEj es dividido
en tres partes iguales, originando el conjunto F>. En la tercera iteracién, se divide FEs
procediendo como en los pasos anteriores con cada uno de los cuatro segmentos que
quedan. Y se repite el proceso infinitas veces. ]gltonces el conjunto ternario de Cantor
(ver Figura 2.3]), estd dado por la interseccién ﬂ E;,=F.

i=0
2. El conjunto ternario de Cantor F' tiene dimensién de Hausdorff s = ii—?)}, que coincide

con la dimensién de cajas.
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a)

El conjunto ternario de Cantor F se divide en una parte izquierda F; = F'N [0, %} y

una parte derecha Fp = F'N [%, 1]. Claramente ambas partes son geométricamente
1

similares a F' pero de escala A = 3 Y F = FrUFp donde F; y Fp son disjuntos.

Asi, para cualquier s,

H(F) = H*(Fy) + H*(Fp) = (é)SHS(F) + (é)?—[(F)

Donde la ultima igualdad de la ecuacién anterior es por la propiedad de escala
(ver Proposicién [LH]), y por tanto 1 = 2<é>8 esto implica que s = In2/In3 =
0,6309....

En efecto, tenemos que en la primera iteracién, el conjunto F; consta de dos
intervalos de longitud % cada uno; en la segunda iteracién, el conjunto Ey consta
de cuatro intervalos de longitud E cada uno; en la tercera iteracion, el conjunto
FE5 consta de ocho intervalos de longitud 2i7 cada uno y asi sucesivamente en la
k—ésima iteracién el conjunto Ej, consta de 2 intervalos de longitud 3% cada uno.
Tomando § = 37% y N3(F) = 2* tenemos que

In Ns(F) i In2"  In2

=1 = = —.
5 513(1) —Inéd koo —In3=% In3
k + + i EO
0 1/3 2/3 1
[ + } { [ 4 4 1 E,
0 1/3 2/3 1
it —H—— i E
HH HH HH HH HH HH HH HH E4
F B

Figura 2.3: Cuatro primeras iteraciones para la construccién del conjunto ternario de Cantor.

1
3. Sis=In2/In3 =0,6309... entonces 3 < H*(F) <1y, por tanto, F' es un s—conjunto.

En efecto, llamamos Ej, al conjunto de intervalos de la k-ésima iteraciéon de F. Asi en la

k-ésima iteracién, Ej, consta de 2* intervalos cada uno de longitud 3.
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Tomando los intervalos de Ej, como un d—cubrimiento de F, donde 6 = 37%. Tenemos
que

H5(F) = inf {Z |Ui|® : {U;} es un ¢ - cubrimiento de F}
i=1

[e'e) ok

s __ 1z s

<2 I‘Ui' = Jim > I‘Uz'
1= 1=

2k
< lfim Y (37%)% = lim 2F(37F)°.

k—o0 4 k—o0

Por lo tanto H§(F) < lim 2F37Fs.
k—o0
Como 3° = 2 y k es un niimero positivo se tiene 3* = 2¥. La cual implica que H3(F) <
lim 3% .37k = kh’m 1 =1, de donde Hj(F) < 1, tomando el limite cuando ¢ tiende a
—00

k—o0

cero se tiene éir% H5(F) < 1. Por definicién de H?, se tiene H*(F) < 1.
_)

1
Para verificar que H*(F) > 3 solo basta deducir la siguiente desigualdad
- 1
Do > 5 =37 (2:2)
i=1
1
Si tomamos el infimo y el limite cuando § — 0 en (2.2)) se tendrd que H*(F) > 5

Sea {U; }ien cualquier cubrimiento de F'. Es suficiente asumir que los {U; };en son interva-
los, pues F' es el conjunto ternario de Cantor y usando la compacidad de F', necesitamos
sélo verificar ([22]), si {U; }ien es una coleccién finita de subintervalos cerrados de [0, 1].

Para cada U;, sea k el nimero entero positivo no nulo tal que
3=+ < Uy < 37F, (2.3)

Entonces U; puede intersectarse a lo méas en un intervalo de la k-ésima iteracién. La
separacién de estos intervalos de la k-ésima iteracién es de al menos 37, ya que para cada
iteracion siempre se divide en tres partes iguales, luego el intervalo central es eliminado.
Si j > k entonces, por construccién, U; se intersecta a lo méas en los intervalos de la
j-ésima iteracién de Ej, donde la cantidad de intervalos de la (j — k)-ésima iteracion

estd dada por
297k = 97 x 375K = 29 % 3% x 37 x 37K = 2 x 3% x 3=(k+D)s

Usando (2.3)) se tiene 2/7% < 27 x 3% x |U;]*, para todo dice i.

Si escogemos j bastante grande tenemos que 3~U+1) <| U; | para todo U;, entonces,
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desde que {U;};en intersecta a todos los intervalos 2/ de longitud 37/ y sumando todos

los intervalos de la k-ésima iteracion, tenemos que

oo [e.e]
2 < N 23U = 2730 U
i=1 i=1
[e.e] oo 1
Esto implica que 27 < 273° Zl |U;|* de donde Zl Uil >37° = 3
1= 1=
Por lo tanto,
1
3 <H(F) <1
In2

Y asi, el conjunto F' es un s—conjunto, con s = 3
n

Ejemplo 2.5. Sea F' un cubo sdlido de aristas igual a uno, F' es un s—conjunto con s = 3.

En efecto, sabemos que H? representa el volumen de un conjunto en R™. Cubrimos al cubo F
1 1

por cubos pequenos U;, ¢ € N, de lado R con k € N donde el volumen de cada cubo es PRI

1 1
Asi, tomando un d—cubrimiento con ¢ = o Y \U|? = 33k S¢ tiene

00 923k 1

3 _ ¢ —
DU = lim > o =1
i=1 i=1

Por lo tanto, H3(F) = 1. Ademés F es H3—medible, pues toda bola es medible, en particular
una esfera sélida en R3.

Asi, F' es un s—conjunto, con s = 3.

Para medir la concentracién de puntos de un s—conjunto en las proximidades de un punto
dado se recurre al concepto de densidad, comparando con la medida del conjunto que hay en
cada bola centrada en el punto con su didmetro. Mdas concretamente, se define la densidad

inferior y superior del conjunto F, de dimensién de Hausdorff s, en el punto x como:

Definicion 2.3. Sea F un s—conjunto y x un punto de R", se llama densidad inferior de F

en x al limite

) HS(FHB[JU,T])
lim
r—0 (QT)S

donde Blz,r] es una bola cerrada de centro x y radio r > 0. Dicho limite se denota como

D*(F,x).

(2.4)

Observacion 2.3. El limite inferior existe siempre y cuando la medida de Hausdorff s—dimensional

de (F N Blz,r]) se aproxima a (2r)* ya que H*(F N Blz,r]) decrece en funcién de r, pues a




2. Estructura local de los s-conjuntos 30

medida que 7 tiende a cero la medida de Hausdorff s—dimensional del conjunto F' intersectado

con la bola también tiende a cero.

Definicion 2.4. Sea F un s—conjunto y x un punto de R™, se llama densidad superior de F

en x al limite

—— H*(F N Blz,r))
U E (25)

El limite (3] se denota como D’(F, ).

Observacién 2.4. Por definicién de limite superior e inferior se tiene que D*(F,z) < D°(F,z).
Lema 2.1. Seaa>0y0<t<l1.

1. Sia<t(a+e€), Ye >0 entonces a < ta.

2. a<ta siy solosia=0.
Demostracién:

1. Si a =0, la desigualdad se cumple. suponer a > 0.
a—ta

Si ocurre que a > ta, tome € = > 0. Entonces

a—ta 3ta  t%a
agt(a—k >

2a < 3ta — t2a.

Esto implica que 2 < 3t — t2, y asf se tiene t2 — 3t + 2 < 0, de donde t € [1, 2].

Lo cual contradice el hecho que 0 < t < 1.

2. Sia =0 es claro que a < ta.
Por otro lado se demuestra que si a < ta implica que a = 0. En efecto, si a # 0 se tiene
que a > 0. Pero siendo a < ta entonces 1 < t. esto contradice el hecho que 0 < t < 1.

Por tanto, a = 0.

0

Lema 2.2. Sea S un conjunto no vacio de nimeros reales y b = sup(S). Entonces, para cada

c < b, existe un x de S tal que c < x < b.

Demostraciéon:
La demostracién se hace por el absurdo. En efecto, si ¢ < ¢, para todo x € S, como ¢ < b

entonces ¢ no es una cota superior, entonces existe y € S tal que ¢ < y. esto contradice que
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x < c¢. Por lo tanto, ¢ <z < b. n

Observacién 2.5. Se denota a H*—c.t.p para referirnos a H*—casi todos sus puntos.

Proposicion 2.1. Sea F' un s—conjunto en R™, entonces 27° < ﬁS(F,x) <1, para H®—c.t.p

zelF.
Demostracion:

— 1
1) Se demuestra que D°(F,z) > os bara Hé—ct.px e F.

Considere la familia de conjuntos

1
B = {x € F:HS(B[JU,T]HF) < ¥ opara 0 <r < E}’ donde k =1,2,3,...

E+1

— 1 ©
yseaY = {:U e F:D°(F,z) < %} Afirmamos que Y = U By.
k=1
— 1
En efecto, si y € Y se tiene DS(F7 y) < - Por definicién de densidad superior tenemos
,—’HS(FO B[y,r]) 1

rl—r>r(1) (2’[“)5 < §

Lo que implica

T S E0Bl.rl) (2.6)

r—0 rs

1
Tomando 0 < r < o k=1,23,....

Como se sabe lim —— = 1, entonces en la Ecuacion 2.6, se tiene
H(F N Bly,r S
2 vr)) T —
k—o00 rs r—0k + 1

ademds cuando k tiende al infinito, r tiende a cero, lo que implica

HS(FﬂB[y,r]) k
rs E+1°

Luego H*(F N Bly,r]) <

[e.e]

A 17“8, lo que significa que y € By, para algtin k.

Por otro lado, sea z € U By, entonces z € By para algin k, k= 1,2,..., es decir
=1

H*(F N Blz,r]) k 1
— 2.
o <k:+1’ con0<7“<k (2.7)
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1)

dividiendo a (Z1)) por 2°, se tiene

H*(F N Blz,1]) _ k
) CRICESY

Cuando k tiende al infinito, r tiende a cero, luego se tiene que

— M (FNBlzr]) 1
fm < —.
r—0 (27")5 28

Por lo tanto, ﬁS(F, z) < %, lo que significa que z € Y.

Por definicién de H®—c.t.p, es suficiente demostrar que H*(By) = 0, para cada k.
kL—Fl’ y € > 0. Por como esta definido el conjunto By, existe un
d—cubrimiento {F;}°, de By, con § = % y E; conjuntos de R™, es decir 0 < |E;| <y

Fije un k, con t =

o ] o

B, C U E;, en particular B, C U(B’f NE;)y ByNE; #0, y como esta definido H* se
i=1 i=1

tiene

D OIE <H(B) + e,

i=1
pues los didmetros de los conjuntos F; tienden a cero a medida que k tiende al infinito.
Para cada i escogemos x; € By N E; y sea r; = |E;|. Entonces By N E; C F N Blzg, i)y

como H?® es una medida exterior tenemos

H*(Bi) < H® <G(Bk N Ez')) < i%s(Bk N E;)
i=1 =1

< i%S(F N B[IZ,T‘Z])

i=1
o0 [e.e]

<> ot =ty |E|
i=1 i=1

< t(HS(Bk) + 6).

Esto implica que H*(By) < t(H*(By)+e¢) y por el LemaZIltenemos H*(By) < t(H*(By))
y HS(Bk) =0.
Por lo tanto por definicién de H*—c.t.p se tiene que D’ (F,z) > 275,

Se demuestra que ﬁS(F, x) <1, para H*—c.t.p.

Sea t > 1 y defina el conjunto

B={zeF:D°(Fz) >t}
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por definicién de H*—c.t.p, es suficiente demostrar que H*(B) = 0.

En efecto para todo A CR", A = (ANB)U(ANDB), como ANB y AN B¢ son disjuntos y
H* es una medida tenemos que H*(A) = H*(ANB)+H*(AN B°) asi B es H*—medible.
Por el Teorema 1.4, H® es Borel regular y F' un s—conjunto, entonces F' es H*—medible,

y H*(F) < oo, luego por el Teorema H?|p es una medida Borel regular.

Ademis se tiene que B C F', por lo que B C Cj Vi, donde {V;};cn son cubrimientos de
F. -

Sea e >0y d > 0. Por el Teorema [[.7] encontramos un conjunto abierto U tal que B C U
y H*(U\ B) < €, ademés como FNU C (U\ B)UB se tiene que H*(FNU) < H*(B) +e.

Defina el conjunto

T = {B[m,r] cx € B, Blx,r] CU, 0<r<d/2, HS(F(STi[x7T]) > t}.

Afirmemos que
H5(F N Blz,r])
(2r)°

En efecto, por definicién de limite superior se tiene

m%S(FﬂB[x,r]) :%im (Sup{HS(FﬂB[x,r]) 0 <r<5/2}>.

>t (2.8)

r—0 (2r)s —0 (2r)s
H*(F N Bz, —s
Haciendo g(§) = sup ( 2 )s[m al 0<r< 5/2} y como D" (F,z) > t, se tiene
r

que lim g(§) > t.
6—0
Suponer que %in% g(0) = L, por definicién de limite sea e = L — ¢ > 0, existe 5 > 0 tal
—
que 0 < |[0] < 3 entonces |g(d) — L| < e.

Luego, g(6) > L — e = t, esto implica que para todo € > 0, t < g(J). Y por el Lema

"9 (F 0 Bl 1) M (F 0 Bla 7))
, existe 2y (2r)s

tal que t < < ¢g(0), de donde se obtiene lo

afirmado.
Por el Teorema de cubrimiento de Vitali (Teorema [L.0)) existe una familia enumerable

de bolas disjunta {B; };c; tal que U B; C U B;, donde B;,i € I’ es la bola concentrica
icl iel’
con B; y de cinco veces el radio.

Haciendo B; = Blz;,r;]. Para cada x; € B con B; € T, y para todo i € I', se tiene que

FnN [j B; C FNU, entonces tenemos
=1
HNFNU) > 7—[3<Fﬂ fj Bi) - ’H( G(Fﬂ Bi)>

=1 i=1
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y como H® es una medida

HAFNU) > i’HS(F N By).

i=1
Por 2.8 se tiene que
[e.e] [e.e] [e.e] oo
STHEFNB) > t2r)  =t> (2r) =t > |B*
i=1 i=1 i=1 i=1
es decir
[e.e] [e.e]
S H(FNB) >ty |Bil.
i=1 i=1
Como

H5(B) = inf {Z |Bi|® : {B;} es un § — cubrimiento de B}
i=1

[
S Z |Bi|sa
i=1

esto implica que tH3(B) < H*(F NU).
Entonces H*(B) + € > tHj(B), cuando § tiende a cero, se tiene que H*(B) + € > tH*(B)
y por el Lema 2.1l tenemos H*(B) > tH*(B) y H*(B) = 0.

Por lo tanto D’ (F,z) < 1.
U

Observacién 2.6. La Proposicién (2.I) garantiza la existencia del limite superior, pues la
medida de Hausdorff s—dimensional del conjunto F' intersectado con la bola cerrada decrece

en funcién de r, ya que como r tiende a cero, H*(F N B[z, r]) también tiende a cero y dicho
H*(F N Blz,r])
(2r)®

limite siempre va a estar entre [27° 1], esto significa que se aproxima a un

numero real entre [27°, 1] cuando r se aproxima a cero.

Observacién 2.7. Si D*(F,z) = D °(F,z), este valor comiin se conoce como la densidad de

F en z, y se denota como D*(F, ).
Definicion 2.5. Un s—conjunto F C R" es regular en un punto x € R™ si
DS(F,z) =D °(F,z) = 1. (2.9)

Caso contrario se dird que F es irregular en el punto x.

Definicion 2.6. Sea F' un s—conjunto.
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a) F se denomina reqular si en H®—c.t.p es regular, es decir, es reqular en todos sus puntos

excepto para un conjunto de medida de Hausdorff s—dimensional cero (H®*—medida 0).
b) F se denomina irreqular si en H%—c.t.p es irreqular.

Nota 2.2. Note que un conjunto irregular no significa que dicho conjunto es no regular, pues
un punto irregular al menos una de ellas (densidad superior o inferior) es igual a uno, en

cambio un punto no regular su densidad superior e inferior son ambas diferente de uno.

Ejemplo 2.6. Todo intervalo acotado en R es regular excepto para un conjunto de H!—medida

Cero.

Ejemplo 2.7. Por el Corolario 21 y ademas como H' = £!, se deduce que la densidad de
una curva rectificable C, en H!—c.t.p es igual a 1, es decir, D'(C,z) = 1, = € C, por lo tanto,

C es regular.
Ejemplo 2.8. (El tridngulo de Sierpinski)

1. El tridngulo de Sierpinski, fue ideado por Waclaw Sierpinski en 1915, y su construccion
es de la siguiente manera:
Se inicia con un conjunto Fy que consta de un tridngulo equildtero de lado 1. En la
primera iteracion consiste en dividir el conjunto Ey en cuatro triangulos equilateros
iguales (esto se consigue uniendo los puntos medios de los lados del tridngulo equilatero
dado en Ejp) y luego se elimina el tridngulo central, es decir, nos quedamos con los tres
tridngulos equildteros como se muestra en E; de la Figura 2.4l En la segunda iteracién
cada uno de los tridangulos que conforman F1 es dividido en cuatro tridngulos equilateros
iguales y luego el tridngulo central es eliminado, obteniendo asi el conjunto Es. En la
tercera iteracién consiste en hacer lo mismo que hemos hecho en la segunda iteracién
sobre cada uno de los nueve tridngulos obtenidos en Fs. Y se repite el proceso infinitas

veces, obteniendo como resultado final el tridngulo de Sierpinski (ver Figura 2.4]), dado
o0

por la interseccion ﬂ E;=F.
i=0

In3

In2

En efecto, de la construccién del tridngulo de Sierpinski en la primera iteracién, Fj

2. El tridngulo de Sierpinski F' tiene dimensién de cajas s =

1
estd formado por tres triangulos equilateros de lado 3 cada uno. En la segunda iteracion,
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FE5 estd formado por nueve tridngulos equilateros de lado i cada uno. En la tercera
iteracion, F3 estd formado por veintisiete tringulos equilateros de lado é cada uno y
asf sucesivamente hasta en la iteracién k.E}), estd formado por 3% tridngulos equildteros
de lado 27% cada uno de ellos.

Tomando § = 27% y N35(F) = 3* tenemos que

_y InNs(F) ., In 3% _In3
ST T T T2k In2

A L&
A -

Figura 2.4: Cuatro primeras iteraciones de la construccién del tridangulo de Sierpinski.

3. Sea F el tridngulo de Sierpinski. Si s =1n3/In2, entonces 1_18 <H)(F) <1
En efecto, llamamos Fj, al conjunto de tridngulos de la k—ésima iteracién de F'. Asi en
la k—ésima iteracién, el conjunto Ej, consta de 3* tridngulos de lado 2=* cada uno.
Tomando un d—cubrimiento {U; };en de F para 3k tridngulos con § = 27F se tiene
)
H3(F) = inf {Z \U;|° - {U;} es un d—cubrimiento de F}

i=1
00 3k 3k
s 12 |8 . —k\s
< QIO = Jim 3 I < Jim D (27
=1 =1 =1
Por lo tanto, H3(F) < kh’m 3F(27%)%. Como 2° = 3 y k es un nimero positivo, se tiene
— 00
2% = 3% 1o cual implica que Hi(F) < 1.

Como k tiende al infinito, § tiende a cero, de donde se tiene que H*(F) < 1.

1
Por otro lado, demostraremos que H*(F) > T
= 1
Como F es compacto, es suficiente demostrar que Z |U;|* > ITE para cualquier cubri-
i=1

miento {U;}ien de F.
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Sea {U, }ien tal cubrimiento finito de conjuntos cerrados de F, tal que para cada U; y
k=1,2,3,... se tiene

27(k+2) < ’UZ’ < 2*(/?4’1).
Entonces U; intersecta a lo méas dos tridngulos de Ej, pues si j > k, el nimero de

tridngulos de Ej; que intersectan a Uj; es

2 x 317k = 37 x g—sk+l

<37 x 18 x |Uy)°.

La desigualdad anterior es valida para una cantidad determinada U; (recordar que k
depende de U;). Dado que solo hay un nimero finito de conjuntos cerrados U;, podemos
elegir j que sea lo suficientemente grande para que la desigualdad sea verdadera para
todos los Uj;.

Dado que los U; intersectan todos los 3/ tridngulos de E; y sumando todos los conjuntos

U;, tenemos que

o
3 <3 x18x > U

i=1

I~
Por lo tanto, I < Z; |U;|°.
1=

In3
Asi F' es un s—conjunto, con s = n—.
In2
. ., . . . In3
4. El conjunto F' llamado el tridngulo de Sierpinski es un s—conjunto irregular, con s = e
n

En efecto, sea € F'y Blz,r] la bola cerrada de centro x y radio » > 0. En la iteracién

k de la construccién del tridngulo de Sierpinski, el conjunto Ej, consta de 3 tridngulos
2714:
de donde se tiene que H*(F) = 3*H*(F N B(z,r)), con r = = y x es el centro de cada

V3

uno de los tridngulos de Ey, asi del item anterior tenemos
Lok
<3 H*(FNBlz,r]) <1
1 H*(F N Blz,r]) _ 1
18(2r)s3k — (2r)s ~ (2r)®
1 H*(F N Blz,r]) 1
< < .
18(3)k+1(2—k\/§)s (270)5 3k+1(2—k\/§)5
Como 2° = 3 esto implica que
3(s/2-1) - H*(F N Blz, 7)) < gls/2-1)
18 - (2r)s -
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Ademas como k tiende al infinito, r tiende a cero.
3(s/2-1) .y H5(F N Blz,r])

< < 3(/2-1) y por definicién de densidad
r—0 (27“)3

Asi, se tiene que

(s/2-1)
5 < D(F,x) < 3(:/2-1),

3(s/2-1)

tenemos

Luego D*(F,z) = =0,04422. ..y D°(F,z) = 36/2=1) = 0,7961. . . , por lo tanto

F es irregular.
Proposicién 2.2. Sea F' un s—conjunto en R"™, entonces D*(F,z) =0, para H*—c.t.p x ¢ F.

Demostracion:
Se demuestra que D*(F,z) = 0 para H’—c.t.p = ¢ F.
En efecto, fije t > 0 y defina

Ay ={x ¢ F:D*(F,z) > t},

por definicién de H®—c.t.p, basta demostrar que H*(A;) = 0 para que D*(F,x) = 0.

Como H® es una medida Borel regular, y por hipétesis F' es un s—conjunto, es decir, F' es
H*—medible y H*(F') < oo, por el Teorema [[3 tenemos que H*|r es la medida de Radon y
dado € > 0, existe un conjunto compacto K C F tal que H*(F \ K) < € (ver Teorema [L.7]
para C' un conjunto compacto).

Considere el conjunto abierto U = R™ \ K. Por definicién de A; se tiene que A; C U. Fije un

0 > 0 y considere

b~ (el o €0 Blar 0 0 < ca, KRN

Por el teorema de cubrimiento de Vitali (Teorema [[.6]) existe una familia enumerable disjunta

o o

de bolas {B;} en M tal que 4; C U B; C U B;, con B; es la bola concéntrica con B; y de
i=1 i=1

cinco veces su radio.

Escribimos a los B; como B[x;, r;]. Entonces

Tos(A¢) = inf {Z |Bi|® : {B;} es un € — cubrimiento de At}

i=1

<) (10r)* =57 (2r;)°
=1 7

—1

ZHI(B;NF) 5
<5y I T (Bl ri) N F).
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Como H® es una medida, se tiene que

5 a

Hios(Ar) < —H° (Ul<Bi N F)) :
=

Como K C F y Blxz;,r;] C U, para todo i € N, ademas U N F = F \ K se tiene que
Higs(Ae) < TH U O F) = ZH(F\ K,
Esto implica que H{y5(A:) < ;e.
Cuando § — 0, se tiene H*(A4;) < TS €, y como € = 100 entonces e también tiende a cero.

Entonces H®(A;) = 0, para cada t > 0, y por definicién de casi todo punto tenemos que

D*(F,z) = 0. 0

Corolario 2.3. Sea E,F C R", con E conjunto H*—medible E C F y F un s—conjunto.

Entonces para H®—c.t.p x € B
D°(F,2) = D°(E,z) y D*(F,z) = D*(E, z). (2.10)

Demostracion:

Por hipétesis E es un conjunto H®—medible y « € F, se tiene
H*(F N Blz,r]) = H*(F N Bla,r] N E) + H*(F N Blz,r] N E).

Como E C F, entonces F'N E = E, luego

H*(F N Blz,7r]) _ H(ENBlx,r])  H((F\FE)NBlz,r])
(2r)s (2r) (2r)®

(2.11)

1) Demostraremos que D’ (F,z) = D’ (E, z).

Aplicando limite superior en (2.I1]), cuando r tiende a cero, se tiene

E’HS(F N Blx,r]) _ E’H‘S(E N Blx,r]) n E’H‘S((F \ E) N B[z, ]
r—0 (27“)8 r—0 (27“)8 r—0 (27“)8 ’

Por definicién de densidad superior
D°(F,z)=D’(E,z)+ D’ (F \ E,z)

como x € E, y F es un s—conjunto, entonces por la Proposicion para H®—c.t.p

x ¢ F\ E, tenemos que D’ (F \ E,z) = 0, por lo tanto

D°(F,z) = D°(E, x)
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11) Demostraremos que D*(F,z) = D*(E, ).
Aplicando limite inferior en (2.I1]), cuando 7 tiende a cero, se tiene

fm H*(F N Blz,7r])  lim H*(E N Blx,r]) + lfm H((F\ E)N Blz,7]

r—0 (27')8 r—0 (27')8 r—0 (2T)s

Por definicién de densidad inferior
D*(F,z) = D*(E,z) + D°(F'\ E,z)

como x € E, y F es un s—conjunto, entonces por la Proposicion para H®—c.t.p

x ¢ F\ E, tenemos que D*(F \ E,z) = 0, por lo tanto

QS(va) = QS(EP%')

Lema 2.3. Si E es un subconjunto medible de un s—conjunto F' con H*(E) > 0 entonces
a) E es regular, si F' es regular.
b) E es irregular, si ' es irreqular.

Demostracion:

a) Como F' es regular, por definicién se tiene que para casi todo z € R", ﬁS(F,m) =
D*(F,z) = 1y por el Corolario 23 se tiene que D°(F,z) = D°(E,z) =1y D*(F,z) =

D?(E,x) =1, es decir, E es regular.

b) Como F es irregular, por definicién se tiene que para casi todo = € R", ﬁS(F,m) #1
6 D*(F,z) # 1y por el Corolario 23 se tiene que 1 # D°(F,z) = D*(E,z) 6 1 #
D?*(F,z) = D*(E,x) , es decir, E es irregular. 0

Definicion 2.7. Un punto m del conjunto M C R"™ se llama punto de acumulacion de M si

para toda bola de centro m y radio r > 0 se tiene (B(m,r) \ {m}) N M # 0.

Teorema 2.2. Sea F un s—conjunto en R?. Si 0 < s < 1 entonces F es irreqular en casi

todos sus puntos.

Demostracion:
Se demuestra que F' es irregular si 0 < s < 1. Por demostrar que la densidad D*(F,z) no

existe en casi toda partes de F.
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Supongamos lo contrario, entonces sea g > 0 podemos encontrar un conjunto F; C F' de
medida positiva donde la densidad existe y por la Proposicién 21, D°(F,z) > 27° > %, pues

0 < s <1y por la Ecuacién (Z2.8]) tenemos que
1
H*(F N Blz,r]) > 5(27“)5 (2.12)

paratodox € E y r < rg.
Sea y un punto de acumulacién de E, y n un nimero con 0 < 7 < 1 y sea A,, el anillo
Bly,r(1 +n)] \ Bly,r(1 —n)] (ver Figura 2.5). Consideremos B* = Bly,r(1 +1n)] y B~ =

Bly,r(1 —n)], como B~ es H*—medible, es decir,
H(FNBT)=H(FNBT"NB )+ H(FNB"N(B))
Como B~ C B™ se tiene que B~ N BT = B™, luego
H(FNBY)=H(FNB™)+H(FNA.,)
multiplicando por (2r)~* tenemos
(2r)SH(F N A, = 2r) "HY(FNBT) — (2r)*H(FNB).

Aplicando limite cuando r tiende a cero, tenemos

s s + s _
h’mwzlﬁn}l (F'nB )_ l'mH (FNB7)
r—0 (27")5 r—0 (27“)5 r—0 (27“)8
S + s s — _ s
_ g HEENBYH(A 4 HI(FNBT)(A —n)
r=0  (2r)*(1+n)° r50 (2r)5(1 — )
. H(FNnBY) ., H(FNB7)
=1 — (1 S " (1=
M Erar e Y T e
y por definicién de densidad se tiene
, HI(FNA, 5 i )
hm(—s’n):D F A +n)° =0 —=n)] (2.13)
r—0 (27’)

Para una sucesion de valores de r tendiendo a cero, podemos encontrar un elemento x € F
con | —y| = r. Entonces Blz,rn/2] C A, ,, asi por (ZI2) se tiene
H*(F N Blz,rn/2]) > L <2 <m))s = 17"3773.
2 2 2
Como B[z,rn/2] C A, , entonces F'N Blx,rn/2] C F N A,,.
Luego H*(F N Ayy) > H*(F N Blz,rn/2]) > %rsns esto implica que

H(F N A,

— 2—5—1 s
(27.‘)5 /r’ 7

>

1 S S
§T K (2r)s
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luego aplicando limite cuando r tiende a cero, se tiene

S(FNA
h’m—H( n r’n)

> 2—8—1 s
r—0 (27“)8 - "

y de (ZI3]) tenemos
277l < D(Fy)l(L+n)° — (1 —n)°].

Tendiendo 7 a cero, vemos que eso es absurdo pues 0 < s < 1.

Por lo tanto F' es irregular si 0 < s < 1.

B(x.m/2)

Figura 2.5: Anillo A, ,,.

Ejemplo 2.9. Del Ejemplo [24] el conjunto ternario de Cantor F' es un s—conjunto, con

In2
§ =13 Y Por el Teorema el conjunto F' es un s—conjunto irregular.
n

Observacién 2.8. En las Definiciones 2.3l y 2.4] trabajamos con bolas cerradas de centro z y
radio > 0, pero en lugar de dicha bola también podemos trabajar con un conjunto convexo

U, de donde se genera la siguiente definicion.
Definicion 2.8. Se llama densidad convera superior de un s—conjunto F' en x, a

D)(F,z) = lim { supw}
r—0

Ul®

donde el supremo es tomado sobre todos los conjuntos convezo U conxz € U y 0 < |U| <.
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2.2 Estructura de 1-conjunto

Como vimos en el Teorema [2.2] los conjuntos de dimensién no entera son irregulares. La
situacién para los conjuntos de dimensién entera es mas complicada por ello el siguiente teo-
rema de descomposicién, como también se muestra en la Figura 2.6, nos permite dividir un
1-conjunto en una parte regular y una parte irregular, para que asi podamos analizar cada uno

separadamente y recombinarlos sin afectar las propiedades de densidad.

Figura 2.6: Descomposicién de un 1—conjunto en una parte regular “curva-like” y una parte irregular

“curva-free” .

Teorema 2.3. (Teorema de descomposicion)
Sea F' un 1—conjunto. El conjunto de puntos regulares de F' es un conjunto regular y el conjunto

de puntos irregulares de F forman un conjunto irreqular.

Demostracion:

Se supone que E es el conjunto de puntos regulares de F, entonces para H®—casi todo punto
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regular 2 de F, con s = 1 se tiene que D*(F,z) = D°(F,z) = 1 y como F es 1—conjunto, E
es H!—medible, y por el Corolario 23 se tiene 1 = D*(F,z) = D*(E, z), ademds

1=D°(F,z)=D’(E,x).

Por lo tanto F es regular, para H!—casi todo = € E.
Ahora demostraremos que el conjunto de puntos irregulares de F' forman un conjunto irregular.
Supongamos que F es el conjunto de puntos irregulares de I’ entonces para H°—casi todo punto

irregular = de F', con s = 1 se tiene que
DS(F,z)#16 D°(F,z)#1
y como F es 1—conjunto, E es H'—medible, y por el Corolario 3] se tiene
1# D*(F,z) = D*(FE,x), esto implica que D*(F,x) # 1

ademas 1 # D’ (F,z) = D°(E, ).

Por lo tanto E es irregular, para H!'—casi todo z € E. O

Las curvas rectificables son regulares y nos proporcionan las formas de la geometria clasica
como por ejemplo los perimetros de circulos o elipses. Los 1—conjuntos regulares estan formados

1 1 M 113 99 :
por trozos de curvas, considerando que los 1—conjuntos irregulares son “curva-free”, es decir,
son conjuntos cuya interseccion con cualquier curva de longitud finita resulta un conjunto de
H!'—medida cero.

Para estudiar los 1-conjuntos necesitamos algunos conceptos sobre curvas.

Definicion 2.9. Una curva o curva de Jordan C es la imagen de una funcidn inyectiva

continua v : [a,b] — R", donde [a,b] C R es un intervalo cerrado.

Observacion 2.9. De acuerdo a la definicién anterior, las curvas no se auto-intersectan,

ademads tienen dos extremos y son subconjuntos de R™.

Definicién 2.10. Sea v : [a,b] — R"™, una funcién inyectiva continua y P = {a =1ty < t; <

... <t = b} la particon del intervalo [a,b]. Se llama longitud de la curva C a la aprozimacion

poligonal
m
L(C) = sup { 3 [w(t) — vt}
i=1
donde el supremo se toma sobre todas las particiones de C por los puntos xy, x1,...,Ty, €N €S

orden a lo largo de la curva.
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Definicién 2.11. Una curva C es llamada rectificable si la longitud L(C') es positiva y finita.

Ejemplo 2.10. Sea F' la curva de Von Koch, la cual fue ideada por Helge Von Koch en 1904.

1 1 : EO

[0} 1/3 2/3 1

N g

Figura 2.7: Tres primeras iteraciones de la curva de Koch.

La construccion de la curva de Koch es la siguiente: Se inicia de un segmento de longitud 1,
exactamente nos referimos al intervalo [0,1] = Ej. La primera iteracién consiste en dividir
FEy en tres intervalos iguales, luego en la parte central de dicho intervalo se construye un
tridangulo equildtero y la base de dicho tridngulo es suprimido, generando asi un conjunto FEj.
En la segunda iteracion FE; consiste en hacer lo mismo que se hizo en Ejy sobre cada uno de
los cuatro intervalos, obteniendo un conjunto Fs. En la tercera iteraciéon consiste en hacer lo
mismo que hemos hecho en la segunda iteracién sobre cada uno de los dieciséis intervalos que
han resultado, se repite el proceso infinitas veces y asi obtenemos la curva de Koch que es la
curva a la que se van aproximando las sucesivas poligonales que resultan en cada paso (ver
Figura [277). La curva de Koch no es rectificable.

En efecto, observar que en la iteracién k de su construccion se obtiene una poligonal formada
por 4% segmentos, de longitud 37* cada uno de ellos. La longitud de esta poligonal es infinita,

pues

4 k
Longitud(paso k) = 4% . 37% = <§>
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y cuando k tiende al infinito la longitud de la curva de Koch es infinita, es decir,

L(F) = oo y asi F no es rectificable.
Lema 2.4. Si C es una curva rectificable, entonces H(C) = L(C).

Demostracién:
Sean z,y € C, y denote por C , a la parte de C comprendida entre x e y. Sea 71 la proyeccién
ortogonal de R? hacia R la cual no incrementa distancia, es decir, |w1(m) — 71(n)| < |m —
n|;m,n € R?, en particular tomando ¢ = 71|c, , tal que ¢(Cpy) = [z,y] (ver Figura2Z8) y de
(L9) se tiene que

HA(Cry) 2 HA($(Cay)) = H ([, ).

Como la medida de Hausdorff 1—dimensional es igual a la medida de Lebesgue en R entonces

H([w,y]) = L[, y]) = |z — y]

esto implica que H(Cy,y) > |z — y.
Luego para cualquier particiéon zg, 1, ..., T, de C,

m m

D i —wia] Y H (Cryi,) = HHO).

i=1 i=1
Tomando el supremo de todas las particiones de C' se tiene L(C) < H'(C).
Por otro lado como C' es una curva rectificable entonces L(C) < oo. Si § es la parametrizacion
de C por la longitud de arco, entonces podemos considerar a C' como la imagen de una funcién
B :10,L(C)] — C de tal manera que la longitud de 5([0, t]) es igual a ¢, para todo ¢ € [0, L(C)],
luego

16(t) = B(u)| <[t —ul;  para t,u e [0, L(C)],

es decir, 8 es una funcién de Lipchitz y por (IL9) tenemos
H(B([0,L(C))) < H!([0,L(C)]) = L1([0, L(O)]) = L(C).

Esto implica que H' (8([0, L(C)])) < L(C). Como S es sobreyectiva, de la tltima desigualdad
se tiene que

HY(C) < L(C).

Por lo tanto H!(C) = L(C).
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C
Cyy
/;\/
[ ] (aw(x))=x Y=(y,(y))
a b
9=T,
Cxy
v
1
X y

Figura 2.8: ¢ denota la proyeccién sobre el eje x restricto a C .
O

Ejemplo 2.11. Sea ¢ : [0,2] — R? la parametrizacién de la curva C definida como ¢(t) =

(t,t). Si C es rectificable, hallar H!(C).

En efecto, sea P ={0 =1ty <t1 <... <ty =2} una particién del intervalo [0, 2].

Por lo tanto la longitud de la curva C asociada a la particiéon P esta dada por:

=0
= sup { Z (ti — tio1)? + (t; — ti—l)Q‘%}
— sup { 3 l2(ti - ti,l)ﬁ} — V2[t — to] = 2V/2.

Esto implica que L(C) = 2v/2, asi C' es rectificable y por el Lema 4 se tiene que H!'(C) =
L(C) = 2V/2.

Lema 2.5. Toda curva rectificable C' es un 1—conjunto regular para H'—c.t.p en C.

Demostracion:

Como C es rectificable entonces L(C) < oo. Por definicién de L(C), si p y ¢ son puntos
cualesquiera de C, con p # ¢ entonces L(C) > |p —q| > 0.

Por el Lema 24, 0 < L(C) = HY(C) < oo, esto implica que 0 < H!(C) < oo asi C es un

1—conjunto.
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Ahora demostraremos la regularidad de C, es decir, El(C’,x) = DY(C,z) = 1, para casi todo
xeC.

Sea x un punto de C que no es un extremo de dicha curva. Entonces z divide a C en dos
partes que denotaremos como Cy, , y Cy . En particular C, , U Cy , = C.

Si r es suficientemente pequeno entonces para cada y € C,, se tiene que Cy, C B(x,r), con
|z — y| = r (ver Figura 2.9). Si C,, denota una pequena parte de la curva C entre los puntos
x e y, entonces

r=lr—yl < L(Cx,y) = %I(Cx,y)-

Y como Cyy € Cppy N B(z,7) y H? es una medida exterior, en particular para s = 1 se tiene
que H'(Cqy) < H'(Cr N Blz, r]) de donde r < HY(Cp N B(x,7)).
Anslogamente se tiene que r < H!(Cy, o N B(z,1)).
Asi
2r < H'(Cpno N Blz,7]) + H' (Cypo N Blz, 7]).

Como Ch, » N B(z,7) y Cy, N B(z,r) son concatenados entonces
2r < H'((Cyw N Bla, 7)) U (Cyp N Bz, 7))
= HY(C N Blz,7]).
Esto implica que 2r < H! (C’ N Bz, r]) Por definicién de densidad inferior se tiene

Ql(C,x) — lim HI(CQB[x,T])

>1 entonces DY(C,z)>1
r—0 r

y por la Proposicién 2], para s = 1 tenemos D! (C,z) < El(C,x) < 1 para H'—casi todo z,
luego D'(C,z) = 1. Entonces ﬁl(C,x) = DY(C,z) =1, asi C es regular.

B[x,r] Blx,r]

Figura 2.9: ¢ = C, , UCy 1, y Cy,y denota la parte de la curva C entre z e y, donde C,,,, es diferente
de Cy .
]
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Nota 2.3. Por el Corolario 23] se deduce que subconjuntos de conjuntos regulares.

Definicion 2.12. Un 1—conjunto F' C R" es una curva-like si estd contenida en una union
o

enumerable de curvas rectificables, es decir, F' C U Cy, donde {C;}ien es una familia de curvas
i=1
rectificables.

Ejemplo 2.12. Toda curva rectificable C' es curva-like, pues C' se contiene asi misma.

Proposicion 2.3. Un 1-conjunto curva-like es un 1-conjunto reqular.

Demostracion:
(o]

Si F' es un 1—conjunto curva-like, entonces F' C U C;, donde los C; son curvas rectificables
=1

para cada i € N y por el Lema [Z5] se tiene que C; es un 1—conjunto regular, es decir,
D'(C;,2) = DN(Cy, ) = 1.

Luego para H!'—casi todo x € FNC; C F se tiene
1= D'(Ci,z) = D' ((FNCy),x) < D'(F,x)

esto implica que 1 < DY(F,z), para casi todo € F y por la Proposicién 211 El(F,x) <1
para H!—casi todo € F' de donde se tiene que D*(F,z) < ﬁl(F,m) <1

Por lo tanto D(F,z) = 1, luego F es regular. O

Corolario 2.4. Un punto en R tiene medida de Hausdorff 1—dimensional cero.

Demostracion:

Sea x € R entonces por la Proposiciéon [L3] se tiene que

HE({2}) = £ ({z}).

1
C = | - —
omo {z} [,z n), entonces
neN

£ () = £ wo— )

n
neN
= lim El([az x — l))
n—oo ’ n
1
=lim — =0
n—oo n

Esto implica que H! ({x}) = 0, para todo = € R. ]
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Observacién 2.10. Todo conjunto numerable tiene H'—medida cero.

Es natural introducir una definicién complementaria de un 1—conjunto curva-like, lo cual

aqui le llamaremos curva-free.

Definicion 2.13. Un 1—conjunto se llama curva-free si su interseccion con cada curva recti-

ficable tiene H'—medida cero.

Ejemplo 2.13. Del ejemplo se tiene que el polvo de Cantor F' es un l—conjunto, y
por tanto un 1—conjunto curva-free, en efecto de la construccién del polvo de Cantor todos
sus puntos forman un conjunto discreto, es decir, todos sus puntos son aislados y por tanto
cualquier curva rectificable C;, i = 1,2,... que intersecta al conjunto F' ocurren dos casos:

El primer _caso es que para algin ¢ € N, F'N C; solo es un punto y en el otro caso es que
FnC; = @{xl}, y por el Corolario 2.4l se tiene que en ambos casos H!(FNC;) = 0 para todo

i=1
1 € N,y asi F' es un 1—conjunto curva-free.

Proposicion 2.4. Un 1—conjunto irreqular es una curva-free.

Demostracion:

Si F' es irregular y C es una curva rectificable, entonces por el Lema 2.5 C' es un 1—conjunto
regular esto implica que F'N C es un subconjunto de ambos, es decir un conjunto regular y
un conjunto irregular, pero un conjunto no puede ser regular y al mismo tiempo irregular a

menos que tenga H'—medida cero. O

Estas dos proposiciones empiezan a sugerir que los conjuntos regulares e irregulares podrian
ser caracterizado como curva-like y curva-free, respectivamente, ya que de lo demostrado ante-
riormente este es el caso. Lo esencial de la materia es la siguiente estimacion que corresponde
a la densidad inferior de un 1—conjunto curva-free (ver Proposicién 2.5]), ya que antes se vié de
cuando un s—conjunto es regular o irregular, en particular para los 1—conjuntos, pero en este
caso veremos cuanto es la densidad inferior de un 1—conjunto curva-free. Para desarrollar esto
depende de una investigacion compleja de las propiedades de curvas, conjuntos conexos, y

algunos argumentos geométricos no triviales.
Lema 2.6. Seaa>0ya>0. Sia>aya<]1 entoncesa > 1

Demostraciéon:
Supongamos que a < 1, entonces como o < 1 < a, donde se obtiene que a < a lo que contradice

la hipétesis. Por lo tanto a > 1.
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Teorema 2.4. Si F' es un s—conjunto en R™. Entonces Ez(F,x) =1 para H’—c.t.p x € F.

Demostracién:
Usando la definicién de medida de Hausdorff demostraremos que D, (F,x) > 1 en casi todo F.

Tome av < 1y p > 0. Sea
E={zecF:H(FnNU) < a|U|® para todo convexo U con x € U y |U| < p}, (2.14)

por definicién de ‘H®—c.t.p demostraremos que H*(E) = 0.

Como E es un subconjunto de F. Para cada € > 0 podemos encontrar un p—cubrimiento de
oo

E por conjuntos convexos {U;}, es decir, 0 < |U;| < py E C U U;, tal que
i=1

S OUN < H3(E) +e.
i=1

[e o]

Como E C U(E NU;) y H® es una medida exterior se tiene
i=1

H(E) < iHS(Em U;) < i%s(Fm U;).
=1

i=1

)
De esto y (2.14)) se tiene que H*(E) < « Z |U;|° < a(H;(E) + €), esto implica que H*(F) <
a(H;(E) + ¢€). Haciendo § tender a cero tglémos H¥(E) < a(H?(E) + ¢€) y por el Lema[2.1], se
tiene que H*(E) < aH*(E) y H*(E) = 0.
Podemos definir un conjunto E para cualquier p > 0, as{ por definicén de H®—c.t.p se tiene
ﬁi(F,m) > « para casi todo x € F. Esto se cumple para todo a < 1, asi por el Lema
concluimos que D, (F,z) > 1 en casi todo F.
Por otro lado demostraremos que Ez(F,x) < 1 para casi todo « € F. En efecto dado o > 1
ysea E = {x € F: D.(F,x) < a}, por definicién de H*—c.t.p es suficiente demostrar que
H5(E) = 0 para que D,(F,z) < 1.
Siguiendo el mismo procedimiento como en la Proposicién 2. en la parte I1, haciendo U =
Blz,r] con |U| = 2r > 0, se obtiene que D, (F,z) < 1. Por lo tanto D, (F,z) = 1.

O
Definicion 2.14. Un conjunto X C R™ se llama conexo si no existen conjuntos abiertos U y
V talque UUV D A con ANU y ANV disjuntos y no vacios. Intuitivamente un conjunto A

es conexo si consiste de una solo pieza.
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Observacion 2.11. En la definicién anterior, los conjuntos U y V pueden ser conjuntos

cerrados.
Definicion 2.15. Un conjunto continuo es un conjunto cerrado y conexo.

Ejemplo 2.14. El conjunto de los niimeros reales es cerrado y conexo, por tanto R es continuo,
ademads la circunferencia es una curva cerrada y conexa, luego la circunferencia es un conjunto

continuo.

Definicion 2.16. Una coleccion de bolas es semidisjunta si ninguna bola de la coleccion esta

contenida en cualquier otra bola.

Lema 2.7. Sea E un conjunto continuo en R?. Suponga que {B;}3°, es una coleccion semi-
disjunta enumerable de bolas cerradas contenidas en E, y para cada d > 0 existe una cantidad

finita de B; tal que |B;| > d. Entonces si I'; es el perimetro de B;,

F= <E\6Bi) ufjri
=1 =1

es un conjunto continuo.

Demostraciéon:
o (o]
Observar que F' = W U U I';, donde W = (E \ U mt(B,)) Asi para demostrar que F' es
i=1 i=1
(o]
cerrado basta demostrar que U I'; C F, pues W es cerrado por ser E cerrado.
i=1

o o
Siz e U ri\wc U int(B;), entonces x € int(B;) para algun i.
=1 i=1

Sea d > 0 la distancia de z al perimetro de B;. Si I'; intersecta a la bola cerrada de centro x

d
y radio > entonces B; no solo se encuentra en Blx, %l] si no que también se encuentra en la

bola cerrada R? \ B;, donde B; € B;.

d
Ast |T';] > 5 tan solo una cantidad finita de circulos T'; pueden intersectar a B[z, 3].

00 k k
Como x € U I'; se concluye que para algun k, x € U ;= U I'; C F, como requeriamos.
i=1 i=1 i=1
Se demuestra que F' es conexo. Para esto suponga que F' = F} U F5, donde F} y F5 son

conjuntos cerrados y disjuntos. Sean los conjuntos

Ei=FU U B;,, FEy=FU U B;.
I, CF i:I';CFs
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Cada I'; esta contenido en cada conjunto E7 6 Es respectivamente, asi que £E1UFEs = E, donde
o0

las bolas {B;} son semidisjuntas y F' N B; C U I'; para cada i, ademds Eq N Ep = 0.
g=t
El conjunto E; es cerrado, en efecto si x € U B;, entonces x es el limite de una sucesién

iT,CFy
k

de puntos en U B, para algin k, ademés I'; C Fj esto quiere decir que B; esta contenido
i=1

en el conjunto cerrado F} para cada ¢, por tanto Eq es cerrado. Andlogamente Eoy es cerrado,

asi £ = E71 U Es es una descomposicién disjunta de F en los conjuntos cerrados.

Como E es un conjunto continuo, F es conexo y Fy é Ey es vacio y asi Fy 6 Fy es vacio, por

lo tanto F' es conexo y asi F' es continuo. N

Sea R(z,y) la regién comun del par de circulos con centros = e y, de modo que R(z,y) =

int(B(x,r) N B(y,r)), donde r = |x — y].

Lema 2.8. Sea I un 1—conjunto en R? y a > 0. Sea E un subconjunto compacto de F con
HY(E) >0, tal que H'(F N R(xy,22)) > alzy — 22| si 21,29 € E. Entonces existe un continuo
H tal que 0 < HY(HNF) < HY(H) < .

Demostracion:
Sea p1; > 0, sin perdida de generalidad, de la Proposicién 2.J] podemos suponer que

H'(F N Blz,r])
2r

<2ysizeEFy0<r<p. (2.15)

donde E es un subconjunto compacto de F' con H!(E) > 0.
Como y € E, y I es un 1—conjunto entonces por la Proposicién para Hl—ctpy ¢ F\ E
se tiene que

H'((F\ E)N Bly,r]) < 12—(;@,(:0110<T§3p, a>0 (2.16)

1
donde 0 < p < 1—0,01, y por la misma Proposicién 2.1 para H'—c.t.p y € E tenemos

#H'(EN Bly, p)) > Lop=

p
4 2

. (2.17)

Al reducir p si es necesario, también podemos suponer que el perimetro I' de la bola Bly, p]
contiene algiin punto de F.

Sea C la familia de bolas cerradas

C={Blz,r]:x€ ENBly,p,0<r<2py H ((F\E) N Blz,r]) > ar}. (2.18)
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Por el Teorema podemos encontrar una subcoleccién disjunta finita o enumerable M de

bolas cerradas {B;} en C tal que U B C U B;, donde B; es la bola cerrada concéntrica
BeC B;eM
con B; de cinco veces el radio. Ademaés, de todas las bolas B; podemos escoger una coleccion

{B;} semidisjuntas. Escribimos T'; como el perfmetro de cada B; de la coleccién {B;}.
Haciendo

G =(ENBy,p) UT LB,

definimos
H= <G\UB;> uJr
i i
(ver Figura 2.I0]). Demostraremos que H es continuo juntamente con las propiedades que se

indican.

a) G es cerrado, en efecto dado que E N B(y, p) y T son cerrados, es suficiente demostrar

- k
que UB; CG.Size UB;, entonces o bien z € UB; C @ para algin k finito, o
caso contrario z es el limite de puntos de una subsucesién de bolas {B;}; con r — 0 por

lo tanto z es el punto limite de los centros de estas bolas en el que todas las bolas se

encuentran en el conjunto cerrado E N B(y, p), asi G es cerrado.

b) G es conexo, en efecto supongamos que G = G1 U Go, donde G y G son conjuntos
cerrados y disjuntos.
Si G no es conexo entonces cualquier subconjunto conexo de G debe estar contenido en
G1 6 Ga, por lo que se asume que I' C ;. Cada BZ/- tiene centro en By, p|, asi que BZ/-
contiene puntos sobre o fuera de I' y, por lo tanto, estd contenida en G. De esta manera
G2 C int(Bly, p])-
Sea G,1 el conjunto obtenido por R? \ B[y, p] concatenado a G, de modo que G/l es
cerrado, conexo y disjunto de G2. Puesto que ambos Gll y G contienen puntos de F,
sea 1 € EN G/l y 22 € E N Gy puntos que minimizan la distancia r = |x; — x3|. Este
infimo se obtiene de tomar la distancia de x1 a x5 y ademés es positivo.
Como I' C Gll contiene algin punto de E, con 0 < r < 2p. La regién comin R(x1,x2) es
disjunta de F, de lo contrario r podria ser méds pequenio de modo que R(z1,z2) N E = 0,

por hipétesis y como F N R(x1,29) = [(EUE)NF]NR(z1,22) = ECNFNR(x1,22) se
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tiene

0<ar <HYF N R(x1,29)) = H'((F\ E) N R(x1,22))
HY((F \ E) N Bz, 7).

Dado que z2 € EN By, p] y como r < 2p, se tiene que Blxy,r| es un conjunto de C,
entonces B[zg,r] C UB; C G. De modo que Bz, 7| = (Bzg, 7|NG)U(Blx2, 7]NGo) es

i
una descomposicién de Blza, r] en conjuntos cerrados disjuntos con 1 € (B, r] NGY)

y x2 € (B[za,7] N G2). Esto es absurdo, ya que Bz, 7] es conexo, por lo tanto G es

conexo.

H es un conjunto continuo, en efecto por a) y b) G es un conjunto continuo, asi por el

Lema 27 H es también un conjunto continuo.

/ 1
B.| < —p, en efecto usando ;Y , Vemos que
il =P
7

SIBi| =53 i =53 o < DS H(F\B)N B

10 10 1
H((F\ B) N By, 3p]) < —6p10 " < 2p.
«

H'(H) < co. En efecto dado que H C FUT U UFi, tenemos que

%
HU (H) <H'F)+2mp+7Y  |Bil.
i
Como F es un 1—conjunto entonces H!(F) < oo y por la parte d) tenemos que H'(H) <

Q.

HY(H N F) > 0, en efecto por como esta definido H, se tiene G C H U UB; de donde

7

GNFC(HNF)U (UB ﬂF) ComoHyUB son disjuntos se tiene
1
HY HNF)>HY (GNF) - FmUB

> H'(EN By, p)) Z’H (FNB;)

de 215l y 2I7] junto con la parte d) tenemos

#H'(E N By, p)) Z’H (F N B >H'(ENBly,p) —2Z|B|

vV
DO =

1 1 >0
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Esto implica que H'(H N F) > 0 (note que |B;| < 20p < 2p1).

Figura 2.10: El conjunto conexo G y H un conjunto continuo.

O

Lema 2.9. La interseccién de un 1—conjunto curva-free con un conjunto continuo de H'—medida

finita es de medida cero.

Demostracion:
Sea H un conjunto continuo, es decir, H es cerrado y conexo tal que H!(H) < oo , ademés como

F es una curva-free tenemos que F intersectado con cada curva rectificable tiene H'—medida

cero y por el Corolario 24 se tiene que H(F N H) = 0. O
3

Proposicién 2.5. Sea F un 1—conjunto curva-free en R?. Entonces D'(F,z) < 7 " casi

todo x € F.

Demostracion:

Para cada o > 0 considere el conjunto Fy = {z : D'(F,z) > 2+a}. Por definicién de H!—c.t.p
demostraremos que H!(F;) = 0.

Supongamos que H!(Fy) # 0, es decir H!(F}) > 0. Sea p > 0, tal que
3
H'(F N Blz,7]) > (Z + a) 2r, (2.19)
donde z € F1, 0 < r < py por el Teorema 2.4l tenemos que

HYFNU)<(A+a)|U], zc F1NU, 0< |U| < 3p. (2.20)
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Sea Fy un subconjunto compacto de I} con 0 < H'(Fy) < ooy |Fo| < p. Si 21,70 € Fy
entonces r = |z — x2| < p, y usando (219) y (2Z20) con U = B|x1,7] U Blza,r], se tiene

Hl(FﬂR(xl,xg)) = Hl(FﬂB[xl,T)]) —i—HI(FﬂB[xg,r]) —Hl(Fﬂ (Blxy,7] UB[OUQJ"]))

> 2<% +a) 2r)—(1+a)3r)=ar

= alr; — x3|.

Por lo tanto aplicando el Lema 2.8 para Fy C F, se deduce que existe un continuo H con
0 < HY(HNF) < HYH) < oo, pero por hipétesis F' es un 1—conjunto curva-free, ademas
HY(H N F) < oo lo cual contradice el Lema 2.9

3
Por lo tanto H'(F}) = 0, asi D!(F,z) < 7o casi todo x € F.

Teorema 2.5.
(a) Un 1—conjunto en R? es irregular si y solo si es una curva-free.

(b) Un 1—conjunto en R? es regular si y solo si es la unién de un conjunto curva-like y un

conjunto de H!—medida cero.
Demostracion:

(a) Por la Proposicién [24] se tiene que un 1—conjunto irregular es una curva-free y por
la Proposicion 2.5 se tiene que un conjunto curva-free es un conjunto irregular, pues

3
DY(F,z) < 7o casi todo x € F.

(b) Sea F = AU B, donde A es un conjunto curva-like y B un conjunto de H'—medida
cero, de donde se tiene que D'(F,z) = D'(A,z) + DY(B,z) = D'(A,z), con z € F
y por Proposicién 23, un conjunto curva-like es regular, es decir D'(A,z) = 1 y por
consiguiente el conjunto F' es regular.
Por otro lado, si F' es regular por el Lema 23] todo subconjunto de Borel E de F' con
medida positiva es regular, es decir, D'(E, z) = 1 para casi todo « € E. Por Proposicién
2.5 el conjunto E no puede ser curva-free, asi algunas curvas rectificables intersectan a
FE en un conjunto de longitud positiva.
Usamos este hecho para definir inductivamente una sucesién de curvas rectificables {C; }.

Elegimos C' para cubrir una parte bastante grande de F', es decir,

HYFNC) > %sup{’Hl(F NC) : C es rectificable} > 0.
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k

Si (Y, ..., Ck han sido seleccionados y el conjunto regular Fj, = F'\ U C; tiene medida
i=1
positiva, pues F' es 1—conjunto regular, entonces elegimos una curva rectificable Cy,1

para la cual
1
HYFL. N Crpq) > 3 sup{H'(Fp N C) : C es rectificable} > 0. (2.21)

Asi para algun k, las curvas C,...,Cf cubren casi todo el conjunto F' y asi F' es una
oo
curva-like, es decir, F' C U C;.

i=1
o)

De otra manera, supongamos que U C; C Fycomo Fy C F se tiene
i=1

o
FnlJGcF
=1

k 00
Fk“(UCiU U CZ>QF
i=1 i=k+1

o0
&OLJQQF
1=k+1

Como Fj, N Cj4q son disjuntos y H! es una medida tenemos que
o0
> HN(Fp N Crar) < HUF) < 0.
k=1

Por ser F' un 1—conjunto, el valor de Hl(Fk N Cky1) tiende a cero, cuando k tiende al
o0

infinito, es decir, dicha sumatoria Z ’Hl(F/rC NCky1) >0.
k=1

Pero si H! (F\ U C') > (), por hipétesis se tiene que F' es 1—conjunto regular y por el
Lema [2.5 tenemos que toda curva rectificable es un 1—conjunto regular esto implica que

el conjunto F'\ U C; no puede ser una curva-free, entonces podemos encontrar una curva
=1

rectificable C, tal que H! (<F\ U C; > ﬂC) = d, para algin d > 0. Pero por (2.2]]) con k

i=1

d
tendiendo al infinito se tiene que H!'(Fj, N Cly1) > ’Hl ((F\ U C; > N C) =3 entonces

QU
&

OO o
para todo k, H'(F,NCy41) > —, esto implica que H( Z (FrNCly1) > Z =
k=1 k=1

l\?
[\)

oo
o0, lo que contradice el hecho de que H!(F) < oo por lo tanto F C U C;, de esto se
i=1
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oo oo oo
tiene que el conjunto F'\ U C;i=0y Fn U C; C U C;, v asi F' consiste de la unién de
i=1 i=1 i=1

oo o0
un conjunto curva-like F'N U C; junto con F'\ U C; que es un conjunto de H'—medida

i=1 i=1
Cero.

0

Asi, los 1—conjuntos regulares son esencialmente uniones de subconjuntos de curvas rectifica-
bles, pero los 1—conjuntos irregulares no contienen piezas de curvas rectificables en absoluto.
Esta dicotomia es notable en que la definicién de la regularidad es puramente en términos de
densidades y no hace ninguna referencia a las curvas. Las Proposiciones 2.3l y 2.4 proporcionan
una idea mas precisa, estas dos proposiciones nos dicen que un 1—conjunto curva-like es un
1—conjunto regular y que un 1—conjunto irregular es un 1—conjunto curva-free respectivamen-
te. Casi en todas partes, un conjunto regular tiene densidad inferior, que es igual a 1, mientras
que un conjunto irregular tiene densidad inferior a lo més T

Otras diferencias entre los conjuntos regulares e irregulares, es la existencia de tangentes, esto

se desarrollard en el siguiente capitulo.




Capitulo 3:

Tangentes para s—conjuntos

Supongamos que una curva suave C tiene una tangente (en el sentido cldsico) en x. Esto
significa que cerca de x, el conjunto C se concentra en dos direcciones diametralmente opuestas.
., Qué se puede decir acerca de la distribucién direccional de un s—conjunto en las proximidades
de un punto? ; Hay una definicion significativa de una tangente a un s-conjunto?, ;Existe algin
criterio para saber cuando tales tangentes existen? Aqui veremos estas interrogantes.

Cualquier generalizacién de la definicién de tangentes debe reflejar la distribucién direccional
local de los conjuntos de medida positiva para conjuntos cuya complejidad es mayor a las
clasicas curvas suaves. En este sentido, es prudente pensar que no debemos esperar de una
definicién involucrando a todos los puntos cercanos; debemos conformarnos con una condicién

en casi todos los puntos.

Definicién 3.1. El sector doble S(x,0, ) es aquel que consta de aquellos y tal que el segmento

T
de recta [x,y] forma un dngulo a lo mds ¢ (0 << 5), con el vector v o —v (ver Figura

i)}

-V

Figura 3.1: El sector doble S(z,v, ¢).



3. Tangentes para s—conjuntos 61

Definicion 3.2. Un s—conjunto F' en R™ tiene una tangente en x en la direccion v, si

D(F,z) >0 (3.1)
donde v es el vector unitario, y para cada dngulo ¢ > 0,

lim 7 *H*(F N (Blz, 7]\ S(z,v,¢))) =0 (3.2)

r—0

donde S(z,v,p) es el sector doble con vértice x.

Asi, para una tangente en direccién v la ecuacién (B.I]) requiere que una parte significativa
de F' se encuentre cerca del punto x, y de ([8.2)), una cantidad insignificante cerca de x queda
fuera de cualquier sector doble (ver Figura 3.2).

En nuestro caso primero discutimos las tangentes a los 1—conjuntos regulares en el plano, una
situacién no muy alejada del calculo clasico de curvas, para luego verificar que un 1—conjunto
regular tiene una tangente en casi todos sus puntos y que un 1—conjunto irregular no existen

tangentes en casi todos sus puntos.

Blx,r]

Figura 3.2: F tiene una tangente en direccién v en el punto z, donde para r suficientemente pequefio,

hay una parte insignificante en B(z,7) \ S(z, v, ) (parte sombreada).

Proposicion 3.1. Toda curva rectificable C' tiene una tangente en casi todos sus puntos.

Demostracion:
Se sabe que por el Lema 2.5 una curva rectificable C' es un 1—conjunto regular, es decir,
DY(C,z) =1, de donde se tiene que El(C,x) =1 > 0, para casi todo = € C.

Por otro lado podemos reparametrizar la curva C por longitud de arco, mediante la funcién
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¥ : [0, L(C)] — R? donde 1(t) es la distancia, del extremo inicial 1/(0) a lo largo de C hasta el

punto 1 (t).

Por hipétesis C' es una curva rectificable por lo que L(C) < oo, es decir,

sup { > Lot - wm_l)r} < 00,
=1

donde 0 =tp < t; < ... <ty = L(C) es una particién del intervalo [0, L(C)], y por el Teorema
[[.8 1a funcién 1 es de variacién acotada.

Como 1 es de variacién acotada es diferenciable a lo méas en casi todas partes, entonces existe
un vector ¢’ (t) para casi todo t € [0, L(C)] y como C' esta parametrizada por longitud de arco,
[0’ (t)| = 1, para todo t € [0, L(C)].

Asi que en casi todos los puntos ¢ (t) en C, existe un vector unitario v tal que v = 1// (t) =
— (L

L) — 6()

u—t u —

lu —t] <e.

, por lo tanto, dado ¢ > 0, existe un € > 0 tal que ¢ (u) € S(¢(t),v, @), cuando

Como C no tiene puntos dobles, es decir, ¥ es inyectiva, podemos encontrar un niimero r tal
que Y (u) ¢ BlY(t),r], si|lu—t| > € asi CN(BY(t),r]\S(¥(t),v,9)) es vacio (ver Figura 3.3).

Por lo tanto,

lim 7"*17%1(0 N (B[(t),r]\ S(¥(t),v,¢)) = lim r M HY () = 0.

r—0 r—0

Por B1) y (B.2)), se tiene que la curva C' tiene una tangente en el punto v (¢). Por lo tanto la

curva C' tiene una tangente en casi todos sus puntos.

B[¥().r]

S(F(H),v.0)

Figura 3.3: Cn (B[y(t), 7]\ S(¥(t),v,¢)) = 0.
]

Proposicién 3.2. Un 1—conjunto regular F' en R? tiene una tangente en casi todos sus puntos.
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Demostraciéon:
_ . =1 .
Por definicién de regularidad D (F,z) =1 > 0, para casi todo = € F.
Por Proposicién [3.1] tenemos que si C' es rectificable, entonces en casi todos sus puntos x € C,

existe un vector unitario v tal que si ¢ > 0 se tiene que

0 = lim r'H(C N (Blz, 7]\ S(z,v,¢)))

r—0

>lim r'"H ((F N C) N (Blz,r]\ S(z,v,9))).

r—0

Ademas para casi todo z € C, se tiene que x ¢ F'\ C' y como F es un 1—conjunto, por la

Proposicién tenemos que
0=limr'H'((F\ C)N Blz,r))
r—0
> lim r 'H! ((F \C)N (B[CE,’I“] \ S(z,v, go)))
r—0

Sea A = Blx,7]\ S(z,v, ), como (FNCNA)y ((F\C)NA) son disjuntos y H' es una medida

se tiene que

0> lim = [H' ((FNC)NA) + H ((F\C) N A)] = lim r =4 (F 0 A),

r—0

por lo tanto, como H' es una medida exterior, es decir, H! (F N A) > 0 se tiene la otra

desigualdad, donde tenemos la siguiente igualdad

lim r~'HY(F N (Blz, 7]\ S(z,v, ©))) =0

r—0

para casi todo x € C' y por tanto para casi todo x € F'N C, se tiene que 1—conjunto regular

en R? tiene una tangente en casi todos sus puntos.
U

Ejemplo 3.1. La frontera de un poligono regular de n—lados es una curva rectificable, pues
su perimetro es igual al nimero de lados por la longitud del lado y por Lema se tiene que
dicho conjunto es un 1—conjunto regular y por la Proposicién tenemos que el poligono

regular tiene una tangente en casi todos sus puntos.

A diferencia de los conjuntos regulares, los 1—conjuntos irregulares generalmente no admiten

tangentes, para ello damos los siguientes resultados .

Proposicion 3.3. En casi todos los puntos de un 1—conjunto irregular en el plano, no existe

tangente.
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Demostracion:

Sea F' un 1—conjunto irregular en el plano y denote por Fj al conjunto de puntos de F donde

existe una tangente, es decir,
Fy = {x € F: existe una tangente en z}.

Por definicién de H!—c.t.p, se demuestra que H!(F;) = 0. Suponga lo contrario, es decir,
HY(Fy) > 0. Sea a = 2 un dngulo pequefo (a < 1;%0) y T" v T" dos direcciones que difieren
por un angulo « y denote por F; el conjunto de puntos de Fj en el que se incluye la direccién
de la tangente v en el dngulo que forman las direcciones (77, T7"). Entonces el conjunto Fs
es Borel. Dadas las direcciones T' y T” de tal manera que H!(F») > 0; esto es cierto; pues
H(Fy) > 0.

Sea el sector doble S(ag,v,¢) la parte del plano dentro del dngulo o« = 2¢ formado por los
segmentos 1" con T” y sus paralelos a través del punto as € Fy y 8 el conjunto de puntos de la
parte del plano dentro de los dos dngulos obtusos formados por los paralelos TV y T” a través
de este punto, es decir, § = (S(az,v,p))¢. Para cada punto as del conjunto F tenemos

lm HY(F N3N Blag, 7))

r—0 T

=0

donde el punto ay € 8y Blag,r| es la bola cerrada de centro as y radio r. Sea d un nimero

1
positivo y 0 < € < 216’ ademads considere el conjunto

H'(F N3N Blas,r])

r

F3 = {agng : < e, para todorgd}.

F3 es Borel, ya que Fy C Fy y F, es Borel, y ademdas H!(F3) > 0 para valores suficientemente
pequenos de d.

d
Sea B = B[O, r] la bola de radio r < B tal que

Hl(Fg N B)

1
> = 3.3
2r 3 ( )

Tal bola siempre existe, porque en casi todos sus puntos de un conjunto de Borel la densidad

1
superior es mayor igual a 3 (ver Proposicién 1)), de manera que podamos tomar tales puntos
Hl(F 5N B )
2r
valor de la densidad superior en el centro de B. Sea RS (ver Figura B.d)el didmetro de la bola

para el centro de B, y cuando r tiende a 0, el valor esta lo més préximo con el

B que divide en dos el dngulo agudo que forman 7", 7”. Consideremos el conjunto L de todos
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los segmentos, donde ambos extremos pertenecen al conjunto F3 N B y cuya direccién con RS
hace un angulo mayor que 4c. En cada uno de estos segmentos como diagonal, construimos
un paralelogramo con lados paralelos a las direcciones (17,7").

Si denotamos por [ la longitud de cualquier segmento de L, y por m la proyeccién sobre el
didmetro RS de la segunda diagonal del paralelogramo construido sobre [, podemos ver que
m es mayor que 4. Sea u que denota el limite superior de los valores de m para todos los
segmentos de L.

Ahora considere un segmento [ cuyo paralelogramo es tal que m > 0,9u. A través de los
extremos de la segunda diagonal perpendicular a RS dibujamos cuerdas y sea M la parte de
la bola de corte entre estas cuerdas, incluidas las propias cuerdas.

Con a y b como centros, describimos los arcos ¢j, np de radio m y considere las regiones

enceradas por los puntos acijda =V y benpdb = W . Entonces

HYFNV) <em, H{(FNW) < em. (3.4)

Figura 3.4: B[O, ] es la bola cerrada de centro O y radio r.

Luego no existes puntos del conjunto Az en la franja M fuera de ijpni, pero si ¢ fuera tal
punto, la longitud del segmento que forman los puntos ag, serfa mayor que m y harian un

angulo mayor que 4o con RS. La proyeccién de la segunda diagonal, que corresponde a este
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segmento que forman los puntos ag, seria por tanto mayor que 4m > 3,6 lo cual es imposible.

Asi se tiene

H (FNM)=H(Fn(VUW))
<SHNFNV)+HYF W)

<2cm

y como F3 C F, tenemos

HY 3N M) < 2em (3.5)

Es facil ver que m no puede ser mayor o igual que 4r, pues los arcos ¢j y np con centros en a
y b respectivamente tienen como radio m. Para tomar en este caso para la franja M entre las
tangentes a los puntos R y S, y con los puntos a, b como centros con radio 2r describen los

o o . ’ .
arcos ¢ j , n p, cuyos puntos forman una franja M . Entonces, por el argumento anterior, se
tiene

HYFsN M) < der

pero en este caso la bola B esta contenida en M’ y, por consiguiente
HYF3N B) <4er

lo cual es imposible por ([B.3]).

Como el punto medio de m esta siempre dentro de la bola B, se sigue que todas las proyecciones
m se encuentran en el interior del segmento de longitud 67, con su punto medio en O.

No hay segmentos del conjunto L que tienen sus extremos en lados diferentes de M, porque
por un argumento similar a lo anterior, la segunda diagonal seria mayor que 3, 6.

Sea L el conjunto de segmentos de L, donde ambos extremos de dichos segmentos estan fuera
de M. De la misma manera que antes, nos corresponde para este conjunto un nimero p; que
es exactamente el limite superior de las proyecciones de las segundas diagonales sobre RS, y
también una franja M;. Al proceder asi, obtenemos sucesivamente las franjas My, Mg, ...,
(posiblemente se superponen).

Primero vamos a probar que

m+mi+ma+... <18 (3.6)

Observar que
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Y que
i > m; > 0,9u;

Para cualquier 1.

5
Si dos proyecciones m;, m; (i < j) tienen una parte en comin, su longitud debe ser de §ml-.
5

1
Pues tenemos m; < p;, m; > 0, 9u;, p; > pj, donde §mj < §ml

Dado que la proyeccién del centro del paralelogramo P; corresponde al segmento m;, esta fuera
de la proyeccién m;, la parte de la proyecciéon mj, que pertenece a la proyeccién m; es menor
que %mj y consecuentemente gm,

Veamos ahora que cuatro proyecciones m;, m;, mg, my (i < j < k < 1) pueden tener puntos en
comun a todos ellos. Suponga que m; ,my, estan a la derecha de m; (ver Figura 3.5). observe
que en este caso la parte comun de m;, m;, my debe estar en el extremo de la derecha de m;
y debe ser menor que 8—51mi; pero entonces el segmento de m; no puede extenderse hasta esta

parte comun, ya sea desde la derecha o desde la izquierda. Asi cuatro segmentos m no pueden

tener una parte comun. Una prueba similar se aplica en los otros casos.

[ mk 'Y |
m, >
m;

Figura 3.5: Los segmentos de recta m;, m; y my.

Ahora para verificar la ecuacién (3.6) se desprende del hecho en que todos los segmentos m,
mi, Mo, ... se encuentran dentro de un segmento de longitud 4r, y que ningin punto de este
segmento se cubre mas de tres veces por los segmentos m, mi, ma, .. ..

Asi m;, y consecuentemente pi;, tiende a cero, cuando 7 tiende a infinito.

Ahora sea E que denota el conjunto

FsNn(MUM;UMsU...).
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Por (BH) y (B3.6]) se tiene

HYE)=H (FsNn(MUM; UM;3U...))
<HYFsNM)+HY N M) +...
< 2em + 2emq + ...

=2e¢(m+my+...) < 36r¢

y por (B.3)

HY((FsNB)\ E) > (% — 36€)r > %r.

Ahora se observa que no hay segmento de L, donde ambos extremos pertenecen al conjunto
(F5N B)\ E, porque en ese caso el valor correspondiente de m (digamos m’) serfa menor igual
que u; para cualquier 4, lo cual es absurdo, ya que p; tiende a cero cuando 4 tiende al infinito.
Asi todos los puntos del conjunto (F3 N B) \ E pertenecen a una curva rectificable y por el
Lema se tiene que toda curva rectificable es un 1—conjunto regular. Pero esto contradice,
el hecho de que el conjunto Fj3 es irregular.

Por lo tanto la proposicién queda demostrada.
d

Ejemplo 3.2. El polvo de Cantor es un 1—conjunto curva-free y por el Teorema se tiene
que dicho conjunto es un 1—conjunto irregular y por la Proposicién [3.3] tenemos que el polvo

de Cantor no tiene tangentes en casi todos sus puntos

Pasamos ahora a s—conjuntos en R? para s no entero, que como hemos visto, son necesa-
riamente irregulares. Para 0 < s < 1, las preguntas de tangencia no son particularmente
interesante, porque cualquier conjunto contenido en una curva suave va a satisfacer de forma
automatica ([3.2)) con v la direccién de la tangente a la curva en el punto z. Por ejemplo, el
conjunto ternario de Cantor esta contenido en el intervalo [0, 1], es decir esta contenido en una
curva rectificable. Intuitivamente por mas pequeno que sea el intervalo tiene una tangente en
casi todos sus puntos, pues por la Proposicién B toda curva rectificable tiene una tangente
en casi todos sus puntos.

Es aceptable que s—conjuntos en R? con 1 < s < 2 no tienen tangentes, tales conjuntos son
tan grandes que se dispersan en todas las direcciones desde un punto, de modo que la Ecuacién

(B2) no se puede obtener. Esto se hace preciso en la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.4. Si F' es un s—conjunto en R? con 1 < s < 2, entonces en casi todo los

puntos de F no existe tangente.

Demostracion:

Para ry > 0, sea un conjunto
E={yeF:H(FnBlyr]) <2(2r)®, paratodo r < ro}. (3.7)

T
Para cada x € FE, cada vector unitario v y cada angulo ¢ con 0 < ¢ < 3 evaluamos cuanto
T
de E se encuentra en Bz, r]| N S(z,v,p). Para r < %, i=1,2,..., sea A; la interseccion del
anillo y el sector doble dado por

A; = (B[:U,irgp] \ Blz, (i — 1)rg0]) NS(z,v, ).

m
2
Entonces Blz,r] N S(z,v,¢) C U A; U {x}, para algin entero positivo m < —. Cada A4;
. 2
i=1
comprende dos partes: una en direccion v y otra en direccion —v ambos de didmetro a lo mas

2ryp < rg, asi para partes que contienen puntos de F y sumando tenemos
m
H* (Bla,r] N S(z,v,0)) <> |Al°
i=1
< m(2ry)®
esto implica que

HS (B[x, rl N S(z,v, L,O))
m(2re)*

<1 (3.8)

Como E N Blz,r] N S(z,v,¢) C Blz,r]NS(z,v,p) y H® es una medida exterior y por 3.8l se

tiene
H*(E N Blz,r]N S(x,v,gp)) < H* (Blz,r] N S(z,v,¢)) -1
m(2rp)s - m(2rp)s -
H(ENBlz,r]NS(z,v,
Y como 1 < 2 tenemos que ( 2, 7] (@0 L'0)) < 2, esto implica que
m(2rp)s

H*(EN Blz,r]NS(z,v,9)) < 2m(2re)° < 2%(27%;))5

= 4" 1 (2r)%,

asi que
H? (E N Blz,r] N S(z,v, <p))

(2r)*

< 4oL (3.9)
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Descomponiendo F'N B[z, r| en tres partes disjuntas, se tiene
FNBx,r]= ((F \E)n B[x,r]) U (Fﬂ Blz,r]N S(x,v,go)) U (F N (Blz,r]\ S(x,v,ap))).

Como H? es una medida, y para casi todo z € E, por la ProposiciénZZse tiene que D’ (F\FE) =
0. Luego

H*(F N Blz,r]) =H*(((F\ E) N Blz,r])) + **((F N Blz,r] N S(z,v,9)))

—l—HS((Fﬂ (Blz,r]\ S(x,v,go)))).

Dividiendo por (2r)° y tomando el limite superior cuando 7 tiende a cero, y por la Ecuacién

39) tenemos
D*(F,2) < 0+ 46" + Tin(2r) “H*(F 0 (Bz, )\ S(z,0,9)))
r—
1
para casi todo x € F, y por la Proposicién [2.1] se tiene que 7 < D°(F,z), esto implica
27% <4t 4+ 275 Tmr *HY (F N (Blz, 7]\ S(z,v,9))) (3.10)
r—0
multiplicando a la Ecuacién B.10] por 2% tenemos
1 <2541 + Timr SH*(F N (B .
< 2%™ 4 lmr 1 (F 0 (Bla, 1]\ S(x,v,0)))
Por lo tanto, tendiendo ¢ a cero, se sigue que para todo v,

I (r)*H*(F N (Blz, ]\ S(z,v,¢))) > 1.

r—0

Asi la Ecuacién (8.2]) no se satisface, por lo tanto F' no tiene tangente en casi todo sus puntos.

O

In3

Ejemplo 3.3. El tridngulo de Sierpinski es un s—conjunto, donde s = L2’ denota su dimen-
n

sién y por la Proposicién 3.4 se tiene que el tridngulo de Sierpinski no tiene tangentes en casi

todos sus puntos.

In4 1
Ejemplo 3.4. Sea F' la curva de Koch, si s = 111—3, se tiene que 3572 < H*(F) < 1, por tanto,
n

F es un s—conjunto que no tiene tangentes en casi todos sus puntos.
En efecto, del ejemplo 210 tenemos que en la k—ésima iteracién el conjunto Ej, consiste de 4%

segmentos de lado 37 cada uno, tomando 6 = 37% y Ns(F) = 4* tenemos que

ey InNs(F) 4" In4
ST —Ind kb —In3k  Ing
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In4

Ahora veremos que si s = 3 entonces F' es un s—conjunto. Tomando {U; };cy un —cubrimiento
n

de F con 6 = 3% tenemos que

00 4k
s s s s . ko—ks
H3(F) < El \U;|* = kl;r& El |Ui|* < kl;r{:o4 37,
1= 1=

Como 3° =4 y k es un nimero entero positivo se tiene que H3(F) < ka 4F4=F = 1, de donde
— 00

H5(F) < 1. Por definicién de H*® obtenemos H*(F) < 1.

[e.9]

Por otro lado, para que H*(F) > 2-(*2) es suficiente verificar que Z \U;|° > 2-6+2) para
i=1

cualquier cubrimiento {U; }ien de F.

Sea {U;}ien un cubrimiento finito de conjuntos cerrados de F. Para cada U; sea k = 1,2,...
2

tal que 3"+ < — x |U;| < 37F.
\/g | Z|

Entonces U; intersecta a lo més dos segmentos de Ej. Si j > k, el niimero de segmentos de E;

que intersecta U; es a lo mas

2x 4R =47 w2 x 47k =47 x 2 x 375k
=47 x 2 x 35 x 3s(kt1)

. 2 s
§43><2><38><<—>< U-)
\/g |Z|

=4 % 26D U e

La desigualdad anterior es valida para una cantidad determinada U; (recordar que k depende
de U;). Dado que s6lo hay un nimero finito de conjuntos cerrados U;, podemos elegir j que
sea lo suficientemente grande para que la desigualdad sea verdadera para todos los U;.

Dado que los U; intersectan todos los 47 segmentos de E; y sumando todos los conjuntos Uj,

tenemos que

o
47 < 47 x 2(5%2) Z |U; |#
i—1

o
Por lo tanto, 2-(572) < Z |U;|°.
i=1
In4

Asi F' es un s—conjunto, con s = 3
n

Por la Proposicion B.4] se tiene que la curva de Koch no tiene tangentes en casi todos sus
puntos.

Los 1—conjuntos irregulares en el plano no tienen tangentes en casi todos sus puntos, ain mas

si es un s—conjunto en plano con 1 < s < 2, no tiene tangentes en casi todos sus puntos.




CONCLUSIONES

La densidad hace uso de la medida y dimensién de Hausdorff s—dimensional, por ello es de
importancia ver la dimensién y medida de Hausdorff s—dimensional, ya que dicha medida
estd definida para un s—conjunto en R”, donde 0 < s < n denota la dimensién de dicho

conjunto.

1. La regularidad e irregularidad de un s—conjunto, asi como también la existencia de

tangentes en dichos conjuntos estdn en términos de la densidad.

2. La densidad de un s—conjunto es mayor igual que cero pero menor igual que 1, es decir,

dicho valor esta entre [0, 1].
3. Un 1—conjunto en R? se descompone en una parte regular y una parte irregular.
4. Un 1—conjunto regular se caracteriza con 1—conjunto curva-like.
5. Un 1—conjunto curva-free se caracteriza con 1—conjunto irregular.

6. Toda curva rectificable en el plano es un 1—conjunto regular y tiene tangente en casi

todos sus puntos.

7. Un s—conjunto irregular en el plano, con 1 < s < 2, no tiene tangente en casi todos sus

puntos.



SUGERENCIAS

1. Aquellos interesados en el tema sugerimos que se desarrolle las propiedades para un

s—conjunto en R", con s > 2.

2. Sugerimos no confundir la medida de Hausdorff, representada por s, con n que es el
espacio donde se estd trabajando, pues si un conjunto F estd en R?, dicho conjunto no

siempre tiene dimensién 2.

3. Para todos aquellos interesados en la Matemaética aplicada seria interesante hacer una
aplicacién para los conjuntos que son s—conjuntos, con 0 < s < 2, como por ejemplo
en dichos conjuntos podemos encontrar la dimensién de Hausdorff en el disefio de la
banda de rodadura de un neumético, esta aplicacién lo podemos encontrar en la revista
internacional de métodos numeéricos para cédlculo y diseno en ingenieria, de Rafael Larraz

Mora (ISSN: 0213 — 1315).
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