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Resumen

El objetivo de esta tesis fue mostrar el Teorema de Existencia de Equilibrio de Nash y sus
aplicaciones a la teoria de juegos no cooperativos para dos entidades. Este teorema establece la
existencia de estrategias Optimas para ambos jugadores en todo juego finito de suma no cero. Fue
necesario recurrir al concepto de Equilibrio de Nash, al Teorema de punto fijo de Kakutani y al
Teorema de Von Neuman, éste ultimo afirma que existen estrategias Optimas para ambos
jugadores en todo juego finito de suma cero.

Palabras Clave: Equilibrio de Nash; Juego finito de suma cero; Juego finito de suma no cero;
Teorema de Existencia de Equilibrio de Nash.



Abstract

The aim of this thesis was to show the Nash Equilibrium Existence Theorem and its
applications to the theory of non-cooperative games for two entities. This theorem
establishes the existence of optimal strategies for both players in every finite non-zero
sum game. It was necessary to resort to the concept of Nash Equilibrium, Kakutani's Fixed
Point Theorem and Von Neuman's Theorem, the latter proves that there are optimal
strategies for both players in any finite zero-sum game.

Keywords: Nash equilibrium; Finite zero sum game; Non-zero sum finite game; Nash
Equilibrium Existence Theorem.
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Introduccién

Los fundamentos de la teoria de juegos fueron establecidos por JOHN
VON NEUMANN en 1928, y expuestos en €l libro Theory of games and eco-
nomic behaviour, que publicé junto a Oscar Morgensten en 1944, Esta teoria
pone de manifiesto ¢ue los acontecimientos de las ciencias sociales donde los
agentes actian a veces unos contra otros para la consecucién de sus objetivos,
pueden ser descritos mediante modelos matermaticos.

La teorfa de juegos proporciona modelos de las situaciones reales, los que
aportan son sélo pautas generales de comportamiento, proporcionan normas
de actuacion més precisas, en tanto el modelo refleje con mayor precisién la
realidad,

En esta tesis, se expondran soluciones pricticas, especialmente a los Juegos
representados de forma matricial, tanto a los modelos relacionados de juegos
con Pagos de suma 10 cero y cero, también llamados juegos bimatriciales v
matriciales.

Dichos modelos se aplican tanto en el andlisis de situaciones econdmicas co-
mo en las cuestiones sociales 6 en contextos politicos,

Dentro del primer capftulo, se ha considerado dos temas: en el item 1.1 s
representan los conceptos basicos de los juegos, la forma de representar Jue-
gos, clasificacién y modelos importantes de ellos, en el item 1.2 se presenta

las herramientas matemdticas a utilizar, como es el Teorema de Punto Fijo

o



INTRODUCCION

de Kakutani, convexidad, convergencia, correspondencia.

El segundo capitulo comienza con juegos de dos jugadores en donde cada ju-
gador elige de muchas estrategias puras finitas o aleatoriamente entre ellas,
v la suma. de los pagos de los jugadores es siempre igual a cero.

Se da las definiciones y teoria bisica, se muestra como desarrollar juegos
2 xn ymx 2 estrategia dominada y por ltimo se demuestra el Teorema
de Minimax, que garantiza una solucion a este tipo de juegos.

En lo que sigue del segundo capitulo, se considera juegos donde cada juga-
dor elige estrategias finitas puras o aleatoriamente entre éstas,la suma de los
pagos de los jugadores es no nula.

Se introduce el modelo y el concepto de “Equilibrio de Nash”, se mosirara cor
mo calcular los Equilibrios de Nasth en estrategias purasy, todos los Equilibrios
de Nash en juego donde ambos jugadores tienen exactamente dos estrafegias
puras v como usar el concepto de dominacion estricta. Ademds se demos-
trarda el tema principal de la tesis el “Teorema de existencia de Equilibrio de
Nash”.

El tercer capitulo estd destinado a las aplicaciones. Las primeras cuatro apli-
caciones son con respecto a Juegos de Suma Cero (también llamados juegos
Matriciales) y las tres tlfimas a los Juegos de Suma no cero (fambién Hama-

dos juegos Bimatriciales).

Boch. Mat. Lenan Chuinones Huatongari.



Capitulo 1:

Preliminares

1.1. Nociones béasicas de juego

1.1.1. Definicion de un juego

» Es una situacién en la que compiten dos o mas jugadores (Ferguson y

Gould, 1975)

» Un juego es cualquier situacidén en la que log imdividuos deben fomar
decisiones estratégicas y en la que el resuliado final depende de lo que

cada uno decida hacer (Nicholson, 1997).

» Cualquier problema de toma de decisiones, donde el rendimiento (que
obtiene una persona) depende no sélo de sus propias decisiones sino
también de las decisiones de las otras personas que participan en el

juego (Maddala y Miller, 1991).

1.1.2. FElementos de un juego

e JUGADORES Son jugadores cada uno de los agentes que toman

decisiones. Pueden elegir entre un conjunto de alfernativas posibles

D



CAPITULO 1. PRELIMINARES

o ESTRATEGIAS Una estrategia corresponde a cada curso de accion

que puede elegir un jugador.

CLASIFICACION DE LAS ESTRATEGIAS

o Estrategia Pura: Una estrategia pura es la eleccidn de una accidn con

certeza por parte de un agente.

o Estrategia Mixta: Una estrategia es mixta cuando la eleccién de una

accidn es alestoria por parte de un agente.

o GANANCIAS O PAGOS Las ganancias corresponden a los rendi-

mientos que obtiene cada jugador cuando termina el juego.

1.1.3. Clastficacion general de los juegos

Las situaciones de conflicto reales conducen a una diversidad de juegos. En
la actualidad no existe ninguna clasificacion universal de log junegos, aunque
éstos se diferencian por diversos criterios como: nimero de participantes,
nimero de estrategias, relacién entre los jugadores, tipo de pago, nimero de

movimientos, cantidad de informacion que posee cada jugador, efc...

* Numero de jugadores Dependiendo del mimero de jugadores se definen
tres tipos:
= Juegos de un jugador (sin consideracion en teorfa de Juegos),
= Juegos de dos jugadores (la mds estudiada) v
= Juegos n-personales con un proceso de simulacion y resolucién

muy dificultoso.

* Nlumero de estrategias Los juegos se dividen en juegos finitos en
los que cada jugador tiene un nimero finito de estrategias, y juegos

infinitos en los que al menos un jugador posee infinitas estrategias.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

+ Relacién entre los jugadores Se clasifican en juegos no cooperati-
vos (juegos sin coaliciones), en los que los jugadores no pueden firmar
ni acuerdos ni coaliciones, juegos cooperativos (juegos con coalicio-
nes) en los cuales los acuerdos se firman con anterioridad y deben ser

respetados obligatoriamente.

1 en e que la

* Tipo de pago Se distinguen los juegos de suma cero
ganancia de un jugador implica la pérdida en misma cantidad de otro

v juegos de suma no nula en la cual las ganancias no suman cero.

+ Niimero de movimientos Los juegos se dividen en juegos de un pa-
so que terminan cuando cada jugador realiza un movimiento v juegos
multipasos los cuales también se dividen en juegos de posicion (cada
jugador puede realizar mas de tn movimiento en el tiempo), juegos es-
tocdsticos (al elegir una nueva posicidn existe probabilidad de volver a
la. anterior), juegos de tipo duelo ( se caracterizan por el instante en el
cual se hace el movimiento y por la probabilidad de obtener un pago

dependiendo del tiempo transcurrido)

% Informacién disponible Los juegos se clasifican en juegos de informacién
completa en los que cada jugador conoce los movimientos hechos por
los demas, v juegos de infiormacion incompleta en los que no se conocen

todas las jugadas anteriores.

Obviamente existen otros tipos de juegos. Dependiendo de su clase, se
elabora su método de solucidn. No ohstante, cabe destacar que w mismo

jnego puede pertenecer a diferentes clase.

Los juegos de suma cero se llaman también juegos antagdnicos va que los intereses de

los jugadores son opuestos



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Tenemos la esperanza que la teorfa de juegos
funcicne, del mismo mede que en 1942 teniamos
la esperanza de que la bomba atdmica funcionariz,
CIENTIFICO ANONIMO DEL PENTAGONO
A Fortune, 1949

1.1.4. Juegos cooperativos y no cooperativos

1. Juegos cooperativos

Los jugadores pueden negociar contratos vinculantes. “Eligen estrage- -

gias de manera conjunta’.

2. Juegos no cooperativos

Los jugadores NO pueden negociar confratos vinculantes. “Cada uno

elige su estrategia Optima independientemente”.

s Comprender el punfo de vista de un adversario “racional”.

x Deducir su respuesta a nuestros actos.

1.1.5. Formas de representar un juego
La representacion de un juego puede realizarse a través de:

» Matriz de ganancias(Forma normal)

Iis upa representacion de una situacion estratégica a través de una
tabla. Las estrategias de cada jugador se presentan a la izquierda y en
la. parte superior de la tabla. Las ganancias obtenidas por cada uno de
los jugadores al final del juego se presentan en la parte interior de la
tabla.

Contiene los siguientes elementos:

s Jugadores.
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e Hstrategias de acciones factibles.

e Maftriz de pagos “payolls”

» Arbol de juego (forma extensiva)

+« Forma extensiva de un juego:
Forma extensiva contiene toda la informacién sobre d juego, es
pecificando el orden de jugadas, la; informacién y las alternafivas
de que un jugador dispone en cualquier momento en que sea su
turno jugar, los pagos para todos los jugadores, ete. (mientras que

la forma normal es mas resumida).

s Definicidn de un juego de forma extensiva:

Un juego consiste en:

o Un conjunto de jugadores

Un arbol.

&)

o Una asignacidn de cada nodo no-terminal a un jugador.

o Una divisién (particién) de informacion.

o Un pago (payoff) para cada jugador en cada nodo terminal.

¢ Definicidn de arbol:

Un arbol es un conjunto de nodos v lineas conectandolos de modo
cpie:

o Para cada nodo existe como méximo una linea que lo conecta

con €l nodo anterior.

o Para cada par de nodos existe una sola trayectoria que los

conecta.
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Figura 1.1

Ejemplo 1.1. Competencia de mercados

Consideremos 2 jugadores: la firma T es una firma inctimbete, v la firma

Es la potencial entrante en la mdustria.

Primero, la firma E decide s entrar o no entrar al mercado.

Segundo, la firma T decide si acomoda la entrada o si lucha (por ejemplo,

bajando los precios).

Se representa este juego por medio de la forma normal:

E/T Acomodar | Pelear
Entrar {4,5) (-1,0)
No entrar {0,10) (0,10}

En su '{.‘O]"Hla extensiva:

E

Entrar

No
Entrar

{01
Pelea

-10)

Figura 1.2

Acomadar

10
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1.1.6. Modelos importantes de juegos no cooperativos

a) Juegos de Suma Cero

» La batalla del Mar Bismark
Se dié en el sur-pacifico en 1943.El almirante japonés INAMURA

tiene que transportar tropas de un lado a otro ¢ mar Bismark a
Nueva Guinea , y el almirante americano KENNEY desea bom-

bardear a las tropas, INAMURA tiene dos posibilidades:

o Una ruta corta del norte (2 dias).

o Una ruta larga del sur (3 dias).

Kenney tiene que elegir una de esas ritas para hacer su plan, s
elige la ruta incorrecta puede regresar hacia tras los planes vy tomar
la ofra rusa pero el nlimero de dias de bomhbardeo es reducido a 1.
El numero de dias de bombardeo representa el pago para Kenney
en un sentido positivo y para Inamura un sentido negativo.

El problema de la batalla del mar de BISMARK se modela en la

siguiente tabla.

Norte Sur

Noyte 2 2
Sur 1 3

Cada jugador tiene dos posibles elecciones, Kenney {jugador 1}
clige una fila, Inamura (jugador 2) elige una columna y estas elec-
clones son tomadas independientemente y simultdneamente. Los
niimeros representan los pagos para kenney.

Hste es mm ejemplo de suma cero porque la suma de los pagos e
siempre igual a cero.

En este juego en particular, no parece tener dificultad para pre-
decir que va a pasar.

11
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Si elegimos Norte Inamura es siempre menos mala que si escogiera
el Sur, esto se ve eu la tabla de pagos. Ver que en este juego e
facilmente analizar porque uno de los jugadores tiene una estra-
tegia dominante .le ,Una eleccidon es siempre buena o alguna otra
eleccion, no interesando que decida el oponente.

En lugar de tratar de unirme a la coalicion
de Von Meumann, estaba jugando a wn
juege nocooperativo con élL
JOHN NASH
1993

b) Juegos de Suma No Cero

p Dilema del prisionero

Dos delincuentes sou detenidos y eucerrados en celdas de aisla-
miento de forma gue no pueden comunicarse. Bl policia sospecha
gue han participado en el robo del banco, delito cuya pena ez diez
afnos de carcel, pero no tienen pruebas. Sélo tiene pruebas v puede
calparles de un delito menor, tenencia ilicita de armas, cuyo cas-
tigo es de dos afos de carcel. Prometen a cada uno de ellos que
reducird su condena a la mitad s proporciona las pruebas para
culpar al otro del robo del banco.

Lag alternativas para cada prisionero pueden representarse en for-
ma de matriz de pagos. La estrategia “lealtad” consiste en perma-
necer en silencio y no proporcionar pruebas para acusar al com-

pazlero. Llamaremos “traicidén” a la estrategia de acusar al otro.

12



CAPITULG 1. PRELIVINARES

Dilema del prisionero
Matriz de pagos

(afios de cdrcel}

Preso Y
Lealtad | Traicion
Lealtad 2/2 10/1
Preso X :
Traicion | 1/10 5/5

Los pagos ala tzquierda o a la derecha de la barra indican los atlos
de carcel a los que es condenado & preso X o Y respectivamente

segun las estrategias que hayan elegido cada uno de ellos.

El dilema del prisionero, es 1m juego de suima no nula, bipersonal,
biestratégico y simétrico. Fue formalizado y analizado por primera
vez por A. W. Tucker en 1950. Es € juego mas conocido y estudia-
do en la Teorfa de Juegos. En base a él se han elaborado multitud
de variaciones, muchas de ellas se basan en la repeticion del juego

v el disefio de estrategias reactivas.

La guerra de los sexos

Hay dos jugadores: “BLP y “BLLA". Cada uno de ellos puede
elegir entre dos posibles estrategias a las que llamaremos “Fuatbol”
v “Discoteca”.

Supongamos que el orden de preferencias de EL es e siguiente:

1. (Lo mas preferido) EL y ELLA eligen Fuathol.

EL y ELLA eligen Discoteca.
3. HL elige Fathol v ELLA elige Discoteca.

4. (Lo menos preferido) El elige Discoteca y ELLA elige Fitbhol.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Snpongamos que €l orden de preferencias de ELLA es el siguiente:

1. (Lo més preferido) EL v ELLA eligen Discoteca.

[N

oo

. EL y ELLA eligen Fuathol.

. EL elige Futbol v ELLA elige Discoteca.

4. (Lo menos preferido) El elige Discoteca y ELLA elige Fuitbol.

La matriz de pagos es como sigue:

Guerra de los sexos

ELLA
Fatbhol | Discoteca
) Fathol 10/2°0 3°/3°
EL :
Discoteca | 4°/4° 20/1°

A la izquierda de la barra, los pagos a EL.

Este juego, es un juego sin repeticion y sin transferencia de utili-

dad. Sin repeticion significa que sélo se juega una vez por lo que

no es posible tomar decisiones en funcién de la eleccidn que haya

hecho el otro jugador en juegos anteriores. Sin transferencia de

utilidad significa que no hay comunicacién previa por lo gue no es

posible ponerse de acnerdo, negociar ni acordar pagos secundarios

(“Si vienes al futhol te pago la entrada”).

14



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Herramientas Matematicas

1.2.1. Algunas definiciones [l/l]

Un subconjunto Z C R* es CONVEXOQO, s para dos puntos z,y €
Z, también la linea segmento conectando = a y es contenido en Z.

Formalmente:

V zweZ , ¥V 0<A<1 @ MM+01-XNyeZ

Un subconjunto 72 C K™ es convexo si y solo si:

k
Sodad € Z NV @, az -7 € Z y todos los nlmeros no nega-
j=1

k
tivos Ay Az -, €Reon Y A ;=1
=1

k .
Donde la suma >~ A\;z7 € Z es llamado combinacién convexa de los z7,
i=1

Un conjunto Z C R™ es compacto sl este es cerrado y acofado.

Un conjunto Z C R* es acotado si existe wm & > 0 tal que z € 7

entonces |[z]] <k

Un conjunto Z C R"® es cerrado si este contiene el limite de toda suce-

sién convergente en Z

Sea f:Z v+ R™ una funcion definida en el conjunto Z € ", se dice

que f es una funcidn confinua en e punfo a € X cuando:

15
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YV oe>0 , 3 §>0 : zeZ |, |r—al<d==|flz)—fla)] <e¢

Dado ¢ : Z — Z es una correspondencia, es decir, ¢(z} es un subcon-

junto no vacio de Z, Vo € Z
» Llamaremos valor convexo deg, si ¢{x) es un conjunto convexo, ¥ € Z

m Sea ¢ : /. —> 4 es superiormente semi-continua si para toda sucesién
(%) ey converge ax € Z y para toda sucesién (y)ren en Z converge

ayc Z, syt cg(a®), Yk cN, enfonces y € ¢(z).

Un punto z* & Z es un punto fijo de Z si z* € ¢(z")

1.2.2. Teorema de Separacion y de lo alternativo para
matrices |1

s Teorema de Separacidon

e A~ 1l A0 q9 o BIT by SeTivaVa eaTTooa s P
Dado 2 C K" es un conjunto colivexo cerrado v dado

Lonces existe un y € E® con

Yz >YT Vz e Z

?

s Teorema de la alternativia para matrices
Dado A una matriz m x n. Exactamente mno de los siguieutes enuncia-
dos es verdadera:
(1) Existeuny € R"y z € R™con (y,z,> 0, (y,2) # 0y A-y+2z =10

(2) Existeuwn s c R con z >0yxz-A>0

16
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(x) Para vectores x = (Z1, ... %), ¥ = (11, ... yn) € R”

T
r-y= zﬂﬂzyb
i=1

Denota el producto interno de z y y

1.2.3.

Algunos teoremas de punto fijo/l

Dado Z CE" es un conjunto no vacio compaclo v convexo, sea

[ Z — Z una funcidn continua, un pnnto x* € Z es un punto fijo de f s

fat) =

» Teorema de punto fijo de Brouwer

Dado 7 C R™ es an conjunlo no vacio compaclo y convexo y dado

[ Z —— Z es una funcién continua, entonces f tiene un punto fijo.

Una generalizacién del teorema anterior es el Teorema de punto fijo de

KAKUTANL

£(x)

puaios filos Y
def e !
N
3
Vo Y
—

Figura 1.3: Punto fijo para una funcion

17
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Figura 1.4: Punto fijo para una correspondencia

s Teorema de punto fijo de Kakutani
Dado Z < R compacto y colvexo, no vacio y dado f: Z —— Z es
sobre-semi continua y valor-convexo correspondiente . Entonces f tiene

un punto fijo.

13



Capitulo 2:

Juegos Finitos

2.1. Juegos finitos de suma cero para dos per-
sonas

Este capitulo trata juegos con dos jugadores en donde cada jugador elige
de estrategias puras finitas o aleatorias enfre estas, y la suma de los pagos o
pagos esperados es siempre igual a cero.
En la seccién 2.1.1, las definiciones vy teorfas basicas son discutidas. Fn la
seccion 2.1.2 se muestra como resolver juegos de 2 X 2, 2 x m, m x 2 y juegos
amplios por eliminacién de estrategias estrictamente dominada.
Por iltimo en la seccidn 2.1.3 se estudia los juegos finitos de suma cero para
dos personas-juegos matriciales-méas rigurosamente. En particular s prueba
el Teorema del MINIMAX de Von Neumann, que nos garantiza que en todo
Juego matricial A el pago que al menos recibitéd el jugador 1 es igual al pago

que a lo mas el jugador 2 pagara.
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CAPITULG 2 JUEGOS FINITGS

2.1.1. Definiciones y teoria bdsica

Los datos de wn juego finito de suma cero para dos personas puede ser
resumida en una matriz, donde el juego es normalmente Hamado un “Juego

matricial” .

DEFINICION 2.1. (JUEGO MATRICIAL). Un juego matricial es una
matriz A de m X n nidmeros reales, donde € nidmero de filas m y el ndmero

de columnas n son enferos mayores ¢ igual que 1.

Una estrategia (mixta) del jugador 1 es una distribucion de probabilidad

p sobre las filas de A, es decir, mn elemento del conjunto

e

Am:{p:(plaaprn) ERm/ZpL :13?;1 EO’\V/’B '—'—'1,,?‘3’2,}

i1
Una estrategia (mixta) del jugador 2 es una distribucion de probabilidad ¢

sobre las colummnas de A, es decir, un elemento del conjunto

T

A'={g=(q,....q) CR*/D g=1¢ >0 =1,..,n}
=1

Una estrategia p del jugador 1 es Hamada pura si hay alguna fila i con g = 1.
Esta estrategia es también denotada por !, ¢ 8 una estrategia del jugador
2 es llamada pura, s en alguna columna j con g; = 1. Esta estrategia es
denotada por e’.

La interpretacidén de un juego matricial A es:

Si el jugador 1 juega la fila 4 (ic. la estrategia pura ¢') y el mgador 2 la
colimna j (ie. la estrategia pura ef), entonces o jugador 1 recibe un pago
de a;; v el jugador 2 paga a;; (y de esta manera recibe —a; i), donde a;; e €
nimero en la fila ¢ y columna 7 de la matriz A.

Si el jugador 1 juega la estrategia * p y el jugador 2 juega la estrategia q, el

IObserve que aqui, por “estrategia™se entenderd estrategias mixtas, para diferenciarlas

de Ias estrategias puras.
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jugador 1 recibe e pago esperado 2

pAG=Y" puge; 5|

i=1 j=1
v e jugador 2 recibe —p A g.
Para solucionar juegos matriciales, los conceptos de estrategias méaximin y

minimax son importantes.

DEFINICION 2.2. {Estrategias MAXIMIN y MINIMAX)
Una estrafegia p es une estrategia mdzimin del jugador 1 en juego matricial
A si:

min{p A q/g € A"} > min{p’ Aqg/g € A"}, V' € AT

Una esfrategia q es una estrategio minimaz del jugador 2 en un juego motri-

cial A si:
maz{p Ag/p € A"} <maz{p Ad/pe A"}, V4 e A?

Una estrategia maximin del jugador 1 maximiza el minimo (con respecto
a las estrategias del jugacor 2) pago del jugador 1, v una estrategia minimaz<
del jugador 2 minimiza el maximo {con respecto a las estrategias del jugador
1) que el jugador 2 tiene que pagar al jugador 1.
Para probar si una estrategia p del jugador 1 e una estrategia maximin es
suficiente probar que la primera inecuacion en la definicién 2.2 cumple con
eh para todo 5 =1,...,7n en lugar de para todo g € A™ Esto es referido en
la seccion 2.1.3.
Para probar si una estrategia es maximin (minimax} es suficiente considerar
sti desempefio contra toda estrategia pura ie, columna (fila).

;Por qué nos interesa tales estrategias?

*p A g puede ter expresado por g7 A q 6 p A ¢ matrices
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CAPITULO 2. JUEGOS FINITOS

A primers vista, tales estrategias parecen expresar un comportamiento con-
servativa o pesimista, la actitud en €l escenario del caso-peor, la razdn para
considerar estrategias maximin / minimaz< es probado por NEWMAN,

VON NEUMAN mostré # que para todo juego matricial A, tiene un ndmero

reai v = v(A), con las siguientes propiedades:

1. Una estrategia p del jugador 1 garantiza tm pago de al menos v para el
jugador 1.(i.e, pAg>v , Vg, de esirategias para el jugador 2) s y

solamente s p es una estrategia maximin.

2. Una estrategia g del jugador 2 garantiza un pago de a lo mas v para
el jugador 2 al jugador 1. (i.e, p A ¢ < v, para toda estrategia p del

jugador 1) & y solamente si ¢ es una estrategia minimax.

donde, el jugador 1 puede obtener nn pago de a lo menos v pero jugando
una estrategia méximin y el jugador 2 puede garantizar un pago de no mds
que v donde asegura un pago de al menos —v, pero jugando una estrategia
minirnaz ¢

Por estas razones, e nimero v = v(A4) se llama el valor del juego A v las
estrategias méximin y minimax se llaman estrategias dptimas para los juga-
dores 1 v 2, respectivamente.

Por lo tanto desarrollar el juego A consta determinar las estrategias optimas
y €l valor del juego.

En la batalla del mar Bismark, la estrategia pura N de ambos jugadores
garantiza la misma cantidad de 2. Por lo tanto, es el valor del juego y N es
la. estrategia Optima para ambos jugadores.

El andlisis del juego es facil cuando este tiene un “punto silla”, a saber la

posicién (1, 1} con a;; = 2.

fa demostracion de Von Newman se vers en la seccion 2.1.3
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DEFINICION 2.3. (Punto silla)

Una posicion (4, j) en un juego matricial A es un punto silla si:
i zakj szl,,m Yy aijS(L,gk Vkml,...,n
i.e, i a;; es mdzimal en su columna j y minimo en su fila i.

Si (4,7) es in pumnto silla, entonces el jugador 1 puede garantizar nn pago
de al menos a;; pero jugando la estrategia pura, fila i, donde a;; es minimo_
en su fila <.

Similarmente, e jugador 2 puede garantizar un pago de al menos —a;; pero
strategia pura, columna j, donde a;; es el valor del juego matricial
A w(A) = a5 ¢ es una estrategia optimal {wdximin) del jugador 1y el es

una estrategia optimal (minima:«<) del jugador 2.

2.1.2. Resolviendo juegos

En esta seccién se desarrolla juegos matriciales donde a lo menos 1mo
de los jugadores tiene dos estrateglas puras. Se muestra como la idea de

dominacién estricta sirve de ayuda para resolver juegos matriciales.

Juegos de matriz 2 x 2

En este tipo de juegos se msa la teoria de matrices para determinar las
estrategias éptimas. Iste es un juego en el cunal cada jugador sélo tiene la
posibilidad de hacer dos jugadas*. En este caso, la matriz de pagos es una

Matriz 2 X 2

11 @12

./4:

gy oz

#las estrategias puras son también llamadas jugadas
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se pracede de la siguiente manera:

Si el juego matricial A tiene un punto silla, se puede determinar las estrategias

Optimas de los jugadores, st por el contrario este juego no tuviera punto silla,

Se calcula primero el pago esperado para dos estrategias arbitrarias p y g,

nA g

pAq =
pAg =

pAg =

pAg =

pAgq

e

Sea p = (p1,p2) ¥ ¢ = (g1, g2}

2 2
Do D oDidig

=1 4=1
2
Sooilgr - + e - aia)

migr-an +9z-a12) F et - am + @2

g1-a1) t g2 a2

g1 - O21 + G2 - axg

11 @312 d1
{Pl P2 ]

(231 29 g2

pAg=p Ag=pAq

pAg

luego de (2.1) se obtiene:

Qi1 Q12
[ Pr P2 }

g1 (a2

gy - a1y T gy
[ JZEI O }

g1 Gz T g2

Comopm +m=1yvqg +g =1 (%)

: 022)

(2.1)

pAg=a1.p1-q1 + G12-P1-G2 + G2 Pa-q1 F apaPoGa- - (¥1)

pueden sustituirse py = 1 —py ¥ ga = 1 — ¢ en (), obteniéndose

p Ag—=anprg +a2p(l —q) Faa(l —pilg Fas(l —pi)ll —aq)
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reordenando los términos de la ecuacion se llega a:
p A q=[{a11 +ax — a2 —a21)p1 — (a2 — az gy + (a12 — az2)p1 +agz - - - (%3)

Examinando el coeficiente del término en ¢ de (x3) se ve que, se se hace:

\ oz — Qa1

*

po=p = s ()
a1y + ey — Qi — O

ese coefliciente es cero y la ecuacién (#3) se reduce a

; (11.0ag — Q12021
3k
p'Ag= <o (%)
@11 + Qo — Q12 — {21

la ecnacion (#5) es mdependiente de g, si el jugador 1 escoge la estrategia
determinada por p}, el jugador 2 no puede variar €l pago esperado cambiando
a1 estrategia.

De forma andloga, se demuestra que si el jugador 2 escoge la estrategia :

@ q* gz — (i3 (* )
— coe (g
ai1 -F Gog — Q12 — 41

con la sustitucidn en {*3), se obtiene:

ayyaa — 0oy L ( )

*
pAG =
1 + gz — dig — Gz

las ecuaciones (x7) y (#5) demuestran que

a11.0Gag — d124921

* *

prAg= =pAq
111 + g — G492 — a9y

se tiene que:

p*Aq* o 11 gz — Q12831
aj; Qe — Q2 T ax

prAg=p Ag =pAqg
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para todas las estrategias p y q. Por consiguiente por el Teorema de MINI-
MAX de VON NEWMAN, se tendrd que las estrategias determinadas por
lag ecuaciones (x4) y (*ﬁ) son Optimas Tespectivamente, para los jugadores 1
¥y 2

Lo auterior se resume en el siguiente Teorema, en el que los valores corres-

popndientes a p; v g5 s caleula por medio de la ecuacion (#2).

TEOREMA 2.1. Las estrategias optimas para los jugadores 1y 2 en un

Jucgo matricial 2 X 2 que no tiene punto silla, son

p* — l: 0923 —021 211 —a13 }

e11+ax—ai2-a21 a3 +a23—010—021

q =
52 Ml

N <1 - B
* o apage oy
ajp Fasn—anp—e] J

y el valor del juego es:

Oq3Gay — Q1203

=
11 + 2z — Q12 — 21

Juegos 2 xn

Considerando el siguiente juego 2 x 4

e & e ¢
m 2 4 1
A=
2 10 8 12

Se tiene etiquetadas las colummas, i.e., las estrategias puras del jugador 2
bajo referencia.
Dado p = (p, 1 — p} es una estrategia arbitraria del jugador 1.

Los pagos esperados del jugador 1, sl e jugador 2 juega una estrategia pura
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es ignal a
pAel = Wp+2.(0—-p) = B8Bpt?2
pAe? = 2p+10(1 —p) = 10-8p
pAe? = 4p+8(1—p = 8—4.p
pAel = pt+12(1—p = 12-1lp

(iraficamente estas cuatro funciones lineales de p en un diagrama:

12;, 112
L et
10 \ 410
'\@F ~ e ’

27
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En este diagrama los valores de p son graficados en e eje horizontal y las
cuatro lineas grafica los pagos del jugador 1 & el jugador 2 juega une de sus
cnatro estrategias puras, respectivamente.

Observe que para todo 8 < p < 1 el pago minimo que el jugador 1 puede
obtener es dado por la curva gruesa negra en el diagrama.

]

2. ¢3¢

Para algin £, una combinacién (g1,Gz2,73,94) de los puntos en e
con primera coordenada p. Claramente en la curva negra se obtiene el valor
maximal para p = p* = %, y el valor maximal es 6. Donde, s tiene establecido-

que el Jugador 1 tiene una nica estrategia dptima (maximin), correctamente
.1 .
p' = (~2~, w2~) y el valor del juego v(A) =6

;Cudles son las estrategias éptimas o minimax del jugador 27

De la teoria de la seccidn previa se conoce gue una estrategia minimax
g = (q1, g2, g3, q4) del jugador garantiza al jugador 2 tener que pagar a lo
mais el valor del juego. Del diagrama es claro que g = 0, sino el pago el
jugador 1 es més amplio que 6 si el jugador 1 juega ( %, _—é-), y de esta manera
g no puede ser Una estrategia minimax.

Donde una estrategia minimax tiene la forma {q: gs, g3 0}, del diagrama di-
Temos que es una combinacién de las tres lineas asociadas con el e? v ¥ que
pasa alrededor del punto (1, 6) donde todas las tres lineales asociadas pasan
por este punto. Ademds, para ningtn valor de p esta linea excede el valor 6,
de a lo mas 6 por el jugador 2.

Conserventemente esta linea tiene que ser horizontal.

Se observa para los nlmeros

a1, 92, B 2 0 tal e
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2 + 100z + 83 = 6 --- (punto linal jzquierda es (0, 6))
10, +2g2 + 493 = 6 --- (punto final derecha es (1, 6))
g:+gotgs = 1 (g es vector probabilidad)

Fste sistema de ecuaciones es facilmente reducido® a las dos ecuaciones:

S —g = 1
q1+qetqgs = 1

. s . . . 1 . 1
la primera ecuacién implica que si ¢ = 3, entonces g = 0y si ¢ = 3 enton-

cesqz::%

La linea negra son los valores pedidos.

%T

| /

%

172 1

Figura 2.2

Claramente ¢; g no puede ser amplio donde entonces su suma excede a

5Para la instancia por sustitucién. En realidad uwna de las dos primeras ecuaciones
pueden ser omitidas para encontrar que la combinacion de las tres lineas pasen por (%, &)

y dos puntos son suflcientes para determinada.
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1. Donde el conjunto de estrategias dptimas del jugador 2 es:

1 1
{q = (q1,92,93.94) € R“/g <q < 502 = 3 — 1,94 =0}

Juegos m x 2

Fl método de solucién para resolver juegos m X 2 es andlogo.

El siguiente ejemplo:

e 10 2

e 2 10
A - %

e 4 8

et 1 12

Dado g = {g 1 — ¢} s una estrategia arbitraria del jugador 2. Ademds s
hard un diagrama en donde ahora los valores de g se ponen en el eje horizontal,
v las lineas rectas indicadas por ¢, para i = 1, 2, 3, 4; son los pagos esperados
del jugador 1 asociado con sus cuatro estrategias puras {filas} como funciones

de g.

Fas ecuaciones de estas lineas son dadas por

el Adg = 1g+2(1—q = 8qg+2
“Ag = 29+10.(1 —q) = 10— 8¢
e2Ag = 49+8(1 ¢ = 8-4q
etAdg = g+12(1—¢ = 12-—11g

Resultan €l diagrama:
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12 12
11 \ o 11
10 \ ~ 10
9 < 9
8 8
ol u
B =
5 5
4 4
3 < 3
2 2
1 1

. 10

q Ty 1

Figura 2.3

Observe que el maximo pagoe que el jugador 2 tiene que dar 118/19. aho-

ra es localizado sobre Ja linea negra. El minimo es alcanzado en ¢ punto de

interseccién de €' y e en el diagrama, cuando tiene coordenadas (%—g, —1%)‘
Donde el valor del juego es 418 y la dnica estrategia dptima (minimax) del
)

jugador 2 e ¢* = (%%1 2.

Para las estrategias dptimas o estrategias p = (py, po, p3,p4) del jugador 1, se
signe del diagrama que p, = py = 0, de ofra mancra para q = —%g el valor 11%3)
del juego no es encontrado, asi que p no es estralegia maximin.

As{ como nosotros observamos para una combinacién de ¢! con €', la cual

A8

serd mayor que =3

para todo g, donde este tiene que ser igual a 111% para.
todo ¢.

Resumiendo este argumento,
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opL+ 2py = G
WOp +p = “]—'Ilga
Mmoot = 1

v resolviendo estas ecuaciones obtendremos una solucidn finica.

1l 8

Pl:l—g N P4=E

Por consiguiente la estrategia éptima del jugador 1 es (%, 0,0, —1%)

Dominacién Estricta

La idea de dominacion estricta se usa para eliminar estrategias puras
antes del analisis grafico de un juego matricial.

Considerar el juego:

10 2 & 1
2 10 8 12

A=

Se considera una estrategia (e, 1 — o, 0,0) del jugador 2.
El pago esperado de esta estrategia del jugador 2 al jugador 1 es 8a 4+ 2 s el
jugador 1 juega Ia primera fila v 10 — 8« si el jugador 1 juega la segunda fila.
Para alglin valor § < a < g, el primer nimero es menor que 5 y €l segundo
nimero es menor que 8. Donde esta estrategia es estrictamente mejor que
jugando su estrategia pura ¢ por ningin motivo le convendria jugar e®. Pero
entonces, para una estrategia q = (g1, g2, g3, qa) del jugador 2 con gz > 0, el
pago esperado al jugador 2 puede llegar a ser estrictamente grande (su pago
al jugador q es estrictamente pequeno) pero transfiriendo la probabilidad g
a la primera y segunda estrategia pura en alguna proporcién favorable a |

ie. pero jugando (g + ags, ¢ + (1 — a)gs, 0, ¢a) para algin % < < g, en
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lugar de ¢

Donde, en una estrategia optima {(minimax) se tiene que gz = O.

Esto implica que, para desarrollar el juego, se puede comenzar por eliminar
la. tercera columna de la matriz. El valor del jnego es siempre 6, y el jugador
1 siempre tiene una Unica estrategia dptima p* = (3, %), y el jugador 2 ahora
también tiene 1ma tinica estrategia Optima, a saber donde ¢ = 0, donde &
la. estrategia, (%,%,U,O).

En general las estrategias puras estrictamentes dominadas en un juego ma-
fricial no son jugados con probabilidad positiva es una estrategia dptima v
puede por lo tanto ser eliminado antes de desarrollar el juego. Usualmente,
esta idea puede ser usada para desarrollar juegos matriciales en donde cada
jugador tiene mas que dos estrategias puras {m, n > 2).

Ademds, la idea es aplicada iterativamente, después de eliminar a todas las

estrategias puras estrictamente dominadas.

DEFINICION 2.4. (Dominacidén estricta)

Dado A wn juego mafricial m x n y 1 una fila, lo estrategia pura € es esfric-
tamente dominada si hay una estrategio p = (py, ..., pm) € & con p; =0
tal que pAe’ > et Aed para todo §=1,... n.

Dado § una colwmma, la estrategia pura ¢ es estrictamente dominada si

ahi hay una estrategia q = (g1, Gz, ..., Gn) € A" con ¢ = 0 tal que:
dAg <eded Yi=1...,m

Ejemplo 2.1. Considerar el siguiente juego matricial 3 x 3.
60 2
A= 0514

321}
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Para ¢l jugador 1, la tercera estrategia pura e’ cs estrictamente dominada

pot la estrategia p — (- 0}, donde p A = (3%, 2% 26) tiene estrictamente

1, 5
todas las coordenadas mayores que 4 = (3,2, 1).

Donde, en una estrategia Optima del jugador 1 pondremos la probabilidad
cero ent la tercera fila. Eliminando a esta fila resultarfa la matriz.

6 0 2

6 5 4

B =

Ahora, la tercera estrategia del jugador 2 (83) es estrictamente dominada
por la estrategia ¢ =(4,3,0), donde B ¢ = (£,32), donde tiene todas las
coordenadas son estrictamente menores que B €® = (2, 4},

Donde en una estrategia Optima para el jugador 2, pondremos probabilidad
cero en la tercera columuna.

Eliminando a esta columna resulta la matriz:

6 0
0 5

C=

Este es un jnego matricial 2 x 2, donde puede ser desarrollado por el teorema
{2.1) de la seccidén {2.1.2).

Aplicando el teorema mencionado, el juego matricial no tiene puntos sillas.

Luegor
ap =06 , a2=0 , ay=0 , an=>5
[ 3
p*' — 32 —aa] ajj -39
a3l +agy—aia—ee: ' o130 —012—02]
T 50 6-0
b (r+5—{3—0’ r+5—0—0)
po= (S 7, -11) Estrategia 6ptima del jugador 1
u
* — Q02— 012 G131 -%01
q a11+a2—0812—a63]7 411+a23—013—a72]
¥ —(
g = (G+o 00 6+5 00
g = (&,2) Estrategia optima del jugador 2
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Y el valor del juego es:

(11222 — Gadag
aq + a2 — a1g — a2y

Reemplazando:
_ 65-00 30
TTer5-0-0 11
30 .
V=1 El valor del juego.

En el juego original las esirategias ptimas son (2, <" 0) para el jugador 1

y (% 1—61, 0) para el jugador 2.

TR

2.1.3. FEl teorema del Minimax

En esta seccidén se estudia juegos finitos para dos personas Suma cero-
juegos matriciales-mas rigurosamente, que se ha visto en la seccion 2.1.1.
Haciendo uso de estas definiciones se prueba el Teorema de Von Newman del

Minimaze.
Dado A un juego matricial 7 X n. Para nna estrategia p € A™ del jugador

Bs facil ver que 11{33111 , pAel, donde pAg es combinacién convexa de los
il

nimeros pAel.

En el juego matricial A el jugador 1 puede garantizar un pago de al menos

vi(4) = ;gggf?h(p)

Similarmente, para una estrategia ¢ € A® del jugador 2, daremos

2 — maxpAg = maix €'A
2(q) mixpAg = mix e'Ag
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entonces el jugador 2 puede garantizar un pago de a lo més
A} = mi :
va(4) = min va(g)

Intuitivamente, el jugador 1 no puede garantizar de obtener méas que € ju-

gador 2 puede garantizar su pago méaximo.

Lemna 2.1. Para un juego matricial A de m < n.

v A) < va(A)

TEOREMA 2.2. (Teorema de Minimax) Para un juego matricial A de
e X 13

v (A} = vl A)

Demaostracion. Supdngase que A es un juego matricial mn x n. Entonces (1)

0 (2) en el Teorema Alternativo para matrices tiene que cumplir:

» Primero, supongamos que (1} cumple

Jy e R zeR%con (y,2) >0, (y,2) #0y Ay+ 2=0
Este no puede ser que y =0 = 2z=0 (=<

Donde:

Zyk:ﬂ)
k=1

Definamos g € A™ por ¢; = =%~ Yj=1,...,n

k=1
DUk
k=1
Donde vs(q) <0, y por consigniente
vg{A) <0
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= Supongamos que (2) cumple

ZmeR"con x>0y XA

Definamos p € A™, por p = % == 1 (p) > 0 y por consiguiente
2o
=1

(A} >0

Nosotros concluimos que, para algin juego matricial A, no es posibie

tener

vy (A) <0 < va(A)

fijemos algim juego matricial 4, y supongamos que v{5) < v2(3). Se
encuentra una contradiccién.
Dado A un juego matricial produciendose por sustraccién de los nime-

rog vy () de todas las encontradas de g,

Enfonces,

vi{d) =) —vi(8) =0
Y

va(A) = v B) —vi(B) >0
Donde:

v (A) <0 < vyA) (=)

2.2. Juegos finitos de suma no-cero para dos

personas

Hste capitulo considera juegos con dos jugadores donde cada jugador elige

estrateglas puras finitas o aleatoriamente entre estas estrategias.
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Fn contraste al capitulo 2.1, que no es requerible que la suma de los pagos
de log jugadores sea cero (0 equivalentemente constante).

Esto se tiene en cuenta para muchas clases de juegos, incluyendo muchos
juegos relevantes de economia u otras aplicaciones. Conocidos ejemplos son
los “Dilema del Prisionero” y la “Batalla de los sexos”.

Fn la seccién 2.2.1, se introduce el modelo v concepto de “Equilibrio de
Nash”.

Seccidn 2.2.2 se muestra como calcular el equilibrio de Nash en estrategias -
plras pard tn jitego arbitrario; todos los equilibrios de Nash en juegos don-
de ambos jugadores tienen exactamente dos estrategias puras, ademas del
método de la extension grafica para log Juegos matriciales 3 x 2y 2 x 3y
como usar el concepto de Dominacion estricta para facilitar €l cdlculo de los

equilibrios de Nash y calcular €l equilibrio también de juegos amplios.

2.2.1. Definiciones y Teoria bdsica

Los datos de un juego finito para dos personas pueden ser resumidos por
dos mafrices. Normalmente, estas matrices son escritas en una matriz con
dog nimeros en cada posicion.

Dichos juegos son a menudo llamados “Juegos Bimatriciales”la definicion

formal es como sigue:

DEFINICION 2.5. {Juego Bimatricial) Un juego Bimatricial es un por
de matrices m x n (A, B), donde m y n son enteros mayores que o igucl que

i.

La interpretacion como tal de un juego bimatricial {A, B} es que, s el
jugador 1 (el jugador fila) juega la fila 7 y €l jugador 2 (jugador columna)

juega la columna j, entonces el jugador 1 recibe nn pago ay v €l jugador 2
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recibe b@} donde estos niimeros son las correspondientes entradas de A v B
Tespectivamente.

Deliniciones v notaciones para estrategias puras y mixtas, conjunto de estra-
fegias y pago esperado es similar esto a juegos matriciales.

Una estrategia (mixta) del jugador 1, es una distribucidén de probabilidad p

sobre las filas de A, i.e. Un elemento del conjunto.
m

Am‘: {p:(plapf&:"')pm) ER?H / Zj’%ﬂl 3 y2) ?WOaV@ :11“‘17)1}
— :

Similarmente,
Una estrategia (mixta) del jugador 2, es una disiribucién de probabilidad g
sobre las columnas de A, i.e. Un elemento del conjunto.
"
A" =g = (g1,q92, - .- ,qn) CR* / qu =1, ¢ >0Vj=1..n}
=1
Una estrategia p del jugador 1 es llamada PURA & ahi hay una fila ¢ con
pi=1.
Ista estrategia se denota por €.
Una estrategia g del jugador 2 es llamada pura si ahi hay una columna j con
q; = 1.Esta estrategia se denota por ef.
Si el jugador 1, juega la estrategia p v el jugador 2 la estrategia ¢ entonces
el pago esperado para el jugador 1.

poA g= ) pa

il =1

v el pago para el jugador 2, es el pago esperado

p B og=)" phiju;

i=) =l

Como mencionamos, los enteros de A y B son normalmente agrupados en

comin en una matriz, pero expresa el par (a,;, bij) en la posicion {4, 7) de la
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malriz.

La parte central de la Teorfa de Juegos no-cooperativos es la idea de mejor
respuesta. Hs decir, que un jugador racional egoistamente siempre ma:dmize
Sl pago eéperado, dando su conocimiento o conjetura sobre las estrategias

elegidas por € otro jugador.

DEFINICION 2.6. (Mejor Respuesta) Una estrategia p del jugador
1 es una mejor respueste para una estrategia q del jugador 2 en un juego

bimatricial m x n (A, B) si
pAg>yp Ag , Y €A™
Similarmente g es una mejor respuesta del jugador £ para p si
pBg>pBqg' |, Y cA"

En un “Equilibrio de Nash”, cada estrategia del jugador es una mejor

respuesta para la otra estrategia del jugador.

DEFINICION 2.7, { Equilibrio de Nash) Un par de estrotegias (p*, ¢*),

en um juego bimatricial (A, B} es un FEguilibrio de Nash. Sip° es una mejor

respuesta del jugador 1 pare ¢° y q° es una mejor respuesta del jugador 3

pare p.

Un equilibrio de Nash es llamada pura si ambos p* v ¢ son estrategias
puras.
El concepto de im Equilibrio de Nash puede ser extendido a bastantes juegos
arbitrarios, incluyendo juegos con un niimero arbitrario de jugadores, con-
juntos de estrategias y funciones de pago.
Para juegos finitos de dos personas, Nash probd que todo juego tiene 1m

Equilibrio de Nash en estrategias mixctas.
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2.2.2. Enconilrando Equilibrios de Nuash

Para encontrar todos los Equilibrios de Nash de un juego bimatricial ap-
bitrario es una tarea dificil.
Aqui se encuentra todos los eguilibrios de Nash en estrategias puras de un
jiego arbifrario bimatricial y mostraremos como se encuentra todos los equi-
librios de Nash en juegos 2 X 2, 2 x 3 y 3 x 2 graficamente.
Para juegos amplios, soluciones graficas son impracticables o verdaderamente

imposibles.

Equilibrio de Nash Pura

Para hallar los equilibrios de Nash pura en un juego bimatricial, uno
puede primero determinar las mejores respuestas puras del jugador 2 para
toda estrategia pura del jugador 1, v siguiente determinaremos las mejores
respuestas puras del jugador 1, para toda estrategia pura del jugador 2.
Estos pares de estrategias puras que son comin mejor respuesta son los
Fquilibrios de Nash Pura del juego. '

Para ilustrar el método, consideremos el juego bimatricial.

w &£ u =
T {22 40 1,1 32
M|03 1,5 44 3.4
B\20 21 51 1,0

Primero, se determina las mejores respuestas puras del jugador 2 para to-

da. estrategia pura del jugador 1, indicado por las estrellas en los enteros
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correspondientes. Fsto guedara:

w @ Y z
T {29 40 1,1 3,2*
M| 6,3 15 44 34
B \2,0 21* B 1* 1,0}
lo signiente, se determina las mejores respuestas puras del jugador 1 para
todas las estrategias puras del jugador 2, ademads la indicamos por las estrellas _

en los enteros correspondientes. Fsto nos da:

w z 1 z
T {22 4*0 1,1 352
M| 0,3 1,5 44 3%4
B 120 21 5,1 1,0

fiscribiendo los dos resultados juntos obtendremos:

w z Yy z

T o9 4%0 1,1 352

Ml 03 L5 44 34

B \ 2*0 2,1 551 1,0 )
Se concluye que el juego tiene tres Fquilibrios de Nash en estrategias puras,
correctamente (T'w), (T,z) v (B,y).
En notacién de estrategias mixtas, estos son los pares (¢!, e'), (1, et} y (&7, e%)
respectivamente. En notacion mas extensiva:
((1,0,0),(1,0,0,0)); ((1,0,0),{0,0,0,1)) y ((1, 0, 0), (0,0, 1, 0)), respectivamen-
te.
Estrictkamente hablando, uno debe también considerar mejores respuestas
mixtas a una estrategia pura en orden a establecer & su estrategia pura pue-

de encontrarse en un Equilibrio de Nash, pero ello no es dificil ver que una
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mejor respuesta mixta es una combinacion de mejores respuestas puras, v de
esta manera, puede nunca a llevar a 'm pago mayor.

Para instancia en el ejemplo anlerior, una estrategia de la forma (¢, 0, 0, 1—q))
jngado en contra de 7', produciriamos al jugador 2 un pago de 2 (= 2¢+2(1—
g)) v es por consiguiente una mejor respuesta, pero no produce un pago ma-
yor que w o Z.

Sin embargo, se puede probar que todos los pares de estrategias de la forma.
(T, {g,0,0,1—¢q)) {0< g <1) son Equilibrios de Nash en este juego.

Hl par de pago (4,4), resultando de (M,y) es mejor para ambos jugadores
que el pago equilibrio (2, 2), resultando de (T w).

Juegos 2 x 2

La mejor forma para demostrar el método de solucion grafica para juegos
2 x 2 es por medio de un eemplo.

Se considera el juego bimatricial:

I R

_ {22 01
(A.B) =

B\11 33

Observe gue este juego tiene dos Kquilibrios de Nash se determinard las
mejores respuestas: de ambos jugadores.

Primero, consideremos la estrategia (¢, 1—g) del jugador 2, la mejor respuesta
del jugador 1 a esta estrategia es T o equivalente (1,0), s el pago esperado
de jugar T es mayor que €l pago esperado de jugar B, donde entonces es
también mayor que €l pago esperado de jugar una combinacién (p, 1 — p) de

Ty .
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Donde, la mejor respuesta es T si de esta forma
2g+0(1—-9q9) > 1lg+301—gq
dg > 3

q >

[LIPEN

Similarmente, se encuentra que B es la mejor respuesta si g < % vaue Dy

. . . - - 3

Tson mejores respuestas si g = 3

En el dltimo caso, donde T' v B muestra el mismo pago al jngador 1 en contra
de (g, 1 —q), es que (p,1 — p) es una mejor respuesta.

Resumiendo, st se denota el conjunto de mejores tespuestas del jugador 1 en

contra de (¢, 1 —q) por B:(q, 1 —q), se tiene:

{1, 0)} s 3<g<l
Blgl-g=4¢ {(p1-p/0<p<1} s g=3
(0. 1)} s 0<q<]

Por argumentos andlogos, se encuentra que para una estrategia (p, | — p) las

mejores respuestas Jo(p, 1 — p) del jugador 2 e dado por:

{(1,0)} i §<p<l
Bapl-p) =19 {(g,1-¢)/0<q<1} s p=3
{0, 1)} s 0<p<i

Por definicién, los equilibrios de Nash del juego es la combinacidon de las

estrategias (p*,¢"), dondep® € £1(¢") v ¢ € Lh(p").

i.e. los puntos de interseccién de las funciones mejores respuestas en fi(g, 1—

q) vy Balp, 1 —p).

Una forma conveniente para encontrar estos puntos es dibujando las graficas

de filg, 1 —q) v Balp, 1 —p).

Nosotros, pondremos p en el eje horizontal y g en el eje vertical y se obfiene
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el siguiente diagrama.

"

=g

P

Figura 2.4

Ia curva sélida negra es la funciin de mejor respuesta del jugador 1y la
otra curva es la funcién de la mejor respuesta del jugador 2; los tres puntos

indican los tres equilibrios de Nash del juego:

((1,0.),(1,0)),((%%),(2&)) v ((0,1),(0.1))

Juegos 2 x3 y 3 x2

Fn la seccién anterior se ha visto juegos bimatriciales 2 x 2 graficamente.
Abora se extiende este método para juegos 2% 3 v 3 x 2. Para juegos amplios
este llega a ser imposible o impracticable al usar este método gréfico.

Consideremos el juego bimatricial 2 x 3

2,1 1,0 .1
2.0 1.1 0.0

los equilibrios de Nash de este juego son elementos del conjunto A? x A¥ de
todas las posibles combinaciones estrategicas. Este conjunto es representado

en la figura 2.5
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Donde e jugador 2 elige 1n punto en el tridngulo con vértices e, € v ¢,

Figura 2.5: El conjunio A% x A?

mientras que €l jugador 1 elige un punto del segmento de linea horizontal con
vértices el y e
Para determinar en ordemn, se determina las mejores respuestas del jugador
1, notar que
Ag= 2n + g+ @
20 + @
Como

2 + @+ ¢
e Aqg = (1 0)
2q0 + @

(,’.1 Aq = 2{]1 +Q2‘5—QI3 +O.(2q1+q2)
e Ag = 2 +qatys

20 ¢+ @

2q1 4 g
e Aq 0201 + ¢ + g3) 1201 + g2)
e Ag = 20 g

€ Adg = (0 1)

i
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et Ag e Aq
2g1+ge+gs = 29+ @
g3 =0
Si gq > 0, tendrfamos que €' A g > & A g, por la cual € serfa la mejor
respuesta.
Resumiendo esto:

Bilg) = (e Sl 7t
{63

g =0
Hstas mejores respuestas estan representadas en la figura 2.6

S
e

Figura 2.6

Similarmente

n B

(pipz) Y

Como:

010

(P1P2P1)
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1
PBﬁ’l:[pl 2! Pl] 0| =h

0

0

0

0
PB€3:[271 P2 m] 0| =n

1

{mplica que:

{e*} s p <
Bulp) = 4 {A% S8 po=m

{gedd /=0 s pm>m

Estas mejores respuestas pueden ser representadas por la figura 2.7

~ ) y

(142,472 &

Figura 2.7
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En la figura 2.8, representa la interseccion de las dos mejores respuestas

v de esta manera, el conjunto de los Equilibrios de Nash.

K RERVED ¢

Figura 2.8

Dominacién Estricta

En general, para el objeto de encontrar los equilibrios de Nash, el tamano
del juego puede ser usualmente reducido por eliminar iterativamente estra-
tegiass estrictamente dominadas.

Nosotros observamos para ina estrategia estrictamente dominada de un ju-
gador, eliminando B fila o columna asoclada y continda este procedimiento
hasta que el juego quede pequeno y sin ninguna mas estrategia estrictamente
dominada.

En realidad, se muestra que niuguna estrategia pura que es eliminada por
¢l procedimiento anterior es siempre jugado can probabilidad positiva en un
Pquilibrio de Nash del juego original. De esta manera, ningtin Equilibrio de
Nash del juego original es eliminado, también ninglim equilibric de Nash es
agregacdo.

Para completar nosotros primero repetiremos la definicin de dominacion
estricta, formulada para un juego bimatricial y entonces presentaremos un

ejemplo.
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DEFINICION 2.8. (Dominacion estricta)
Sea (A, B) un juego bimatricial m X n y i una fila, lo estralegia pura € es
estrictamente dominada si esta es une estrategia
p = (py--Pm) € A" conp = 0 tal qgue p A & > & A e, para todo
i=1...,n.
Similarmente, dado 7 una columna, la estrategia pura ¢ es estrictamente
dominada si esta es una estrategio ¢ = (g1, Ga, ..., @) € A" con g; = 0 td
que:
e Bg>e A | Vi=1,...,m
Comnsideremos el siguiente juego bimafricial

wo % i z
T[22 21 22 00
M1 L0 41 24 1,5
B\04 31 3,0 3,3
Observe primero, que ninguna estrategia pura (fila) del jugador 1 es estricta-
mente dominada por ofra estrategia del jugador 1 y que ninguna estrategia
pura {colummna) del jugador 2 es estrictamente dominada por ofra estrategia
pura del jugador 2.
Donde z es estrictamente dominada por una estrategia de la forma
(7,0,1 g, 0) con %<q<%.
Donde x puede ser eliminado para obfener la mafriz
woy z
T 12,2 22 0,0
M1 1,0 24 1.5
B \04 3,0 3.3
En lo siguiente, observamos que este juego puede ser reducido por el jugador

1, la estrategia pura M es estrictamente dominada por una estrategia de la

o
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forma (p, 0,1 —p) con £ <p< 2.
Donde M puede ser eliminado para obtener
w oy z
T{22 2.2 00
£\04 30 3.3
Fste juego puede ser desarrollado usando el método grafico y obteniendo el

resultado en el siguiente diagrama, después de las operaciones efectuadas

2 2 q 2
Aq: =
g 3 1—q 3—2¢q
Luego:
PlAq=2 , GQAq=3m2q
— 3—37 = 2
g = 3
Resumiendo:
{e'} sioz<g<1
Bilg)=19 {(p1—p), 0<p<1} s g=3
{e?} s 0<g<s
2 2 1 —2p
4 0 2p
= 4—2p = 2p
4 = 4dp
p = 1
Resumiendo:
ﬁz(?)'—“ ]
{elt § 0<qg<1
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Graficando

13

0 0 1

Figura 2.9

2.2.3. Juegos Finitos

En la seccién 2.2.1, se estudidé juegos finitos para dos personas-juegos
bimatriciales, la presente seccidén se elabora um analisis mas riguroso de juegos
finitos | i.e. juegos con finitamente muchos jugadores a menudo dos.

En 2.2.3 s demmesira ¢l Teorema de la Existencia del Equilibrio de Nagh y

ademas la seccion 2.2.3 los juegos bimatriciales.
Existencia de Equilibrio de Nash
Un juego finito es 2n + 1 - upla
G = (N, 80,800 «o, Spy iy -« s fin)
donde:

» N={1... . n}, conneN, n> 1 e el conjunto de jugadores.
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s Vi N S el conjunto finito de estrategias puras del jugador 7.

n Vi eN, S =95 x...xs5, — R es la funcién pago del jugador 1,
es decir, para toda combinacién de estrategias puras (sq, g, ..., 5,) € R

es el pago del jugador 4.

Una estrafegia (mixta} del jugador 7 es una distribucion de probabifidad
sobre S,

Kl conjunto de estrategias (mixtas) del jugador i es denotado por A{S;).
Observe que, cuando se habla de una estrategia se quiere decir que es una
cstrategia mixta.

Dado (o1, ...,0,) € Asy) x ... x A(s,,) es una combinacién de estrategias.
El pago para el jugador i de esta combinacion de estrategias es definido como
su pago esperado. Con alglin abuso de notacidn este es también denotado por

jilo1, ..., 0y formalmente

wiloy, ..., on) = Z (H 0'1(*31)) ii(81, 82, ..., 5n)

(51,624..,80 S \iEN

Para una combinacién de estrategias ¢ y un jugador i € N nosotros denota-
mos por (o}, o_;) la combinacién de estrategias en donde el jugador i juega
a. € Als;) v cada jugador j # ¢ juega o,
Una mejor respuesta del jugador i a la combinacion de estrategias o_; de los
otros jugadores es una estrategia o; € A(s;) tal que (0., o)) = wlol, o-;
Voo € Alsy).
Un equilibrio de Nash de & es una combinacién de estrategiag o € ILenA{s;)
tal que para cada jugador i, o) es una mejor respuesta o* .
Denotaremos a la mejor respuesta del jugador i como una correspondencia
fi. Bsto es:

Bi s Wjew jralh(s5) — Alsi)
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asignadoe a cada combinacién de estrategias de los otros jugadores, el conjunto
de todas las mejores respuestas del jugador 4 .
Nash probd que todo juego finito tiene un equilibrio de Nash en estrategias

mirgass Formalmente;

TEOREMA 2.3. (Ewistencia de Equilibrio de Nash) Tods juego finito
G = (N,sy 89,00 Sp, 1, - ftn) tiene un Bquilibrio de Nash.

La demostracién de este Teorema se basa en e teorema de Punto fijo de

Kakutanl.

Demaostracion. Considerar la correspondencia;

B TIAs) — TIAGs)
iEN iEN
(01, ,00) > Blo1, ... 00) = [] Bder, 005 0igs, .., 00)
i

s |[ Als;) es compacto y convexo
€N
El producto cartesiano de conjuntos compactos y conve os es compacto

v cohllvexo, por eso es suficiente probar que tode A{s;), ¢ €N, cumple

con esas propiedades.

1. A{s;) es compacto

* A(s;) es cerrado

Tomando, a ={0,...,0) y r = 1, luego obtendremos
Als))=8la, ] ={z eR* / lz —a|,< 1}
Donde

|z — a|, = max{ |z — a1|,|z2 —aal, ..., |2n — anl}
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en nuestro caso
zly <1 (2| < 1,00, |z,] <1

Con esto hemos observado que Afs;) es una bola cerrada de
centro (0, ..., 0} y radio 1; por consiguiente toda bola cerrada

es conjunto cerrado, veamos, pues si

lzg| <r, VkE vy limz, =05

entonces (| = lfim |z <r = B <r

Sbe B0, .., 0), 1) = Alsy)

+x Als;) es acotado

Cuando Joe R | ¢ > 0 tal que:

|$|m <c, Vre A(qb)

Sea c=1 === |at, <1, Vo € Alsy)

des y{x+* Als;) es compacto.

2. Als;) es convexo
Se puede pensar de #;, como un vector asociado de probabilidades
ol §=1,2,... 5]
Alsyy={oi = (05,0,-..,00) [ o] 20, Vi=1,... ]s}
Un vector (s;).dimensional A(s;) tiene las siguientes propiedades:
a) ol >0, Vie{l,2,... |sil}

[3]

h Soi=1

%
=1
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Ahora se toma, dos estrategias mixtas

Of,;,ﬁi G/_\(Si) ¥ algﬁn,[]g)\ § 1

Ao+ (1= N = (Aag + (L= N)B, .- Aa) + (1= M)

es claro que:

dod +(1—=XNB{ >0,

También
Al _ IAGs)] ;
dod + (1 -XNgl = A ¥ ol + {1 -Np]
i=1 =i
= Al+{1-M)1
= A4+1-2A
= |

De esta manera Ao+ (1 — A)5; € Als;), por lo tanto A(s,9

» J(oq,...,0,) € no vacio y convexo

Cuando s; es finito y no vacio, Vi € N, la aplicacidn mejor respuesta,

GZ(JI:--an)
GG # B ypor botante Bloy, ..., 0,0 #9

Considerar, al jugador 7, dos estrategias mixdtas oy, & € Si(o) y tomar
0<Aa<l

Para mostrar que 3,(0) es convexo, se muestra que

PR

Ay + (l — /\)ﬁn@ = [Z&(O’)
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Notar que

O+ (1= Nfuo ) = 5 T oys)ms)

s€S =1

= S0as) + (100 1 oyfos)ants)

F=Liv

N
= )\;gai(si) T ossi).pas)

=i

N
1 =A) 3 Bids) TT oxlsy)uads)
85 3=1,5%#2
= Agi{oy, 0,—1) + (1 — A) (6, 0—1)

Sia; v 5 son ambos mejores respuestas a o—i, entonces tenemos que:

pilog, o—1) = ol o—i) | Val € Alsy)

!

pui(ﬁin O—m?’) 2 u‘i(o"ir O'-"E) s v O; e A(SZ‘)
De donde, sabiendo que it 1 Als;) X ... X As,) — R; se tendria que:

Mo, 0—1) = Ml o—i)
A Np(Bi,0-1) > 1 — Nulo], o—1)
— )\,ul(afl, O'*’i‘:) + (1 - A)‘U}i(ﬂz, O'““?:) = j]@(o’g, O'—?;) \ Yo—1i € A(Sz)

Por lo tanto:
(Ao + (1 — NGy, 0—i) = (o, o—1) , Yo—i € A{s;)

y por consiguiente es mejor respuesta para o—i, de la cual se concluye

que:

Blay, ... 00 es CONVEXO
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» La correspondencia 5 : [[ A(o,) — [] A{o;) es superiormente semicontinua
N i€N

Demostracicn por el absurdo

Tomaremos dos pares de suceciones de estrategia mixtas
(cF a8V — (o0,d), VE=1,2,...

Ademas 5% € B{o"), pero ¢* & B(o)
Donde 4 no es mejor respuesta a g. entonces, para algin i e N, 15; €
Als;) tal que:

14T, 74} > p(Fi, 0 i)

A causa de 0F—— o, y de esta manera ¢* ,— o, se puede encontrar
k suficientemente grande al tomar arbitrariamente a p;(5:, 0_;)-

e esta manera para suficientemente grande &
— _k “kk
(T3, 0%5) > il 67, 02

donde establece mma contradiccién, porque 6% es una mejor respuesta

1
ack (=)

De esta manera la correspondencia es upper-semicontinua.

Por el Teorema de Punto Fijo de Kakutani, se establece I existencia de un
punto fijo.
Por definicién de /4, un punto fijo es un Equilibrio de Nash de G. [l

Juegos Bimatriciales

Se da relaciones formales entre la estrategia pura y mixtas en equilibrios
de Nash, ademds de considerar un juego matricial como un espacio juego

bimastricial.
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v' ESTRATEGIAS PURAS Y MIXTAS

Dado (A, B) un juego bimatricial m x n.

Ei primer lema se refiere que para determinar que una esetrategia par
es Hqguilibrio de Nash es suficiente comparar el pago esperado de una

estrategia (mixta) con los pagos de estrategias puras.

Lema 2.2. Una combinacién de estrategias {p*,g") € A™ x A" es mn

Equilibrio de Nash de (A, B) sii

prAg > Agi=1,....m v p B¢ >p BdVi=1,....n

H

Demostracion. Por hipdtesis {p*, ¢*) es un Equilibrio de Nash.
e ¥ es mejor respuesta para ¢, es decir:

p* A q* 2 pf A q1i\vfpf E A’m.

En particular tomando p =¢é |, Vi =1,...,m
oA e Ay Vi=1,...

® ¢ es mejor respuesta para p*, es decir:

v Bq >q AdVy e A”

Tomando ¢ =¢ , Vi =1,...,n

p B¢ zp Bevi=1..,n
O

Fl siguiente lema nos dice que un jugador siempre tiene una mejor

respiiesta pira en contra a una estrategia del otro jugador.
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Lema 2.3. Dado p* € A" y ¢"A" Entonces hay wm : € {1, ... m}

con & € Bifq) ym j e {l,...,n} con & € Bap)
Demostracion. o Tomar ¢ tal que:
cdAgre Ag Yh=1...,m
Entonces claramente
dAg>p Ag VY e A
s € Blg)
e Tomar j tal que:
pBe >pBe® Ye=1..n
pBe >pBd Vi e
SeEfp)
0

DEFINICION 2.9. Dado (A,B) wn juego Bimatricial m x n yp €

A™ g€ A" Entonces
phlgy=fie{l,...,m} /¢ A.q:méxek Aqt
es el conjunto de mejores respuestas puras del jugador 1 a q.
pdp)={ic{l,....n} /pAe = mixp A kY

es €l conjunto de mejores respuestas puras del jugador £ a p.
Observe, que con dalgun ahuso de notacion, la estrategio pura de esla

de finicién son eliguetadas por el nimero de filn y columna.
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El portador C{p) de wna estralegia mizta p ¢ M, donde k € N, es el

conjunto de coordenadas que son positivas, es decir:
Clp)y={e{l,....k}|p>0

El siguiente formalizamos la observacion, correctamente que en una
mejor respuesta un jugador usa probabilidad positiva sii en estas estra-

teglas puras ma:zdmiza sl pago.

Lema 2.4. Dado {4, B} un juego bimatricial n xn , pe A"y g € A"

Entonces:
€ pilg) <= Clp) € pply)

p € folp) <= Clg) S pPup)
Corolario 2.1. Un par de estrategiass (p, ¢) es tn Equilibrio de Nash
en 1w jiego himatricial (A, B) sii Clp) C p 8ilg) y Clg) € p Balp)

Ejemplo 2.2. Counsidere el juego bimatricial

1,1 01 6,1 0,1
1.1 1,1 0,1 01
1,1 1,1 1.1 01
1,0 1,1 1,1 1,1

v las estrategias p =(O,%,%, %) yaq= (%1%107 0).

Donde:

] L

Ag= y pB:(ll 11)

\1)

p.ﬁl(q):{25314} ¥ pﬁ.2(p):{]a213:4}

p—
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Donde O(jﬂ} - {27374} Y C(Q) = {1? 2}

Nosotros tenemos C{p) C p Filg) v

Clg) Cp Badp)

Por el corolario implica que {p, ¢) es un Equilibrio de Nash.

JUEGOS MATRICIALES

Los juegos matriciales son también juegos bimatriciales, todo lo que se
conoce acerca de juegos bimatriciales es también verdadero para juegos
maftriciales.

Fn realidad, el Teorema Minimax (teorema 42)puede ser deriva-
do directamente del Teorema de la Existencia del Equilibrio de
Nash (teorema 5.1).

Ademds, cada equilibrio de Nash en wm juego matricial consiste de un
par de estrategias Optimas (mdximin v minimax), v donde cada par es
w Equilibric de Nash.

Todos estos factores son coleccionados en el siguiente Te crema; la nueva
contribucién de este teorema es la parte (2), la parte (1) es una forma

alternativa de probar « Teorema Minimax,
TEOREMA 2.4. Dado A un juego matricial m X n, entonces:

(1} vi(A) = va{4)
(2) Un par (phg") € A™ x A" es un FEquilibrio de Nash de (A,—A)
sii p* es una estrategia dptima del juagador 1 en A vy ¢ es una

estrategia dptima del jugador 2 en A

TEOREMA 2.5. Para un juego matricial A de m xn, vy (A) = va(A)
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Demostracion. (1) En vista del lema (2.1) es suficiente probar que
’Ul(A) 2 TJQ(A).
Eligiendo (5, 7) € A™ »x A™ es 1 equilibrio de Nash de {4, —A),

esto es posible por el teorema
pAGE P AT pAyg Ype AT ge A®
Esto implica gue:
m;ixp Ag<pAq , Yg

Donde
vo( Ay =minméxp Agd <pAg , Vg
¢

Asf que,
va(A) < minD A ¢ < méxming A g = v1(A4}
g » 4
va(A) < wuy(A)

(2) (==) Supongamos que (p*, ¢*) € A™ x A™ s un equilibrio de Nash

en (A,—A).
Entonces:
prAg = maxpAg
P
P AG = wigt) > mqin'uz(q) = w9 A)

AL = uA)

Si p*, no es Gptima, entonces p* A g < v(A), para algin

g € A7
Asi que, p* Aqg" <p" Ag<u(4), (==).

Similarmente ¢* es 6ptima.
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(<=) Supongamos que, p' y g" son estralegias optimas.

Donde,

pAg = wd) , ¥ pedA™ vy
7 Ag > vA) , V¥V qgeA”r

Si seguimos que p* y ¢ son en comuin mejores respuestas y

de esta manera, (p*, ¢*) es un equilibrio de Nash en (A4, —A).

i

b=

64



Capitulo 3:

Aplicaciones

3.1. Juegos Finitos de Suma Cero

3.1.1. La batalla de Avranches (II Guerra Mundial)

0O.G. Haywood (1954). En el desembarco aliado en agosto de 1944, se
abrié una brecha por mar en Avranches (Francia).
La cabeza de playa expuso el flanco oeste del noveno ejército aleman, man-

dado por el general Von Kluge. Este tuvo dos posibles formas de actuar:

(1) Atacar hacia el oeste para llegar al mar, asegurdndose su flanco occidental

y dividir & las fuerzas americanas.

(2) Retirarse hacia el este para llegar a una mejor posicién defensiva cerca

del rio Sena.

El general americano Bradley tuvo al primer ejército americano conteniendo
al ejército aleman desde la cabeza de la playa y mds al interior tuvo al tercer
ejército, bajo las dérdenes del general Patton, en reserva, haciendo misiones
de limpieza del terreno hacia €l este, sur y oeste.

Bradley considerd tres posibilidades:
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(1) Ordenar a la reserva volver a defender la brecha abierta. (Reforzar)

(2) Enviar la reserva hacia el este para intentar cortar la retirada del noveno

ejéreito alemdn. (Mover)

(3) Mantener las reservas en su posicion durante wn dia y decidir después s
ordenar ayudar a la cabeza de la playa si era atacada o enviarlas hacia

el este. (Eaperar)

El andlisis completo de la situacion le llevo a valorar los diferentes resultados
de acverdo con la siguiente tabla, en la que las filas representan las estrategias

del general Bradley, y las columnas las estrategias del general Von Kluge.

1. Atacar

2, Retirarse

1. Reforzar

Se  mantiene la

brecha.

Débil presion so-

bre la retirada ale-

mana.
2. Mover | Se produce el cor- | Fuerte presidn en
te aleman. la. retirada alema-
na.
3. Esperar | Se mantiene la | Moderada presion

brecha vy los | en la retirada ale-

alemanes son | mana.

rodeados.

Logicamente, la resolucidn del conflicto dependera de la valoracion de los
resultados v(7,7) i=1,23yj=12
Fl orden de preferenciass de mejor a peor segiin la doctrina del ejército ame-

Ticano era:
(3, 1) >w(2,2) >0(3,2) >v(1,2) >(1,1) >u2, 1)
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Por lo que al buscar la estrategia menos mala, maximin, el general Bradley
escogio la tercera estraegia.

Las valoraciones alemanas, debian ser similares, la estrategia minimax, pues
el general Von Kluge decidié retirarse pero nunca ejecutd su decision.

Hitler, a cientos de kilémetros del campo de batalla, debid tener otras valo-
raciones del conflicto y ordend atacar y cerrar la brecha.

Bl resultado fue que Bradley resistio e ataque alemén, y mantuvo la reserva
en e sur, Io que permitié enviarla al siguiente dia hacia el este, los alema--
nes comenzaron la retirada, siendo rodeadas por las armadass americanas y

francesas, lo que levd al smicidio del general.

3.1.2. Campana de vacunacion

Un Programa de salud inicié una campatia de vacunaciin contra el virus
de la influenza.
El virus provoca dos cuadros diferentes y no se sabe en que proporcidn de la
poblacidn ocurre cada uno de los cuadros. Se desarrollaron dos vacunas, de
diferente eficacia, con las cuales se pretendié atacar a dicho virus.
La vacuna 1 tuvo 85 % de eficacia contra el cuadro 1y 70 % € cuadro 2.
La vacuna 2 tuvo 60 % de eficacia contra el cuadro 1y %0 % el cuadro 2.
;Cual fue la politica de inoculacién que debieran adoptar los direc-
tores del Programa de Salud?
Se resolvid como un juego de dos personas, en el cual el jugador 2 (directi-
vos) desed que el pago {porcentaje de ciudadanos resistentes al virus) sea lo
mds grande posible v & jugador € {el virus), que el pago sea lo mds pequedio

posible.
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La matriz de pagos fue:

Cuadros
1 2
1085070
Vacunas
21060 | 090
1 2
1{0,85 0,70
210,60 0,90

Se vi6 que se pudo aplicar el Teorema (4.1), porgue esta matriz no tuvo

ningin punto silla. Asf:

%

&

&

agy—agy
013 e — G102 — 01
086050
0,8510,80—0,70-0,60
0,3
045
2
3
— *
= 1-pj
— _ 2
= 1 3
- i
-1
ags—a12
a11t09—ai2—as1
090-0.70
0.851-0,00—0.70—0,60
0.20
045
4
)

Li=11v1}

s
|

=R

R=1
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_ AG11E0—&32037]
it — e
ajl taon—a3e—a21

(0,85)(0,90)-- (0,70}(0,60)
(3,8540,9G—0,70-0,60
0,345
0,45

v = 0,7666 -

7=

woo=

Entonces la estrategia Optima fie inocular a las 2/3 partes de la poblacién
con la vacuna 1y al 1/3 restante con la vacuna 2.
Esto garantizd que el 76,7 % de ciudadanos sea resistente, independiente de

la estrategia de inoculacién que se adoptd.

3.1.3. Competencia Televisiva

Dos canales de televigion, que compiten entre si, R v C decidieron producir
programas de 1 hora con el mismo horario.
[l canal R puede presentara uno de tres posibles programas y €, uno de
cuatro. Ninguna de los canales conoce el programa que va a presentar la
otra.
Los dos piden, a la misma agencia, una encuesta que estime la forma en que
se dividird el piblico televidente en cada una de las posibles combinaciones de
programas. La agencia, le entrega a cada una de los canales, la siguiente tabla
en la que una entrada de orden (i, j) significa el porcentaje de televidentes
que verd el programa ¢ del canal R =i, al mismo tiempo, el canal C presenta

el programa j.

. Programas cadena C
112 |3 4
Programas | 1760 | 20 | 30 55
cadena R 2150|745 60
31745135 30
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;Qué programa deben escoger las cadenas de televisién para lograr
el mayor nimero de televidentes?
De la tabia anterior, restando 50 a todas las entradas, se obtiene la siguiente

matriz:
10 —30 —20 5

0 2 =5 10
\ 20 -5 -—15 —20 }
Hsta es la matriz de pagos de un juego de matriz suma cero, en la cual se.
congidera que cada canal inicia con un auditorio del 50 % v de donde una
entrada (i, 7) significa el porcentaje de auditorio que pierde el canal € en favor
del canal R, al presentarse al mismo tiempo los programas ¢ y j. Facilmente
ge vé que la entrada

fizg = —0

es un punto silla de la matriz de pagos por lo tanto, la estrategia 6ptima del
canal R es presentar el programa 2 y la estrategia éptima del canal C el 55 %

restante.

3.1.4. Orientacion Tributaria

Una empresa tiene dos companias, A v B que, en media, pagan a Sunat
anualmente 4000000 U.L'T y 12000000 U.L'T respectivamente.
Para cada una de las compaiiias, la empresa puede declarar sus ingresos reales
y pagar los impuestos correspondientes, o bien falsificar su contabilidad y
evitar ¢ pago de impuestos,
Fl servicio de inspeccion de la Sunat sélo tiene medios para investigar una
compaiiia cada ano.
Si investiga una companiia con ingresos falsos, descubriran e fraude, y la

compania tendrid que pagar los impuestos correspondientes mas una multa
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que serd el doble de lo defraudado. se desea obtener la estrategia optima para

la inspeccion de la Sunat, si esta desea maximizar los ingresos.
= Las estrategiass de la Sumat son:

I, : Investigar la compania A

Iy : Investigar la compania B
= las estrategias de la Empresa son:

11, : Declarar los ingresos reales de A y B.
Il : Declarar los ingresos reales de A v falsos de 5.
Il @ Declarar los ingresos reales de B y falsos de A

Iy : Declarar los ingresos falsos para A v B.

la matriz de pagos en millones de UL T es

i I, Iy 1L
{16 4 24 12
L\16 4 12 36
De donde
e & & et
6 4 24 12
A= |1
16 40 12 36
Dado p = (p, 1 — p) es la estrategia arbitraria del jugador 1.
Los pagos esperados del jugador 1, si el jugador 2 juega una estrategia pura,

es
x pAel=16p+16(1—p) == pAel=16

m pAed =4p+40(1—p) = pAe —40-36p
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s p Al =24p +1201—p = pA=12p+12

s pAet=12p +36(1—p) == pAel=-24p+36

40

36

16
12

0 3 2/3 1

Figura 3.1

Claramente e maximo de la curva cscura es cuando:

{p=(p,1—p) e A®/1/3 <p<2/3}

valor maximo esperado es 16.
Se tiene establecido que el jugador 1, no tiene una tnica estrategia optimal

{maximin} y el valor del juego es 16.

= Encontrando las estrategias dptimas del mgador 2.
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Dado g = (g1, g2, 93,94} . u = 0

16q, + 1295 — 16
dga+16g: = 16
qitqgetqs = 1

Desarrollando el sistema de ecuaciones:
g=1 =0 =t

- g=1(1,0,0,0) es decir I

3.2. Juegos Finitos de Suma No Cero

3.2.1. La batalla de los sexos

Una pareja tiene que decidir enfre ir a la discoteca o ir a un partido de
fithol.
Elia (jugador 2) quiere ir a la discoteca v €l (jugador 1) al partido de fiithal,

en cualquier caso ambos quieren i juntos, resultando la siguiente matriz de

DAZOS:
Discoteca | Fiitbol
In Ih
Discoteca | I, {1,4) (0,0)
Fatbol L (0,0 (4,1)

Observe que este juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras,

(11, _[Il) e (fz, ffz)

Para encontrar todos los E quilibrios de Nasb s determind la mejor res-

puesta de ambos jugadores.
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Primero se considerd la estrategia {g, 1 — g} del jugador 2.

Luego:

Lg+0.{1-q = 0g+4(1 —q

o)
I
ol

lLg+0.{1—¢q

fSmPs

] g‘ S
VvV Y
2P TEN

O0g +4.(1—¢)
4—4q

[

S}

AN AAY
LTINS

Resumiendo, si se denota al conjunto de mejores respuestas del jugador 1,

por (g, 1 —q) se tuvo:

{(L,0)}, sid/b<g<1
filad=q) =9 {p,1-p) /0<p <1}, dg=4/5
{(0, 13}, si0< g < 4/5

Por argumentos completamente analogos, se encuentra que para una estra-

tegia. (g, 1 — g) la mejor respuesta del jugador 2 es dado por:

{(1,0)}, 6 1/5 <p <l
folp, 1=p) = ¢ {{g,1—~¢) /0< g <1}, 8 p=1/5;
{(0.1}}, si0<p<d/5.
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Dibujando a los conjuntos f (g, 1 —q) v £h{p, 1 —p) y por definicién de Equi-

librio de Nash de un juego son la combinacion de estrategias (p*, g%) tal gue

P E L) vy o € Bip)

4 id
A==
0" s 1
Figura 3.2

Los puntos indican los tres equilibrios de Nash [(1, 0), (1, 0)}; [(1/5, 4/5), (4/5, 1/5)]
y 1(0,1),(0,1)]

Estd claro que el jugador I intentard alcanzar el equilibrio (I, {12}, por ello

puede jugar su estrategia I como una forma de obligar a su oponente a jugar
15,

Sin embargo, se observa que d el jugador I utiliza su estrategia [, mientras
que el jugador IT se mantiene en sn estrategia [/, el pago que reciben es

(0,0

3.2.2. Fabricacion de Computadores

Dos empresas que compiten (Smith y Brown) disefian CPU de compu-

tadoras, ellos quierent disefiar CPU para utilizar grande o pequeno floppy
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dligks.

Ambos jugadores pueden vender mas computadoras st sus disk drives son
compatibles. Si ambos eligiesen disenar Hoppy disks grandes, el pago puede
ser de 2 cada uno.

Si ambos eligiesen disenar Hoppy disks pequenos, los pagos pueden ser de 1
cada uno. si ellos eligiesen diferentes tamaiios los pagos pueden ser de —1 a
cada uno.

Representando, en una matriz de pago vectorial tendremos:

Grande Pequeno
Grande | 2,2 —-1,—1
Pequeno \ —1,—1 1.1

La Empresa Smith es o jngador fila y la empresa Brown el jugador columna.

Los equilibrios de Nash, en estrategias puras serdan:

oror 1,1
1,71 191"

cuando los jugadores disenan los grandes o pequenos también,

s Encontrando todos los Equilibrios de Nash

o l.as mejores respuestas del jugador 1

Sea (g, 1 — q) la estrategia del jugador 2.
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Ademas:

i
(2q—1 q)
—q+1{1 —q)
2g—-1+y¢
—g+1—9q

3g—1

—2g+1

elAg=3¢g—1 , fAg=—-29+1

3 —1
3g+2g >
3
q

\

\%

—2g+ 1 €' es mejor resspuesta
1+1

2

2/5

e =1{(1,0)} es mejor respuesta, g > 2/5

De forma analoga, s ¢ < 2/5, se tiene que:

6’2

Por el contrario, si:

3g—1 =
3g+2q =
57 =
¢ =

= {{0, 1)} es mejor respuesta

~2¢ + 1 €' es mejor respuesta
1+1

9

2/5

los valores esperados son iguales para ambas estrategias puras, es

decir, €' v € son mejores respuestass v por lo cual
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{{p,1—p), 0<p<1} son «l conjunto de mejores respuestass.

Resumiendo:
1(10)}, _ §2/5<q<t;
Glal-g =93 {{pl-p/0=ps1) & q=2/5
100, D}, si 0 < g < 2/5.

e Las mejores respuestas del jugador 2

Sea. (p, 1 — p) la estrategia del jugador 1.

.}UB:(plup) 2 !
' ' —1 1
pB = (213—1(1—13) —_p+1(1—p))
pB = (2p—1+p —p+1—p)
pB = (Bpwl -—Qp-i-l)
Ademas:
pBe=3p—1 , pBe=-2p+1
Si:

3p—1 > —2p+ 1 &' es mejor respuesta
Jp+2p > 141

p > 2
> 2/5

S

et = {(1, 0)} es mejor respuesta, p > 2/5

De forma andloga, s p < 2/5, tendremos que:

e* = {(0, 1)} es mejor respuesta del jugador 2 para la estrategia (p, 1 — p)

Por dlfimo § p = 2/5 o conjunto {(g,1—¢) , 8 <q <1}, es

conjunto de mejores respuestas.

el
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Resumiendo:
{1,003, d2/6<p<];
Bp,1-p)=9 {(g1—q) /0L g=<1}, sip=2/5

Graficando £i(g, 1— g} y fa(p, 1 — p) se obtiene:

%

q

2f5f ¢

R 1

P

Figura 3.3

De la grafica, se deduce los tres equilibrios de Nash

[(1, 03, (1, 0)[; [0, 1), (0, 1)] v [(2/5, 3/5), (2/5, 3/5)]

3.2.3. Juego de Asistencia Gubernamental

BEste juego modela a un gobierno que pretende ayudar a un pobre, siempre
y cuando el ayude a buscar trabajo pero no de otra manera.
Los pagos son 3, 2 (para el Gobierno, pobre) s el Gobierno ayuda y el pobre

intenta trabajar —1, 1 si el Gobierno no ayuda y el pobre intenta —1,3 si
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el Gobierno ayuda vy el pobre no intenta trabajar; y 0,0 en el caso que el

Gobierno no ayude ni el pobre intente trabajar.

Intenta No infenta
Ayuda 3,2 —-1.3
No Ayuda —-1,1 0,0

El ugador fila es el Gobierno y el jugador columna es el pobre.

Encontrando los equilibrios de Nash en estrategias puras:

3*2 —1,3"
~1,1' 0.0

De donde se deduce que no hay Equilibrio de Nash

» Encontrando todos los Equilibrios de Nash

e [Las mejores respuestas del jugador 1

3 -1

Ag = ¢
-1 0 1—g¢g
3qg —1{1 —

Ag = ¢—1{1—gq)
—g+0.(1—2q)
3g—1+

Ag — g g

\
dg—1

Ag = 4

\ ¢
de donde
dg—1 = —g
dg+q = 1
5 = 1
g = 1/5

&0
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Entonces el conjunto {(p. 1 —p) , 0 < p < 1}, es el de mejores
respuestas.
Andlogamente:

o S8i g > 1/5 lamejor respuesta es {(1,0)}

o 8i ¢ < 1/5 la mejor respuesta es {(0, 1)}

Resumiendo:
{{(1,0)}, §1/5<qg<1;
£ilgl=q)=§ {(p,1-p)/0<p<1}, dg=1/5
100, )1, sl 0< g <1/5

s Las mejores respuestas del jugador 2

23

pl—??)
10

2p+1(1—p) 3p+0(1—p))

3
tu
i

pB = { 2p+1—p 3p)
pB = { p+1 323)
Ademas:
pBel=p+1, pBel=3p
St
p+1 > 3p € es mejor respuesta
1 =2
2p > 1
p o< 1/2

e = {(1,0)} es mejor respuesta si, p < 1/2
De forma analoga, s p > 1/2, se tiene que:
¢ = {(0,1)} es mejor respuesta
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Por el contrario p = 1/2 el conjunto {(g,1—¢g), 0< ¢ <1}, es el

conjunto de mejores resspuestas.

Resumiendo:
{(1,0}}, s 0<p<1/2;
{(0, D}, §1/2<p<l.

Graficando, las mejores respuestas fi(g, 1 —q) v So(p, 1 — p)

1 == ~— ——
q
5 ]
w1
0 P

Figura 3.4

El tnico Equilibrio de Nash serd [(1/2, 1/2), (1/5,4/5)] y los valores

esperados seran:

e Para el jugador 1
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pAq

pAg

pAg

pAg
pAg
pAg

e Para el jugador 2

p»Baqg

pBgq

p By
pByg
pBaq
pBqg

1 1/5
1/2 1/2
vz o) 0
3 _ 4
5] 5
(s 8)(°,
_ 1
(1 1) 5
2 2 1
—3
11
10 his)
_2
10
~0,2
2 1/5
172 1/2 )
1 475
_|_

14
11 b
2 2 1
5
14 1
10 + 10
1
10
1,5



Conclusiones

(1)
(2)

La teoria de juegos modela conflictos ocurridos en la sociedad.

Iin todo conflicto o juego stempre se pretende encontrar las estrategias

Optimas para hallar el mejor resultado para ambos jugadores.

. Los juepos finitos no cooperativos se subdividen en Juegos de Suma cero

v Jnegos de Suma no cero.

¥ todo juego finito de Suma cero existen estrategias dptimas para ambos

jugadores debido a la existencia del Teorema de VON NEVVMAN

En todo juego finito de Suma No Cero, existe estratégias optimas para

ambos jugadores, debido al Teorema de Existencia de Equilibrio de Nash.



Anexo

3.3. Juego de piedra, papel o tijera

Dos jugadores tienen tres estrategias puras: elegir piedra, papel o tijera.
Se sabe que, el jugador que juega tijera gana al que jugd papel, el jugador
que rega papel gana a piedra, el mgador que juega piedra gana a tijera.

Asignando 1 a ganar, 0 a empatar y -1 a perder; la matriz de pagos es:

Piedra Papel Tijera

Piedra 0 —1 1
Papel 1 0 -1
Tijera —1 1 0

Se conoce que la probabilidad de elegir cualquier estrategia pura es de
1/3; luego las estrategias mixtas para los jugadores son: px = (1/3, 1/3,1/3)
v gx = (1/3,1/3,1/3) Obviamente, el pago esperado serd nulo, en efecto:



Anexo

px Agx

p* A gx

px A gx

0 1 1 1/3
(13 s 3)| 1 0 —1||1/3
10 1/3
1/3
(000)] 13
1/3
0
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