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Resumen

El presente trabajo de investigacién tuvo como objetivo Comparar los métodos de B-
spline cuibico y diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden lineales con valores de frontera asistido con Matlab. El cual consiste
en dar solucion a las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden lineales con
valores de frontera de forma analitica y numérica, para ello se ha programado a cada
uno su propio algoritmo mediante el software matlab. Se plantearon 4 aplicaciones, la
primera y la cuarta es cuando las raices son reales diferentes, la segunda las raices
son complejas y la tercera son raices iguales, ademas estas fueron solucionadas por el
método de variacion de parametros y por los métodos B-spline cibico y diferencias
finitas para luego ser comparadas. Por lo que garantizamos el método que mejor se
aproxima a la solucion es el de diferencias finitas y con ayuda del sofware matlab nos
permitird simplificar los calculos de manera réapida y sencilla.

Palabras Clave: Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden lineales con

valores de frontera, variacién de parametros, B-spline ctibico, diferencias finitas, Matlab.
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Abstract

The objective of this research work was to compare the methods of cubic B-spline and
finite differences to solve linear second-order ordinary differential equations with border
values assisted with Matlab. Which consists of solving the linear second-order ordinary
differential equations with frontier values in an analytical and numerical way, for which
each one has been programmed its own algorithm using the matlab software. 4 appli-
cations were proposed, the first and the fourth is when the roots are different real, the
second the roots are complex and the third are equal roots, in addition these were sol-
ved by the parameter variation method and by the cubic B-spline methods. and finite
differences to later be compared. Therefore, we guarantee that the method that best
approximates the solution is that of finite differences and with the help of the matlab

software it will allow us to simplify the calculations quickly and easily.

Keywords: Second order linear ordinary differential equations with boundary values,

parameter variation, cubic B-spline, finite differences, Matlab.
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Introduccion

Existen modelos matematicos en el campo de la ciencia y la ingenieria que incluyen
ecuaciones diferenciales de segundo orden lineales con valores en la frontera que muchas
veces son dificiles de resolver analiticamente debido a su complejidad de solucion, es
por eso que se recurre a los métodos numéricos B-Spline cubico y diferencias finitas,
ademas ver que método es el que se aproxima mejor a la solucién con minimo error, el
cual es nuestro propésito de investigar y cuyo problema nos planteamos ;De qué manera
se puede hacer la comparacion de los métodos de B-spline ctibico y diferencias finitas
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden lineales con valores de
frontera asistido con Matlab?, el objetivo general es comparar los métodos de B-spline
cubico y diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden lineales con valores de frontera asistido con Matlab y cuya hipodtesis es: El compa-
rativo de los métodos de B-Spline Ctbico y Diferencias Finitas para Resolver Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden Lineales con Valores de Frontera Asistido
con Matlab, permitirda conocer cual de los métodos se aproxima mejor a la solucion de
manera rapida y eficiente.

La presente investigaciéon presenta 3 capitulos: En el capitulo 1 trata sobre matlab
R2021a, Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes constantes, Ecua-
ciones diferenciales lineales no homogéneas de coeficientes constantes, variacién de parame-
tros. En el capitulo 2 trata sobre problemas con valores de frontera, formulacion de
B-Spline cuibico, ecuaciones diferenciales ordinarias con B-spline ciibico, método de dife-
rencias finitas para problemas lineales. En el capitulo 3 presenta 4 aplicaciones donde se

detalla la solucién de los métodos de B-Spline ctibico y diferencias finitas con el software
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matlab. Finalmente se da las conclusiones, recomendaciones, referencia bibliografica y

anexo.
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Capitulo :

Preliminares

1.1 Matlab R2021a

<\ MATLAB R2021a

EDITOR

FUBLISH B e ek @IC Do on DE
Q‘:‘,ﬂ = FH [ Find Files <@ Insert 51 fix [ = E D LEL Ry \J;P

s Bpere e [l Compare = 5fGoTow Comment % %g %1

= Breskpoints  Run  Runand [5l pdvance  Runand
- * & Print v & Find Indent 5] &3 [ - Advance Time
FILE NAVIGATE EDIT BREAKPOINTS RUN =
“cnEHEE bD: b P
Current Folder @ ® x
Name Command Window ®
] aplicaciont.m 4 ” = n T 5 -
8 besplinel.m Warning: Function sum has the same name as a MATLAB builtin. We suggest you rename the fun
77 bsplinecubiico.m fx >>
] ejel.m
bsplinecubico.m (Function) ~
Workspace @®
Name Value

Segun AportesIngeCivil (2021) describe que MATLAB R2021a es un software que
cuenta con herramientas para el andlisis iterativo y los procesos de diseno con un lenguaje

de programacién que expresa las matematicas de matrices y arrays directamente. Con

MATLAB puede hacer lo siguiente:



. Analizar datos
. Desarrollar algoritmos

. Crear modelos y aplicaciones

Algunas novedades en MATLAB R2021a

Aerospace Blockset: Planifica vuelos para naves espaciales y pequenos satélites

con los nuevos bloques Orbit Propagator, CubeSat Vehicle y Attitude Profile.

Aerospace Toolbox: Define la configuracion y la dinamica de aeronaves para
analisis de estabilidad y control, y disene y analice escenarios de satélites y esta-

clones terrestres.

Antenna Toolbox: Calcula la eficiencia y las pérdidas en antenas metdlicas con
conductividad y grosor finitos utilizando un catalogo de materiales, como cobre,

estano y oro.

Audio Toolbox: Realiza andlisis de senales de una sola linea con tecnologia de TA
para audio, voz y actstica con redes profundas subyacentes previamente entrenadas

y modelos de Machine Learning.

Computer Vision Toolbox: Soporte para etiquetado y Deep Learning con

imégenes muy grandes.

Datafeed Toolbox: Conéctese a Bloomberg utilizando interfaces C++ y aprove-

che las funcionalidades de Trading Toolbox combinada con Datafeed Toolbox.

Mixed-Signal Blockset: Utiliza la app Mixed-Signal Analyzer para importar,
visualizar y posprocesar formas de onda de senales mixtas y resultados de simula-

cion de Cadence.

Navigation Toolbox: Implementa SLAM multisensor y con puntos de referencia;

simula sensores de GNSS con mayor precision.




= Polyspace Bug Finder Access: Realiza analisis de Polyspace mientras crea
cédigo; realiza andlisis de cddigo estatico y vea los resultados en Visual Studio,

Visual Studio Code y Eclipse.

= Reinforcement Learning Toolbox: Crea, entrena y simula agentes de reinfor-

cement learning de forma interactiva con la app Reinforcement Learning Designer.

= System Composer: Captura comportamientos en diagramas de secuencia, grafi-
cas de estado y modelos de Simulink; disenia, simula y despliega arquitecturas de

software.

= Vehicle Network Toolbox: decodifica y visualiza trafico de bus CAN y CAN
FD con las apps CAN Explorer y CAN FD Explorer.

1.2 Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de

coeficientes constantes

Castro (2022) definié lo siguiente:

Definicién 1.1. “Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes cons-

tantes son de la forma”:

dy dy
CLQ@—FCM%—FGO:U:O (11)

Donde ag, a; y as son constantes.
Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales primero se considera el polinomio
caracteristico.

P(r) = ayr® + air +ag =0 (1.2)

Este polinomio caracteristico P(r) se obtuvo de la siguiente manera; para ello, primero

se considerard la solucién (1.3).

y=-¢€" (1.3)




por lo que el “conjunto fundamental de soluciones”que se puede abreviar con las letras

CFS y se representa en la (1.4).

y=¢€'x
“CFS = y’ =re’x (14)
y/l — TQQTLU”

Reemplazando ésta en la ecuacion (1.1) se obtiene la ecuacién (1.5):
asr’e™ + ayre’™ + age™ = 0 (1.5)
Luego se saca factor e™ y se tiene:
" (aar? 4+ arr + ag) =0 (1.6)

Por lo tanto, este polinomio caracteristico P(r) = 0 es de grado 2, por cual se pueden

obtener las siguientes raices rq, 79, las cuales pueden ser:
= Reales y distintas.
= Reales y de multiplicidad.
= Numeros complejos.
Entonces, para dar solucion se deben tener en cuenta los siguientes casos:

= Primer Caso
Cuando las raices del polinomio caracteristico P(r) = 0 son reales y distintas, es
decir 71 # 79 el conjunto fundamental de soluciones tiene la forma de la ecuacién
(1.7)
CFSe™* ™" (1.7)

Y la solucion de la ecuacion diferencial homogénea con coeficientes constantes esta

representada en la ecuacién (1.8)

Yg = c1™" + coe™” (1.8)




= Segundo Caso
Cuando las raices del polinomio caracteristico P(r) = 0 son reales y algunas de
ellas son de multiplicidad, es decir r; = ro donde 7 es la raiz de multiplicidad 2,

entonces el “conjunto fundamental de soluciones”tiene forma de (1.9)
CFSe™* xe'™ (1.9)

Y la solucion de la ecuacion diferencial homogénea con coeficientes constantes esta

representada en la ecuacién (1.10)

Yy = 1" + cowe™ (1.10)

= Tercer Caso
Cuando P(r) = 0 tiene algunas raices complejas estas son: r1 = oy +if31, 72 = a1 —
11 Entonces el sistema fundamental de soluciones que da la forma representada

en la ecuacion (1.11).
CFS = e* cos Bz, e sen fix (1.11)
y la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es la ecuacién (1.12)

Yg = c1€™7 cos B1x + cpe™ " sen i (1.12)

1.3 Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas

de coeficientes constantes

Castro (2022) definié lo siguiente:

Definicién 1.2. Estas ecuaciones diferenciales son de la forma (1.13).

dy dy
a2 5 + a1 + apy = R(x) (1.13)

Donde ag, a1, as son constantes y elementos de los reales.




Para dar soluciones a este tipo de problemas, lo primero es determinar la soluciéon general
de la ecuacién diferencial lineal homogénea y, visto en la seccién anterior y después se
busca la solucién particular y, que corresponderia a soluciéon de la ecuaciéon diferencial
no homogénea.

Finalmente, la solucién general de una ecuacién diferencial no homogénea es igual a la

suma de la solucién general y particular (1.14).

Y="Yg T Yp (1-14>

Entonces, en este caso, el problema se reduce en encontrar la solucién particular y, de
la ecuacién diferencial no homogénea. Para ello se va analizar la funcién R(z), si tiene
la forma (1.15)

R(x) = e [P,(x) cos(Bx) + Qm(x) sen(fx)] (1.15)

Donde P,(x) y Qn(z) sean polinomios de grado n y m respectivamente, la solucién

particular y, es de la forma (1.16)

gy = 2% [ Py(e) cos(B) + Qu(x) sen( )| (1.16)
Donde k£ = méx{m,n} y s es el orden de multiplicidad de la raiz: r = a £ i y

—

Pi(x), Qx(x) son polinomios de grado k de coeficientes indeterminados. Ahora es ne-
cesario encontrar el valor de estos coeficientes, para esto se considera los siguientes

Casos:

s Primer Caso

Cuando R(xz) = P(x) entonces:

1. Sir = 0y no es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién

particular es:
Yp = Pu(z)

2. Sir =0y es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién
particular es:

o —

Yp = Py ()

Donde s es el término de multiplicidad de » =0




= Segundo Caso

Si R(xz) = e** P,(z), donde « es real, entonces

1. Si r = a y no es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la

solucién particular es:

—

Yp = e’ Py ()

2. Sir =« y es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién

particular es:

—_—

Yp = €°2° Py )
Donde s es el término de multiplicidad de r = «

s Tercer Caso

Si R(z) = P,(z) cos(Bx) + Qum(x) sen(Bz), entonces

1. Sir = %if y no son raices del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la

solucién particular es:

—_—

Yp = Pr(x) cos(Bz) + Qr(x) sen(fx)

Donde k& = max{m,n}

2. Sir = £if y esraiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién

particular es:

—

y, = x° | P(z) cos(Bx) + Qp(x) sen(Bx)| e**

Donde k = max{m,n} y s es el término de multiplicidad de r = o +if3

1.4 Variacion de Parametros

Oyola & Parraguez (2020) enunciaron la siguiente ecuacion




10

dn dn—l

Y dy
Yy et _ 1.17
s +a T + +a1dx + agy = f(x) (1.17)
donde {y1(t), y2(t), -+, yn(t), } son la solucién de las funciones linealmente independien-
tes. La solucién homogénea es:
“Yn = cryi(t) 4 caya(t) + -+ cuyn(t)” (1.18)

El objetivo es sustituir las constantes ¢; por funciones u;(t) por lo que la solucién par-

ticular es de la forma:

“Yp = ur(D)yr(£) + ua(t)y2(t) + - + un(t)yn(t)” (1.19)

Donde las u;(t) se deben hallar.

Se tiene la ecuacion
Y+ a1ty +ao(t)y = f(t) (1.20)

“las funciones {y(t), y2(t)} son soluciones de la ecuacién (1.20), condiciones son:

yi +a(t)yr +ao(t)yr =0
Yy +ar(t)y; +ao(t)ys =0
La solucion homogénea es:
Yn = a1y (t) + caya(t)
cuya solucién particular se tiene:

Yp = wr()yn(t) + ua(t)ya(t) (1.21)

Donde uy(t), us(t) son funciones a determinar”.

Derivando la ecuacién (1.21).

“Yp = wy (O (1) + ua () (2) + up(t)y2(t) + ua(t)ys(t)”
Se tiene que:

) (H)yr () + uh(t)y2(t) = 0 (Primera ecuacién)
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por lo que
Yp = ur(t)y () + ua(t)y(t)

se deriva nuevamente y se tiene:

Yp = ur (O (1) + ua(D)yy () + ug(t)y(t) + ua(t)ys (1)
Reemplazando en (1.20) se tiene que:

(w4 (0091) + (D) () + (D) + wa()9(1)) + an (wn (D (1) + wal ) (1)) +
a0 (e (O (1) + wa)e (1)) = £(2)

Agrupando términos se tiene:

“ul (t)y; () 4 ua ()1 (t) + uh(t)ys(t) 4 ua(t)ys () + arua (£)y;(t) + arua(t)ys(t) +
aour (£)y1(t) + aoua(t)ya(t) = f(t)”

se tiene

Ul (1) (6)+ () (1) 4 (0) (7 (0)+aryt (1) +aoyn (1) +ua0) (4 (0)Fargh (1) +aoua(t) ) =
ray

Wl (g1 (8) + b)) + () (g(0) + angh(8) + aom (1) ) +
us(1)  93(0) + vl (1) +anwa(t) ) = F(1)°

“Wit)yi(t) +ub(t)ys(t) = f(t)” (Segunda ecuacidn)

Se forma el sistema de dos

ui(t)ya(t) +us(t)ya(t) =0
ui(O)yi () +us(t)ys(t) = f(1)

Aplicando Cramer, se halla el Wronskiano del sistema.
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donde w(yy,ys) # 0.

Hallando el determinante de:

e e
0 i

wr=| 0
YON0

La solucién es:

I w2 f(t)yl (t)
u2(t) - w - w(ylij)
Por lo que:
f 7
/ w(y1, y2) dt (1.22)
f by
/ y1,y2 dt (1.23)

Ecuaciones no homogénea con raices diferentes

Ejemplo 1.1. Se tiene un problema de valor de frontera lineal con coeficientes cons-

tantes

y'+y —6y=xpara0 <z <1 (1.24)

y sus condiciones de frontera son:

y(0)=0 (1.25)
y(l) =1 (1.26)
Solucién

Sea “P(r) =r?+7r—6 = 0", la ecuacién caracteristica

P +r—6=0

r

ok
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(r+3)(r—2)=0
Donde r; = —3 y ro = 2, luego la soluciéon homogénea es:
Yn = 1€ + cpe®” (1.27)
donde la solucion particular es:
Yp = ure”>" + uge (1.28)

se tiene que: y; = e 3 Yo =¥ y f(z) =w

Hallando el Wronskiano

T T e 3 e
w(ylij): yl( ) y2( ) _ :2€_$+36_x:56_x§£0
vi(x) yh(x) et 2
de (1.22) se tiene:
x62x 1 3z
uy(z) = — 5eixdt = —¢ [ zedx
€T 3x

de (1.23) se tiene:

de (1.28) se tiene:
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Yy = _é [éxe?ﬂc . %e?mc] e—3a: _'_é [—%1’6_296 - ie—Qx} €2a:
e LA Il

Y, = —1011‘5615J: + 2%8615

Yo = —F

Luego se tiene la solucién general:

Y=Yn+Yp

[13

y(x) — 01673:1: + 0262:1: oz __ 1»

Hallando ¢; y ¢ con la condicién de frontera y(0) = 6

y(0) = c1e® + c2e” — 3 — &

1
C1+C2 = 34

para la condicién inicial y(1) = 1

y(l)=cre®+ e’ -1 — L =1

cre® + ce? — % =1

-3 2 7
cie” ° + cqe :1+%

-3 2 _ 4
cie ° + coe :%

Resolviendo el sistema
1
C1 + Co = 35

-3 2 __ 43
cie 4+ che = 3

_ e2—43

T 36(—e3+e2)

_ _—e3+443
36(—e—3+4¢€2)

C1
—
Co

Luego la solucién general queda:
e —43 5 —e 3 4+43
=———¢ "+ e
36 (e73 + €2) 36 (—e=3 +€2)
_(#—43)e ¥+ (—e P+ 43) ez
B 36 (—e=3 + €2) 6

x
y(z) 5 36

1
36
(43 —et) e — (43 —e e z 1

= ylr) = 36 (e73 — ¢€2) 6 36 (1.29)
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Ecuaciones no homogénea con raices complejas

Sea
y" — 4y’ + 5y = 12527 (1.30)
Con las condiciones de frontera
y(0) =0 (1.31)
y(1) =1 (1.32)
Solucién
Sea “P(r) =1r? — 4r +5 =07, la ecuacién caracteristica
—(—4) £/(—4)2—-4(1)(5) 4+£/—4 ,
“p — = =247
2(1) 2
Donde 1y =241y roy = 2 — i, luego la soluciéon homogénea es:
yn = c1e*cos(x) + cpe* sen(x) (1.33)
La solucion particular de la ecuacién diferencial es:
Yp = ure* cos(x) + uge* sen(z) (1.34)
Donde: y; = €*®cos(z), yo = €**sen(x) y f(z) = 4o + 127
Hallando el Wronskiano
yi(z) ya() e**cos(x) e**sen(x)
w(yr,y2) = =
yi(z) yh(x) 2e*cos(x) — e*sen(x) 2e**sen(z) + e*cos(x)

w(y1, y2) = e**cos(x) (262””3671@) + 62%03(:10)> — e*sen(x) (262%05@) — esten(x))

Az Az

w(yr,y2) = 2e en(z) + e*cos®(z) — 2e

w(y1, y2) = e*cos?(x) + e*sen?(x)

w(yL, yo) = e** ( cos*(x) + sen®(x) )

J

-~

1

= w(yi, yo) = € #0

cos(x) + e*sen?(x)
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de (1.22) se tiene:

6490

125 2 2z
uy(z) = —/ - sen(x)dx = —125/1‘262156n($)d$

Resolviendo la siguiente integral
/e_%sen(x)dx =1

Integrando por partes

u=e du = —2e %% dx

dv = sen(x)dx v = —cos(x)

I = —e *cos(r) — 2 / e~ *cos(x)dx

u=e du = —2e 2 dx

dv = cos(z)dr v = sen(x)

I = —e *cos(x) — 2 [e’zxsen(x) + 2/€2x8€n($)d$]
I, = —e *cos(x) — 2 [e_hsen(x) + 2/6_2$sen(x)dx}
I
I = —e *cos(x) — 2e > sen(x) — 41
51, = —e *cos(z) — 2e > sen(z)
—e % cos(x) — 2¢ ¥ sen(x)
[1 -
S
_ 2 -9 —2z
= /ezxsen(:c)dt S cos(z) : ¢ “sen(z) (1.35)
Resolviendo la siguiente integral
/e_%cos(x)dt =1
Integrando por partes
u=e du = —2e *dx

dv = cos(z)dr v = sen(x)
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I, = e **sen(z) + 2 / e *sen(z)dx

u=e du = —2e %% dx

dv = sen(x)dx v = —cos(x)

I, = e **sen(z) + 2 [ — e *cos(x) — 2 / e_Zxcos(x)dx}

I, = e **sen(x) — 2e *cos(z) — 41,

51, = e **sen(z) — 2e~**cos(x)
e **sen(z) — 2e **cos(x)
S
e 2sen(r) — 2 *cos(x)
D

Iy =

= /ezxcos(:c)d:c: (1.36)

De (1.35) y (1.36) se puede integrar u; = —125 / r?e”* sen(x)dr de la siguiente manera;

x? e~ 2T sen(x)

\
2z —2x —2x
—e *Tcos(x) — 2e”**sen(x)
- 5
2
3e 2 sen(x) + 4e~**cos(x)

+
25

—1le=?*cos(z) — 2e~**sen(z)
125

2 2 2
T (—e’zxcos(:c)—Qefzxsen(:c)) 2 (36’25’35671(3:)+4e’2$cos(1’)) +— (—116’2”3005(:1:)—267215671(3:))
5 25 125
28 22 222 6 4
( T —)e *cos(x) + ( 2T —) e *sen(x)
5 25 125 S 25 125

uy(z) = —125[( T E{))e’”cos(m) + ( ~ e T gE ﬁ)efzxsen(az)]

= uy(z) = (25:102 + 40z + 22) e *cos(z) + (50:102 + 30z + 4) e ¥ sen(x)
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de (1.23) se tiene:

125 2 2z
us () :/ re cos(x)dx = 125/x262%03(x)dx

641‘

De las ecuaciones (1.35) y (1.36) se puede integrar uy = 125/1‘26_2$COS(ZL‘)de‘ de la

siguiente manera:

x? e~ 2 cos(x)

\
2z —2x —2x
e *Tsen(x) — 2e"**cos(x)
- 5
2
3e 2% cos(w) — de~ 2T sen(w)

+
—2e~ % cos(z) + 1le™**sen(z)

125
x? 2z 2
— (e’Qmsen(x)—Qe’chos(az» —— (36’2%03(56)—46’2”33671(3:)) +— (—Ze’chos(x)H1e’Qmsen(:U))
) 25 125
( 22 6x 4)233 <)+<x2+8x+22>2x (z)
5 25 125)° VT U5 U5 s/t Y
22 6x 4N\ _ z? 8r 22N\ .
ug(x) = 125[( e T T 55>e *cos(z) + (? topt 55>e 2 sen(x)}

= uy(z) = ( — 502% — 30z — 4) e *cos(z) + (25:62 + 40z + 22) e *sen(r)
Reemplazando u(x) y ug(z) en (1.34) se tiene:

Yy = [(25:1:2 + 40z + 22) e ?cos(z) + (503:2 + 30z + 4) e_%sen(aj)] e**cos(x)
+ [( — 5022 — 30z — 4) e **cos(x) + (25x2 + 40z + 22) e*Qmsen(x)} e**sen ()

Yy = (25:52 + 40x + 22) cos®(z) + (50:62 + 30z + 4) sen(x)cos(x)

+ ( — 5022 — 30z — 4) cos(z)sen(x) + (253:2 + 40z + 22) sen?(x)
Yp = (25:102 + 40z + 22) cos®(x) + (50:102 + 30 en(x)cos(x)

+ ( — 5022 — 3 cos(x)sen(z) + (25x2 + 40z + 22) sen?(x)
Y, = (2522 + 40z + 22) (0032(3:) + sen2(:1:)1)

-~

1
yp = 252 + 40z + 22
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La solucion general es:
Y=Ynt+Yp

y(t) = cre**cos(z) + cpe* sen(x) + 252% + 40z + 22

Determinar ¢; y ¢; con las condiciones de frontera y(0) = 0

“y(0) = c1e%cos(0) + coe’sentd) + 25W+ 40007 + 227
0= c1 + 22

— = —-22

y(1) = —22e*cos(1) + coe*sen(1) + 25 + 40 + 22

1 = —22¢%cos(1) + coe*sen(1) + 87

co = 0,294504

= = —22 y cg =0.294504

por tanto la solucién general es:

y(x) = —22e*cos(t) + 0.294504€* sen(z) + 252% + 40z + 22

Ecuaciones no homogénea con raices iguales

Sea

y' —6y +9y=a*—x+3

Con las condiciones de frontera

Solucion

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)
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Sea “P(r) =r?—6r +9 =07, la ecuacién caracteristica
(r—3*=0
Donde r; = 3 de multiplicidad 2, luego la solucién homogénea es:
yp = c1€3% + coxe®® (1.41)
La solucion particular es:
Yp = u1€3% + ugxe® (1.42)

Donde: y; = €3%, yp = 23 v f(2) = 2% — 2+ 3

Hallando el Wronskiano

yi(t) ya(x) e’ te’
w(y17 y2) = =
yi(t) yh(x) 3e3 3% 4 3xed®

w(y1,y2) = e (63m + 3:ce3m> — 3% (xe:”)
w(y1, y2) = €% + 32e* — 3

w(y, ya) = €

w(y1,y2) = e’ # 0

de (1.22) se tiene:

2 3 3x
uy(z) = —/ (2" = w+ 3)ze dx = — /(:c3 —2® + 31)e ¥dx

ebz
Resolviendo la siguiente integral

3 — 2% + 3z

322 —2x+3

\
\9
\e
\
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6731 5 ) 673:1: ) 6731 673:1:
ul(x):_[_ (x ot +3x> 9 (333 _2x+3> T o7 (6x_2> T8l (6>]
6731 6731 —3z —3z

= uy(x) =

de (1.23) se tiene:

6690

uy(z) = / (2" — 2+ 3)e™ dr = /(:c2 — 1z +3)e " dx

Resolviendo la siguiente integral

22 —x+3 e=3®
+
\ 6—31'
2z — 1 _ T3
\ 6_31_
2 " 9
\ €—3x
27
6731 ) 6731 6731
= (o) - ) )
us () 3 (az T+ x o
de (1.42) se tiene:
e—3a: 5 ) e—3a: ) 6—396 e—3a:
[ ) 5 o) 5 )
Yp [3 (az x +3:c)+ (3:5 r+3)+ o7 6x + 31 6)le

3z 3x

+£—63 <x2—x+3>—€_9 (233—1)—6;7 (2)] e

1 1 1
(a8 —2>73 —(3 29 3) —(6 —2) —(6)
M—l—g T z+3) + 5 (62 + o

o2 ) - 5 (2 - ) - 5 (2)
——|z r)— (22" —2) — —=(22
9 27

Yp

w =5(0) =5 (27) =5 () + 5 (00) +50) - () +50) -5 () 5
T T 1
Yy =g ton T3

9 27 3
Por lo que la solucién general es:

Y=Yn+Yp

2
1

y(z) = 1 + cpze® + Tl
9 27 3
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Determinar ¢; y ¢ con la condicién de frontera y(0) = 0

y(0) = c1e + ep(0)e* + g + ) 4

27

4_ (0 g% 1

3O el e
4 1

§201+§

:>01:1

1
3

1 1 1

1)=¢3 Sy -4 - 4z

y(1) = e’ + e +9+27—|—3
1—e3+ce3+1+i+1
a * T9 ot "3

cp = —0.974184

Luego la solucién general queda:

2
y(t) = €% — 0.974184xe™ + — 4 = 4

1
= 14
9 "27 "3 (1.43)




Capitulo :

Problemas con Valores de Frontera

2.1 Formulaciéon de B-Spline cubico

Munguia y Bhatta (2015) consideraron una particiéon “Ay : a = 2y < 11 < -++ <
rn_1 < xx = b en un intervalo dado [A,b] y sea h = b*T“ el tamano de malla de la

particién. Dado Ay una funcién polinomial por partes s en el intervalo [A, b] se llama
spline de grado k si s € C*"!a,b] y s es un polinomio de grado como maximo k en
cada subintervalo [z;, z;11]. Sea Sy (Ay) denotar el conjunto de todos los polinomios
de grado k asociado con Apy. Este conjunto es un espacio lineal con respecto a Ay de

dimension N + k7.

Los B-splines de grado cero estan definidas por

1 siy;<z<xy
B)(x) = (2.1)

0 caso contrario

y los de grado k € Z"se definen recursivamente en términos de B-splines de grado k — 1

por

Tivk — T4 Titk+1 — Ti4l

B = () B+ () B (22)

parai = 0,41, 42,43, ... Las funciones base BF segtin lo definido por (2.2) son llamados



24

B-splines de grado k.

Usando la relacién de recurrencia (2.2) y asumiendo la particién Ay, los B-splines no

uniformes hacia arriba de grado 3 vienen dados por:

1. B-spline Lineal

Munguia y Bhatta (2015) enuncia la ecuacién

(
pa— sl < x < Ty
Bl(x) = { _mie—x . < . 2.3
i (2) Zira—migr L Ti4l ST < Tigo (2.3)
0 caso contrario
\

2. B-spline cuadratico

Munguia y Bhatta (2015) enuncia la ecuacién

(z—x:)*
(131'.»,-2 —in)(il?i+1 —3311)

(z—i)(wip2—x) (Tit3—2)(@—Tiy1)
Bz? (w) — (xi+2*xi)(xi+2;a?i+1) (Tits3—Tit1) Bigz—Tit1)
(Tit3—2)
(@it3—2it1)(@Tit3—Tit2)

0

\

3. B-spline cubico

Munguia y Bhatta (2015) enuncia la ecuacién

(z—=)3
(zir3—xi)(Tit2—zi)(@it1—x4)

—wi)*(xis2—a) + (z—z:)(@ig3—a) (@—iy1)
(@it3—xi)(@ir2—2i) (Tit2—Tit1) (@it3—2i)(@its3—Tit1)(Tit2—Tit1)

(@ipa—z)(@—zit1)?
(@ira—wir1)(@ira—wir1)(@ir2—Tit1)

siw; <o <wigq
Sl ST < Tigo
SI Ty ST < Tiy3
caso contrario.

(2.4)

siz; <z <z

si Tip1 < T < Tigo

Bi(x) = (i) (wir5—)> (@ipa—2)(@—wi41) (@145—2)

(@ipa—a)?(2—wiy)
(@ira—zit1)(@ita—Tiy2)(Tit3—Tit2)

(@ira—2)®
(Tira—Tip1)(@Tipa—Tit2)(Tita—Tit3)

0

(@i43—2:) (Tit3—Tit1)(Tip3—Tiy2) + (Tita—2it+1)(@ir3—Ti41)(Tip3—Tit2)

Sl Tije < T < Tiys
81 Tiys < T < Tipq

caso contrario.

(2.5)
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La ecuacién (2.5) es una spline ctbica con nudos. x;, T;y1, Tito, Tir3, Tirq. Tenga en
cuenta que el B-spline ctibico es cero excepto en el intervalo [z;, z;14). Esto es cierto
para todas las B-splines. En efecto, B¥(x) = 0 si ¢ [2;, 7,341 ) caso contrario
Bf(x) > 0si z € (2, 2i111). Como solo nos referimos a B-splines de grado 3,
escribimos B; en lugar de B?. En nuestro caso, nosotros Restringiremos a nudos
igualmente espaciados. Por lo tanto, después de incluir cuatro nudos adicionales,
asumiremos que A T o< T 1 <Ty<T <" <IN-1 <IN <ZTNg1 < Tnyg €8
una particién uniforme. Usando (2.5) y sea h = ;1 —z; para cualquier 0 < i < N,

definimos el B-spline cibico uniforme B;(x) como:

(Z’ — Ii_g)s sizio<zT<Tig

3 =)’ +3h(x—zi) + 3R (x—xig) + P sizig <z<a

1
Bl( ) = W -3 (:CH—l - l’)(; + 3h (I7j+1 — .T)2 + 3h2 (-T’H—l - I) + hS si T <z < Tit+1
(Ti2 — )’ i Tip1 ST < Tiyo
0 caso contrario.

(2.6)

Ejemplo 2.1. Si elegimos h = 1, entonces en el intervalo [—2; 2], tenemos lo siguiente:

3

(r —2_9) sizs<ax<x_y

Br—z1)’+30) (-2 +31)2* (@ —2_1)+(1)® siz, <a <

1
By(z) = 617) (21 — 2)* +3(1) (21 — 2)> + 3(1)2 (21 — 2) + (1) sizo < <1 (2.7)
(ngas)3 siz << 29
0 caso contrario.

Donde: reemplazando los valores en (2.7) se tiene:
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(x +2)3 si —2<zx< -1

3z +1P3+3x+1)2+3x+1)+1 si —1<z<0

Bo(z) = 4 -3(1—2)* +3(1—2)*+3(1—2)+1 si0<z<1 (2.8)
(2 —x)3 sil<z<?2
0 caso contrario.
(
(x+2)3 si —2<zx< -1

4—6x2 =323 si —1<z<0

1
Bo(x)zé 4—-622+322 sio<zx<l
(2 —x)? sil<z<?2
0 caso contrario

\

y su grafico se muestra en la Figura (2.1). Sabemos que B; se encuentra en el intervalo
[;, 2;11). Este intervalo tiene contribuciones distintas de cero de B;_1, B;, Bi11 vy Biya.

Tenemos una mejor comprension de esto en la Figura (2.2).

Figura 2.1: Gréfica de B-spline ctibico By(z) en el intervalo [-2,2]
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Bii1 Biio

Ti—1 T; Li+1 Ti+2

Figura 2.2: Gréficos de los B-splines ciibicos necesarios para el intervalo [x;, 2 1)

2.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias con B-spline

cubico

Munguia y Bhatta (2015) enunciaron la siguiente ecuacién

“ar(@)y” + az(2)y’ + as(@)y = f(2)” (2.9)
con condiciones de frontera
yla) =a, y(b) =5 (2.10)
donde ay(z) # 0, as(z),as(x) y f(x) son funciones continuas de valor real en el intervalo
[a; b].
Para aproximar la solucién de este problema de valor de frontera usando B-splines

ctibicos, dejamos que Y () sea un spline cibico con nudos A. Entonces Y (z) se puede

escribir como combinaciones lineales de B;(x).

N+1

Y(z) =Y ¢Bi(x) (2.11)

i=—1

donde se van a determinar las constantes ¢; y B;(x) se definen en (2.6). Se requiere que
(2.11) satisfaga el problema de valor de frontera (2.9-2.10) en z = z; donde z; es un

punto interior. Es decir

ar (z:) Y () + az (2:) Y’ (2:) + as (2:) Y (2) = f (2:) (2.12)
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y las condiciones de frontera son:

Y (zg) = a para zg = a
(o) ! o)
Y (zny) =P parazy =b

De (2.11) se deriva hasta la segunda derivada

Y (ﬂfz) =ci—1B;1 (SCz) + ¢; B; (xz) + Civ1 B (551) + CiyoBito (351)
Y () = i1 Bi_y (w3) + & Bi (%) + cipa Biyy (i) + CivaBiys (75)

Y () = cioa By (@) + & B} () + Cz‘+le{’+1 (2q) + Ci+2B£I+2 (7:) (2.14)
Reemplazar (2.14) en (2.12)

ay () (i1 Bi_y () + ;B (2;) + cisa Biyy (1) + civa By (23)]
+ag (1) (o1 Bi_y (1) + 6B} (23) + i1 Biyy () + civaBliy (7))

+ a3 (i) [cic1Bic1 () + ¢ B (%) + cip1Bi (33) + cipaBiga (25)] = [ (i)

factorizando y ordenando se tiene:

i1 [an (z) By (23) + az (2;) Bi_y (2;) + as (2;) Bi—y ()]
+ ¢ [ay (x5) B (x3) + az (x:) B (x:) + as (x;) Bi (24)]
+ Cit1 [al (x;) By () + ao (x;) Biy () + as (x;) Biga (xl)]
+ Cio [a1 (23) BY 5 (23) + a2 (@) Bj 5 (2;) 4 as (2;) Bia (23)] = f ()
(2.15)

Derivando la ecuacién (2.6) se tiene:

2

3 (ZL‘ — ,’L'i,g) six; o <a< Xi—1

—9(x— 2 ) +6h(x— 1)+ 302 sizi <z<um

Bi(z) = o =9 (x4 — :JL')2 +6h (v — ) + 3% sia; <a <@g
3 (Tipg — m)z si iy <@ < Tigo
0 caso contrario.

(2.16)
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Derivando la ecuacién (2.16) se tiene:

,

6 (Z’ — $i,2)
—18 (I’ — $i_1) + 6h
1
Bi(w) = 55 | —18 (zis1 — ) + 6h

6 (.Z’i+2 - :c)

0

\

De (2.17) se tiene:

" 1 1 1
Bz 1(xz) 6h36(xl 1 — Ti— 2) 6h36(h) = ﬁ
1" 1 1
BY (v:) = g5 (<18 (3 = wim1) +6h) = o (—18h 4 6h) = o(—12h) = —5
" 1 1
Bl (@) = @( (Tiye — Tig1)) = 6h5(6h) 7
/" ]-
Bl (1) = 55(0) =
De (2.16) se tiene:
1
Bl (z;) = on: (—3 (w51 — 1171'72)2 =G (—3h2) =55
1 1 1
B () = oz (=9 (w1 = wi1)” + 6h (21 = i) +38°) = 5 (=9h + 6h +3h) = =5(0) =
1
BZH( i) = e (3 (@1 — IL'¢+1)2) e (3h ) =
1
B7{,+2 (:) = W(O) =
De (2.6) se tiene:
1 3 1 3 1
B (zi) = 6h3 (Tim1 — m50)" = e (r?) = 5
7i) = T( 3(z— i) +3h<x_$i71)2+3h2($—5€i71)+h3)
1 1 2
= — R h? h3 4+ h3) = 4h3) =
o (T30 3074307+ %) = o5 (407) = 2
1 3 1 1
Bi+1 (xz) - 6h3 (ffz+2 .Ti+1) — 6h3 (h3) . 6
1
Bz‘+2 (ffz) = %(0) =0

de (2.18), (2.19) y (2.20) reemplazar en (2.15)

Sl Ti_o < x < X1
six, < x <z
six; <o < Xig
Sl Tip1 S o < Xiqa

caso contrario.

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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o o (d) (4 oo )]
|

e [al (1) <_%) + a (2;) (0) + a3 (;) @)

+ e lal (x7) (%) +az (7:) <%) (@) (é)}

+ civa a1 (z:) (0) + az (z;) (0) + a3 (x) (0)] = f ()

Reduciendo términos

i |:6a1(zi)73ha62}gi)+h2a3(zi):| +e [%&203(%)} + Cit1 |:6a1(zi)+3ha62}gi)+h2a3(zi):| _ f (xl)

Ci1 [6a1 (z;) — 3hay (z;) + h*as (SL’Z)] + ¢ [—12a1 () + 4h%as (:1:2)}

+ Ciq1 [6@1 (2;) 4 3has (x;) + h*as (x,)} = 6h°f (@) o
De (2.11) y (2.13) aplicamos las condiciones de contorno:
Y (20) = c_1B_1 (xg) + coBo (xg) + ¢1B1 (x0) + 2Bz (x0) = (2.22)
Y (zn) = en—1Bn-1 (vny) + en By (2n) + eny1Byy1 (on) + cngpoBnye (o) = B
donde el valor de B;(x) en © = oy y © = xy se dan a continuacién
By (z0) =g = Bx1 (an)
Bo (w0) =5 = Bn ()
B, (x0) =é = By (zn)
B; (w0) =0 = B2 (wn) (2.23)

Reemplazando (2.23) en (2.22) se tiene:

e (DY e (2) e (2) e =

c_1+ 400 +c =« (224)
CN— -] 4+c -] +c -] +c == }3
N-1 6 N 6 N—+1 6 N—+2

cy_1+ 4CN -+ CN+1 = 66 (225)
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De (2.21)

Ci—1 6CL1 (.’L‘Z) — 3hCL2 (I’Z) —+ h26L3 (.’L‘Z) + C; [—12&1 (SCZ> + 4h26L3 (.’L‘Z)

J S

Di i (2.26)
+Ci+1 [?al (SCZ) + 3ha2 (SL’Z) + h2a3 (.T}Z)J = 6h2f (.T}Z)

Ti

Formando el Sistema de (2.26) se tiene:

1. Para 1i=0

C_1q ?al (SCQ) — 3hCL2 (.To) —+ h2a3 (.T())/ —+ Co \—120/1 (.To) + 4h26L3 (.To)j

po q0

+¢1 |6ay (w0) + 3hay (z0) + has (z0) | = 6h>f (z0)

J

~~
o

c_1po + coqo + c1ro = 6h* f (x0) (2.27)

De (2.24) se tiene:
c_1=6a—4c) — (2.28)

reemplazar (2.28) en (2.27)
(6cc — 4co — e1)po + coqo + caro = 6% f (o)

Gapy — 4copo — c1po + coqo + 1o = 6h2f (20)

Agrupando términos
(—=4po + qo)co + (—p0 + 1) cr = 6h° f (20) — 6apg
haciendo un cambio de variable

(—=4po + qo)co + (—=p0 + 70)cr = 6(R*f (x0) — apy)
——— —— —

o1 02 20

01¢o + 09cl = 629 (2.29)
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2. Para i=1

Co \6(1,1 (1‘1) - 3ha2 (1‘1) -+ h2a3 (1‘12 + 1 :12&1 (1‘1) + 4h2(1,3 (Il'll

p1 q1

+ 3 | 6ay (21) + 3has (z1) + has (z1) | = 6h*f (21)

J

~~
T1

cop1 + c1q1 + cory = 6h2 f (1) (2.30)

3. Para i=2

C1 6(1,1 (1‘2) — 3ha2 (1‘2) + h2(1,3 (1‘2) + Co —12(1,1 (1‘2) + 4h2(1,3 (ZL’Q)

J/ J/
-~ -~

p2 q2

+ c3 §a1 (z2) + 3hay (x2) + h2a3 (5522 = 6h2f (z2)

~~
T2

C1P2 + Co(2 + C3T9 = 6h2f (1‘2) (231)

4. Para i=N-2

CN—_3 6CL1 (.T}N,Q) — 3ha2 (SCNfz) + h2a3 (.T}N,Q) +CcN_2 —12&1 (.T}Nfg) + 4h2a3 (SL’N,Q)J

J/

~~ ~~
PN-2 gN -2

+en-1 | 6ay (xn_2) + 3hay (xy_2) + hZas (:CN,QZ = 6h*f (vy_2)

v~

TN-2

CN_3PN-2 T CN—2qN—2 + CN_1TN_2 = 6h2f (xn—2) (2.32)

5. Para i=N-1

CN—2 §a1 (xn—1) — 3has (xN-1) + h2€l3 ($N—1z + ey :12@1 (xn_1) + 4h2a3 (xN—ll
PN-1 dqN—1

+ CN 6(1,1 (I‘N_l) + 3h(12 (ZEN_l) + h2a3 (ZEN_l) = 6h2f (ZEN_l)

J/

~~
TN—-1
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CN—2PN-1 t CN_1gN-1 T CNTN-1 = 6h2f (xn_1) (2.33)

6. Para i=N

CN—_1 ?al (xy) — 3hay (zn) + has (SL’N)I +cn \—12a1 (zy) + 4h%as (SL’N)I

~~ ~~
PN qN

+ CcNy1 ?al (IEN) + 3hay (xN) + h2a3 (xNZ = 6h2f (xN)

'

TN
CN-1PN + CNgN + engiry = R f (z) (2.34)
De (2.25) se tiene:
CN_-1 = 66 — CN—-1 — 4CN (235)

reemplazar (2.35) en (2.34)
enapn +engn + (68 — eno1 — dew)ry = 607 f (ax)

CN_APN + ey + 667N — ey 1Ty — denty = 6h7 f (zx)

Agrupando términos

(pnv —rn)en—1 + (gv —4ry)eny = 6h2f (xn) — 68ry

haciendo un cambio de variable

(pv — rn)en—1 + (gv — 4ry)en = 6(R* f (zn) — Bru) (2.36)
—— —— ~ — _
03 04 ZN
0O3CN_—1 + o4Ccy = GZN (237)

De (2.26), (2.29) y (2.36) se tiene:
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p; = 6ay (x;) — 3as (x;) h + as (z;) h?
g = —12ay (x;) + 4as (x;) h*?

r; = 6a; (x;) + 3as (x;) h + as (x;) h?
o1 = —4py + qo

02 = —po + 710

O3 = PN — TN

o4 = qn — 4rN

zo = h2 f (xo) — apo

zn = h2f (vn) — Bra

(2.38)
Formamos el sistema (N + 1) x (N + 1) con las ecuaciones (2.21) y (2.38)
01 02 0 0o --- 0 0 0 0 Co 20
poqori 0 .- 0 0 0 0 C1 h2f (1)
0 p2 q 19 --- 0 0 0 0 Co h2f (12)
oo : : : : : =6 E (2.39)
0 0 0 0 -+ pv2 gv—2 ™2 O CN—2 R f (zn—2)
00 0 0 - 0 PN-1 4N-1 TN-1 CN-1 hzf (IL’N—l)
o o0 o o0 --- 0 0 03 04 CcN ZN
Después de obtener el resultado se reemplaza en la ecuacién (2.11)
N+1
Y(z) =) Bi(x) (2.40)
i=—1

Y(x) es una funcién cibica por partes.
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2.3 Método de diferencias finitas para problemas

lineales

Coronel y Chévez (2017) manifestaron que el método de diferencias finitas con valores

en la frontera,

v =p@)y + q(@)y +r(x),
a<x<b yla)=a yb) =27,

(2.41)
sea un entero N > 0y dividimos el intervalo [a,b] en N + 1y h = ]bv;“l Al escoger h se
forma un algoritmo matricial.

La ecuacién diferencial a aproximar es:
Y (2i) = p(x)y' () + q(@a)y(@) + ()" (2.42)

Utilizando el tercer polinomio de Taylor alrededor de x; evaluada en x; 1 y x;_1, tenemos,

suponiendo que y € C4[x;_1, 1;41],

2 h3 h4
y(win) =yl +h) = y(e:) + hy'(2:) + 5" (@) + 9" (@) + 50D, (243)
para algin & en (z;, ¥i41), ¥
/ ? " h? " ht (4) ¢+
y(sz‘—1) = y(xz‘ - h) = y(ffz) — hy (%) + ?y (ffz) - gy (%) + ﬂy (gz )a (2-44)

para alguna & en (x;,2;41), si se suman las ecuaciones (2.43) y (2.44) se tiene:

h4
Y(ipr) + y(zis) = 2y(x;) + 2y (z;) + —

CHOE) G 2a)
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despejando y”(x;) se obtienes

ht _ ,
y(@inn) +y(zin) = 2y(e0) = 7 lyE) +yE) = 1y ()
agrupando y dividiendo entre h?
" 1 2@ ey @)
y'(20) = S lyi) = 2y(a) +y(zio)] = 51y (&) + (&)

mediante el teorema del valor medio simplificando aun mas la expresion queda de la

siguiente forma:

1 h?

y' () = ﬁ[y(xm) —2y(x;) +y(wi1)] — ﬂ?/(@ (&) (2.46)

para algun & en (z;_1,x;11). Esto se le llama férmula de las diferencias centradas

para y"(z;)

De manera semejante se obtiene y'(x;)

h? h?

y(xien) =yl + h) = y(@a) + hy' (o) + " (@) + gym(?%) (2.47)
para alguna n; en (x;, x;11), y
/ h2 " h3 n
y(wim1) = ylzs = h) = y(w:) = hy' (@) + 59" (2:) = <y" () (2.48)

para algin 7; en (x;,x;41), si se restan las ecuaciones (2.47) y (2.48) se tiene:

h3
Y(ziv1) — y(xio1) = 2hy'(z;) + Ey’”(m), (2.49)
Despejando y'(z;)
h3 nn /
Y(wiz1) — y(@i1) — —y" () = 2hy'(z:)
Dividiendo entre 2h
! 1 h2 n
y'(z;) = ﬁ[?/(%‘ﬂ) - y(xi—l)] - g?/ (1) (2.50)

para alguna 7; en (z;, T;11).

de (2.50) y (2.46) se reemplaza en (2.42)
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1
12

= (@) —2y(2:)+y(zim1)] -y D (&) = p(=:) [ﬁ [y(afm)—y(xi—l)]—%Qy’”(m)] +a(z)y () +r(z;)

1) Z 2P0 2 V) g [ pateen) | g )y o) ()~ 200y (0~ 6]

12 2h
(2.51)
sea y(a) = a 'y y(b) = B para definir:
Wy = @, ’lUN+1 = 6
Yy
Wit1 — 2w; + Wi W1 —Wi—1
= % = p(z;) [+T] + q(xi)w; +r(z;)
Wiyt — 2w; + Wiy = 2p(x;)[wipr — wi1] + WPq(z)w; + Br(z;)
Wiy1 — 2wW; + w1 — %p(xi)wi—f—l + %p(%‘)wi—l — h2q(x;)w; = B°r(z;)
para todai=1,2,---, N.
De la ecuacion (2.52) se escribe como:
— (14 Bp(2))wima + (2 + BPq(z:))w; — (1 — bp(x;))wigr = —h°r(z;) (2.53)
se forma la matriz tridiagonal de N x N.
Aw =b (2.54)
_ h -
2_'_h2q(x1> _ 1_'_§p(1~1) O ............. 0

O rr e 0 —1- %p(xN> ‘Z—i—th(iL“N)
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—h2
r(x
1)
jé1+h

—h?r
(zn
1)

2
r(x
N)+
(1+f%p(
xN)>w
N+1




Capitulo :
Solucion Numeérica de Problemas de

Valores de Frontera

A continuacién plantearemos 2 aplicaciones donde se describe el proceso de solucion de
los métodos de “B-spline cibicoz “Diferencias finitas”, para luego comparar los resulta-

dos.

3.1 Aplicacién 1

3.1.1 Método de B-spline ciibico para raices reales diferentes

Consideramos un problema de valor de frontera lineal con coeficientes constantes
y'+y —6y=zpara0<x <1 (3.1)

Con condiciones de frontera
y(0) =0, y(1)=1 (3.2)
De la ecuacion (1.29) se muestra la solucién general:
(43 —et)e ™ — (43 —e e z 1

= y(@) = 36 (e73 — €2?) 6 36
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Solucion

Para N = 20, % = 0,05

ap (x;)) =1 ag(x;)) =1 as(x;)=—6

a=0 =1 flz)==x
Reemplazando en la ecuacién (2.38) y (2.39)

pi = 6(1) — 3(1)(0.05) — 6(0.05)*
— p; = 5.835
¢ = —12(1) + 4(—6)(0.05)*
— ¢ = —12.06
r; = 6(1) + 3(1)(0.05) 4 (—6)(0.05)*
— 7; = 6.135
01 = —4po + qo = —4(5.835) — 12.06 = —35.4
03 = —po + 79 = —5.835+6.135 = 0.3
03 =py — TN = 5.835 — 6.135 = —0.3
04 = qn — 4ry = —12.06 — 4(6.135) = —36.6
20 = h2f (20) — apo = (0.05)%(0) — (0)(5.835) =0
zn = hf (zn) — Bry = (0.05)*(1) — (1)(6.135) = —6.1325
20 = h2f (z0) — apo

ZN — h2f (I‘N) — BT‘N
Formamos el sistema (N + 1) x (N + 1) con las ecuaciones (2.21) y (2.38).

(3.3)

o0 0o 0 0O --- O 0 0 0 Co 20

proqg i 0 -+ 0 0 0 0 c h2f (z1)

0 po g@ 72 -+ O 0 0 0 s R2f (22)
S ) ) . . —6 .

0 0 0 0 -+ pvoo gv—2 Tn—2 O CN—_2 R f (xn—2)

0 0 0 0 -+ 0 pN_1 GN-1 TN-1 CN_1 R2f (zy_1)

o o0 0 o0 --- 0 0 03 04 CcN ZN

Para N = 20 el sistema es de (21) x (21)




-35.4000
5.835

0.3 0
-12.06  6.135
5.835 -12.06

0 5.835
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

-12.06  6.135

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
6.135 0 0 0 0 0 0 0
-12.06  6.135 0 0 0 0 0 0
5835 -12.06 6.135 0 0 0 0 0
0 5.835 -12.06 6.135 0 0 0 0
0 0 5835 -12.06 6.135 0 0 0
0 0 0 5.835 -12.06 6.135 0 0
0 0 0 0 5.835 -12.06 6.135 0
0 0 0 0 0 5.835 -12.06 6.135
0 0 0 0 0 0 5.835
0 0 0 0 0 0 0 5.835
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

-12.06  6.135

5.835

0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0
-12.06  6.135 0
5.835 -12.06 6.135
0 5.835  -12.06
0 0 5.835
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
6.135 0 0 0 0
-12.06 6.135 0 0 0
5.835 -12.06 6.135 0 0
0 5.835 -12.06 6.135 0
0 0 5.835 -12.06 6.135
0 0 0 5.835 -12.06
0 0 0 0 -0.3

0
6.135
-36.6

Cy
Cy
C10
C11
C12

C13

C15
C16
cir
C1s
Ci9

€20

0
0.00075
0.00150
0.00225
0.00300
0.00375
0.00450
0.00525
0.00600
0.00675
0.00750
0.00825
0.00900
0.00975
0.01050
0.01125
0.01200
0.01275
0.01350
0.01425

-36.79500

v
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Resolviendo el sistema utilizando Matlab

> A=[-35.4000 0.3

5.835

5

-12.06  6.135
5.835 -12.06
0 5.835

0;

0.00075 ;

0

0

7

0.00150 ;
0.00225 ;

0.00300 ;

0.00375
0.00450;
0.00525;
0.00600;
0.00675
0.00750
0.00825;
0.00900;
0.00975;
0.01050;
0.01125
0.01200
0.01275
0.01350;
0.01425;

-36.79500];

?

?

7

7

)
)

)

0

0

0 0 0
6.135 0 0
-12.06  6.135 0
5.835 -12.06 6.135

0 5.835 -12.06

0 0 5.835

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
6.135 0
-12.06  6.135
5.835 -12.06

0 5.835

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

6.135

-12.06

5.835
0

o o o o o

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
6.135 0 0
-12.06  6.135 0
5.835 -12.06 6.135

0 5.835 -12.06

0 0 5.835

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
6.135 0
-12.06  6.135
5.835 -12.06

0 5.835

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
6.135 0
-12.06  6.135
5.835 -12.06
0 5.835
0 0
0 0
0 0
0 0

0
0

0
0
0
0
0
0
6.135
-12.06
5.835
0

0
0

-12.06 6.135

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
6.135 0
-12.06  6.135
5.835

0 5.835

0 0

0

0;

-12.06  6.135;

-0.3

-36.6;




>> x=inv (A)*b

x =

.000234497698636
.027670728439047
.0564293511149692
.080655426898688
.107278208775831
.134661904137356
.163293270691041
.193653567056640
.226225881698591
.261502130319398
.299989840577126
.342218834058101
.388747908553083
.440171618650557
.497127249310265
.560302075282118
.630440998887849
.708354659709258
.794928112075477
.891130169882108

O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o

.998023523197688




Se tiene el resultado del sistema en la siguiente Tabla (3.1)

Tabla 3.1: Resultado del sistema

c0 0.0002345
cl  0.02767073
c2  0.05429351
c3  0.08065543
cd  0.10727821
cd 0.1346619
c6  0.16329327
c7  0.19365357
c8  0.22622588
c9  0.26150213
cl0 0.29998984
cll 0.34221883
cl2 0.38874791
cl3 0.44017162
cl4d 0.49712725
cl5 0.56030208
cl6 0.630441
cl7 0.70835466
cl8 0.79492811
cl9 0.89113017
c20 0.99802352

De la Tabla (3.1) y de las ecuaciones (2.24), (2.25) se tiene:

c_1t4co+c =«

c_1 +4(0.0002345) 4 0.02767073 = 0




c_1 = 0.02860873

cy-1 +4ey + ey =643

c19 + 4co + €21 = 6(1)

0.89113017 + 4(0.99802352) + o1 = 6

co1 = 1.11677575

Después de hallar los coeficientes se realiza producto con la ecuacién 2.6

y por lo tanto se obtiene los polinomios cuibicos con ayuda del software Matlab R2021a.

-1.575123
1.3680 3
0.52392°
0.710323
0.63512°
0.6433x3
0.6417x3
0.654623
0.6752x3
0.704923
0.743723
0.790723
0.8501x3
0.9073x3
1.019123
0.9758x3
1.563123
-0.147623
6.7777x3

\ -18.461623

N+1

Y(z)= Z ¢; Bi(z)

i=—1

0z
-0.441522
-0.188222
-0.272122
-0.2270z2
-0.233222
-0.231722
-0.2453z2
-0.2699z2
-0.310122
-0.3683z2
-0.4458z2
-0.552722
-0.664222
-0.8990z2
-0.8015z2
-2.211122
2.151022
-16.547122
55.3848x2

0.5527x
0.5747 x
0.5494 x
0.5620 z
0.5530 =
0.5545 x
0.5541 x
0.5588 x
0.5687 x
0.5868 x
0.6158 x
0.6585 =
0.7226 x
0.7951 z
0.9594 x
0.8864 x
2.0140 x
-1.6938x
15.1345x
-53.2008 z

0.0002
-0.0001
0.0007
0.0001
0.0007
0.0006
0.0006
0.0000
-0.0013
-0.0040
-0.0088
-0.0166
-0.0295
-0.0452
-0.0835
-0.0653
-0.3660
0.6846
-4.3639
17.2756

0.00,0.05)
0.05,0.1)
0.1,0.15)
0.15,0.20)
0.20,0.25)
0.25,0.30)
0.30,0.35)
0.35,0.40)
0.40,0.45)
0.45,0.50)
0.50,0.55)
0.55,0.60)
0.60,0.65)
0.65,0.70)
0.70,0.75)
0.75,0.80)
0.80,0.85)
0.85,0.90)
0.90,0.95)
)

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
0.95,1.00
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Como resultado tenemos:

Z;

0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
0.55
0.6
0.65
0.7
0.75
0.8
0.85
0.9
0.95

Yi
0.0002345
0.02767073
0.05429351
0.08065543
0.10727821
0.1346619
0.16329327
0.19365357
0.22622588
0.26150213
0.29998984
0.34221883
0.38874791
0.44017162
0.49712725
0.56030208
0.630441
0.70835466
0.79492811
0.89113017
0.99802352
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Utilizando Matlab R2021a

Este algoritmo permitira resolver la ecuacion diferencial de segundo orden lineal con

condiciones de frontera de manera sencilla ingresando los datos de la siguiente manera:

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf
/B-spline cubic n=20

clc

format short

hformat long

n=input (’Digite el numero de puntos interiores: ’);

x0=0;

xf=1;

y0=0; %alpha
yf=1;%beta

a3=-6;

h=(xf-x0)/(n);
p=6*al-3*xa2*h+a3*h"2;
q=-12*al+4*a3*h"2;
r=6xal+3*a2xh+a3*h”~2;
p0=5.835;

q0=-12.06;

r0=6.135;

pN=5.835;

gN=-12.06;

rN=6.135;

x=linspace (x0,xf ,n+1);
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b=zeros(n,1);

A=eye(n)*(q)

for k=1:n;
A(1,1)=-4%p0+q0 %ol
A(1,2)=-p0+r0 %02
A(k,k+1)=r
A(k+1,k)=p
A(n+1,n)=pN-rN%o3
A(n+1,n+1)=qN-4*rN o4
b(k)=6*xh"2*xx(k); %r=x

end
b(1)=6%(h"2%x (1) -y0*p0); %z0
b(n+1)=6*(h~2*(x(k+1))-yf*rN); %zN
c=inv (A)*b

y=c;

bsplinecubico (x,y)

format long

Teniendo como resultado:

A =

Columns 1 through 6

-35.4000 0.3000 0
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-12.0600 6.1350

5.8350

-12.0600 6.1350

5.8350

0

-12.0600 6.1350

5.8350

0

-12.0600 6.1350

5.8350

0

-12.0600

5.8350

0

5.8350

0

Columns 7 through 12

6.1350

6.1350

-12.0600
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-12.0600 6.1350

5.8350

-12.0600 6.1350

5.8350

0

-12.0600 6.1350

5.8350

0

-12.0600 6.1350

5.8350

0

-12.0600

5.8350

0

5.8350

0

Columns 13 through 18

6.1350

6.1350

-12.0600




o1

5.8350

O O O O o o o

-12.0600
5.8350

o O O o o o

Columns 19 through

O O O O O O O O O O o o o o o o o

6.1350
-12.0600

O O O O O O O O O O O o o o o o o o

6.1350

6.1350
-12.0600
5.8350

0

o O O O
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O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

0

6.1350
-12.0600
5.8350

0

0
0
0

0

0

6.1350
-12.0600
5.8350

0

0

0

0

0

0

6.1350
-12.0600
5.8350

0

0
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5.

O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o

8350

.0002
.0277
.0543
.0807
.1073
.1347
.1633
.1937
.2262
.2615
.3000
.3422
.3887
.4402
.4971
.5603
.6304
. 7084
. 7949
.8911
.9980

-12.0600
-0.3000

6.1350
-36.6000




o3

-1.5751
1.3680
.5239
.7103
.6351
.6433
.6417
.6546
.6752
. 7049
. 7437
. 7907
.8501

SO O O O O O O o o o o o

.9073
1.0191
0.9758
1.5631

-0.1476
6.7777
-18.4616

.4415
.1882
.2721
.2270
.2332
L2317
.2453
.2699
.3101
.3683
.4458
.5527
.6642
.8990
.8015
.2111
.1510
.5471
.3848

0

0.050000000000000

.55627
.5747
.5494
.5620
.5530
.5545
.5541
.55688
.5687
.5868
.6158
.6585
. 7226
. 7951
.9594
.8864

N O O O O O O O O O O O o o o o o

.0140

|
[

.6938

[
a1

.1345
-53.2008

.0002
.0001
.0007
.0001
.0007
.0006
.0006
.0000
.0013
.0040
.0088
.0166
.0295
.0452
.0835
.0653
.3660
.6846
.3639
.2756

0.000234497698636

0.027670728439047
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O O O O O O O O O O O O o o o o o o

-

.100000000000000
.150000000000000
.200000000000000
.250000000000000
.300000000000000
.350000000000000
.400000000000000
.450000000000000
.500000000000000
.550000000000000
.600000000000000
.650000000000000
.700000000000000
.750000000000000
.800000000000000
.850000000000000
.900000000000000
.950000000000000
.000000000000000

O O O O O O O O O O O O o o o o o o o

.054293511149693
.080655426898689
.107278208775832
.134661904137357
.163293270691043
.193653567056642
.226225881698592
.261502130319400
.299989840577127
.342218834058102
.388747908553085
.440171618650558
.497127249310267
.560302075282120
.630440998887850
.708354659709258
.794928112075477
.891130169882108
.998023523197687
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3.1.2 Método de Diferencias Finitas para raices reales

diferentes

El problema con valor de frontera
y'+y -6y =z (3.4)
con condiciones de frontera
y(0)=0, y(1)=1, para0 <z <1 (3.5)
De la ecuacion (1.29) se muestra la solucién general:
(43 —e?) e — (43 — e 3) e*®

= y() = 36 (e73 — €2?) B

a8
w
=N

Solucidén.

De la ecuacion (3.4) se tiene:

y'=—y +6y+a

p(z) = -1, q(x) =6, r(x) =z
para N =19, h = % =0.05

Utilizando la ecuacién (2.53)
—(1+ &p(x))wiy + (24 WPq(x))w; — (1 = 2p(a;))wir = —h*r(z;)
Para z; =0.05, i = 1, wg = 0, h =0.05
—(1+ 295 (1)) 4 (24 (0.05)2(6))wr — (1 — 25(—1))w, = —(0.05)2(0.05)
2.015w; — 1.025w, = —0.000125 (3.6)
Para 2o =0.1, i = 2, h =0.05
—(14 %8 (=1))wy + (2 + (0.05)%(6))ws — (1 — EB(—1))ws = —(0.05)*(0.1)

— 0.9750w; + 2.015wy — 1.025w3 = —0.00025 (3.7)




o6

Para x3 =0.15, 7 =3, h =0.05
—(1 4 %5(=1))wz + (2 + (0.05)%(6))ws — (1 = 45 (=1))wy = —(0.05)*(0.15)
— 0.9750ws + 2.015ws — 1.025w, = —0.000375 (3.8)
Para x4 =0.2, 1 = 4, h =0.05
—(14 %8 (=1))ws + (2 + (0.05)%(6))ws — (1 — EB(—1))ws = —(0.05)*(0.2)
— 0.9750w; 4 2.015w4 — 1.025ws = —0.00050 (3.9)
Para x5 =0.25, : = 5, h =0.05
—(14 %8 (=1))ws + (2 + (0.05)%(6))ws — (1 — 2B (—1))ws = —(0.05)*(0.25)
— 0.9750w4 + 2.015ws — 1.025ws = —0.000625 (3.10)
Para x4 =0.3, i = 6, h =0.05
—(14 %8 (=1))ws + (2 + (0.05)%(6))ws — (1 — 2B(—1))w; = —(0.05)*(0.3)
— 0.9750ws 4 2.015wg — 1.025w; = —0.00075 (3.11)
Para 7 =0.35, ¢ =7, h =0.05
—(14 %8 (—=1))we + (2 + (0.05)%(6))wr — (1 — 2B(—1))ws = —(0.05)*(0.35)
— 0.9750wg + 2.015w; — 1.025ws = —0.000875 (3.12)
Para 3 =0.4, i = 8, h =0.05
—(1+ 22 (—1))wyr + (2 + (0.05)%(6))ws — (1 — 222(—1))wy = —(0.05)%(0.4)
— 0.9750w; 4 2.015ws — 1.025wg = —0.001 (3.13)
Para xz9 =0.45, ¢ =9, h =0.05

—(1+ 5= 1))ws + (2 + (0.05)2(6) )y — (1 — % (~1))uwng = —(0.05)2(0.45)

— 0.9750wg + 2.015wy — 1.025w,9 = —0.001125 (3.14)




o7

Para x19 =0.5, 2+ = 10, h =0.05
—(14 28(=1))wg + (2 + (0.05)%(6))wip — (1 — 2B (—1))w;; = —(0.05)*(0.5)
— 0.9750wq + 2.015w;y — 1.025wy; = —0.00125 (3.15)
Para x;; =0.55, i = 11, h =0.05
—(1+ 0'_205(—1))1010 +(2+ (0-05)2(6))w11 —(1- Oéﬂ(—l))wu = —(0-05)2(0-55)
— 0.9750wy9 4 2.015w; — 1.025w;, = —0.001375 (3.16)
Para x5 =0.6, 2 = 12, h =0.05
—(1+ 25(—1))wiy + (2 + (0.05)%(6))wis — (1 — LB (—1))wyz = —(0.05)%(0.6)
— 0.9750w1; 4 2.015wy5 — 1.025w5 = —0.00150 (3.17)
Para x5 =0.65, i = 13, h =0.05
—(14 %B(=1))wia + (2 + (0.05)%(6))wiz — (1 — 225 (—1))wis = —(0.05)%(0.65)
— 0.9750w 4+ 2.015w13 — 1.025wy4 = —0.001625 (3.18)
Para x4 =0.7, 7« = 14, h =0.05
—(1+ 0'_35(—1))1013 + (2 + (0.05)*(6))wis — (1 — O.Qﬂ(_l))w15 = —(0.05)*(0.7)
— 0.9750wy3 4+ 2.015w14 — 1.025w5 = —0.00175 (3.19)
Para 215 =0.75, i = 15, h =0.05
—(1 4 2B(=1))wis + (2 + (0.05)%(6))wi5 — (1 — 2B(—1))wis = —(0.05)%(0.75)
— 0.9750wy4 4 2.015w15 — 1.025w;6 = —0.001875 (3.20)
Para 215 =0.8, i = 16, h =0.05
—(1+ %2 (=1))wis + (2 + (0.05)%(6))wis — (1 — %52 (=1))wir = —(0.05)*(0.8)

— 0.9750wy5 4 2.015w6 — 1.025wy7; = —0.002 (3.21)




o8

Para x7; =0.85, i = 17, h =0.05
—(1 4 2B(=1))wis + (2 + (0.05)%(6))wir — (1 — 2B (—1))wis = —(0.05)%(0.85)

2

— 0.9750wq6 4 2.015w47 — 1.025w15 = —0.002125 (3.22)

Para 15 =0.9, i = 18, h =0.05
—(1+ 2B (=1))wir + (24 (0.05)*(6))wis — (1 — 2B(—1))wiy = —(0.05)*(0.9)
— 0.9750wy7 + 2.015ws — 1.025w19 = —0.00225 (3.23)
Para x19 =0.95, i = 19, h =0.05, wyy =1
—(1 4 2B(=1))wis + (2 + (0.05)%(6))wig — (1 — 22B(—1))wsg = —(0.05)%(0.95)
— 0.9750wsg + 2.015wq9 — 1.025weq = —0.002375
— 0.9750w;g 4 2.015w9 — 1.025(1) = —0.002375
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Se forma el siguiente sistema:

([ 2.015w; — 1.025w, = —0.000125
— 0.9750w; + 2.015ws — 1.025ws = —0.00025
— 0.9750w, + 2.015w5 — 1.025ws = —0.000375
— 0.9750ws + 2015w, — 1.025ws = —0.00050
— 0.9750ws + 2.015ws — 1.025w = —0.000625
— 0.9750ws + 2.015wg — 1.025w; = —0.00075
— 0.9750wg + 2.015ws — 1.025ws = —0.000875
— 0.9750ws + 2.015ws — 1.025w = —0.001
— 0.9750ws + 2.015wo — 1.025w1p = —0.001125
— 0.9750ws + 2.015w10 — 1025w, = —0.00125
— 0.9750ws + 2.015wy; — 1.025wss = —0.001375
— 097501 + 2.015wys — 1.025wis = —0.00150
— 0.9750wy5 + 2.015wis — 1.025wy4 = —0.001625
— 0.9750uwss + 2.015wis — 1.025wss = —0.00175
0975014 + 2.015wys — 1025w = —0.001875
— 0.9750wy5 + 2015w — 1.025w7 = —0.002
— 0.9750ws6 + 2.015w7 — 1.025wys = —0.002125
— 0975017 + 2.015wys — 1.025wig — —0.00225
| — 0.9750wns + 2.015wye = 1.022625




2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 wy -0.000125
-0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 wo -0.00025
0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ws -0.000375
0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Wy -0.0005
0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ws -0.000625
0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 We -0.00075
0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 wy -0.000875
0 0 0 0 0 0 -0.975 20025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 wg -0.001
0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Wy -0.001125
0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 0 Wi == -0.00125
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 0 wry -0.001375
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 0 Wig -0.0015
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 0 W13 -0.001625
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 0 Wiy -0.00175
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 0 Wi -0.001875
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 0 W6 -0.002
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 0 w7 -0.002125
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 -1.025 wWig -0.00225
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.975 2.0025 Wiy 1.022625

09
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2.0025 -1.025
-0.975  2.0025
0 -0.975

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

L 0 0

0
-1.025
2.0025
-0.975

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

b=[-0.000125;

.00025;
.000375;
.0005;
.000625;
.00075;
.000875;
.001;
.001125;
.00125;
.001375;
.0015;
.001625;
.00175;
.001875;
.002;
.002125;

0
0
-1.025
2.0025
-0.975
0

0
0
0
-1.025
2.0025

-0.975
0

-1.025
2.0025
-0.975

0

Utilizando Matlab

-1.025
2.0025
-0.975

0

-1.025
2.0025
-0.975

0

-1.025
2.0025
-0.975

0

-1.025
2.0025
-0.975

0

©C 0o o o o © © o °©

-1.025
2.0025
-0.975

0
0
0
0
0
0
0

-1.025
2.0025
-0.975

0

0
-1.025
2.0025
-0.975

0

©C © © O o © O © © © © °

-1.025
2.0025
-0.975

0

0
0
0

-1.025
2.0025
-0.975

0

-1.025
2.0025
-0.975
0
0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-1.025 0 0
2.0025 -1.025 0

-0.975  2.0025 -1.025
0 -0.975 2.0025




-0.00225;
1.022625];
det (A)
x=inv (A) *xDb
ans =
47.953955538296583
x =
.027572052550171
.0564324571598629
.080810985887629
.107553833419425
.135053915219222
.163798684471017
.194270031093032
.226951605164116
.262335808868280
.300930575448362
.343266044762807
.389901238180393
.441430830526590
.498492113448972
.561772242767077
.632015862012597
.710033195373154
.796708705575243

O O O O O O O O O O O O o o o o o o o

.893010415849063

Utilizando el algoritmo se tiene:

%Intervalo [x0,xf]




#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

clc

format long

n=input (’Digite el numero de puntos interiores: ’);

x0=0;

h=(xf-x0)/(n+1);

x=linspace (x0,xf ,n+2);

b=zeros(n,1);

A=eye (n)*(6*xh"2+2);

for k=1:n-1;
A(k,k+1)=-h/2-1;
A(k+1,k)=h/2-1;;
b(k)=-h"2*x(k+1);

end

b(1)=-h"2%x(2)+(1-h/2)*y0;

b(n)=-h"2*xx(n+1)+1.025*%xyf;

y=inv (A) *xb;

y=Ly0;y;yfl;




0

0.0500000000000000
0.

O O O O O O O O O O o o o o o o o

—

100000000000000

.150000000000000
.200000000000000
.250000000000000
.300000000000000
.350000000000000
.400000000000000
.450000000000000
.500000000000000
.550000000000000
.600000000000000
.650000000000000
.700000000000000
.750000000000000
.800000000000000
.850000000000000
.900000000000000
.950000000000000
0.99000000000000

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

.00757205300000000
.0343245720000000
.0608109860000000
.0875538330000000
.115053915000000
.143798684000000
.174270031000000
.206951605000000
.242335809000000
.280930575000000
.323266045000000
.369901238000000
.421430831000000
.478492113000000
.541772243000000
.612015862000000
.690033195000000
.776708706000000
.873010416000000
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Tabla 3.2:

Comparaciéon de los métodos de B-Spline Cuibico y Diferencias Finitas

Solucién Diferencias
General B-Spline Finitas Error B-S Error D. F.
0 1.39E-17  0.0002345 0  0.0002345 1.38778E-17
0.05 0.01920367 0.02767073  0.00757205 0.00846706  0.011631617
0.1 0.03759033 0.05429351  0.03432457 0.01670318  0.003265762
0.15 0.05571335 0.08065543  0.06081099 0.02494208  0.005097636
0.2 0.07409523 0.10727821  0.08755383 0.03318298  0.013458605
0.25 0.09323679  0.1346619  0.11505392 0.04142512  0.021817129
0.3 0.11362554 0.16329327  0.14379868 0.04966773 0.03017314
0.35 0.13574352 0.19365357  0.17427003 0.05791005  0.038526513
0.4 0.16007455 0.22622588  0.20695161 0.06615133  0.046877057
0.45 0.1871113 0.26150213  0.24233581 0.07439083  0.055224512
0.5 0.21736204 0.29998984  0.28093058  0.0826278  0.063568539
0.55 0.25135733 0.34221883  0.32326605  0.0908615  0.071908712
0.6 0.28965673 0.38874791  0.36990124 0.09909117  0.080244503
0.65 0.33285555 0.44017162  0.42143083 0.10731607 0.08857528
0.7 0.38159183 0.49712725  0.47849211 0.11553542  0.096900281
0.75 0.43655363 0.56030208  0.54177224 0.12374844  0.105218612
0.8 0.49848665 0.630441  0.61201586 0.13195435 0.113529216
0.85 0.56820233 0.70835466 0.6900332 0.14015233  0.121830867
0.9 0.64658657 0.79492811  0.77670871 0.14834154  0.130122136
0.95 0.73460905 0.89113017  0.87301042 0.15652112 0.13840137
1 0.83333333 0.99802352 0.99 0.16469019  0.156666667

En la Tabla (3.2) se muestra los resultados de cada método y los errores donde se

concluye que el “método de diferencias finitas” es el que mejor se aproxima a la solucién.
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Soluciéon de: D2y+Dy-6y=x, y(0)=0, y(1)=1

Sol. general
0.9r B-Spline

D. Finitas.
08r b

0.7 4

0.6 4

Ejey
o
(6]

04r 1

03r 1

0.2r 1

0.1r 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Eje x

Figura 3.1: Grdfico comparativo

En la Figura (3.1) se observa que el mejor que se aproxima a la solucién es el “método

de diferencias finitas”.

3.2 Aplicacién 2

Sea
y" — 4y’ + 5y = 125t (3.25)
Con las condiciones de frontera
y(0)=0 (3.26)
y(l) =1 (3.27)

De la ecuacion (1.37) se muestra la solucién general:

y(z) = —22e*cos(t) + 0.294504e* sen(x) + 252% + 40z + 22
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3.2.1 Método de B-spline ciibico para raices complejas

Utilizando Matlab R2021a

haly’’+a2y’+a3y=r(x)

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

hsyms x

/B-spline cubic

=10

GlE

hformat short

format long

n=input (’Digite el numero de puntos interiores: ’);

x0=0;

h=(xf-x0)/(n);
p=6%al-3%a2*h+a3*h~2;
q=-12*al+4*a3*xh"2;
r=6xal+3*a2xh+a3*h"2;
pO=p; %6.3;

q0=q; %-12;

rO0=r; %5.7;

pN=p; %6.3;




qN=q; %-12
rN=r;%5.7;
x=linspace (x0,xf ,n+1);
b=zeros(n,1);
A=eye(n)*(q);
for k=1:n;
A(1,1)=-4%xp0+q0;
A(1,2)=-p0+r0;
A(k,k+1)=r;
A(k+1,k)=p;
A(n+1,n)=pN-rN;
A(n+1,n+1)=qN-4*rN
b(k)=6xh~"2x(125*xx(k)"2);%r=125*xx(k) "2
end
b(1)=6*(h~2*(125%xx(1)"2) -y0*p0);
b(n+1)=6*x(h 2% (125*xx(k+1)"2) -yf*rN);
c=inv (A) *Db
hy=Ly0;y;yf]
h=[x.x(1-exp(x-1))]17;
he=abs (f-y);
y=¢;
bsplinecubico(x,y)

format long

Resultado
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A =
Columns 1 through 4
-40.799999999999997 -2.400000000000000
0
7.250000000000000 -11.800000000000001
0

0 7.250000000000000
4.850000000000000

-11.800000000000001

0 0
7.250000000000000

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0
0

0 0
0

Columns 5 through 8

4.850000000000000

-11.800000000000001

7.250000000000000




70

0 0

0
0 0

0
4.850000000000000 0

0
-11.800000000000001 4.850000000000000

0
7.250000000000000 -11.800000000000001

0

0 7.250000000000000
4.850000000000000

-11.800000000000001

0 0
7.250000000000000

0 0
0

0 0
0

Columns 9 through 11

o O O O o o o
O O O O o o o

4.850000000000000

-11.800000000000001

7.250000000000000

O O O O o o o
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-11

-0.

0.

.850000000000000
.800000000000001
.250000000000000

0

.025688618321138
.436706511459352
.085439034649196
.926197608408294
.924680160414677
.988926439573832
.946474396693775
.515191998778612
.266459012279946
.579190588403803
.416985339353554

.0e+03 =

038775644491589

0.000025688618321

007540829048590

-0.0000206278556219

0.

0.

002923671137333

0.000016309408071

015066558724047

-0.000311548556770

0.

028770345060994

-0.001188590882335

0.

042314110223962

-0.002881561527706

4.
-11.
2.

0
850000000000000
800000000000001
400000000000000

.013894942062054

.011124647315300

.022053246143342

.038497789747679

.058813437492131

4.

-31

0
0
850000000000000

.199999999999999

.004236194852889

.002846700646684

.003400759596034

.000122179947622

.006455637494113

.016613461366339
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0.084105247039053

-0.011908447079766

0.

049885135168220

-0.000170948708070

0.

337439061082042

-0.147398558775947

-0.529269312992652

0.484431845924505

.134037483759295

.062175248830546

.752304671023718

.587807938977955

0.061747889126637

0.011444324676513

0.563547862431051

-1.542553486570455

O O O O O O o o o

-

.100000000000000
.200000000000000
.300000000000000
.400000000000000
.500000000000000
.600000000000000
.700000000000000
.800000000000000
.900000000000000
.000000000000000

.025688618321138
.436706511459352
.085439034649196
.926197608408294
.924680160414677
.988926439573832
.946474396693775
.515191998778612
.266459012279946
.579190588403803
.416985339353554
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3.2.2 Método de Diferencias Finitas para raices complejas

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

hsyms x

#diferencias finitas

»n=9

GlE

hformat short

format long

n=input (’Digite el numero de puntos interiores: ’);

x0=0;

y0=0; %alpha

yf=1; %beta
p=4;
qQ=-5;

h=(xf-x0)/(n+1);
x=linspace (x0,xf ,n+2);
b=zeros(n,1);
A=eye(n)*(gq*xh~2+2);
for k=1:n-1;
A(k,k+1)=p*h/2-1;
A(k+1,k)=-p*xh/2-1;
b(k)=-h"2x(125*xx(k+1)"2); %r=-exp(-x-1)-1)
end
b(1)=-h"2%(125%x(2)"2)+(1+(h/2)*p)*y0;
b(n)=-h"2*x(125*xx(n+1)"2)+(1-(h/2)*p)*yf;
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y=inv (A) *b;
y=Ly0;y;yfl;
%f=[x.*(1-exp(x-1))]"7;
he=abs (f-y);

Digite el numero de puntos interiores:

Muestra el Resultado

.100000000000000
.200000000000000
.300000000000000
.400000000000000
.500000000000000
.600000000000000
.700000000000000
.800000000000000

O O O O O o o o o

.900000000000000

-

.000000000000000

.454019403683586
.091047296478741
.915898679641550
.892807086908170
.927369254876335
.843126928398814
.351568005657604
.014131621192187
.194593818169551
.000000000000000




Tabla 3.3:

Comparaciéon de los métodos de B-Spline Cuibico y Diferencias Finitas

Solucion Diferencias
General B-Spline Finitas Error B-S Error D. F.
0 0 0.02568862 0 0.02568862 0
0.1 -0.45070742 -0.43670651 -0.4540194  0.01400091 0.00331198
0.2 -1.07864053 -1.08543903 -1.0910473  0.0067985 0.01240676
0.3 -1.88762228 -1.92619761 -1.91589868 0.03857533 0.0282764
0.4 -2.84165994 -2.92468016 -2.89280709 0.08302022 0.05114715
0.5 -3.84756642 -3.98892644 -3.92736925 0.14136001 0.07980283
0.6 -4.73253585  -4.9464744  -4.84312693 0.21393855 0.11059108
0.7 -5.21556474 -5.515192  -5.35156801  0.29962726 0.13600327
0.8 -4.87144166 -5.26645901 -5.01413162 0.39501736 0.14268997
0.9 -3.08585494 -3.57919059 -3.19459382 0.49333565 0.10873888
1 1.00000148  0.41698534 1 0.58301614 1.479E-06

En la Tabla (3.3) se muestra los resultados de cada método y los errores donde se

concluye que el “método de diferencias finitas” es el que mejor se aproxima a la solucién.

Ejey

Soluci6n de: D2y-4Dy+5y=125x 2, y(0)=0, y(1)=1
T T

Sol. general
——B-spline
. Finitas

Figura 3.2: Grdfico comparativo

En la Figura (3.2) se observa que el mejor que se aproxima a la solucién es el “método

de diferencias finitas”.
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3.3 Aplicacién 3

Sea
y' —6y +9y=a>—x+3 (3.28)
Con las condiciones de frontera
y0) =3 (3.20)
1
y(1) = o (3.30)

De la ecuacion (1.43) se muestra la solucién general:

2 oz 1
t) =¥ —0.974184xe%” + — + = 4 =
y(t) =e re>t + 5 %*27‘+'3

3.3.1 Método de B-spline cubico para raices iguales

haly’’+a2y’+a3dy=r(x)

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

hsyms x

/B-spline cubic

/n=10

cle

hformat short

format long

n=input (’Digite el niumero de puntos interiores: ’);

x0=0;

y0=4/3;




7

h=(xf-x0)/(n);
p=6*al-3*a2*xh+a3*xh~2;
q=-12*al+4*a3%h"~2;
r=6*al+3*xa2*xh+a3*h~2;
pO=p; %6.3;
q0=q; %-12;
r0=r;%5.7;
pN=p; %6.3;
qN=q; %-12
rN=r;%5.7;
x=linspace (x0,xf ,n+1)
b=zeros(n,1);
A=eye(n)*(q)
for k=1:n;
AC1,1)=-4%p0+q0
A(1,2)=-p0+r0
A(k,k+1)=r
A(k+1,k)=p
A(n+1,n)=pN-rN
A(n+1,n+1)=qN-4*rN
b(k)=6*xh"2x(x(k) " 2-x(k)+3); %r=x(k) "2-x+3
end
b(1)=6%x(h~2%(x(1)"2-x(1)+3) -y0*p0);
b(n+1)=6*%x(h~2*%(x(k+1)"2-x(k+1)+3) -yf*rN);
c=inv (A)*b

hy=[y0;y;yf]
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h=[x.x(1-exp(x-1))]17;
he=abs (f-y);

y=c;
bsplinecubico (x,y)

format long

Columns 1 through 4
-43.200000000000003 -3.600000000000000 0

7.890000000000000 -11.640000000000001 4.290000000000000

0 7.890000000000000 -11.640000000000001
4.290000000000000
0 0 7.890000000000000
-11.640000000000001

0 0 0
7.890000000000000

0 0 0
0

0 0 0
0

0 0 0
0

0 0 0
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0 0

0
0 0

0

Columns 5 through 8

0 0

0
0 0

0
0 0

0
4.290000000000000 0

0
-11.640000000000001 4.290000000000000

0
7.890000000000000 -11.640000000000001

0

0 7.890000000000000
4.290000000000000

0 0

-11.640000000000001

0 0
7.890000000000000

0 0
0

0 0
0

Columns 9 through 11
0 0
0 0

4.290000000000000

-11.640000000000001

7.890000000000000
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-11

o O O O

0

.290000000000000
.640000000000001
.890000000000000

0

.327943363512038
.548012971188874
.798600896626691
.072795359919460
.355192754097414
.616710551964887
.806769229613682
.841619481981423
.587049312030725
.832931533614037
.255968293553606

.0e+02 *
.066857393641072

.013279433635120

-0.029103790595542

.013375394819357

-0.019560030319209

.013299044737146

-0.046692157825280

o O O o o o

4.290000000000000
-11.640000000000001
3.600000000000000

0.028788355270984

0.023062099105184

0.047481013860648

O O O O o o o

4.290000000000000
-28.800000000000001

.021338386831273

.018459551304174

.019604802537334

.012279128110695
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.014031612179810

-0.084496610336335

.016451097140518

-0.121116639911358

.021028600837396

-0.268529880641988

.052869860835212

-0.146883807894535

.011145257882835

-1.245206749255386

1.

.573486603859591

894732273138562

-1.715528943465597

.092846356873915

.147776401236449

.413120234551584

.157663481781932

.793638541047975

.684196819415686

O O O O O o o o o

-

.100000000000000
.200000000000000
.300000000000000
.400000000000000
.500000000000000
.600000000000000
.700000000000000
.800000000000000
.900000000000000
.000000000000000

.327943363512038
.548012971188874
.798600896626691
.072795359919460
.355192754097414
.616710551964887
.806769229613682
.841619481981423
.587049312030725
.832931533614037
.255968293553606

.005867009094611

.033332031275878

.192538331264959

.013718604326203

.122498651739038

.507553172678257
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3.3.2 Método de Diferencias Finitas para raices iguales

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

hsyms x

#diferencias finitas

»n=9

GlE

hformat short

format long

n=input (’Digite el numero de puntos interiores: ’);

x0=0;

y0=4/3; %alpha
yf=1/27; %beta
p=6;
q=-9;
h=(xf-x0)/(n+1);
x=linspace (x0,xf ,n+2);
b=zeros(n,1);
A=eye(n)*(gq*xh~2+2);
for k=1:n-1;
A(k,k+1)=p*h/2-1;
A(k+1,k)=-p*xh/2-1;
b(k)=-h"2*x(x(k+1) "2-x(k+1)+3) ; %hr=x"2-x+3
end
b(1)=-h"2*%(x(2)"2-x(2)+3)+(1+(h/2)*p)*y0;
b(n)=-h"2*x(x(n+1) " 2-x(n+1)+3)+(1-(h/2)*p)*yf;
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y=inv (A) *b;
y=Ly0;y;yfl;
%f=[x.*(1-exp(x-1))]"7;
he=abs (f-y);

.090909090909091
.181818181818182
L272727272727273
.363636363636364
.454545454545455
.545454545454545
.636363636363636
LT27272727272727
.818181818181818

SO O O O O O o o o o

.909090909090909

-

.000000000000000

.333333333333333
.531640931983916
.755185899895682
.999282395677186
.253816164788762
.500207642077472
.706963151616866
.823210267755698
.769366614538663
.423746509610150
.603428611018547
.037037037037037
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Tabla 3.4:
Comparaciéon de los métodos de B-Spline Cuibico y Diferencias Finitas
Solucion Diferencias
General B-Spline Finitas Error B-S Error D. F.
0 1.33333333 1.32794336 1.33333333  0.00538997 0
0.1 1.55003411 1.54801297 1.55350469 0.00202114 0.00347058
0.2 1.79481626  1.7986009 1.80422947  0.00378464 0.00941321
0.3 2.05983879 2.07279536 2.07846026 0.01295657 0.01862147
0.4 2.32860906 2.35519275 2.36037256  0.02658369 0.03176349
0.5 2.57088876 2.61671055 2.61987606  0.0458218 0.04898731
0.6 2.73509458 2.80676923 2.80425566  0.07167465 0.06916108
0.7 273706397 2.84161948 2.82555632  0.10455551 0.08849235
0.8 2.44357267 2.58704931 2.54168602 0.14347664 0.09811335
0.9 1.64830701 1.83293153 1.72828154  0.18462453 0.07997454
1 0.03702872 0.25596829 0.03703704 0.21893957 8.3166E-06

En la Tabla (3.4) se muestra los resultados de cada método y los errores donde se

concluye que el “método de diferencias finitas” es el que mejor se aproxima a la solucién.

. Solucion de: D2y-6Dy+9y=x 2-x+3, y(0)=413, y(1)=1/27
T T T

Sol. general
——B-spline

T
N
L S
_— - . Fnitas
A NN
e N\
25 _— B
= \
N\
\
\
N\
\
\

_
F
s
Z
,4/
~
2

P

05

Figura 3.3: Grdfico comparativo

En la Figura (3.3) se observa que el mejor que se aproxima a la solucién es el “método
de diferencias finitas”.
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3.4 Aplicacién 4

Chang et al. (2011) plantearon un problema de valor de frontera lineal con coeficientes

constantes
y' —y =" -1 (3.31)
Con las condiciones de frontera
y(0) =0 (3.32)
y(1)=0 (3.33)

Cuya solucién analitica es:

3.4.1 Método de B-spline ciibico para raices reales diferentes

haly’’+a2y’+al3y=r(x)

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

hsyms x

/B-spline cubic

=10

cle

hformat short

format long

n=input (’Digite el numero de puntos interiores: ’);

x0=0;
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h=(xf-x0)/(n);
p=6*al-3*a2*h+a3*xh~2;
q=-12%al+4*a3*h"2;
r=6xal+3*a2*xh+a3*h~2;
pO=p; %6.3;
q0=q; %-12;
r0=r;%5.7;
pN=p; %6.3;
qN=q; %-12
rN=r;%5.7;
x=linspace (x0,xf ,n+1)
b=zeros(n,1);
A=eye(n)*(q)
for k=1:n;
A(1,1)=-4%p0+q0
A(1,2)=-p0+r0
A(k,k+1)=r
A(k+1,k)=p
A(n+1,n)=pN-rN
A(n+1,n+1)=qN-4*rN
b(k)=6*xh"2*x(-exp(x(k)-1)-1);%r=x(k) " 2-x+3
end
b(1)=6*x(h~2*x(-exp(x(1)-1)-1)-y0*p0);
b(n+1)=6*x(h"2*x(-exp(x(k+1)-1)-1) -yf*rN);
c=inv (A)*Db
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hy=Ly0;y;yfl
he=[x.*(1-exp(x-1))]1";
he=abs (f-y);

y=c;
bsplinecubico(x,y)

format long

Columns 1 through 4
-37.200000000000003 -0.600000000000000

6.300000000000000 -12.000000000000000

0 6.300000000000000
5.700000000000000

0 0

-12.000000000000000

0 0
6.300000000000000

0 0
0

0 0
0

0 0

5.700000000000000

-12.000000000000000

6.300000000000000
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0 0

0
0 0

0
0 0

0

Columns 5 through 8

0 0

0
0 0

0
0 0

0
5.700000000000000 0

0
-12.000000000000000 5.700000000000000

0
6.300000000000000 -12.000000000000000

0

0 6.300000000000000
5.700000000000000

0 0

-12.000000000000000

0 0
6.300000000000000

0 0
0

0 0
0

Columns 9 through 11

5.700000000000000

-12.000000000000000

6.300000000000000
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0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

5.700000000000000 0 0
-12.000000000000000 5.700000000000000 0

6.300000000000000 -12.000000000000000 5.70000000000000
0 0.600000000000000 -34.799999999999997

.001224964830425
.060840124630797
.111924567991834
.153130226821219
.182919793908526
.199541824519821
.201002693514279
.185035021918304
.149062140462945
.090158105664095

SO O O O O O O o o o o

.005002725959726
C =

-1.744320738554987 0 0.613594805389272
0.001224964830425

0.190887253439363 -0.580562397598305 0.671651045149103
-0.000710243161569

-0.367296367517970 -0.245652225023905 0.604669010634223
0.003755225806089
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-0.259008993795931

.000831466715594

-0.348112391228956

.006534084151308

-0.342166582116750

.005790858012282

-0.550600253897764

.050812531116981

-0.032101671243563

-0.127032482733410

-2.246936545234447

1.006962972749923

5.

699656290151005

-4.786103204246072

-17.

.343110861373740

.236186784454110

.245105498122418

.130075111083406

.958771912490416

.356831785087706

098968870453017

16.

O O O O O O o o o

-

.100000000000000
.200000000000000
.300000000000000
.400000000000000
.500000000000000
.600000000000000
.700000000000000
.800000000000000
.900000000000000
.000000000000000

O O O O O O O o o o o

.001224964830425
.060840124630797
.111924567991834
.153130226821219
.182919793908526
.199541824519821
.201002693514279
.185035021918304
.149062140462945
.090158105664095
.005002725959726

.633906601539173

.591136970771321

.5956596327605476

.370487962081980

.132680878583657

.119802079478843

190418510507811
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3.4.2 Método de Diferencias Finitas para raices reales

diferentes

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

hsyms x

#diferencias finitas

=9

clc

hformat short

format long

n=input (’Digite el numero de puntos interiores: ’);

x0=0;

y0=0; %alpha

yf=0; %beta

p=1;

q=0;

h=(xf-x0)/(n+1);

x=linspace (x0,xf ,n+2);

b=zeros(n,1);

A=eye(n)*(g*h~2+2);

for k=1:n-1;
A(k,k+1)=p*h/2-1;
A(k+1,k)=-p*xh/2-1;
b(k)=-h"2*(-exp(x(k+1)-1)-1);%r=x"2-x+3

end

b(1)=-h"2x(-exp(x(2)-1)-1)+(1+(h/2)*p)*y0;




b(n)=-h"2*%(-exp(x(n+1)-1)-1)+(1-(h/2)*p)*yf;

y=inv (A) xb;

y=[Ly0;y;yfl;

hE=[x.*x(1-exp(x-1))]";

he=abs (f-y);

O O O O O o o o o

-

.100000000000000
.200000000000000
.300000000000000
.400000000000000
.500000000000000
.600000000000000
.700000000000000
.800000000000000
.900000000000000
.000000000000000

O O O O O o o o o

.059384036764489
.110213028349024
.151136345741223
.180613851240059
.196890971674626
.197970624157961
.181581607997061
.145143029917312
.085724277796769

0
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Tabla 3.5:

Comparaciéon de los métodos de B-Spline Cuibico y Diferencias Finitas

Solucién

General

Diferencias

B-Spline Finitas

Error B-S Error D. F.

0 0
0.1  0.059343
0.2 0.1101342
0.3 0.1510244
0.4 0.1804753
0.5 0.1967347
0.6 0.197808
0.7 0.1814272
0.8 0.1450154
0.9 0.0856463

1 0

0.001225 0
0.0608401 0.059384
0.1119246 0.110213
0.1531302 0.1511363
0.1829198 0.1806139
0.1995418 0.196891
0.2010027 0.1979706

0.185035 0.1815816

0.1490621 0.145143
0.0901581 0.0857243
0.0050027 0

0.001225
0.0014971
0.0017904
0.0021058
0.0024444
0.0028072
0.0031947
0.0036078
0.0040467
0.0045118
0.0050027

0

4.1E-05
7.882E-05
0.0001119
0.0001385
0.0001563
0.0001627
0.0001544
0.0001276
7.795E-05
0

En la Tabla (3.5) se muestra los resultados de cada método y los errores donde se

concluye que el “método de diferencias finitas” es el que mejor se aproxima a la solucién.

Solucin de: D2y-Dy=-e **-1,y(0)=0, y(1)=0

02

Ejey

01

Sol. general

——B-spline
. Finitas

Figura 3.4: Grdfico comparativo

En la Figura (3.4) se observa que el mejor que se aproxima a la solucién es el “método

de diferencias finitas”.




Conclusiones

1. En este trabajo de investigacion se logré encontrar la solucién de las ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales de segundo orden con valores en la frontera me-
diante el método de variaciéon de parametros y por los métodos B- Spline Ciibico

y Diferencias Finitas.

2. Se hizo un comparativo con los métodos B-Spline Cubico y Diferencias Finitas
donde se concluy6 que el método que mejor se aproxima a la solucion es el de

Diferencias Finitas.

3. Se plantearon 4 aplicaciones, la primera es para raices reales diferentes, la segun-
da para raices complejas, la tercera para raices iguales y la cuarta para raices
reales diferentes, donde se garantizé que el de diferencias finitas es el que mejor se

aproxima a la solucién.

4. A cada método se le realizé su propio algoritmo utilizando el software Matlab, el

cual permiti6é simplificar los célculos en forma rapida y sencilla.



Recomendaciones

1. Dar a conocer a los estudiantes y docentes de Matemaética e ingenieria los algo-
ritmos de los métodos de B-Spline Cubico y Diferencias Finitas, para que sigan

investigando las diferentes aplicaciones relacionadas con el tema de investigacion.
2. Realizar a cada método su interfaz grafica de usuario.

3. Profundizar la investigacién en ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo or-

den no lineales con problemas de valores de frontera.
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Anexo

Método de B-Spline Cubico

haly’’+a2y’+a3dy=r(x)

%Intervalo [x0,xf]

#Condiciones de frontera: y(x0)=y0, y(xf)=yf

hsyms x

%B-spline cubic n=20

cle

format short

hformat long

n=input (’Digite el nimero de puntos interiores: ’)

x0=0;

y0=0; %alpha
yf=1; %beta

h=(xf-x0)/(n);
p=6*al-3*xa2*h+a3*h"~2;
q=-12*al+4*a3*h"2;
r=6xal+3*a2xh+a3*h”~2;
p0=5.835;
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q0=-12.06;

r0=6.135;

pN=5.835;

gN=-12.06;

rN=6.135;

x=linspace (x0,xf ,n+1);

b=zeros(n,1);

A=eye(n)*(q)

for k=1:n;
A(1,1)=-4%xp0+q0 %ol
A(1,2)=-p0+r0 %02
A(k,k+1)=r
A(k+1,k)=p
A(n+1,n)=pN-rN%o3
A(n+1,n+1)=qN-4*rN o4
b(k)=6*xh"2*xx(k); %r=x

end

b(1)=6*x(h~2*x(1)-y0*p0); %z0

b(n+1)=6%(h~2x(x(k+1)) -yf*rN); %zN

c=inv (A)*Db

y=¢;

h=[x.x(1-exp(x-1))]17;

he=abs (f-y);

bsplinecubico(x,y)

format long
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Método de Diferencias Finitas

%Diferencias finitas
%n=19
clc

format long

interiores:

n=input (’Digite el nimero de puntos

x0=0;

xf=1;

y0=0;

yf=1;

h=(xf-x0)/(n+1);

x=linspace (x0,xf ,n+2);

b=zeros(n,1);

A=eye(n)*(6*h~2+2);

for k=1:n-1;
A(k,k+1)=-h/2-1;
A(k+1,k)=h/2-1;;
b(k)=-h"2*x(k+1);

end

b(1)=-h"2*x(2)+(1-h/2)*y0;

b(n)=-h"2*x(n+1)+1.026*%yf;

y=inv (A) *xb;

y=LyO;y;yfl;

diSp (P mmmmmmmm e m e

disp (’ xi yi

Cilgp (7 oscomssscosooccsoocossoonosconooonoooo oo oD oo
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