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Resumen

En el presente trabajo, dado un CW-complejo conexo X, relataremos la cons-
truccién de un nuevo CW-complejo, denotado como X ™, el cual, en pocas pala-
bras, es obtenido al adjuntar celdas de dimensién 2 y 3 a X, de tal manera que la
aplicacion inclusién 7 : X < X es aciclica e induce la proyeccién 7 — 7/N,
donde N subgrupo perfecto y normal de 7 (X).

La obtencién de X' es conocida como construccion + de Quillen. Para este
objetivo, haremos una breve abordaje a la teoria que contiene al grupo fundamen-
tal de un espacio topoldgico, recubrimiento. También abordaremos la teoria de
Homologia y que son los CW-complejos. Finalmente, daremos una breve aplica-
cién de esta construccion.

Palabras Claves:
CW-complejo, espacio de adjuncién, Homologia reducida, Teorema + de Qui-
llen.



Abstract

In the present work, given a connected CW-complex X, we will explain the
construction of a new CW-complex, denoted as X, which, in short, is obtained
by attaching cells of dimension 2 and 3 to X, such that the inclusion application
i: X — X*isacyclic and induces the projection 7 — 7/N, where N is a perfect
and normal subgroup of 7 (X).

Obtaining the CW-complex X * is known as Quillen’s + construction. For this
objective, we will make a brief approach to the theory that contains the funda-
mental group of a topological space and covering spaces. We will also address the
theory of Homology and what are the CW-complexes. Finally, we will give a brief
application of this construction.

Keywords:
CW-complex, adjunction space, Reduced homology, Quillen’s + Theorem.



Introduccion

Dentro de la topologia algebraica, existen muchos casos donde el obtener un
grupo fundamental no trivial puede complicar demasiado nuestro trabajo.

En el presente trabajo abordaremos la técnica conocida como construccién
plus que, en términos simples, permite de alguna manera simplificar el grupo fun-
damental de un espacio sin modificar su homologia.

Esta técnica fue introducida por primera vez en [Ker69], y definida con mas
profundidad por Quillen en [Qui73], con el objetivo de definir la K -teoria alge-
braica para ordenes superiores.

En el capitulo 1 se presentan las preliminares que serdn utilizadas a lo largo del
trabajo. Como parte de estas, incluimos la teoria de homotopia, donde destacamos
el célculo del primer grupo de homotopia de un espacio topoldgico y espacios de
recubrimiento. También abordamos la teoria de homologia simplicial y la cons-
truccion de estructura llamadas CW-complejos.

En el capitulo 2 abordamos la teoria de Homologia con coeficientes locales.
En este capitulo destacamos los conceptos de levantamiento, G-cubrimiento y al-
gunas aplicaciones que involucran grupo fundamental. También abordamos bre-
vemente fibraciones e introducimos lo que es un grupo perfecto.

En el capitulo 3 abordamos la construccion + de Quillen. El Teorema principal
de este capitulo originalmente fue enunciado en [LLod76], y abordado en [Shah12].
También brindaremos una pequefia aplicacién de la construccion.

En el capitulo 4 otorgaremos nuestras conclusiones del trabajo, y concluiremos
en el capitulo 5 con recomendaciones generales.



Capitulo 1

Preliminares

El estudio de la construccién + de Quillen esta fundamentado principalmente
en el dlgebra homologia, especificamente lo concerniente a CW-complejo, grupo
fundamental, conjuntos simpliciales y teoria de categorias. El propdsito principal
de este capitulo es brindar a los lectores ilustraciones conceptuales a lo largo de la
Tesis, que incluyen homotopia, conjuntos simples, complejos CW, grupos funda-
mentales y categorias.y se encuentra basada principalmente en los textos [Hat02],
[Mun02], [May92], y [GJ99]

1.1. Homotopia de aplicaciones Continuas.

Introduciremos un tipo de relacién en las aplicaciones continuas entre dos es-
pacios topoldgicos, que es muy importante en las siguientes secciones, especial-
mente cuando se consideran caminos .

El siguiente I representard el intervalo [0,1] con las conexiones topoldgicas
usuales. X e Y representaran espacios topoldgicos

DEFINICION 1.1. Las funciones hg,hy : X — Y continuas se llaman ho-
motopicas si existe :

H:XxI — Y
continua que cumple:
1. H(z,0) = ho(x), para todo x € X;
2. H(z,1) = hy(x), para todo x € X.

H es llama homotopia de hg a hy.La relacion de homotopia la denotada por
ho ~ hl'



8 1.1. Homotopia de aplicaciones Continuas.

OBSERVACION 1.1. Para todo ¢t € I definimos la familia de funciones continuas
fi := F(x,t). Esto nos dice que F' deforma de manera continua la aplicacién f
en la aplicacién f.

EJEMPLO 1.1. ITlustraremos esta definicién mediante los siguientes ejemplos:

1. Sean f, : S* — R2 Ia inclusién de la circunferencia unitaria a R?, y
f1:S' — R?, la funcién constante igual a 0. Una homotopia entre ambas
aplicaciones es dada por:

F:S'x[0,1] — R?
(x,t) +— F(z,t)=(1—1t)x

Note que F' € una aplicacion continua. Ademads, es facil ver que

» F(2,0) = fo(z) = z,Vx € S

» F(z,1) = fi(z) =0,Vx € S.

Geométricamente, L.o que hacemos es reducir poco a poco el perimetro del
dispositivo hasta reducirlo a un punto.

2. Sean las aplicaciones f y g en cualquier espacio X en R", entonces [y g
son homotopicas considerando la aplicacion definida por:

Fa,t) = (1= 1) f(x) + ()g(x) (L.1)

Se llama homotopia de la recta porque sigue el punto f(x) hasta el punto
g(x) conectando los segmentos de recta.

3. Sean las funciones continuas 1 : R — R, la aplicacion identidad en R, y
f: R — R dada por f(z) = z?.. La aplicacién continua:

F:RxI — R
(z,t) — F(a,t) =21 —1t) +tx

es una homotopia por rectas, pues

G. Sdnchez



Cap. 1: Preliminares 9

4. Dadas las funciones continuas f, g : R — R2, definidas por:

f(x) = (x,xQ);g(x) = (%,I)

entonces la aplicacién continua

H(z,t) = (z,(1 — t)a? + tx) (1.2)

es una homotopia entre f y g.

OBSERVACION 1.2. Existe un concepto mds general que el de homotopia, es la
homotopia relativa al subconjunto A de un espacio topoldgico X, que en cierto
sentido, se trata de que la homotopia se mantenga fija en el subconjunto A.

DEFINICION 1.2. Sean fy, fi : X — Y dos aplicaciones continuas. Enuncia-
mos que fyy fi1 son homotopicas relativamente al subconjunto A de X si y solo
si existe una funcion continua F' : X x I — 'Y, satisfaciendo:

1. F(2,0) = fo(z),Vox € X
2. F(z,1) = fi(z),Vz e X
3. F(a,t) = fola) = fi(a),Va € At €1

Obsérve que la dltima condicién implica que fo|4 = f1]a-
Usaremos la notacién fy ~ firel{A} para decir que fy y fi son homotdpicas
relativamente al subconjunto A de X.

DEFINICION 1.3. Si X e Y son dos espacios topolégicos

1. La funcion H : 1, ~ c que define la homotopia se le conoce como con-
traccion. Si f : X — Y es una funcion continua. Se dice que f es ho-
motopicamente nula si existe una funcion constante ¢ : X — Y, tal que

f~c

2. Se dice que es contractible o contrdctil, si la funcion identidad i, : X —
X es homotopicamente nula.

EJEMPLO 1.2. 1. Iy R son contrictibles.
2. Todo subconjunto convexo de R" es contréctible.

Notacion: Dados dos espacios topoldgicos X e Y, Indicado al conjunto de
funciones continuas de X e Y como Conj(X,Y) .

G. Sdnchez



10 1.1. Homotopia de aplicaciones Continuas.

TEOREMA 1.1. La relacion homotopica ~ es una relacion de equivalencia sobre
el Conj(X,Y).

Demostracion. Debemos demostrar que la relacion es reflexiva, simétrica y tran-

sitiva.

Reflexiva: Sea f € C(X,Y). Note que la aplicaciéon dada por H(x,t) =
f(z),Vt € I, es una homotopia entre f y f, pues claramente es continua y
H(z,0) = H(z,1) = f(z),Vz € X. Asi f ~ f.

Simétrica: Sean f,g € C(X,Y),. Suponiendo que f ~ g, probemos que
g ~ f. En efecto:
Sea H una homotopia entre f y g. Definamos:

G:XxI — Y
(x,t) — G(z,t)=H(x,1—1)

Es facil ver que G es una homotopia entre g y f, pues es claramente continua y
G(z,0) = H(z,1) = g(z),Vr € X
G(z,1) = H(z,0) = f(z),Vx € X
Asig ~ f.
Transitiva: Supongamos que f ~ gy g ~ h. Vamos a mostrar que f ~ h.

En efecto, Si F' es una homotopia entre f y g, y G una homotopia entre g y h.
Definimos la aplicaciéon H : X x [ — Y determinada por:

B F(z,2t), si 0<t
H<x’t)_{G(a:,2t—1), si L<t

1
2
Note que si t = 3 entonces

F(z,2t) = g(x) = G(z,2t — 1).

Luego la aplicacion esta bien definida. Dado que H es continua en cada subcon-
junto cerrado X x [0,1/2] y X x [1/2,1] de X x I, tenemos que H es continua
en X x I, por el teorema del pegamento.

Ademas:
H(z,0) = F(z,0) = f(z),Yx € X
H(z,1) =G(z,1) = h(x),Ve e X
Por tanto H es una homotopia entre fy h. Asi f ~ h. 1

G. Sdnchez
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Notacion: Dados dos espacios topoldgicos X , Y. Denotamos a [X,Y] como

el conjunto de todas las clases de homotopia entre funciones continuas de X en
Y. Es decir:

(X, Y] =Alf]: f e C(X,Y)},

donde
[fl={9eCX,)Y):g~f}.

PROPOSICION 1.1. Sea X un espacio topolégico y f, g son caminos continuos
en X, [f] = 9] si, y solamente si, f ~ g.

Demostracion. Veamos en primer lugar:

=] Sea h € [f]. Entonces h ~ f. Luego como [f] = [g], tenemos que h € [g].
Asi h =~ g. Por simetria y transitividad concluimos que f =~ g.

<] Sea h € [f]. Entonces h ~ f. Como f ~ g, sigue que h ~ g. Luego h € [g].
O sea [f] C [g].

Por otro lado, sea h € [g]. Entonces h ~ g. Como f =~ g, por simetria obtene-
mos que h ~ f.Luego h € [f]. O sea [g] C [f]. Por tanto [f] = [g]. ]

La relacion de homotopia mantiene la composicion:

PROPOSICION 1.2. Sean los espacios topoldgicos X, Y, Z ademds
foofi: X =Y 1 g.q:Y = Z

son funciones continuas : fo >~ f1y go =~ g1, entonces gy o fo =~ g1 0 fi.

Demostracion. Vamos a suponer que fy =~ f1y go =~ g1, entonces va a existe una
funcién continua
F:XxI—=Y

tal que:
F(x,O):fO(x),Va:EX ) F(.T,l):fl(ilf),v.CEGX
y existe una homotopia G tal que:

G(z,0) = go(x),Vz €Y ; G(z,1)=q(x),Vz eV
Definimos H; : X x I — Z dada por

H(z,t) = G(fo(z),1t)

para todo (z,t) € X x I

G. Sdnchez



12 1.1. Homotopia de aplicaciones Continuas.

Note que H; = G\ fo(z)x1- Entonces G' es continua sigue [, es continua.
Ademas:

Hy(z,0) = G(fo(2),0) = go(fo(x)) = (g0 © fo)(x); Ve € X
Hi(z,1) = G(fo(z),1) = g1(fo(x)) = (g0 © fo)(x); V& € X

O sea, tenemos que go © fo ~ g1 © fo
Por otro lado, definimos H, : XxI — Z dada por

Hy(z,t) = 1 (F(x,t)),V(x,t) € Xal

Note que Hs = g; o F. Entonces como ¢; y F' son continuas sigue que H» es
continua.Ademas:

Hy(x,0) = g1(F(x,0)) = g1(fo(x)) = (g1 © fo)(x); Vo € X

Hy(z,1) = g1(F(2,1)) = g1(f1(2)) = (g1 0 fi)(2); Ve € X
Es decir, tenemos que g; o fy =~ g; o fi1, por la propiedad simétrica concluimos
que goo fo =~ g10 fi i

Debido a la Proposicion 1.1, podemos considerar una operacion entre las cla-
ses de homotopia de la siguiente manera: dados

f: X—Y ; g:Y — 2

aplicaciones continuas, definimos

9] o [f1=1g e f].
La clase [g o f] no necesita de los representantes g, f de las clases [g] y [f],
respectivamente.

1.1.1. Homotopia de Caminos.

En esta seccion consideramos un caso particular del concepto general de ho-
motopia, que es la conocida Homotopia de de caminos. Luego, definimos una
operacion sobre la coleccion de las clases de equivalencia que la convertird en lo
que en topologia dlgebra se conoce como grupoide.Denotemos a [ = [0, 1]

DEFINICION 1.4. Sea X es un espacio topoldgico, fy, f1 caminos continuos so-
bre X. Los caminos foy f1 son homotdpicos por caminos si tienen el mismo punto
inicial x( y el mismo punto final x,entonces existe una aplicacion continua H :

H:IxI — X

G. Sdnchez



Cap. 1: Preliminares 13

que satisface:
H(S,O) = fO(S) ; H(5>1) = fl(S);VS €l

H(0,t) = fo(0) = f1(0) =20 5 H(L,t)= fo(1) = fi(1) =a;VE € [

La aplicacion H se llama homotopia de caminos entre f,y f

Notacion: Usaremos la notacién fy ~. f; cuando f; sea homotdpico por ca-
minos a fi.
Observacion. De la definicion dada anteriormente podemos notar que la primera
condicién nos dice simplemente que f; y fi; son homotdpicos y que H es la ho-
motopia respectiva entre ellas. Por otro lado, la segunda condicién nos dice que,
Vt € I, f, la funcién definida por f; = H(s,t), es un camino continuo que va
desde z hasta z;.

LEMA 1.1. La homotopia de caminos ~. es un relacion .

Demostracion. La demostracion se desprender del Teorema 1.1 donde se demues-
tra que la homotopia ~ es una relacion de equivalencia. 1

Si f es un camino continuo de un espacio topoldgico X, denotaremos las
clases de equivalencias de homotopias de caminos por [f], esto es:

[f]={g: g es un camino continuoen Xy g ~. f}

PROPOSICION 1.3. Sea X un espacio topoldgico, f y g caminos continuos en
X, [f] = lg] si, y solamente si, f ~. g.

Demostracion. La demostracion se debe a la Proposicion 1.1 donde se dice que
las clases de homotopia entre aplicaciones continuos, si y solo si existe una ho-
motopia entre [y g. a h € [g]. Entonces h ~. g. Como f ~. g, por simetria
obtenemos que h ~, f. Luego h € [f]. Osea [g] C [f]. Por tanto [f] = [g]. ]

EJEMPLO 1.3. Dados f y g caminos continuos cualesquiera en R", hay similitud
en los puntos extremos z( y =1, entonces son homotdpicos definida por:

H(s,t) = (1—1)f(s) +tg(s).

En efecto, la continuidad de H se sigue directamente de la continuidad de f y g,
ademds tenemos:

1. H(s,0) = f(s)y H(s,1) = g(s),Vs € I

G. Sdnchez



14 1.1. Homotopia de aplicaciones Continuas.

2. Paratodo t € I tenemos:
H(0,t) = (1 =1)f(0) +tg(0) = (1 — t)ao + tzg = zo = f(0) = g(0);
H(1,t) =1 =1)f(1) +tg(1) = (1 = t)a1 + tay = z1 = f(1) = g(1).

Esta homotopia es conocida como homotopia lineal pues conduce el punto
f(s) al punto g(s) a través del segmento de recta que las une.

Estd construccion demuestra generalmente que para un subespacio convexo
X C R", dos caminos continuos f y g en X, con extremos xy y x1, son ho-
motdpicos por caminos en X, ya que la homotopia por rectas entre ellos mantiene
su imagen en X.

EJEMPLO 1.4. Sea X = R? — {0} (conocido como el plano agujereado). Consi-
dere los siguientes caminos de [ en X:

f(s) = (cos(sm), sen(sm)) ; g(s) = (cos(sm),2sen(sm))

/'y g son homotdpicos por caminos mediante la homotopia lineal. En efecto:
Consideremos la aplicacion:

H:IxI—X

definida por:
H(s,t) = (1 —1)f(s) +tg(s)
En primer lugar, note que si (1—t) f(s)+tg(s) = 0, paraalgin ¢ € [0, 1], entonces

(1 —t)cos(ms) + tcos(ms) =0 ; (1 —t)sen(mws) + 2tsen(ns) =0
Luego cos(ms) = 0y asi s = 3. Luego
(1 —t)seng—l—Qtseng =1—-t4+2t=1+t=0.

Asi tendriamos que ¢t = —1, 1o que no puede ser pues ¢t € [0, 1]. Luego H(s,t) #
(0,0), para todo (s,t) € I x 1.
Ademads,note que H es continua puesto que f y g lo son, y tenemos:

1. Paratodo s € I tenemos:
H(s,0) = f(s), H(s,1) = g(s)
2. Paratodo t € I tenemos:
H(0,1) = (1-1) f(0)+19(0) = (1=1)(1,0)+¢(1,0) = (1,0) = f(0) = g(0)
H(1,t) = (1=t) f(1)+g(1)

G. Sdnchez
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EJEMPLO 1.5. La homotopia lineal de caminos entre el camino f como se define
en el ejemplo anterior y el camino

h(s) = (cos(ms), —sen(ms)).
es invalido, puesto que
H(1/2,1/2) = (1/2)f(1/2) + (1/2)h(1/2) = (0,1/2) + (0,—1/2) = (0,0).

Podemos concluir que no existe una homotopia por rectas en X entre f y h. Es
decir, no es posible deformar f pasando por el agujero en 0 sin introducir una
discontinuidad.

Este ejemplo ilustra el hecho de que es necesario conocer el espacio donde son
definidos los caminos antes de poder decir si ellos son homotdpicos linealmente
por caminos o no.

Los caminos f y h podrian ser homot6picos linealmente si estuvieran defini-
dos en R?

DEFINICION 1.5. Sea X un espacio topolégico y f un camino continuo en X
que inicia en xga x1y g es un camino en X de x1 a xo, definimos el productos de
caminos f x g como el camino dado por:

f(2s), si Vs€[0,1/2]
MQ==U*9X@::{9@S—1LsiVSGU/ZH

OBSERVACION 1.3. Sea f x g : I — X esta bien definida y es continua (por el
lema del pegamento), ademds es un camino en X de xy a 5. Por la forma como
esta definida h, podemos decir que es el camino en donde primera mitad es el
camino f y la segunda mitad es el camino g.

OBSERVACION 1.4. Ahora la operacién * es el producto sobre caminos que in-
duce una operacién bien definida sobre las clases de homotopia de caminos, dada
por la ecuacion.

[f]+[g] = [f * g

DEFINICION 1.6. Sea X un espacio topoldgico, f y g caminos continuos sobre
X. Definimos una operacion producto en las clases de homotopia de caminos
entonces considerando la ecuacion:

[f]*[g] = [f = gl.

PROPOSICION 1.4. Sean X, Y dos espacios topolégicosyk: X — Y :

G. Sdnchez



16 1.1. Homotopia de aplicaciones Continuas.

(1) Si k una funcion continua y H es una homotopia de caminos entre dos
caminos continuos f 'y g; entonces k o H es una homotopia de caminos entre los
caminos continuos ko fy ko g.

(2) Si k una funcion continua 'y f'y g son caminos continuos en X con f(1) =
g(0), entonces:

ko(fxg)=(kof)x(kog)

Demostracion. Por hipdtesis H es una homotopia de caminos entre f y g, enton-
ces K o H es una homotopia de caminos en Y entre los caminos ko f y ko g como
se puede apreciar en la Figura 1.1 1

Figura 1.1: Homotopia de Caminos

TEOREMA 1.2. Sean X un espacio topolégico, f, g y h caminos en X. La ope-
racion producto x con respecto a caminos induce una operacion bien definida en
las clases de homotopia de caminos entonces tiene las siguientes propiedades:

(1) Asociatividad: Si [f] = ([g] * [h]) estd definida, igualmente lo esta ([f] *
[g]) * [h] y tenemos:

[T+ (gl [h]) = ([f] * [g]) * [A]

(2) Elemento neutro : Dado x € X, denotemos por e, al camino continuo:
ep I — X

dado por
ex(s) =z

Si f es un camino continuo en X que inicia en x,, hasta x,, entonces:

[eay] * [f] = [/] /] # e ] = [f]

(3)Elemento Inverso: Tomemos el camino [ en X que inicia en xq y termina
x1. Sea f el camino inverso de f, definido por f(s) = f(1 — s),

[f] % [f] = [ea] [ % [f] = ]
Demostracion. Ver ([10], Teorema 51.2, pagina 370). |
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1.2. El Grupo Fundamental.

En la seccién anterior, vimos que las clases de equivalencia de caminos con-
tinuos de un espacio topoldgico X satisface casi todos los axiomas de grupo. El
problema es que el producto no esta siempre definido. La manera de resolver este
problemas es usar el concepto de lazo.

Supongamos que tomamos un punto base o € X y que nos restringimos a
aquellos caminos que comienzan y acaban en z(. En este caso solo tendremos cla-
ses de homotopia, que serd un conjunto con la operacion x, el cual es denominado
Grupo Fundamental del espacio topoldgico X.

Empezaremos con algunas definiciones:

DEFINICION 1.7. Sea X un espacio topoldgico y xq es un punto base, xy € X y
f un camino continuo en X que comienza y termina en x se llama lazo .

OBSERVACION 1.5. Dicho de otra manera se dice que f es un [azo con respecto
al punto base en z. Si f : I — X es una funcion continua, con f(0) = f(1) =
xg, donde I = [0, 1]

OBSERVACION 1.6. Sea f un lazo sobre X y f el lazo definido por f(s) =
f(1—s),Vs € I.Este lazo se conoce como lazo inverso.

EJEMPLO 1.6. Consideramos el lazo, con punto base (1,0), definido por
f(s) = (cos2ms, sen2ms).
Entonces
f(s) = f(1 —s) = (cos2n(1 — s), sen2m(1 — 5)) = (cos2ms, —sen27ws).
Analizamos para algunos puntos de / = [0, 1]:
» Para s = 0 tenemos f(0) = (cos0, sen0) = (1,0).
= Sis =1 entonces f(1) = (cos I, senZ) = (0,1).

» En s = ] tenemos f(3) = (cosm, senm) = (—1,0).

e[S YN

= Sis =3 entonces f(2) = (cosT, senI) = (0, —1).
» Para s = 1 tenemos f(1) = (cos2m, sen2m) = (1,0).
Andlogamente, si consideramos el lazo:

g(s) = (cos2ms?, sen2ms?),

se deduce que:

9(s) = (cos2m(s® — 2s), sen2m(s* — 25))
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OBSERVACION 1.7. Tanto f como g representan circulos que se mueven en sen-
tido antihorario una vez,mientras que f y g recorren la circunferencia en sentido
horario.

DEFINICION 1.8. Sea X un espacio topoldgico, xy € X. El grupo fundamental
de X relativo al punto base x de las clases de equivalencia de lazos con punto
base en x( bajo la relacion de homotopia, dotado con la operacion x.

El grupo fundamental es escrito como 7, (X, ). Este grupo también es cono-
cido como el grupo de poincare o algunas veces se conoce como primer grupo
de homotopia, lo cual implica que existe un segundo grupo de homotopia.

DEFINICION 1.9. Sea X un espacio topoldgico, vy € X entonces el grupo fun-
damental de X relativo al punto x, es trivial si consiste de un tinico elemento.

Ahora denotaremos a 7 (X, zy) como el grupo fundamental trivial o simple-
mente 7 (X, z9) = 0.

EJEMPLO 1.7. Sea X = R" y 2y € R" entonces el grupo fundamental de R"
relativo al punto base xg, entonces 7 (R",z9) = {[e,,]} donde e,, es el lazo
constante . Este grupo fundamental es tambié llamado grupo trivial cualquier
lazo f en R™ con punto base en z, es una homotdpia por caminos a e,, via la
homotopia por rectas definida por:

H(s,t) = (1 —1)f(s) + teg,(s).

EJEMPLO 1.8. Sea X un subconjunto convexo de R",m (X, () es el grupo tri-
vial. , la n-bola unitaria B" de R™ dada por:

B"={rcR":2? 25+ - +22 <1}
tiene grupo fundamental trivial.

DEFINICION 1.10. Sea X un espacio topoldgico, que inicia en xy hacia T, y o
es un camino continuo en X . Ahora definimos la funcion:

a:m(X,zg) — m (X, 21)

dada por.

Veamos que esta aplicacion esta bien definida. La expresion

[@] % [f] o] =[x f+a]
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esta bien dado pues, como f es un lazo con un punto base zo y f(1) = «(0) = zo,
entonces f * o es un camino que va de xy a ;. Entonces @ * (f * «) es un lazo
con un punto base x;. Ahora, si [f] = [g] entonces f ~. g. Entonces existe H
homotopia de caminos a través de f y g. Note que, paratodo ¢t € I, H; es un lazo
con un punto base en . Entonces @« es un lazo con punto base en xz;, para
todo ¢ € I.Entonces la funcién

G(s,t) =ax H x«
es una homotopia de caminos a través de & * f * o'y & * g * . Asi

a([f]) = a(lg))

TEOREMA 1.3. La aplicacion a es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Sea & la a funcién entre grupos definido anteriormente.
1) sea & es un homomorfismo de grupos.

Sean [f], [g] € 7(X, x). Afirmamos que:
a([f]) = a(lg]) = a([f] = [g])

Ademas, utilizando el Teorema 1.2 tenemos:

Luego
a([f]) = a(lgl) = a(lf] = [g]).

2) Demostraremos que si 5 = @, que es el camino inverso de «, entonces [ es
el inverso para a. Sea [f] € w(X, x;), entonces:

BN = 18] * [£] = [8] = [a] = [f] = [@] = [o] = [f] * [a].

Luego S([f]) = [a] * [f] * [@]. Entonces, por medio del Teorema 1.2 tenemos:
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-~

Ast (a0 B)([f]) = [fl:Vf € m(X, 21)
Andlogamente podemos mostrar que (Eo a)lfl =1f,Vf € m (X, xy).

Por tanto & es un morfismo biyectivo de grupos .
|

COROLARIO 1.1. Sea X conexo por caminos y x, x1 son dos puntos cualesquie-
ra de X, entonces w1(X, xg) es isomorfo a m (X, z1).

Demostracion. Ver ([10], Corolario 52.2, pagina 377). |

DEFINICION 1.11. Un espacio X es simplemente conexo si es conexo por cami-
nos'y w1 (X, xq) es el grupo trivial para algiin xo € X.

LEMA 1.2. Sea X simplemente conexo entonces dos caminos cualquiera con los
mismos puntos iniciales y finales son homotopicos por caminos.

Demostracion. Sean fy g dos caminos en X con el mismo punto inicial y final,
digamos x, x1, 6sea, f(0) = g(0) = zoy f(1) = g(1) = 1. Denotamos § como
el camino inverso de g, definido como g(s) = g(1 — s), paratodo s € I.

Po hipétesis tenemos que X es simplemente conexo, entonces dado un lazo en
X con punto base en z es homotdpico por caminos al lazo constante e, , esto es:

[f %3] = [ea,]
Luego:
[f 3] * [g] = lea,] * [g]
[(f ) * g] = [exo] * [9]
[f * (g% 9)] =[]
[f * €ao] = [4]
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Por tanto f es homotépico por caminos a g 1

El grupo fundamental es un invariante topoldgico de X . Una forma convenien-
te de demostrar este hecho es introducir el concepto de homomorfismo inducido
por una aplicacion continua.

Sean X, Y dos espacios topoldgicos. Supongamos que A : X — Y es una
aplicacion continua que lleva el punto xy de X al punto de y, de Y. Es decir:

h(zo) = yo

Denotaremos este hecho por:
h: (X, 20) = (Y, v0)
Sea f el lazo en X con punto base xg,:

T <L (X, 0) s (Y, 90)

hof

Es decir, la composicion ho f : I — (Y, yo), es un lazo de Y con un punto base
Yo La correspondencia entre f y h o f nos conduce a una aplicaciéon que lleva
(X, zo) am(Y, y0).

DEFINICION 1.12. Sean X, Y espacios topoldgicos y h : (X, x9) — (Y, yo)
una funcion continua. Definimos la funcion :
ho : (X, 20) — 7(Y, v0)
dada por:
he([f]) = [ho f]

la aplicacion h, se denomina homomorfismo inducido por h, relativo al punto
base xg.

OBSERVACION 1.8. 1) La aplicacion h, esta bien definida: Sean [f], [g] € 7(X, z0)
tales que [f] = [g]. Afirmamos que h.([f]) = h.([g]), es decir [h o f] = [h o g].
Tenemos que existe una homotopia H entre f y g digamos:

H:IxI—X

Como h es una aplicacién continua, sigue que ho H es una aplicaciéon continua.
Ademds: h o H(x,0) = h(H(2,0)) = ho f;ho H(y,1) = h(H(y,1)) = hog
Asf, tenemos que [h o f] = [h o g]. Por tanto h.([f]) = h«([g]).
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2) h, es un morfismo inyectivo de grupos homot6picos entre 7( X, zo) y 7(Y, 4o).
En efecto: Sabemos que A es una aplicacion continua y ademds f y g son lazos
con punto base z, por la Proposicién 1.3 tenemos que:

(ho f)*(hog)=ho(fx*g)

Entonces:
ha([f1 % 9]) = [ho (f * 9)]
= [(ho f)*(hog)]
= [ho flx[hog)]
= hu([f1) * R ([g])-
Por tanto:

ha([£] % 19]) = ha([f1) % h([g])-

Digamos que o y x; son dos puntos distintos de X, no usaremos el mismo
simbolo h, para indicar los dos homomorfismos obtenido, el primero tendrd como
dominio 71 (X, zg) y el otro w1 (X, x1). Ahora si X fuera conexo por caminos estos
grupos podran ser isomorfos pero no son el mismo grupo. Pues, utilizaremos la
notacion:

(hay)s : (X, 20) — (Y, y0)

para el primer homomorfismo y (h,, ). para el segundo.

TEOREMA 1.4. Con la notacion anterior se tiene los siguientes resultados:

(1) Sean
h:(X,z0) — (Yigo) 5 K (Yiy) — (2 20)
son funciones continuas, entonces:
(koh), =kyoh,

(2) Sii: (X, z0) — (X, x0) es la funcion identidad entonces i, es el homomor-
fismo identidad .

Demostracion. (Ver [10], Teorema 52.4., pagina 379) |

Este Teorema es muy importancia para probar algunas implicaciones con res-
pecto al grupo fundamental del circulo unitario S*.

COROLARIO 1.2. Sih: (X, x0) — (Y, yo) es un homeomorfismo entre X e Y,
h. es un morfismo biyectivo entre h, : m (X, xo) — m (Y, yo)
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Demostracion. : Sea h es un homeomorfismo entonces existe su inversa y es con-
tinua. Sea k : (Y, yo) — (X, x0) la inversa de h. Entonces, por el Teorema 1.4 se
tiene:

kioh,=(koh), =i,

donde i es la identidad de (X, x¢) e i, es el homomorfismo identidad en 71 (X, o).
Por otro lado:

donde j es la funcién identidad de (Y, o) y j. es homomorfismo identidad en
(Y, yo). Por tanto, i, y j. son los homomorfismos identidad de los grupos 7 (X, z¢)
y m1(Y, yo) respectivamente, tenemos que k, es la inversa de h.. Por lo tanto A, es
un isomorfismo entre 71 (X, zo) y m1(Y, vo)- |

OBSERVACION 1.9. Asi, pues, el grupo fundamental nos proporciona un puente
para pasar desde la topologia hacia el algebra. Este proceso se caracteriza por lo
siguiente:

1) Un espacio topoldgico con un punto base xy podemos obtener un grupo.

2) En cada funcién continua entre espacios topoldgicos hay un homomorfismo
entre los grupos fundamentales.

3) Sean f y g aplicaciones continuas y f o g es continuo entonces induce a la
f« o g, de dos homomorfismos inducidos.

4) La aplicacién identidad ¢ induce un homomorfismo identidad ¢, .

1.3. Espacio de Recubrimiento.

Abhora introduciremos un concepto que es muy util en una variedad de situa-
ciones. Una comprension de la teoria del espacio recubridor es importante no solo
en la topologia sino también en disciplinas relacionadas, como la geometria dife-
rencial, la teoria de grupos de Lie y las variables complejas.

DEFINICION 1.13. Sean X y X espacios topoldgico, p : X — X una funcion
continua y sobreyectiva. Un conjunto abierto U de X esta regularmente cubierto
por p si:

p_l(U) = U Vas

a€EA
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donde:{V,}oen es una familia de subconjuntos abiertos, dos a dos disjuntos, de
X tal que para cada o € A:

plv, :Va = U
es un homeomorfismo.

La coleccion {V,, }aea sera llamada una particion de p~(U) en partes iguales

Si U es un conjunto abierto en X ademas esta regularmente cubierto por
p.entonces dibujamos al conjunto p~!(U) como un fila de capas una puesta so-
bre la otra, cada una con la misma forma y tamano que U flotando en el aire sobre

-

Figura 1.2: Espacio Recubridor

OBSERVACION 1.10. Si U esta regularmente cubierto p y W es un conjunto
abierto conteniendo a U, entonces IV esta también regularmente cubierto por p

DEFINICION 1.14. Si X y X son espacio topologicos y p : X — X una fun-
cion continua y sobreyectiva. Si todo punto x € X tiene un entorno U, que esta
regularmente cubierto por p se dice que p es una aplicacion recubridora’y X un
espacio recubridor de X.

En la siguiente proposicion damos los resultados que nos sirvirdn en el cdlcuo
del grupo fundamental del circulo S*

PROPOSICION 1.5. Sean X vy X dos espacios topolégicos:
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1. Sip: X = X es una aplNicacio’n recubridora entonces, para cada x € X,
el subespacio p~'(x) de X tiene la topologia discreta.

2. Sip: X — X esuna aplicacion recubridora entonces p es una aplicacion
abierta.

Demostracion. 1) Sea x € X. Por hipotesis tenemos que p : X — X esuna apli-
cacion recubridora, luego se tiene que U, esta generalmente cubierta por p, esto es:

p (U) = Va

acl

tal que:
plv, 1 Vo — U,

es un homeomorfismo (en particular es biyectiva), donde {V,, },c; es una familia
de abiertos en X. Tenemos que p~'(z) es un subespacio de X. Asi, para cada
a € I, V,Np~ () es un solo punto; por tanto es abierto en p~'(z). Luego p~!(x)
tiene la toplogia discreta.

2) Sea A es un subconjunto abierto de X.Dadoz € p(A), elijamos un entorno
U de x que esté regularmente cubierto por p. Sea {V,,} una particién de p~*(U)
en partes iguales . Existe un punto y € A tal que p(y) = z. Sea V3 la rebanada
que contiene a y. El conjunto V3 N A es un abierto en X y, por tanto, abierto en
V3. Como p aplica V3 homeomérficamente en U, el conjunto p(V N A) es abierto
en U y, por tanto, abierto en X. Asi p(V3 N A) es un entorno de x contenido en
p(A). Osea, p(A) es abierto

Ahora vamos a probar que p(A) es un abierto en X ,esto equivale a probar que
Vx € p(A), existe un abierto IV contenido en p(A) que contiene a .

Sea A un abierto en X ,
rep(A) CX

entonces U, es un abierto contenido en P(A). Sea = € p(A),entonces existe U,
que es un abierto contenido en X tal que

p (U:) = Vs

union disjunta en rebanadas puesto que p es sobreyectiva. Si Vs es un abierto
contenido en X entonces Jy € Vp tal que p(y) = =.
Sea
Pvg - Vﬂ — U,
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es un homeomorfismo. Si y € W, W es un abierto contenido en V3 entonces W

es un abierto contenido en X entonces p(W) C U,, es un abierto en U, ademds
p(W) C p(A) es un abierto en p(A).

Sea ANW C Vj, entonces p es un homeomorfismo donde z € P(A N Vp)
es un abierto contenido en p(A) entonces A N Vj; es un abierto contenido en X
entonces x € p(A).

Sea Vj la rebanada que contiene a i, como A C X , es abierto entonces por la
topologia del subespacio V3 N A es un abierto en X y por tanto abierto en Vs y
como p es una aplicacion recubridora:

P - Vg — U,

es un homeomorfismo y V3 N A es un abierto de Vj, por lo tanto p(Vz N A) es un
abierto en U, y en consecuencia , es un abierto en X, ademds observamos que si
Vs N A es un entorno de X contenido en p(A), por lo tanto p(A) es abierto. |

EJEMPLO 1.9. Si X es un espacio topolégicoy 7 : X — X es la identidad.
Entonces 7 es una aplicacion recubridora.

TEOREMA 1.5. La funcién p : R — S dada por:
p(x) = (cos(2n()), sen(2n(x))

es una aplicacion recubridora. Representamos a p como una aplicacion que en-
rolla la recta R alrededor del circulo S*.

Demostracion. Note que p € continua y sobreyectiva, pues sus funciones coorde-
nadas lo son.

SeaU = {(z/,y') € S' : 2/ > 0} C S' el conjunto consistente en aquellos
puntos que tienen la primera coordenada positiva. Entonces p~}(U) = {z € R :
cos2mx > 0} es el conjunto de aquellos puntos x para los cuales cos2mwz es posi-
tivo.

Luego:
-9 -7 -5 -3 -1 1 35 79
xe'”<T’T>U<T’T>U<T’Z>U<Z’Z>U<Z’Z>m
o equivalentemente:
1 1 1 1 1 1
e =1l===1+- - - - 1—-,14-
x € - n +4>U<O 4,0—|—4)U( T +4>

Asi, tomando: V,, = (n — i, n+ i),‘v’n € Z obtenemos:

p71<Um) = U Va

ael

Representamos lo dicho anteriormente mediante una gréafica.
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V-3 V-2 V-1 Vo Vi v2 . |R
CHHA— R
-3 2 -1 0 1} QI\’Z’}

|

s

Figura 1.3

Ahora probaremos que para cada n € Z, tenemos:p|y; V, — U es un ho-
meomorfismo, entonces tendremos que p|y, : V;, — U es un homeomorfismo.

Probaremos que ply;, : V,, — U es inyectiva.

Observamos que la funcion sen2(mx) es monétona creciente y por consi-
guiente esto nos ayuda en la inyectividad de la funcién p|y;,, es decir : que para
x1, 9 € V,, con z1 # x5 entonces ply, (x1) # plv, (z2).

Observando ademds que si para algunos puntos de V/,, obtenemos que que la
funcion cos(27mx) coincida, no se pierde la inyectividad de la funcién.Ademads, por
el teorema de valor intermedio, p|7n es sobreyectiva.

Dado que Vj, es compacto, puesto que es cerrado y acotado, y ademds como
U es un espacio de Hausdorff con la topologia del orden.

Por el Teorema de los valores intermedios tenemos que p|y,, es un homeomor-
fismoentre V,, y U.

Estos conjuntos abiertos recubren S' y cada uno de ellos esta regularmente
cubierto por p. Por lo tanto, p : R — S! es una aplicacién recubridora. |

OBSERVACION 1.11. Sip: X — X es un cubrimiento entonces p es un homeo-
morfismo local entre X y X. Es decir: Para cada punto € X existe un entorno
que es aplicado por p homeomorficamente sobre un conjunto abierto de X.

EJEMPLO 1.10. Sea la aplicacén :
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g:R" —S

dada por:
q(z) = (cos2(mx), sen2(mx))

Sabemos que para una funcién f : X — Y sobreyectivay A C X entonces
fla : A — Y no necesariamente es sobreyectiva, pero este es un caso particular
a esta afirmacion. Ademds es un homeomorfismo local.

Pero ¢ no es una aplicacion recubridora.Pues si tomamos el punto by = (1,0)
entonces no tiene una vecindad en U que este regularmente cubierto por q.

Ahora supongamos que existiese ese entorno U entonces su inversa p~* (U)
consiste en la unién de pequeios entornos V;, con un pequefio intervalo Vj =
(0, €), para € > 0 sumamente pequefo (Vea Figura 1.3).

Para cada uno de los intervalos V,,,n > 0 es homeomorfo a U relativo a la
funcién p, pero el intervalo V[ esta inicamente inmerso en U mediante g, esto
quiere decir que g es un homeomorfismo entre V|, y su respectiva imagen, pero no
sobre todo U.

Figura 1.4
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EJEMPLO 1.11. La recta real R no es el Unico espacio recubridor conexo del
circulo S. Podemos considerar la aplicacion:

p:St— St

dada por:
p(z) = 2

OBSERVACION 1.12. La aplicacién obtenida al restringir una aplicac6n recubri-
dora puede no ser una recubridora, como muestra el Ejemplo 1.13. Sin embargo el
siguiente Teorema nos muestra una situacion en la cual, si adherimos unas cuantas
condiciones, encontraremos este tipo de caso.

OBSERVACION 1.13. Vamos a demostrar que una restriccién de recubrimiento
es también una aplicacion recubridora. Para ello vamos a establecer algunas no-
taciones e hipdtesis . Dado p un aplicacion de recubierto de X hacia X y X, un
subespacio de X, denotemos a la preimagen de X por p como X.

TEOREMA 1.6. Bajo la hipdtesis de la observacion 1.13, la aplicacion restric-
cion py : Xg — Xy es una aplicacion de cubrimiento.

Demostracion. Como X, es un subespacio de X, entonces X es un abierto en si
mismo y como p es continua 'y p~!(X,) = X, entonces py = plg, + Xo — Xo
es continua. Ademas pg es sobreyectiva.

Sea xy € Xy, como Xy C X, o € X ademads U es un conjunto abierto en X
ue contiene a xy que esta regularmente cubierto por el cubrimiento entonces

p ' (U) = J Ve

aEA

donde {V,, },ca (son abiertos de X) es una particién de p~'(U) en rebanadas,
tal que ply, : Vi, = Uz es un homeomorfismo, para cada o € A.

Ahora probaremos lo siguiente: cada xy € X, posee una vecindad en X, que
esta regularmente cubierto por pg, entonces la imagen inversa de este conjunto
abierto es igual a la unién disjunta de abiertos de Zy, tal que al restringir p, a cada
uno de los abiertos de X expresados anteriormente, sea homeomorfo al conjunto
abierto de X.

En efecto: Como X es un subespacio de X, y ademds U es abierto en X por
la topologia del subespacio tenemos que U M X, es un abierto de X y es una
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vecindad de zg en X.
Entonces:
P H(UNXo) =p U N Xo)

Py (U N Xo) =p~ ' (U) Np~(Xo)
P (UNXo) = U(Vaﬂ)?o)

a€A
Ademas, para o, § € A, con a # [3, tenemos:

VanXo)N(VsnX)=VanV)NXg=0NX =0

Es decir, los conjuntos (V,, N Xo) son abiertos, dos a dos, disjuntos en Xo. Asi,
esta es una particién de py ' (U N V;) en rebanadas, y cada uno de ellos se aplica
homeomorficamente sobre U N )?0 mediante p,, puesto que V, N Xoy U N )?0,
son abiertos de V,, y U, respectivamente, y como p|y, : V, — U es un homeo-
morfismo, para cada o € J, proporciona una correspondencia biunivoca, no solo
entre V,, y U, si no entre sus conjuntos abiertos (es decir, V, N Xy y U N X, res-
pectivamente).

Luego polv, : Vo N Xo — U N X es biyectiva. Ademds probamos que py
es continua, en particular po|ynx, 1o es y vemos que la inversa de esta funcién
también es continua. 1

El siguiente teorema nos permite ver que el producto de dos aplicaciones re-
cubridores es nuevamente una aplicacion recubridora:

TEOREMA 1.7. Si p : X o X yp X' — X' son funciones recubridoras,
entonces: o
pxp i X xX — X xX

es una funciones recubridora.

Demostracion. La continuidad de p x p’ deriva del Teorema 1.17. Veamos la so-
breyectividad: Comop : X — X'y p' : X’ — X' son sobreyectivas tenemos que
p(X)=Xyp(X') = X', luego:

px p(X x X') = p(X) x p/(X) = X' x X'

Dados x € X y 2’ € X, ysean Uy U’ entornos de = y x’ respectivamente. En-
tonces:

pHU)=JVa

ael
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(p,)_l(U,) = U Vs,

Bel

donde { V4 }aer Y {V5} ser secciones en homeomorfas de p~ (U) y (p') =" (U'),
respectivamente.

Sea U x U’ es un abierto de X x X'y es una vecindad de = x z’. Probaremos
que esta regularmente cubierto por p X p’; pero antes recordemos que la inversa
para el producto de dos aplicaciones continuas de la siguiente forma:

(pxp) " =ptx )"
Entonces:
(pxp) U xU)=p " x @) (UxU)
= P7HU) x (p")"1(U)

-Ukx v

acl pel
= J vaxvp)
B,ael

Ademas, si o, 5,a/, ' € I son tales que « # o, 5 # (' tenemos:

(Va X V)N (Var X Vi) = (Va N Vi) x (VAN V)

=0 x0
= 0.
Es decir los conjuntos V,, x V son abiertos disjuntos dos a dos en X x X, y
cada uno de ellos aplica homeomorficamente sobre U x U’ por p x p/ 1

EJEMPLO 1.12. Sea el cubrimiento :

pxi:RxR, — S' xR,

donde ¢ es la la aplicacion identidad de R, y p es la aplicacién del Teorema
1.5. Si tomamos el homeomorfismo entre S* x R, y R? — {0}, que lleva (z,t) a
tx, con la composicidn se obtiene un cubrimiento:

R x R, — R? — {0}

dada entre el plano agujereado con el semiplano abierto superior. Esta aplicacion
recubridora aparece en el estudio de variables complejas como la superficie de
Riemman correspondiente a la funcién logaritmo complejo.
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EJEMPLO 1.13. Tomemos el espacio T = S' x S!, donde p x p’ es el cubrimiento
del Toro en el plano R?, donde p es la un cubrimiento dado en el Teorema 1.5.
Cada uno de los cuadrados unidad [n, n+1] x [m, m+1] se enrolla completamente
alrededor del toro, por medio de (p x p/).

DEFINICION 1.15. Sea X un espacio topolégico y A C X y la inclusion i, :
A — X. se dice que A es una retracion de X en A, si existe una aplicacion

continua.
. X —A,

la retraccion, tal que I" o 14 = 1 4. Donde I' es siempre sobreyectiva.

1.4. El espacio recubridor universal

Cuando consideramos espacios recubridores simplemente conexos, podemos
obtener:

DEFINICION 1.16. Al unico espacio recubridor simplemente conexo y localmen-
te conexo por caminos X con recubrimiento p : X — X, se le llama espacio
recubridor universal o cubierta universal de X

En otras palabras un espacio recubridor se llama universal si es simplemente
conexo, Osea, su primer grupo de homotopia es trivial.

EJEMPLO 1.14. Algunos ejemplos de cubrimientos universales :
» El espacio recubridor universal del toro T" es R", ya que la aplicacion:
p:R"—T"

dada por

p(1, .oy ) = (exp(xy), ..., exp(zy))
es un recubrimiento y R" es simplemente conexo y localmente conexo por
caminos.

= El espacio recubridor universal de RP" es S™.

DEFINICION 1.17. X es semilocalmente simplemente conexo, si admite una base
de conjuntos abiertos U, con la propiedad de que, todo lazo en U es homotdpico
en X a una constante.

Como resultado del teorema a seguir, tenemos que todo espacio razonable, in-
cluyendo las variedades conexas, posee un espacio recubridor universal. La prueba
es complicada y puede encontrarse en [Mas2].
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1.5. CW-complejo

Las estructuras celulares juegan un rol esencial en las areas de topologia, anéli-
sis y geometria, en la forma de CW - complejos, conjuntos simpliciales. La idea de
esta seccidn es dar un trato unificado de sus propiedades fundamentales, geométri-
cas y topoldgicas (en el sentido de la topologia general).

La nociéon de CW-complejo fue introducida formalmente en 1949 por el desta-
cado matematico inglés Jhon H.C Whitehead. lo que hizo Whitehead fue imponer
una estructura combinatoria en los espacios y asi obtener una comprensiéon mucho
mds profunda.

DEFINICION 1.18. Sean X y B espacios topoldgicos y A un subespacio de By
[+ A— X, una funcion continua. El espacio de adjuncion B Uy X se define a
partir de la union disjunta X U B identificando los puntos a € A con los puntos
f(a) € X. Exactamente

XUyB=XUB/~

donde ~ es la relacion de equivalencia generada por la relacion a ~ f(a), Va €
A. La funcion

fiA—X
se llama funcion de adjuncion.
Sea i : A — B la inclusion. Definimos o : X — X Uy B, con my(z) =T (la
clase de x en el cociente), es decir Ty es la composicion de la inclusion de X en
X U B con la funcion cociente

¢:XUB— XU;B

Simuladamente definimos m, : B — X U; B con 7,(b) = b. Notar que a € A,

mi(a) = a=m(f(a)) = f(a)

entonces se tiene un cuadro conmutativo

At o x
T
B——=XU; B

Donde X Uy B se llama espacio adjunto.
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OBSERVACION 1.14. x Sean X U; By
¢: XUB—XU;B
la aplicacion cociente de la topologia cociente.

Sabemos que un subconjunto U C X Uy B es abierto (Cerrado) en X Uy B si
y solo si, ¢71(U) es abierto (cerrado) en X LI B.

Y esta dltima afirmacion se mantiene si y solo si ¢~'(U) N X es abierto (cerra-
do)en X y ¢ }(U) N B es abierto (Cerrado) en B, o equivalentemente, (75) =1 (U)

es abierto (Cerrado) en X y (m1)~*(U) es abierto (cerrado) en B.

*Six, 2’ € (B— A), entonces T = 2’ si y solo si z = 2’ (La relacién ~ solo
puede identificar puntos de A).

% Sib, b € B, entonces b = b’ siy solosi b=V (Es decir como conjuntos, no
como espacios topoldgicos.)

* X Uy B eslaunién disjuntade By (B — A)
XU;B=XU(B-A)

Los puntos de A quedan pegados con su imagen f(a) € X

DEFINICION 1.19. (Push Out) Se dice que un cuadro conmutativo

A—L o x
zl push \Lﬂ?

es un push out cuando para todo par de morfismo «, [3.
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tal que :
aoi=pof
existe un unico morfismo
H:XU;B-—Y

verificando
Hom=ayHom=p

PROPOSICION 1.6. El espacio de adjuncién X Uy B cumple la siguiente propie-
dad universal: Para todo Y espacio topologico y para todo par de morfismos

a, B.
A—Lox
| =D
i T2 \
B—2XU;B N
R{Q\
Y
tal que :
aoi=fof

existe un unico morfismo
H:XU;B-—Y

verificando
Hom=ayHom=p
Demostracion. Consideramos dos caso Si a ~ b ocurre
a=b— H(a) = H(b)

fla)=b— H(a) = H(b)

Ahora que ocurre sia € X, H(a) = f(a) osia € B,H(a) =a.Sia € A C
X,a € X.Ahora H(b) = b, por que b C B por hipétesis f(a) = b. Ahora se tiene
que H(a) = H(b) siempre y cuando a ~ b esto significa que las imagines son las
mismas H induce una aplicacion en el cocientes, automdticamente esa aplicacion
es continua.

Demostramos que H es tnico :Sea
H:XUyB—=Y,

X U;B={ajac XUB}
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Hom=ayHom=p
Como
ace XUsB=XUB/~=acaac ACXCXUB—=aCXUB

Tomamos dos casos
acA—a={a, f(a)}
a¢ A—a={a}
Sia € A; H(a) = Hom(a) = ala)
g(a) = gom(a) = ala)
Sia¢ A;H(a) = Hom(a) = Homoi(a) = a(a) g(a) = gom (a) = ala),

entonces H = g.Ya € Ao Va ¢ A. Por lo tanto el morfismo es tinico
1

EJEMPLO 1.15. Sean Ay X espacios topoldgicosy f : A — X una aplicacién
continua. El cilindro de f, denotado por Z, es un espacio adjunto:

A—L o x
zi push i
A x [4>Zf

EJEMPLO 1.16. Si A = S" !, conn € N,y g : S*! — X es una funcién
continua, entonces el espacio C'g se le conoce como X con una n-celda unida y
denotada por X U e"

S ¢

| |

D"——C,

Normalmente, el espacio X serd un espacio de Hausdorff. Este ejemplo sera
de absoluta utilidad e importancia en la siguiente seccion.

PROPOSICION 1.7. Sea X U; B el espacio adjunto. Entonces:
a) my 1 X — X Uy B es una aplicacion cerrada.
b) m|p—a: B— A — X U; B es una aplicacion abierta.

Demostracion. Para el primer enunciado, tenemos que probar que 7; €s inyectivo
y cerrado. Es claro que 7, es continuo e inyectivo. Asi es suficiente probar que 7
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es cerrado.
Sea

¢:XUB— XU;B

una aplicacion cociente en la topologia cociente. Si U es un subconjunto cerrado
en X U; Bsiy solosi g !(U) es cerrado en X LI B. o equivalentemente 7, ' (U)
es cerrado en X y mr; '(U) es cerrado en B.

Sea F' C X un subespacio cerrado y mo(F) C X Uy B, entonces ¢~ (m2(F))
es cerrado en X LI B. Tenemos que

(m2) " (m2(F)) = F

es cerrado en X
(m) " (ma(F)) = f7H(F)

es cerrado en B.
Si X y B es cerrado, entonces X LI B es cerrado . Luego m(F') es cerrado en
X Uy B.

De manera similar, para la segunda afirmacion es suficiente mostrar que 1 |g_ 4
es una aplicacion abierta.
Sea U C (B — A) un subespacio abierto, entonces 71|p_4(U) C X Uy B es
abierto en X Uy B entonces ¢ ' (m1|(p—4)(U)) es abierto en X LI B.

Ademas

(2) (1| p-a(U)) =0

es abierto en X
(m) H(mi|p-a(U)) = U

es abierto en B. Si X y B es abierto, entonces X L B es abierto . Por tanto,
m|p—a(U) es abiertoen X Uy B |

La siguiente proposicidn establece condiciones que aseguran que el espacio
adjunto es un espacio de Hausdorff.

PROPOSICION 1.8. Sean X, B espacios topolégicos de Hausdorffy A C B un
subespacio cerrado. Si f : A — X una aplicacion continua. Supongamos que
se cumplen las siguientes condiciones:

(a) Para cada b € B\ A existe una vecindad cerrada Cy, en B tal que C, N A = ()
(b) Existe un subconjunto abierto U C B y una retraccionr : U — A.

Entonces el espacio adjunto X Uy B es Hausdorff.
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Demostracion. Seanm, : X — X Uy B, m : B — X Uy B como en la definicion
de espacio adjunto y 1, o € X Uy B. Debemos encontrar subconjuntos abiertos
disjuntos Vi, Vo, € X U, B tales que x; € Vi y x5 € V5. Dividimos la prueba en
tres casos:

Sea
g: XUB-—XU; B

una aplicacion cociente en la topologia cociente. Si U es un subconjunto cerrado
en X U; Bsiy solosi ¢! (U) es cerrado en X LI B. o equivalentemente 7, ' (U)
es cerrado en X y m, }(U) es cerrado en B.

(1) Sean 1,29 € (B—A) C X Uy B. Como z1,z5 € (B— A) C Bes
abierto, ademds es Hausdorff, entonces existen subconjuntos abiertos y disjuntos
V1, Vo C B, no se intersectan en A e identificando V;,V, C X Uy B tales que
1,29 € Vi3 Vo y Vi NV, = @. Por lo tanto es Hausdorff.

(2)Seanz; € Xyazy € (B—A)y (B—A) C X Uy B, existe el in-
terior de (C,,)° C B, pero como no intersecta a A lo podemos escribir como
(Cy,)° C X Uy B. Tomemos a un cerrado C,, C (B — A),pero como es ce-
rrado en (B — A) también lo es en X Uy B, entonces C,, C X Uy B, donde
9 € Cp, C X Uy B, luegoel z; € C’;Z C X Uy B complemento, denotamos a
Vo = (Cy,)° Vi = C,, y Vi N Va = Q. Por lo tanto es Hausdorff.

(3) Sean z1, x5 € X. Como X es Hausdorff, existen subconjuntos abiertos y

disjuntos W7y, Wy C X tales que 1 € Wiy x5 € Ws. Pero Wy y W5 podrian ser
abiertos en X Uy B.
Usando la retraccion r ampliaremos los subconjuntos W, y W, para que sean
abiertos en X Uy By permanezcan disjuntos. Existe un subconjunto abierto U C
B Tomamos V; = WiU(r~ f~1(W})), donde T, es un abiertoen X y 1 f~1(1W;)
es un abierto en B, entonces V}, es una abierto.Luego Vo = Wy U (r~ ! f~1 (W),
W, es un abierto en X y 7! f~1(1¥,) es un abierto en B, entonces V5 es un abierto
en la union disjunta.

(m2) "M (V1) = Wh; (m2) (Vo) = Wy

(m) ' (VA) = v fHWA); () T (Vo) = f 1 (W)

ViNVy =0yqueV;yV,son abiertos en X U ¢ B. Por lo tanto es Hausdorff.
|
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OBSERVACION 1.15. Si tomamos A = S"~! y B = D" entonces las condiciones
(a) y (b) de la proposicion anterior son satisfechas. Lo mismo sucede si tomamos

A= Uie] S yB= Uie[ Dr.

1.5.1. Definicion de CW-complejo.

Los CW- complejos son espacios que se construyen pegando celdas de dis-
tintas dimensiones. Adjuntar una n— celda a un espacio B es unir una copia del
disco D™ pegando el borde ID™ = S"~! a B de alguna manera.

Definamos formalmente esto. Para todo n > 0 consideremos D" y las esferas
S"=1. Por convencién tomamos D° = x y S~! = @ (que es el borde del punto)

DEFINICION 1.20. Sea n € N llamamos n-celda o n-celda abierta a cualquier
espacio topolégico homeomorfo a e™ = D" — OD" donde OD" = S"~! la frontera
del n- disco

DEFINICION 1.21. Un espacio X se obtiene de un espacio B adjuntando una n
- celda si se tiene un Push Out

st . p

zl push \LWQ
Dt —s X
1
donde i - S"~' — D" es la inclusion en el borde.

OBSERVACION 1.16. Es decir, X se construye tomando la unién disjunta de B'y
D™ e identificando luego los puntos del borde del disco con su imagen de B.Esto
se nota generalmente con

X =BU;D"
La funcién f se denomina funcion de adjuncion de la celda. La celda es la imagen
del disco en X y la denotamos e = m1(D") y la funcién m; se llama funcién
caracteristica de la celda.

EJEMPLO 1.17. D" se obtiene de S"~! adjuntado una n - celda tomando como
funcién de adjuncién a la identidad [; : S"~1 — S*!

EJEMPLO 1.18. S” se obtiene de un punto * adjuntando una n - celda.

Sn—l %

| o |

D" —— S"
™

La funcién caracteristica 7 : D™ — S™ resulta ser la funcion cociente.

G. Sdnchez



40 1.5. CW-complejo

s + NS

. Ty
(

2 >
'@+ @:

Figura 1.5: Cw Complejo

OBSERVACION 1.17.  (a) Adjuntar una 0-celda significa agregar puntos distin-
tos.

(b) Elinterior de la n— celda es homeomorfa a Int(D") = D" — S*~1,

(c) El espacio X de la definicion anterior es el espacio adjunto X = B U, D".
También se puede ver como la funcién cono de g.

Se pueden adjuntar varias n - celdas de B al mismo tiempo considerando
varias copias de S"~! y D", la adjuncién sera el espacio que cumple el Push Out

U Sn 1U Jo B
zl push l
UD" 5~ X

Las n- celdas adjuntadas seran e} = fa(]D)")
observacion la construccion que se dio anteriormente. Consideramos a X un
espacio topoldgico.

DEFINICION 1.22. X es un CW-complejo si existe una sucesion X° C X! C
- C X" C X" C ... tal que las siguientes tres condiciones se cumplen:

(a) Donde X° es un espacio discreto, cuyos puntos se consideran 0 -celdas.

(b) Por induccion, el espacio X™ se obtiene de X" ' adjuntando n- celdas €"
a través de la aplicacion

0o ST — XL
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(c) Uno puede detener este proceso inductivo en una etapa final, estableciendo
X = X" para algiin n < 0o, o uno puede continuar indefinidamente ,

estableciendo
X = U X"

. En este ultimo caso, X tiene la topologia final.
Un espacio X construido de esta manera se llama Complejo Celular o CW-
complejo

OBSERVACION 1.18. Un conjunto A C X es abierto en X siy solosi AN X" es
abierto en X", para cadan € Nj.

gr-1 Pa Xl

| o |

Dr X"

EJEMPLO 1.19. (a) S™ es un CW-complejo. Consideraremos dos estructuras
diferentes:

1) El m-esqueleto de S™ es * para todo 0 < m < nyS" param > n.
En esta estructura tenemos una 0-celdas y una n-celda y el n-esqueleto se
obtiene del (n — 1)-esqueleto adjuntando una n—celda:

S

| o |

ID)TL Sn

como se muestra en la figura 1.4

2) (S™)™ = S™ para todos m < n. El (m — 1)- esqueleto S™! es el ecua-
dor del m-esqueleto S™ para todo m < n 'y el ultimo se obtiene del primero
mediante la unién de 2m-celdas, que corresponden a los hemisferios norte
y sur de S™.

(b) El n-disco D" es un CW complejo . Consideraremos dos diferentes estruc-
turas de CW-complejo en D", las cuales satisfacen que (D")"~! = S" !y
que la n-celda esta junto a la aplicacién de identidad. Estas dos estructuras
diferentes se obtienen dando a cada una las estructuras del ejemplo anterior.
Por lo tanto una de ellas tiene una 0-celda , una (n — 1)- celda y una n-celda
y la otra tiene 2k-celdas, para cada 0 < k < (n — 1), y una n-celda.
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1.5. CW-complejo

()

(d)

(e)

(®)

(@)

Los poliedros son CW-complejo con estructura de CW-complejo inducida
por la estructura simple.

El toro es un CW-complejo con una 0-celda, dos 1-celda y una 2-celda . El
1-esqueleto, es una cufia de 2 copias de S'.

La esfera infinita S> es un CW-complejo. Recordemos que S*° se define de
la siguiente manera: sea R el conjunto de secuencias de niimeros reales
de soporte finito. Damos a R(™ la topologia final respecto a las inclusiones:

RCR?2CR?C ..

La esfera de dimensién infinita se define como S® := {z € R™ : ||z, =
1}. Damos a S* la siguiente estructura CW-complejo: su n-esqueleto es S™
para todo n € Ny y es el ecuador del (n + 1)-esqueleto, como antes.

Por tanto S™ = |,y S". El n-esqueleto S™ se obtiene del (n — 1) esquele-
to S*~! uniendo dos n-celdas como en la segunda estructura del ejemplo (a).

Sea P*(EI plano proyectivo real) es un CW-complejo con una 0-celda, una
1-celda y una 2-celda. El 1-esqueleto de esta estructura es S' y las 2-celdas
estdn unidas por la aplicacién g : S' C C — S C C definida por g(z) = 22

De manera general, el espacio proyectivo real n-dimensional P es un CW-
complejo con una m-celda, para cada m < n. Por otra parte, el m-esqueleto
de esta estructura de CW-complejo es P™, para todo 2 < m < n.
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Circunferencia

Punto

1 o {
S=XUX

<= XY

Figura 1.6: La esfera S* es un Cw Complejo

Circunferencia El 2-Disco

. Q ‘

D=XYX X’

i
31% S

ZDL——%EQ

Figura 1.7: El 2-disco D? es un Cw Complejo
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Cuadrado

Cubo

o)

S =

Figura 1.8: El cubo es un Cw Complejo

T= s'uxux®
7 o {
T =XUxuxux®

Figura 1.9: El toro es un Cw Complejo

DEFINICION 1.23. Sea X un CW-complejo no vacio. Se define la dimension de
X de la forma siguiente:

dimX = sup{n € Ny : X"~ 1 # X"}
Note que la dimension puede ser +00.

Debemos mencionar que la dimensiéon de un CW-complejo estéd bien definida,
es decir, que no depende de la estructura del CW-complejo que sea dado. Esto se
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puede probar usando la invariacién del Teorema de dominio.

Si X es un CW-complejo entonces, Por la Proposicion 1.7, obtenemos que X"
es un subespacio cerrado de X, para todo n.

PROPOSICION 1.9. Si X es un CW-complejo, entonces X es un espacio de Haus-

dorff.

Demostracion. Por la Proposicion 1.8 e induccién obtenemos que el n-esqueleto
X" es un espacio de Hausdorff, para todo n € N. Entonces, si X es dimensional
finito hemos acabado.
Para el caso general, sean x e y puntos distintos en X. Entonces existe n € N
tal que z,y € X". Dado que X" es Hausdorff, existen subconjuntos abiertos y
disjuntos U,,, V,, C X" tales que x € U,, y € V,. Sin embargo, U,, y V,, podrian
no ser abiertos en X.

Ya que estamos bajo la hipétesis de la Proposicion 1.8, podemos ampliar U,, y
V., para obtener subconjuntos U, 1y V41 de X "+ tales que U,11 N X" = U,,
Vn—l—l NX"= Vn y Un+1 N Vn+1 = @
Repitiendo este proceso inductivamente obtenemos secuencias (U;) =, ¥ (V;);j>n
satisfaciendo que

U;; V; son abiertos en X7
Ui N X9 = U, Vs 1IN X9 =V
U; NV; =0, para todo j > n.
SeanU = J;-,,U;yV =U,5, V. Entoncesz € U,y € VyUNV =,

como, para todo m > n, U N X™ = U, es abierto en X™, tenemos que U
es abierto en X. De la misma manera obtenemos que V' es abierto en X. Esto
concluye la prueba. 1

1.6. Conjuntos Simpliciales

En esta seccion desarrollaremos un estudio detallado sobre las propiedades
basicas de los conjuntos simpliciales. Ademads, explicaremos que los conjuntos
simpliciales modelan ciertos espacios topoldgicos que se pueden formar pegando
simplices de distintas dimensiones.

DEFINICION 1.24. Sea n € N. Un n-simplex es un subespacio de R" !, definido

por
An = {(t()’tl;' : '7tn> € Rn+1 : th = 1,t1 Z O}

1=0
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Los conjuntos

fk: {(t(btl;“'?tn) GR”+1 : th - 17tk:07tl 20}’

=0
son llamados las k-enésimas caras de la n-simplex.

Note que A" estd orientado por el orden natural de sus vértices y cualquier
cara abarcada por un subconjunto de los vértices hereda una orientacion como
un subconjunto de los vértices de A™. Por lo tanto, cada cara es canénicamente
isomorfa a A"~!, preservando el orden.

EJEMPLO 1.20. = Paran = 0, tenemos A" = {1}.
= El 1-simplex standar es el segmento orientado de (1,0) a (0, 1) en R2,

= El 2-simplex estdndar es el tridngulo en R3. con vértices ¢y = (1,0,0),
er = (0,1,0) y e = (0,0, 1). Sus bordes son los segmentos orientados

[eoer], [erea] ¥ [eoes]

DEFINICION 1.25. Un conjunto simplicial K es una familia de conjuntos { K, },>0
junto con aplicaciones
01- : Kn — Kn—l
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5j K, — Kn+17

para todo 0 < 1,7 < n, que satisfacen la siguientes identidades simpliciales:
1. 8i08j:8j,1081-, SlZ<j,
2. 5, o) (Sj = 5]'-1—1 e} 51', Si1 S j,'

3. 81053 = (5]'_1 o@i, YK} <j,'
4. aj06j :id:3j+10(5-,'

5. 8i05j:5j08i_1,sii>j+1.

Los elementos de K, se llaman n-simplex. Los 0; son llamados caras y 9;
los operadores de degeneracién. Un simplex z es degenerado si x = ¢;(y) para
algunos simplex y y operador de degeneracion d;, de lo contrario, se dice que es
no degenerado.

DEFINICION 1.26. Si K, L son conjuntos simpliciales, un morfismo simplicial
f + K — L es una familia de funciones {f,},>o tales que f, : K, — L,y
conmutan con los operadores 0;, 9;. Es decir

fnoai :aiofnJrl

fn05z‘ :5iofn—1

DEFINICION 1.27. Un conjunto simplicial K satisface la condicion de extension
si, para cada coleccion de n + 1 n-simplex, Ty, X1, ..., Tk—1, Tkt1y .-y Tnt1 qUE
satisfacen la condicion de compatibilidad: 0;(x;) = 0;_1(x;), coni < j, 1 # k
J # k, existe un (n — 1)-simplex x tal que 0;(x) = x;, para i # k.

EJEMPLO 1.21. Un complejo simplicial K es un conjunto de subconjuntos fini-
tos, denominados simplices, de un conjunto dado K sujeto a la condicién de que
cada subconjunto no vacio de un elemento de K" sea un elemento de K. Un con-
junto simplicial K surge de K en la siguiente manera: Un n- simplex de K es una
secuencia finita (ao - -+, a,,) de elementos de K tal que el conjunto {ag, - -~ A}
es un m-simplex de K, para algin m < n. Los operadores de cara y degeneracion
de K estan definidos por:

Oi(ag, ..., an) = (Qg, oo, Qi—1, Qit1, .., Op)
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51'(0'07 ---aan) = (a07 s iy Gy Qg 1, "~7an)

Si los elementos de K estdn ordenados y requerimos que K consista de la secuen-
cia (ag, ..., a,) de modo que ag < a1 < ... < a, y {ao, ..., a, } es un m-simplex de
K, para algin m < n, entonces habra exactamente un n- simplex no degenerado
de K por cada n-simplex de K.

1.6.1. Objetos Simpliciales en Categorias

DEFINICION 1.28. Una categoria C es un triplete C =(0b(C); Hom(A, B); o)
satisfaciendo que:

1. Los elementos en ob(C) se denotan por letras mayiisculas A; B;C:;....
2. Paratodo Ay B se tiene el conjunto Hom(A, B) de morfismos de A en B.

3. Para cada tres objetos A, B, C se tiene la siguiente ley de composicion bien
definida:

o: Hom(A,B) x Hom(B,C) — Hom(A,C)
(f;9) — gof

sujeta a los siguientes axiomas:
1. Hom(A, B) = Hom(C, D) si, y solo si, A= C; B = D;
2.85if:A— B,g: B— C, h:C — D, entonces
ho(gof)=(hog)of
(Ley asociativa de la composicion),

3. Paratodo A € 0bj(C) existe un iinico elemento 14 : A — A, tal que daos
f:A— Byg:C — A, tenemos:

foly=f,laog=g.
El elemento 1 4 se llama morfismo identidad de A.

DEFINICION 1.29. El opuesto C* de la categoria C tiene un objeto A* para
cada objeto A de C y un morfismo o € Hom(B*, A*) para cada morfismo
a € Hom(A, B) y a* o 5* es definido e igual a (3 o o)*, siempre que se defi-
na (B o).
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DEFINICION 1.30. Sean C y D dos categorias. Un funtor Covariante F : C —

D es una aplicacion que asocia a cada objeto A de C un objeto F(A) de D'y a
cada morfismo f € Hom(A, B) un morfismo F(f) € D(F(A), F(B)), sujeto a
los siguientes axiomas:

1. F(fog)=F(f)oF(g)
2. F(1a) = Ly,

DEFINICION 1.31. Sean Cy D dos categorias. Un funtor contravariante F :
C — D es una regla que asocia cada objeto A de C un objeto F(A) de D'y

a cada morfismo f € Hom(A, B) un morfismo F(f) € D(F(B), F(A)), sujeto
a los siguientes axiomas:

1. F(fog)=F(g)oF(f).

2. F(1a) = Lra).
DEFINICION 1.32. Si T, L : C — D son dos funtores entre dos categorias.
Llamamos como transformacion natural de T' en L, denotada por 7 :'T' — L, a

una familia de morfismos {74} acc, tales que, para todo f : A — A, el siguiente
diagrama es conmutativo:

A2 T

LA—— LA
Lf

Y

esdecir: Lf oty =714 oTf.

Ahora definiremos una categoria A* de la siguiente manera:

t

EJEMPLO 1.22. Los objetos A, de /A* son sucesiones finitas enteras A\, =
(0,1,- - -,n) , n > 0. Los morfismos de A* son las aplicaciones mondtonas
dada por p : A, — A,,, es decir, las aplicaciones p son tales que (i) < u(j), si
i <.

Definimos los morfismos §; : A, 1 = A, yo1: Ay = Ay, con0 <4 < n,de
la siguiente manera:

Q) ai(i)=74, sij<i A o(j)=j—1,sij>i
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Sip € Hom(A,, A,,), entonces u no es una identidad. Suponga (i1, - - - - - Jis)
en orden inverso, este serd elemento de A,,, pero no de u(A,) y (ji,- - -, j¢) en
orden, serd elemento de A, tal que x(j) = u(j + 1). entonces:

(3)/1/: ((51-1,---,(5isajl,---,th),cuandOO§i5 << <Em,0< g1 <
< pp<nyn—t+s=m

DEFINICION 1.33. Definimos la categoria /\* como el Ejemplo 1.22.

1.6.2. Homotopia de complejo Kan

DEFINICION 1.34. Sea K un complejo. Decimos que dos n-simples vy 2’ en K
son homotdpicos, escribimos como v ~ o', si 0;(x) = 0;(2'), 0 < i < n, y existe
un simples'y € K, 11 tal que

an(y) = Z‘,
an+1<y) = x/

9i(y) = sn-1(9s(x)) = sp1(2'),

con( <1 <n.
El simples 'y es llamado una homotopia de x a x'.

PROPOSICION 1.10. Si K es un complejo Kan, entonces ~ es una relacion de
equivalencia sobre los n- simples de K, conn > 0.

Demostracion. La relacion ~ es reflexiva, pues:

On(sn(2)) = & = Onpa(sn())

Oi(sn(2)) = 8n-1(0i(7)),

para0 <17 < n.
Suponga ahora que = ~ 2’ y ' ~ x” Entonces existe 3/’ tal que:

(Y) =2, Opp10y =2 y (y) = su_1(0i(x));i < n.
También existe 3" tal que:
an<y//) _ 33/7 8n+1(y//) — 2 y @(y”) = 8,10 8i(517/), sii < n.

Luego los n + 2 (n + 1)-simples

a0 08,038, 0 .Z'/, "-7871—1 08,08, 0 xlay/>y”
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satisfacen la condicién de compatibilidad. Por lo tanto existe un (n + 2)- simples
ztalque ;0 z=0;08,08,02, si0<i<n,lp10z=y"y0,0z=1y".De
esto resulta que:
Opi100p00z2=238,_100;02, si0<i<n
Op00Opino0z=1a Y Opi100p20z=2a".

Por tanto 2’ ~ 2”. Esto demuestra la transitividad. |

DEFINICION 1.35. Sea L un subcomplejo de K. Decimos que dos n-simples x y
x', con n > 0, son homotdpicos relativos a L, escribimos por x ~ x rel L, si:

m Qjox=0;0x,sil1<i<n;
» Existe una homotopia'y de Oyx a 0oz’ en L y un simples w € K, 1 tal que
G ow =y,

Op,ow =z,

Opirow=2a'

aiow:Snfloaiowzsnfloaiolja

paral < i <n.
El simples w es llamado una homotopia relativa de x a .

PROPOSICION 1.11. Si L es un subcomplejo Kan de K, entonces ~ relL es una
relacion de equivalencia sobre los n- simples de K, con n > 1.

Demostracion. Ver ([6], Proposicion 3.4) |

OBSERVACION 1.19. Sean K un complejoy ¢ € Kj. ¢ genera un subcomplejo
de K que tiene exactamente un simple s,_1, ...., S,¢ en cada dimensién n. Abu-
saremos de la notacién dejando que ¢ denote ambiguamente este subcomplejo o
cualquiera de sus simplificadores. Nosotros llamaremos a (K, ¢) un par de Kan,
si es un complejo de Kan. Llamaremos a (K, L, ¢) el triple de kan, si ¢ € Loy L
es un subcomplejo de Kan de el complejo K.

DEFINICION 1.36. Sea (K, ¢) un par de Kan. K ,,, con n > 0, denotard el con-
junto de todos los elementos x € k,, tale que que satisface

dioxr=0¢, s10<1i<n.
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Definimos

(K, ¢) = Ky /(~).

(K, @) es llamado el conjunto de componentes de puntos de K, donde K esta
conectada, si 7o(K, ¢) = ¢ (donde estamos dejando que ¢ denote sus clases de
equivalencia). Decimos que K estd n-conectada, si m;(K,¢) = ¢, para0 <i <n

DEFINICION 1.37. Sea (K, L, ¢) un triple de kan. K(L),, con n > 1, denotard
el conjunto de todos los elementos x € K, tales que 0ox € L, 1y

Oiox=0¢, sil<i<n.

Definimos
(K, L,¢) = K(L),/(~ relL)

Note que 7, (K, L,p) = m,(K, ¢), conn > 1. my(K, ¢) es llamado el conjunto
de componentes de puntos de k. Nuevamente decimos que K esta conectada, si
(K, @) = ¢ (donde estamos dejando que ¢ denote sus clases de equivalencia).
Decimos nuevamente que K esta n-conectada, si w;(K, ) = ¢, para 0 < i < n.

TEOREMA 1.8. Sea (k, L, ¢) un triple de kan. entonces la secuencia:

Tt (K, L, ¢) L m0(L, ) — 10 (K, ¢) — 2= 10 (K, L, ) — ...
es exacta, donde las aplicaciones iy j son inducidos por la inclusiones.
Demostracion. Ver ([6], Teorema 3.7) |
PROPOSICION 1.12. 7, (K, ¢) es un grupo abeliano, si n > 2

Demostracion. Ver ([6], Proposicion 4.4) |

1.6.3. El Teorema de Hurewicz

En esta seccién obtendremos algunos grupos de homotopia en comparacion de
resultados clédsicos con grupos homologia. A lo largo de esta seccién, homologia
significa homologia con coeficientes enteros.

PROPOSICION 1.13. Sea K un complejo, entonces Hy(K) = F(my(k)) es el
grupo abeliano libre generado por my(K).

Demostracion. Ver ([6], Proposicion 13.1) |
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PROPOSICION 1.14. El homomorfismo de Hurewicz define la transformacion na-
tural de funtores. Si (K, L, ¢) es un triple de kan, entonces el siguiente diagrama
de secuencias exactas es conmutativo:

- 4>7Tn+1(K7 L, Qb) 4>7rn(L>¢) Hﬁn(Ka ¢) HWN(Kv L, ¢) -

| | | |

——H,(K,L) ——H,(L) —— H,(K) —— H,(K,L) — ...
Demostracion. Ver ([6], Proposicién 13.4) |

TEOREMA 1.9. Sean (K, ¢) y una (n — 1)-conectada al par de kan, conn > 2,
entonces H;(K) =0, para0 <i < (n—1), ym,(K) = H,(K)

Demostracion. Ver ([6], Teorema 13.6) |

1.7. Complejo Singular de un Espacio.

DEFINICION 1.38. Seann > 0y 0 < i < n. La aplicacion k; : A"t — A"
definida por ki(xq, ..., xn_1) = (Toy ..., Ti—1, 0, T4, ..., Ty 1), es decir,

k(A1) = AT = {(20, ..., a—1) € Ayt 3 = 0}

es llamada la i-ésima cara de A", opuesta a la i-ésima vértice v; que no estd en

AP,

Podemos f4cilmente verificar que k; es un homeomorfismo entre A"~ ! en A",

Ahora sean X un espacio topoldgico arbitrario y n cualquier entero no nega-
tivo.

DEFINICION 1.39. Un n-simplice singular en X, es una aplicacién
EA" = X,
del n-simplex unitario A" hacia el espacio X.

Como A" es compacto y conexo, se sigue que £(A™) C X es compacto y
conexo. Aqui la palabra singular indica que £ no tiene por que ser una inmersion.
Sea

Sn(X) = Map(A™, X)
el conjunto total de n-simplices singulares en X. Si m # n, entonces, por defini-
cion,

Sm(X)NS,(X) =0.
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La unién .
S(X) = | Su(X)
n=0
es el conjunto de todos los simplices singulares en el espacio X y se llamara el

complejo singular de X.
Sin = 0, entonces AP consiste de un solo punto. Por tanto, un 0-simplice singular

E:A 5 X

puede ser identificado con el punto £(A%) de X. Asi tenemos que
So(X) = X.

Para n = 1, tenemos que A! es homeomorfo a I bajo el homeomorfismo
h:I— Al

definido por:
t h(t) = (1 —t,1).

Por tanto un simplice singular
E:A' 5 X
puede ser identificado como la composicion
Eoh: T —= X,

en el espacio X. Ast,
S1(X) = P(X),

donde P(X) es el conjunto de todos los caminos en X.

Ahora asumamos que n > 0 y sea
E:A" = X
un n-simplice singular. Para cualquier entero 7« = 0, 1, ..., n, la composicion
Eok;: A" 5 X

es un (n — 1)-simplice singular en X, que sera llamada la i-ésima cara de £ y serd
denotada por
g=¢Cok;
Las (n+1) caras £, ..., £" de un n-simplice singular £ pueden no ser distintas.
De hecho, si £ : A" — X es una aplicacion constante, entonces todas sus (n + 1)
caras £, ..., £" son el mismo (n — 1)-simplice singular en X
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DEFINICION 1.40. Para cualquier enteron > 0y cadai = 0,1, -+, n, definimos
0; 2 Sp(X) = Sh-1(X)

dado por '
o(§) = ¢,
llamado el i-esimo operador cara en S(X).

Para el complejo singular de un espacio X, nos referiremos al conjunto

S0 = | 5u(X)

junto con sus operadores cara.

1.8. Complejo de Cadenas Singulares

Sea X un espacio topoldgico arbitrario y consideremos su complejo singular
S(X) = Su(X).
n=0

DEFINICION 1.41. Definimos el conjunto:

Cn(X) = {2_¢ ne€ : € es un simplice singular, 1¢ € Z,ne = 0 salvo un miimero
finito de ellos.}

como el grupo abeliano libre generado por S(X).

Los elementos de C),(X) son combinaciones lineales formales finitas del tipo
Yene&. Observar que la tinica manera que una tal suma sea nula, es que sean todos
sus coeficientes nulos.

OBSERVACION 1.20. El conjunto C,,(X) es llamado el grupo abeliano libre de
las n-cadenas singulares.

DEFINICION 1.42. Para cada n > 0, definimos la funcion
0:5(X) = Cp1(X)

dada por:

para todo n-simplice singular .
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DEFINICION 1.43. La frontera de un n-simplice singular £ es la (n — 1)- cadena
singular definida por: 9,(€) = o(&) = >_1_(—1)€W es decir, es la suma formal
de sus caras, dotadas de signo.

OBSERVACION 1.21. El homomorfismo 9,, : C,, — C,,_; es conocido como el
operador borde o frontera.

EJEMPLO 1.23. La frontera de un 2-simplice A? = [vg, vy, vo] €s:
Dalvo, v1, V2] = 0 _ e 4 @
0, equivalentemente:
Oa[vg, v1, V2] = [v1, V2] — [0, va] + [v0, V1]
EJEMPLO 1.24. La frontera de un 1 -simplice A' = [vg, v1] es:
A [vo, 11] = 5(0) _ 5(1)

0, equivalentemente:
81[1)0,111] = [Ul] - [Uo]

OBSERVACION 1.22. La frontera de una O-celda, se define como 0, es decir,
Ch(X) =0.

PROPOSICION 1.15. Para cualquier entero n, la composicion de homomorfismos
0* = 0py100, : Cp(X) = Cr_a(X)
de los operadores borde

an 1 n 87171
1 (X) 255 o (X) = Oy (X) 255 O (X))

es el homomorfismo trivial, es decir:
0* = 0p1100, =0

EJEMPLO 1.25.

00 d([vg,v1,v9]) = I([v1,ve] — [vo, V2] + [v0, v1])
= 9I([v1,v2]) — O([vo, va]) + O([vo, v1])
= [va] = [01] = ([v2] — [vo]) + [v1] — [vo]
= [va] = [v1] = [va] + [vo] + [v1] — [vo]
=0
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OBSERVACION 1.23. » C(X) es llamado el complejo de cadenas singular
del espacio X.

» Los elementos del grupo C,,(X) son llamados las n-cadenas singulares en
el espacio X. El subindice es llamado dimension.

Por tanto el operador borde o frontera
0: Cn(X) — Cnfl(X%

reduce la dimension por uno. Para cualquier v € C,(X), el elemento 0 o vy €
Ch—1(X) es llamado la frontera de la cadena .

Ahora se considera un subespacio arbitrario A del espacio topolégico X. Ya
que S,,(A) es un subconjunto de S, (X), entonces C,,(A) es el sumando directo
de C,,, generado por el conjunto S,,(A). El grupo cociente

On(X> A) = On(X)/On(A)

es llamado el grupo de cadenas singulares n- dimensionales del par topoldgi-
co (X, A). Los elementos de C, (A, X) son llamados n-cadenas singulares de
(X, A).

1.9. Grupos de Homologia Singular

Sea (X, A) un par topoldgico arbitrario y su respectivo complejo de cadenas
singulares C'(X, A). Es decir, para todo n € Z se tiene

Cn—i—l(Xv A) %Cn(‘xa A) i n—l(Xv A) g n—Z(Xv A)

DEFINICION 1.44. EI conjunto:
Ker(0,) = Z,(X,A) ={c:c€ C,(X) : On(c) € C,,_1(A)}
es llamado el grupo de n-ciclos singulares de (X, A)

DEFINICION 1.45. EI conjunto:

Img(0py1) = Bo(X,A) ={b:b € C,(A) : b= 0,41(c), para algiin
deChi(X)},

es llamado grupo de n-fronteras singulares de (X, A)
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Ya que C'(X, A) es semi-exacta, se sigue B,,(X, A) es un submédulo de Z,, (X, A)
y, asi, podemos formar el modulo cociente
Zn (X, A)
B, (X, A)’
el cual es llamado el n-ésimo grupo de homologia singular del par topolédgico
(X, A).
OBSERVACION 1.24. Si A = (), entonces C,,(A) = 0 para todo n € Z. Luego
definimos:

H,(X,A) =

Zy(X)
B(X)’
y se llama el n-ésimo grupo de homologia singular del espacio topoldgico X.

H,(X,0)=H,(X) =

PROPOSICION 1.16. Para cualquier par topoldgico (X, A) y cualquier entero
n < 0, tenemos que H,(X,A) = 0.

EJEMPLO 1.26. (Homologia de un espacio unipuntual) Sea X = {x}, siendo
un punto singular. Veamos primero cémo son los simplices en este caso. Fijamos
n > 0y consideramos o,, € S,,(X), haciendo

o, @ A" — {x} continua, dada por an(f) = x; para todo teao,

Por tanto, S,,(X) = {0,}, es decir, para todo n > 0 existe un dnico simplex
singular n-dimensional, luego

Co(X)={ao, :Ya€eZ} =7
Calculamos ahora la frontera para cada n-simplex, conn > 1
0:Ch(X)— C,1(X)

ao, — 0(ao,) = a(doy,)
donde

do, = Z(_l)iaz'an _ (Z(_l)z) S { 0O;n tmpar

i=0 i=0 In-1,1 par

pues d'c,, € S,,_1(X) = {0,_1}.Es decir,

0;n  wmpar
On—1 =
a0np—_1;M  par.

En este caso, 0 es un isomorfismo. con lo cual el complejo de cadenas que nos
queda es el siguiente:

Co( X, A) 2 22 0y 2% g
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Z , st n=0
0 ,st n=1
2\ )
EJEMPLO 1.27. H,(S°) = Z  si n=2
0 , otroscasos.
Z , st n=0
) Z®Z ,si n=1
EJEMPLO 1.28. H,(T) = 7 . si n=2
0 , otroscasos.
Z , st n=0
EJEMPLO 1.29. H,(SY) =< Z ,si n=1
0 , otroscasos.
Z , st n=0
EJEMPLO 1.30. Sea X =Cilindro. Entonces: H,,(X) =4 Z , si n=1
0 , otroscasos.
Z , st n=0
EJEMPLO 1.31. Sea M =Cinta de Mobius. Entonces: H,(X)=¢ Z ,si n=1
0 , otroscasos.
EJEMPLO 1.32.
Z , st n=0
2\ 9
H, (D7) = { 0 , otroscasos.

1.10. Grupo de Homologia sobre ¢

Sea X un espacio topoldgico y G un grupo abeliano.

DEFINICION 1.46. Sea C(X) el complejo de cadenas singulares de X. Defini-
mos

para cualquier n € 7, como el grupo tensorial de los grupos abelianos C,,(X) y

G.

OBSERVACION 1.25. (a) Sin < 0, tenemos:

Co(X:G)=C,®G=0®G =0

(b) Para cualquier n > 0, se tiene que C,,(X) es un grupo abeliano libre genera-
do por S,,(X), es decir (S, (X)) = C,(X). En consecuencia, los elementos
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60 1.10. Grupo de Homologia sobre GG

de C, (X, G) pueden ser considerados como funciones casi nulas en todas
partes:
v Su(X) = G.

O equivalentemente, pueden ser representados de la forma:
Y =aa&+ -+ agl,

donde {&,- - -+, &} es un subconjunto finito de S,,(X) y a4, ..., a; son ele-
mentos de G. Los elementos de C,,(X; G) son llamados cadenas singulares
n- dimensionales de X sobre G.

Considere el operador frontera
0:Ch(X) = Ch1(X),
para cualquier n € Z y el automorfismo identidad
i1:G—=G.
Su producto tensorial es dado por:
0®i:C, G — C,h1 ®G,

representada por
0:C, G — Ch1®G,

para cualquier n € Z.

PROPOSICION 1.17. Sea
e O (X ) I (X G) 2 O (X Q) R O (X G)
entonces O, _1 o0 0, = 0, para todo n € Z.

La secuencia larga semi-exacta obtenida arriba la denominaremos como com-
plejo de cadenas singular de X sobre G, y se denotara por C'(X; G)

OBSERVACION 1.26. Si G = Z entonces tenemos C(X;7Z) = C(X).
DEFINICION 1.47. Dada el complejo de cadenas:

an 1 an an—l
Definimos el grupo de ciclos singulares n- dimensionales de X sobre G como
Zn(X;G) = Ker(0,), el grupo de fronteras singular n- dimensional de X sobre
G como B, (X; G) = Im(Dp41)-
Definimos el grupo de homologia singular n-dimensional del espacio X sobre

G.
Zn(X;G)

H,(X;G) = —Bn(X;G)
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La definicion de la homologia H,,(X; G) esta bien definida debido a la inclu-
sién B, (X;G) C Z,(X;G)

OBSERVACION 1.27. Si G = Z entonces tenemos H,,(X;Z) = H,(X)
Si tomamos A C X, podemos considerar C,,(A), generado por el subconjunto
Sn(A) de S, (X) y podemos definir
Ch(A;G)=C(A) ®G.

Este grupo puede ser considerado como el sumario directo de C,,(X;G), com-
puesto de elementos de la forma:

donde {3, ..., &} es un subconjunto finito arbitrario de S,,(A) C S,(X)yay, ..., ax
son elementos de G.
Podemos definir también el grupo cociente

Cn<X3 G)

Cn(X, A G) = Co(AG)’

que es llamado el grupo de cadenas singulares n-dimensionales del par topolégico
(X, A) sobre G.

OBSERVACION 1.28. El operador frontera 9,, : C,,(X;G) — C,,_1(X; G) envia
el subgrupo C,,(A4; G) de C,,(X; G) en el subgrupo C,,_1(A; G) de C,,_1(X; G)

De la observacion anterior se induce un homomorfismo definido de la siguien-
te manera:
On : Co(X,A;G) — C1 (X, A G).

Entonces 0,11 0 0,, = 0, Vn € Z. Asi obtenemos una sucesion larga semi exacta:

Crui (X, A; G) 225 0 (X, A; G) =2 (X, A1 G) 225 0o (X, A

la cual denominamos complejo de cadenas singular de (X, A) sobre G y serd
denotado por C(X, A; G).

OBSERVACION 1.29. Notemos que
C(X,0;G) = C(X; @),

C(X, A;Z) = C(X, A).

La relacion 0, y O,,+1 nos indica que ker(9,) C Im(0p41)
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62 1.10. Grupo de Homologia sobre GG

DEFINICION 1.48. Para todo n € 7, sea 0, : C,,(X, A;G) — C,_1(X, A4;G).
Definimos Z,(X, A; G) := ker(0,), la cual denominamos el grupo de ciclos sin-
gulares n-dimensionales de (X, A) sobre G. Definimos también B,,(X, A; G) :=

Im(0,11), la cual denominamos como grupo de fronteras singulares n-dimensionales
de (X, A) sobre G.

Como C(X, A; G) es una cadena semi-exacta, tenemos la siguiente inclusion:
B, (X, A;G) C Z,(X, A4;G).
El grupo cociente dado por:

Zn(X, A;G)

es llamado el n-ésimo grupo de homologia singular de (X, A) sobre G o el grupo
de homologia singular n-dimensional de X modulo A sobre G.

OBSERVACION 1.30. Se sigue de la definicién:
Hy (X, 0;G) = Ho(X;G),
H,(X,A;Z) = H,(X,A).

DEFINICION 1.49. Homologia Relativa

Los grupos de homologia relativa se definen de la siguiente manera. Da-
do un espacio X y un subespacio A C X, sea C,(X,A) el grupo cociente
Cn(X)/Cn(A). Asi, las cadenas en A son triviales en C,,(X, A).

Dado que la funcion de borde 0 : C,(X) — C,_1(X) toma C,(A) a
Cy—1(A), induce un funcion de borde del cociente 0 : C,,(X,A) — C,,_1(X, A).
Dejando que n varie, tenemos una secuencia de funciones de borde

> Cuia (X, 4) — Cu(X, A) —2> Cpioa (X, A) —
Entonces tenemos un complejo de cadena, y los grupos de homologia
H,(X,A) = Kerd/Imo

de este complejo de cadena son, por definicion, los grupos de homologia relativa
H,(X,A).

OBSERVACION 1.31. Una generalizacién facil de la secuencia exacta larga de un
par (X, A) es la secuencia exacta larga de un triple (X, A, B),donde B C A C X:
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— H,(A,B) > H,(X,B) 2~ H,(X, A) —°~ H,_,(A, B)

Esta es la secuencia exacta larga de grupos de homologia asociados a la se-
cuencia exacta corta de complejos de cadena formados por las secuencias exactas
cortas

—~ Cy(A, B) —= C(X, B) 1= (X, A) —~ C,y_1(A, B)

DEFINICION 1.50. Homologia Reducida

Sea X un espacio topolégico R un anillo en Z. Los grupos de homologia redu-
cida de X con coeficientes en R, que se denota por H, (X, R), son los grupos de
homologia del siguiente complejo

SO (X) e Gy (X" 2 0y(X) 2 Oy (X) 2 Gyl(X) S Z—— 0

Donde £(¥n;0;) = Yn; Homomorfismo de aumentacion .Para X en general
denotemos que

Ho(X,Z) ~ H,(X,Z),¥,n > 1
PROPOSICION 1.18. Si X = {x(},entonces su homologia

Z , st n=0
H"<X’Z>:{ 0 n>0.

Co(X)

~ 7
]m(al)

H,(X,Z) =

Demostracion. Ver ([4], Proposicion 2.8, pag. 110) 1

OBSERVACION 1.32. Para X en general denotemos que

H,(X,Z)~ H,(X,Z),¥,n>1
Ahora formamos la secuencia exacta:

Oﬂclﬂlco(X);ZHO

Ho(X,Z) =0

Para X en General
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0——= Ho(X,Z) —= Hy(X,Z) =7 —>0
con el ker(e) = Hy(X)
Hy(X,Z) ~ Hy(X,Z) Pz

Relacion con la homologia reducida de los espacios topolégicos del cocien-
te

DEFINICION 1.51. Una inclusion de subespacio topolégico A — X se llama un
buen par si:

1. A es un subespacio cerrado no vacio de X
2. A tiene una vecindad en X que es una retraccion por deformacion de A.

EJEMPLO 1.33. Sea X un CW complejo, la inclusién de cualquier subcomplejo
A — X es un buen par (Ilamado CW - par (A,X))

PROPOSICION 1.19. Si A — X es una inclusion de subespacio topolégico que
es buen par en el sentido de la Definicionl.51, entonces la homologia singular
relativa A de X coincide con la homologia singular reducida del espacio cociente
X/A:

H,(X,A) ~ H,(X/A)

Demostracion. Ver ([5], Proposicion 2.22, pagina 124). 1

EJEMPLO 1.34. La homologia singular reducida de la n—esfera S™ es igual a
la S"~! homologia relativa del n -disco con respecto a la inclusién de la frontera
canénico S*~! — D": para todon € N

Hn(Sn, Sn—l) ~ ﬁ[nGD)na Sn—l)
Demostracion. |

La n—esfera es homeomorfa al n—disco con todo su limite identificado con
un punto:
Sn ~ Dn/Sn—l

Ademads, la inclusién de borde es evidentemente un buen par en el sentido de la
Definicién1.51. Por lo tanto, el ejemplo sigue con la Proposiciénl.19.
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Homologia con coeficientes locales

El grupo de homologia con coeficientes locales se puede definir para un espa-
cio topoldgico X arco-conexo de tal forma que su revestimiento universal existe.
Esta clase de grupo generaliza el concepto de grupo de homologia con coeficien-
tes en un grupo abeliano G.

El sistema de coeficientes locales se puede ver de dos maneras: como un
Z[m (X )]-médulo o como un cierto G-fibrado que vamos a definir mas adelan-
te.

DEFINICION 2.1. Sean X,Y y Z espacios topolégicos. Sip : Y — X es un
cubrimiento y f : Z — X es una aplicacion continua, entonces una aplicacion
continua f : Z — Y tal que po f = f es llamada un levantamiento de f, es decir
el siguiente diagrama es conmutativo:

Y

7

F
, p

/

7

f

El siguiente lema discute la unicidad

LEMA 2.1. Sean X,Y espacios topoldgicos, p : Y — X un cubrimiento 'y Z
espacio topoldgico conexo. Si 1y fa son aplicaciones continuas de Z a 'Y tales

que p o fi = po fy, entonces f1 = fo.

Demostracion. Basta mostrar que el conjunto en Z donde las aplicaciones con-

cuerdan es abierto, y su complemento donde no concuerdan también es abierto.
Si w es el conjunto donde concuerdan, tome una vecindad N de p o fi(w) que

esté uniformemente cubierta por p. Sea p~! (V) una unién disjunta de conjuntos
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abiertos V,, con cada N,, aplicacién homeomorfa a N por p. Por continuidad, fl
y f2 deben aplicar una vecindad V' de w en el mismo N,,, y dado que po f; = po fs,
fl y fg deben concordar en V. De manera similar, si w esta en el conjunto donde
las aplicaciones no concuerdan, f; y f> deben aplicar una vecindad V de w en dos
N, diferentes (y por lo tanto disjuntos), por lo que no concuerdan en V' 1

PROPOSICION 2.1. Sean X,Y espacios topolégicos. Seap : Y — X un cubri-
miento 'y 7y : [a,b] — X un camino continuo en X. Sea y un punto de Y tal que
p(y) = v(a). Entonces existe un tinico camino continuo 4 : [a,b] — Y tal que
F(a) = yypoA(t) = y(t), para todo t en el intervalo [a, b]. Osea, obtenemos que
el siguiente diagrama es conmutativo:

Y

~ 7
v o
s

[a,b] T>X

En particular, se deduce que el punto final 7(b) del levantamiento esta deter-
minado por 7 y por el punto inicial y. Denotamos este punto por y * -y, esto es:

y*7=7(b)

PROPOSICION 2.2. Sean X,Y espacios topoldgicos, p : Y — X un cubrimien-
to'y H una homotopia de caminos en X (es decir, H : [a,b] X [0,1] — X es una
aplicacion continua). Sea

Y(t) = H(t,0);a <t <D,

el camino inicial.Supongamos 7, es un levantamiento de ~y,, entonces existe un
tinico levantamiento H de H cuyo punto inicial es 7. Es decir, existe una aplica-
cion:

H:[a,b] x[0,1] — Y

continua, tal que
poH =H;A(t) = H(t0),a<t<b
Osea, el siguiente diagrama es conmutativo:

Y

_7
i~ l
-7 p

X

—
—

[a,b] x [0,1]

H
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Demostracion. La demostracion es muy parecida a la de la proposicién. Prime-
ro aplica el lema de lebesgue para saber que hay subdivisiones a = ty < t; <
< t, =by0 =85 <s <--- <s, =1demodo que si Iz;; es el
rectangulo[t;_1,t;] X [sj_1, s;],entonces cada H(R; ;) estd contenido en un con-
junto abierto cubierto de manera uniforme.Luego se construye el levantamiento
H sobre cada pieza R; ;, digamos primero trabajando a través de la fila inferior,
levantando la restriccionde H a R; 1, Ra 1, - - -1, 1, luego haciendo lo mismo para
la siguiente fila Ry o, %29, - - -1, 2, y asi sucesivamente hasta que se haya cubierto

todo el rectangulo.
1

LEMA 2.2. (Lema de lebesgue) Dado cualquier recubrimiento de un espacio
métrico compacto K por conjuntos abiertos, existe un € > 0 tal que cualquier
subconjunto de K de didmetro menor que ¢ estd contenido en algiin conjunto
abierto en el recubrimiento

OBSERVACION 2.1. Si H es una homotopia de caminos de = a 2’ en X . Es decir
H(a,s) =xy H(b,s) = 2/, paratodo 0 < s < 1,y 7 es un camino de y a ¥/,
entonces el levantamiento homotépico H es una homotopia de caminos de y en
y'. (El hecho de que H sea constante en los lados del rectangulo esta garantizado
por la unicidad del levantamiento de las restricciones a estos lados.) En particular,
si H es una homotopia de 7, a 7y;, entonces:

Y*Yo=Y*xm

2.1. G-cubrimiento

Muchos recubrimientos importantes surgen de una accién sobre un espacio
topoldgico Y, siendo X el espacio de orbitas. Recordemos que una accién (a la
izquierda) de un grupo G sobre un espacio topolégico Y es una aplicacion

GxY — Y
(9:9) — gy
que satisface las siguientes propiedades:
l.g-(h-y)=(g-h)-y,Vg,heG,
2. e-y=y,VyeY,donde e es la identidad en G}
3. La aplicacion
Y — Y
y — gy
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es un homeomorfismo de Y, Vg € G.

En otras palabras, GG define un grupo de homeomorfismo sobre Y. Dos puntos
y e 3/ estdn en la misma orbita si existe g € G tal que

Y =g-y,9 € Geslaorbitade y

Dado que G es un grupo, ademas es es una relacion de equivalencia. El con-
junto de orbitas o clases de equivalencia se denotara como X = Y/G.

Existe una aplicacion proyeccion orbital p : Y — Y/G, donde p(y) = gy
que asigna cada punto de Y a la orbita que lo contiene.

Asi, podemos equipar al espacio X con la topologia cociente, es decir, un con-
junto U es abierto en X si, y solamente si, p~1(U) es abierto en Y.

El cubrimiento trivial de X serd dado por el producto X x G — X, donde
G actua por multiplicacién sobre el segundo factor.

DEFINICION 2.2. Decimos que un grupo G actiia uniformemente si para cual-
quier punto a € Y, existe una vecindad V' tal que g - V' y h -V no se intersectan
para cualquier elemento g diferente de h en G.

LEMA 2.3. Si un grupo G actiia uniformente en Y, entonces la proyeccion p :
Y — Y/G es una aplicacion recubridora.

Demostracion. La aplicacion p es continua y abierta, ya que para un abierto V' en

Y el conjunto p~*(p(V)) es unién de los conjuntos abiertos g - V.

Si tomamos V' como en la definicidon de accién uniforme, entonces esta unién
es una unién disjunta.

Es suficiente demostrar que para tal V, la aplicacién de ¢g.V a p(V') inducido
por p es una biyeccion. Con esto se deducira que p esta cubierto uniformemente
sobre p(V').

Esta es una verificacion sencilla dado que la aplicacion
plg-y) =plyivVyeV
es sobreyectiva.
Sip(g-y1) = p(g-y2), entonces para algin h en G tenemos que h-g-y; = g-ys.

El hecho que la accién sea uniforme implica que h es la identidad.
]
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DEFINICION 2.3. Un cubrimiento p : Y — X es llamado G- cubrimiento, si G
actiia uniformemente enY y p : Y — Y /G es una recubrimiento que se tiene en
el lema anterior.

DEFINICION 2.4. Un isomorfismo de G-cubrimientosp: Y — X yp' : Y —
X es homeomorfismo de ¢ - Y — Y’ tal que p’ o p = p, Es decir, el siguiente
diagrama es conmutativo:
Y/
7
P s f
v \Lp
/
Y —=X

Ademds se cumple que o(g-y) = g-¢(y), parage Gey €Y

LEMA 2.4. Cualquier G-cubrimiento es localmente trivial como un G- cubri-
miento.

Es decir si p : Y — X es un G-cubrimiento entonces cualquier punto en
X tiene una vecindad N tal que el G -cubrimiento p~!(N) — N es isomorfo al
G-cubrimiento trivial: N x G — N

Demostracion. En efecto, si N = p(V') es como en la prueba del lema 2.3, tal
trivializacion local viene dada por:

g-v€pPH(N)— (p(v),9) € N x G.

2.2. Grupo fundamental y Cubrimiento

En esta seccion, la proposicion de inyectividad caracterizard el homomorfismo
inducido sobre los grupos fundamentales por una aplicacién recubridora.

PROPOSICION 2.3. Sip : Y — X es un cubrimiento y p(y) = x, entonces el
homomorfismo inducido p, : m(Y,y) — m (X, x) es una inyeccion.

Demostracion. Esto es una consecuencia de las propiedades de elevacion. En
efecto: debemos demostrar que el niicleo de p. es dado por {e}. Si o es un la-
zoen y, y p.«([o]) = e, existe una homotopia H desde p o o al camino constante
€, €N X.

Por levantamiento homotdpico, H se eleva a una homotopia H desde o a algin
camino. Dado que H asigna los lados y la parte superior del cuadrado unitario al
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punto z, su elevacién H (por la singularidad de la elevacién de la trayectoria)
asigna los lados y la parte superior del cuadrado al punto y. Entonces [ es una
homotopia de ¢ al camino constante ¢,, y asi [0] = e. ]

OBSERVACION 2.2. Dado un cubrimiento p : Y — X para cualquier punto con
p(y) = z, y se cualquier lazo o en X. Definimos y * ¢ como el punto final de
elevacién de o que comienza en y. Este punto pertenecerd a p~! ().

Si ¢’ es un lazo homot6pico a o, entonces y * o’ = y * o, para cualquier clase de
homotopia [o] en 71 (X, z), por lo tanto podemos definir y * [o] como y * 0.

Esto da accion bien definida en el grupo fundamental 7, (X, x) en la fibra p~!(z),
Osea tenemos la aplicacion:

pH (@) x m(X,2) — p(z)

y x [o] — yx o],

llevando y x [o] hasta el punto final de la elevacién de o que comienza en y.
PROPOSICION 2.4. Sean X, Y espacios topolégicos, p : Y — X es un cu-
brimiento, y f : Z — X es una aplicacion continua, donde 7 es un espacio
conexo y localmente arco-conexo. Sean x € X,y € Y,z € Z punios tales que
ply) = f(z) = x. Para que exista una aplicacion continua f : Z — Y, con
po f=fyH(z) =y, es necesario y suficiente que, f.(m1(Z, z)) estd contenido
en p.(m1(Y,y)). Osea, el siguiente diagrama es conmutativo:

Y
f 7

si, y solamente si, f.(m1(Z,2)) C p.(m1(Y,y)) en el siguiente diagrama:

7Tl<Yvy)
/7
// DPx
77—1(27 Z) Hﬁl(Xv I’)

f*
y, si tal levantamiento f existe, es tinico.

Demostracion. La necesidad se desprende de la funcionalidad del grupo funda-
mental, y la unicidad es un caso especial del lema 2.1. Por el contrario, para cons-
truir f, dado un punto w en Z, elija un camino yen Z de z aw, y seaoc = f o7,
que es un camino que comienza en z en X. Defina f(w) como yxo; es decir, f(w)
es el punto final de la trayectoria que levanta o y comienza en y. Primero debemos
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mostrar que esto es independiente de la eleccion del camino. Si ' es otro camino

de z a w, entonces
/-1

fo(yn ) =do
es un bucle en z. Por la hipétesis [y'.y~!] estd en la imagen de p,.Por la proposi-
cién anterior iy * o = y* o’ entonces [0/, 01|, siguen ¢’ y 6’ terminan en el mismo
punto
Sea N cualquier entorno donde queremos verificar que la funcién f sea conti-
nua en el punto w. Sea N cualquier vecindad de f (w) que esté cubierto uniforme-
mente por p, sea V el conjunto abierto en p~(N) que aplicacién homeomérfica-
mente sobre N y que contiene f (w), y elija un camino conectado con el vecindad
U de w para que f(U) C N. Necesitamos mostrar que la aplicacion fdeUenV
. Para todos los puntos w’ en U, podemos encontrar un camino « de w a w’ en U,
y luego podemos usar «y - & como el camino de z a w’. El levantamiento de

fo(ya)=(fon)-(foa)

se obtiene elevando primero f o v a &, luego elevando f o v Como el dltimo
levantamiento permanece en V, esto muestra que f(U) C V

COROLARIO 2.1. Sea X un espacio topologico conexo y localmente arco-conexo.
Seanp : Y — X yp' :Y' — X dos aplicaciones recubridoras, con’Y e Y’
conectados, y sean p(y) = x y p'(y') = x. Para que exista un isomorfismo entre
los recubrimientos conservando los puntos de base, es necesario y suficiente que,

p(m(Y,y)) = pl(m (Y y))

Demostracion. La necesidad es aclara, que si estos subgrupos estan de acuerdo,
la proposicion de aplicaciones ¢ : Y — Y’y ¢ : Y’ — Y que conservan
los puntos base y son compatibles con las proyecciones (Notar que X siendo
localmente conexo por caminos implica que cubriendo el espacio Y e Y’ también
estan localmente conectados por caminos).Aplicando el lema 2.1 muestra que son
isomorfismos

2.3. Automorfismos de recubrimiento

Nuestro proximo objetivo es relacionar el grupo fundamental de X con el gru-
po de automorfismo de una cobertura de X. Sea p : ¥ — X un recubrimiento,
con punto base y elegido en Y de modo que p(y) = x, y suponga que Y es conexo
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por caminos. Queremos hacer que 7 (X, x) actde a la izquierda de Y.

Dado un elemento [o] en 71 (X, z) y un punto z en Y. Sea 3/ = y * [o], el
punto final de la elevacién de o a un camino que comienza en y por lo tanto
queremos definir un punto [0] - z en Y. Elijamos una ruta v de y a z en Y. Dado
que p(y') = p(y) = x, y po-y es un camino que comienza en x, tenemos un punto
y' * (po~y) que es el punto final de la elevacién del camino p o y que comienza en
y'. Definimos [o] - z como el punto ¥ * (p o ). Denotemos este punto y' * (p o 7y)

por w(z,,7);
Equivalentemente,
w(z,0,7) = (y*0)*(poy)=y*(o-(poy))

Supongamos que elegimos otro camino ' de y a z. Para tener

w(z7 0-7 ,}/) = w(z7 0-7 7)a

queremos que los levantamientos de o - (p o +’) y o - (p o ) que comienzan en y
terminen en el mismo punto. Este serd el caso precisamente si la clase

[(o-(por) (- (pov))]

pertenece a p,(m; (Y, y)). Tenga en cuenta que 7' - v~ ! es un lazo en y, entonces:
(0 (por)) (o (o) I=[@-(poy) - (pPo(r™)) 07

= o] -[(po (¥ -7 ") [o]"

= o] -p([y -7 - [o] 7,
que es un elemento de [o] - p.(m (Y, y)) - [o] L.

Para saber que esto estd en p,(m1(Y, y)), necesitamos que p, (71 (Y, y)) sea un
subgrupo normal de 71 (X, z). En este caso vemos que w(z, o, 7) es independiente
de la eleccion de v, y depende solo de z y de la clase de homotopia [0] de o.

OBSERVACION 2.3. Suponga que p, (7 (Y, y)) es un subgrupo normal de 7, (X, x).
La construccién anterior determina una aplicacién
m(X,z) xY — Y
([o],2) +— o]z

donde [0] - z = w(z, 0,7). Tenga en cuenta que [0] - z pertenece a la misma fibra
de p, como de Z.
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2.4. Coeficientes locales via modulos.

Sea X un espacio arco-conexo. Supongamos que su revestimiento universal
existe y lo denotaremos por p : X — X. Sea 71 (X) = m (X, xo).

El grupo de transformaciones del revestimiento p : X — X actdaen X por
evaluacién. Dicho grupo de transformaciones se identifica con el grupo funda-
mental porque el revestimiento es universal.

Recordemos como es la accién de 7 en X. Elegimos puntos base zy € X y
zo € X tales que p(Zy) = o. Sean [y] € m(X)y z € X. Por propiedad del
revestimiento universal, existe una aplicacion continua vy : [ — X tal quepoy =
vy v(0) = Tp, mds adn 7 es Gnico a menos de homotopia. Sea w : I — X un
camino entre 7 y z. Consideremos v : I — X tal que pov = pow y v(0) = F(1).
Se prueba que la siguiente es una accién de 7(X) en X, bien definida:

V]2 = w(z,7, )
(V]2 = ¢, (2) == v(1).

La accion de 7(X) en X induce una accién en las n- cadenas singulares de
C,(X) de la siguiente manera: Si o : A" — X es un n-simplex singular y ¢., :

X — X es la transformacion del revestimiento asociado a v € m(X). Definimos:

Dy 0 1=y 0 0.
Extendemos la accién a Z[r(X)], obteniendo asi una estructura de Z[r(X)]-
médulo a izquierda de C),(X).

Sea M un Z[r (X )]-médulo a izquierda. Definimos

Co(X, M) = Cp(X) gy, oy M.

[x(X)]

Observamos que podemos ver a C,,(X) como un Z[m(X)]-médulo derecha
redefiniendo la accién 7.y = v~ L.z Sea d; el morfismo diferencial en las cadenas
singulares. Observemos que Js : C,(X) — C,_1(X) es equivalente. En efecto,
seany € Tyo: |A" — X. Luego

(95(7 : U) = 88(907 © 0) = Py 00)pAr =7 as(a)
Definimos
0:=0sRidy : Cpo(X; M) — Cp1(X; M).

La homologia de X con coeficientes locales en el médulo M es la homologia
del complejo de cadenas {C,(X; M), 0}, la cual denotamos por He(X; M).
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EJEMPLO 2.1. Si M es un Z[n(X)]|— mddulo trivial, entonces H,(X; M) es la
homologia de X con coeficientes en el grupo abeliano M.

EJEMPLO 2.2. Si M = Z[r(X)] con la accion regular, entonces C.,(X) ®zx(x))

Z|n(X)] = C,(X) luego
Ho(X; Z[r (X)) = Ho(X;Z)

EJEMPLO 2.3. Sea p: X’ — X el revestimiento asociado a un subgrupo normal
N de w(X) .Entonces el grupo abeliano Z|w(X)/N] libremente generado por las
coclases 7N es un Z[m (X )]-mddulo. Como

Cn(X)@zpr(x) L[ (X) /N] = Cn (X),

tenemos que:
H, (X5 Z[r(X)/N]) = Hy (X' Z).

En general, si M es un Z[r(X)]-médulo, N es el niicleo del siguiente morfismo:
p:m — Auty p(y)(m)=~-m
y p: X’ — X el revestimiento asociado a N, entonces
Co(X) @ zir0) M 22 Co(X) @ 210 27 (X) /N @ 2im(x) M 22 Co( X") @ 23 M.
De ahora en mds Q) denotard el producto ) Z[m(X)].

DEFINICION 2.5. (Espacio débilmente simple ) Decimos que un espacio X es
débilmente simple si la accion de (X ) en H,(X;7Z) es trivial.

2.5. Propiedades de Levantamiento.

Para los siguientes resultados necesitamos trabajar con espacios topoldgicos
punteado. Un espacio topoldgico punteado es un par (X, xg), con X espacio to-
polégicoy zyp € X. Sea f : Y — X una funcién, yy € Y. Entonces la notacién
f:(Y,y0) — (X, x0) indicara que f(yo) = xo

LEMA 2.5. Sean (X, p) un espacio de recubrimiento de X, Y un espacio conexo
y f i (Yiy) — (X, 20) una funcién continua. Dado Ty en la fibra de p sobre
X, existe a lo mds una funcion continua f : (Y, ) — (X, o) conpo f = f.

Demostracion. Ver ([3], Lema 2.20, pagina 19). 1
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DEFINICION 2.6. Sean (X, p) un espacio de recubrimientode X y f : (Y, yy) —
(X, xo) una funcion continua. Un levantamiento de f es una aplicacion continua

f:Y — Xtalquepo f = f.

TEOREMA 2.1. Sea (X, p) un espacio cubriente de X y f : (I,0) — (X, z0) un
camino. Si To es un elemento de la fibra de p sobre x,, entonces existe una tinica
funcion continua f : (1,0) — (XZo) tal que po f = f.

Demostracion. Ver ([3], Teorema 2.22, pagina 20). |

TEOREMA 2.2. Sea (X’ , D) un espacio de recubrimiento de X y sea'Y un espacio
topologico. Consideremos el diagrama conmutativo de funciones continuas:

donde ho(y) = (y,0), para caday € Y. Entonces existe una funcion continua
F Y x I — X, de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo:

vy . x
w27l
YXI?X

Ademds si Y es conexo, entonces F' es tinico.

Demostracion. Ver ([3], Teorema 2.23, pagina 21). |

2.6. Fibraciones

DEFINICION 2.7. (PLH) Sean E y B espacios topolégicos. Una funcion continua
p : E — B tiene la propiedad de levantamiento de homotopia con respecto a un
espacio X, si para toda funcion f : X — E y homotopia G : X x I — B de
po f existe una homotopia F' : X x [ — FE tal que F oi = fypo F' = (. Osea,
cada triangulo en el siguiente diagrama conmuta:

x5
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En este caso, decimos que F’ es el levantamiento de G.

DEFINICION 2.8. (Fibracién) Decimos que p : E — B es una fibracion si tiene
la LPH para todo espacio X.

DEFINICION 2.9. (Fibracion de Serre). Decimos que p : E — B es una fibracion
de Serre, si tiene la LPH para todoD = {x € R™ : ||z|| < 1}, conn > 0.
El espacio E se denomina espacio total de p y B es el espacio base de p.

DEFINICION 2.10. (Fibra) Si p : E — B es una funcién continua, decimos que
Fy, = p~ () es la fibra de p sobre b.

PROPOSICION 2.5. Sip : E — B es una fibracion, las fibras I, = p~*(b) sobre
cada componente arco-conexa de B son homotopicamente equivalentes.

Demostracion. Ver ([5], Proposicion 4.61, pag. 405) 1

A una fibracién de Serre con espacio total F, espacio base B arco-conexo y
fibra F' la denotamos por:
F—FE—B

DEFINICION 2.11. (Fibracién homotdpica).Decimos que F' — E — B es una
fibracion con fibra débilmente homotopica a F'.

OBSERVACION 2.4. Sean p : E — B es una Fibracién de Serre con fibra F'y
f A — B una funcién continua, entonces p : £/ xg A — A es una fibracién con
fibra F'.

LEMA 2.6. Si, : S™ — S¥, entonces 7,(S*) =0,V k > n.
LEMA 2.7. Sim, : S" — S, entonces 7,(S*) = 0,¥n > 1.
EJEMPLO 2.4. Si T, : S? — S, entonces m5(S?) =0,V n > 1.

EJEMPLO 2.5. Sim; : ST — 52, entonces 7,(S?) =0,V k >n

DEFINICION 2.12. (Secuencia exacta larga de grupos de homotopia.)

Sea p : E — B una fibracion que conserva un punto base by € B. Supongamos
que F se refiere a la fibra sobre by, es decir, F = p~*({bo}), y sea la inclusion
i : ' — E. Elija un punto tal que ey = i( fo). En términos de estos puntos bases,
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la secuencia de Puppe se puede usar para mostrar que hay una secuencia exacta
larga dada por:

v > T (F) = 1 (E) = mo(B) = o1 (F) = oo — mo(F) = mo(E) — 0.

Se construye a partir de los grupos de homotopia de la fibra F', espacio total
E, y el espacio base B. Los homomorfismos m,(F) — m,(E) y m,(F) — m,(B)
son solo los homomorfismos inducidos de i y p, respectivamente.
Las aplicaciones que involucran a my no son homomorfismos de grupo porque
no es grupo, pero son exactos en el sentido de que la imagen es igual al niicleo
(aqui el elemento neutral es el componente conectado que contiene el punto base).

EJEMPLO 2.6. La fibracién de Hopf. Sea B = S? y ' = S3. Sea p la fibracién
de Hopf, que tiene fibra S'. De la secuencia larga exacta.

s (SY = (8% = T (S?) = m(SY) = -
y el hecho de que 7, (S') = 0 para n > 2, encontramos que ,(S?) = 7,(5%)
para n > 3. En particular:

7T3<S2) == 7T3(S3) =7Z

DEFINICION 2.13. (La secuencia larga exacta de una fibracion de Serre)

Una secuencia F'—— E —" B de base B de un espacio topoldgico es llamado
una libracion de Serre si F es la imagen inversa de w=1(b) del punto base de By si
m tiene la siguiente propiedad de levantamiento homotopico: Si P es un poliedro
finito y I es el intervalo unitario [0,1]; g : P — FE esuna funciony H : PxI — B
es una homotopia entre 1g = H(—,0) y hy = H(—,1)

| 2

PxI2.pB

hay una homotopia G : P x I — E entre gy la funcion g = G(—, 1) que levanta
H en el sentido que m o G = H. los espacios F, E y B son llamados la fibra, del
espacio total de un espacio base, respectivamente.

OBSERVACION 2.5. Una secuencia F—> E —"> B de base B de un espacio
topoldgico es llamado una Fibracion de Serre si F es la imagen inversa de 7= (b)
del punto base de B donde B es simplemente conexo, es decir m(B) = 0. La
importancia de la fibracion de Serre radica en que asocia a cada fibracion una
secuencia exacta larga de homotopia de grupos

co Ty (B) L>7TH(F) 4z>7rn(E> — 7 (DB) 48)7%—1(3) T
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DEFINICION 2.14. (Aplicacion de Huerwicz) Se define la n— ésima aplicacion
de Huerwicz entre el n—ésimo grupo de homotopia del espacio topologico X y el
n—eésimo grupo de homologia entera

h:m (X, z0) = Hpy(X,Z)

como la funcion que lleva la clases de homotopia de v : [0,1]" — X (basada en
X, .e. la frontera topologica del n—cubo va por vy al punto vy € X) en la clase
de homologia del n-simplece singular

TEOREMA 2.3. Existe un homomorfismo de grupos
H:m(X,Z) — H(X,Z),

la aplicacion de Huerwicz, que lleva la clase de homotopia de un camino y basado
en xq en la clase de homologia del 1- simplice singular . Si X es conexos por
camino, se verifica que

1. H es sobreyectiva

2. Ker(H) es el subgrupo conmutador de m,(X; x¢), es decir,

[71( X5 20), 71 (X 10)] = (aba™ b7 :a,b € 7 (X;20))

De otro modo, H\(X,Z) es el grupo abelianizado de 7, (X; x¢)

7T1(X;I0)ab = 7T1(X;xo)/[7T1(X;$o),7T1(X;$0)]
Demostracion. Ver ([6], Corolario 5.9, pag.45) |

TEOREMA 2.4. Sea X = U UV, donde U y V son espacios abiertos y conexos
por caminos en X. Supongamos que U, V' 'y U NV es no vacio y conexo por
caminos. Sea xo € U NV y H un grupo. Sean ademds ¢, : m(U,xg) — H'y
oo+ m(V,20) —> H homomorfismos. Sean también iy, iz, ji, jo los morfismos
indicados en el siguiente diagrama, cada uno de ellos inducidos por la inclusion:

7T1(U7 xO)

m (U NV, xg) (X, o)
x (ijg /

Si ¢1 011 = Pg 01y, entonces existe un tinico homomorfismo ¢ : m (X, xy) —
H tal que 9o j1 = g1y ¢ 0 jo =

H
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COROLARIO 2.2. Supongamos las hipétesis del Teorema de Seifert- Van Kam-
pen. Si V' es simplemente conexo, existe un isomorfismo

k:m(U,xo)/N — m(X, x0)

donde N es el menor subgrupo normal de (U, xy) que contiene la imagen del
homomorfismo
i1 - 7T1(U N ‘/,230) — 7T1(U, 1’0)

Demostracion. Ver ([10], Corolario 70.4, pag. 490) |

OBSERVACION 2.6. Del corolario 2.2 contextualizamos tomamos U = X; V =
Lxe3; donde X; = U U,, V y debido que V' es simplemente conexo .Ahora j es
sobreyectivoy N C (X, xg)
g m(X, x0) = m(Xy, 20)
donde %
% ~ (X1, 7o)

Ahora tomamos

Ty - 7T1(U N ‘/,{L'()) — 7T1(U, IIZ'())

donde U = X,V = D?UD2donde UNV = S{US1 tomamos a ¢; hacia g; € N
y g2 hacia g € N Donde U N'V = US} que va hacia gy y su Im(i,) = N es el
menor subgrupo perfecto y normal

m (Uy $0)

)

7T1(Umv,.’ll'0) 7T1(X,x0>

T

m1(V, z0)
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Capitulo 3

Construccion Plus de Quillen

3.1. Construccion Plus de Quillen

En esta seccion definiremos la construccion de ”+” de un CW- complejo X
para un sub espacio perfecto y normal N de 7 (X).

DEFINICION 3.1. Decimos que un espacio X es aciclico si f[n(X, Z) =0, para
todo n > 0.

DEFINICION 3.2. Una funcién aciclica es una funcién continua f : X — 'Y que
verifica la siguiente condicion:

Si M = Z|m(Y)] es el Z|m1(Y')]-mddulo con la accion regular entonces
fot Ho(X; f*(M)) — H.(Y; M) es un isomorfismo.

DEFINICION 3.3. Un par (X, A) es una adjuncién de n-celdas, n € N, si X
puede verse como un espacio de adjuncion

X = Al J,\Dy)
f

Si X viene dado por un Pushout de la forma como se puede ver en le siguiente
diagram a.

st 4

|

D} —— X

Con DY una n-bola y Sf\‘_l, para todos los indices \ en un conjunto de indice
arbitrario A.
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82 3.1. Construccion Plus de Quillen

Sin = 0, la definicidn significa simplemente que X es una suma topoldgica
de Ay un espacio discreto.

Si (X, A) es una adjuncion de n—celdas, cualquier componente de camino de
X\ A es una n—celda abierta en X, llamada n-celda de (X, A).

Cada aplicacion inducida D} — X'se llama un aplicacion caracteristica para
la A\-ésima celda; cada aplicacién inducida S}~ — A es un aplicacién adjunta
para la celda \-ésima.

Si A es un espacio con base y toda aplicacion Si\‘_l — A tiene una base, se
dice que el par (X, A) es una adjuncion con base de n- celdas.

LEMA 3.1. El par (X, A) es una adjudicacion de una sola n-celda si'y solo si
1. A es cerrada en X

2. Existe una funcion D" — X que induce un homeomorfismo Int(D") —
X\A

Demostracion. Ver ([2], Lemal.1.5, pag.16)
|

PROPOSICION 3.1. 1. Sea (X, A) una adjuncién de n-células y seap : X —
X un recubrimiento. Entonces el par (X, A) con A = p~1(A) es también
una adjuncion de n- células;

2. Sea (X,A) una adjuncion de n-células con n > 2, y sea p : A= Aun
recubrimiento. Entonces existe una adjuncion de n- células (X A) y un
recubrimiento q : X — X, tales que p = q| 3. En particular, si p es el
recubrimiento universal de A entonces q es el recubrimiento universal de

X.
Demostracion. 1. Sea A el conjunto de indices de las n—celdas pegadas en la

adjuncién (X, A),
X=4AJer

AEA
Como se puede ver en el siguiente diagrama

Sl x A g A
D" x A X =AUyer

Para cada A € A, elegimos una funcidn caracteristicas

C)\:]Dn—>X
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de la celda e}. Sean ¢y = (1,0, - - -, 0) el punto distinguido del borde de D",

A={(z,)) € X x A:p(2) = cx(eo)}

y para A = (2, \) sea c; el tnico levantamiento de ¢y con ¢;(eg) = 2.

Sea

D" x A ——> X

Observemos que si (s, A) € S"1 x A entonces p(c;(s)) = ca(s) € Ay por lo
tanto f(s, \) = c5(s) € A.
Sea f = f\gn 1, - Veamos que

X=Am" xA)=A]ex
f AeA

Como se puede ver en el siguiente diagrama

snlw At A

N

SeaY = A(J;(D" x A). Demostraremos que « es una biyeccién En un primer
momento veamos que « es inyectivo.
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Tomamos a’,b' € A, a = h(a');b = h(V) €Y,

ala) = a(b) = a(h(d)) = a(h(l)); el diagrama conmuta
= i(a’) = i(V');1es inyectiva
= d =10
= h(d") = h(b)
— a=25b

« es inyectivo. .
Sea (a, \); (b, A1) € D" x A tal que a’ = g((a,\)); b = g((b,\1)) €Y,

ald)=al) = a(g((a,N)) = a(g((b,\1))); el diagrama conmuta
—  f((a,\) = f((b, \1)); f es inyectiva
= (a,\) = (b,\1)
= g(a,A) = g(b, A1)
= d =V
« es inyectivo. R ~
Seaa bEAUf(]D”xA) =g(a;,\) €eD"x Ayb="h(b) € A

X = AU, (D" x A)

i”
X =AU;D" x A)
Ahora p(a(a)) = p(«(b)), al momento de proyectar en su cubrimiento univer-
sal, lo proyectamos en su base, sus imagenes estdn en A o en su D" x A, la Gnica
forma que coincidan es que estén es en la interseccion es decir en el borde donde

se estdn pegando en S"~! x A. Si esto ocurre (ay, \) y by caen un mismo punto y
esto necesariamente proviene un w € S*! x A,

fw) = biyiy = (a1, )
. Ahora como el diagrama conmuta

= ¢(i1(w)) = h(f(w)); el diagrama conmuta
= g(a1, A) = h(b)
— a=25b

Por lo tanto la aplicacién « es inyectivo.
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Veamos que « es sobreyectivo.
Seai € X —Aentonces p(x) ¢ A, s = p(Z) € Int(D"xA). Como p(z) ¢
existe un tnico A € A y un unico s € Int(D") tales que p(Z) = c5(s) € Int(e

A,
2

Sea L el segmento en D" que une s con ey, w : L —> X el dnico levan-
tamiento de c5 con w(s) = &y A = (w(eg), \) €. ademds p(w(ey)) = c5(eo)
entonces A € A. Ahora consideremos c; que es el unico levantamiento de cj, tal
que c;(ep) = w(ep), entonces tenemos c;(s) = w(s) = .

D" x A 2 ﬁUfD”xK

Ahora tomamos y = (s,\) € D" x Ay
z=g(y) GAVUf]D” x A

Ahora f(y) = c¢;(s) = & como el diagram es conmutativo

a(z) = algly) = fly) = .

Por lo tanto la aplicacidn « es sobreyectivo.

Ahora demostramos la continuidad
Sea U un abierto en X, entonces o' (U) es un abierto en Y, luego como el
diagrama conmuta

h=H o (U)) = (a0 h)"'(U) =i (V)
es un abierto en A, ademés g~ (a~'(U)) es un abierto en
D" x A = (a0 g)™(U) = F1(U)

es un abierto en D™ x A
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LEMA 3.2. U C X es abierto, entonces UNA es abiertoen Ay cj\’1 (U) es abierto
en D" para cada AeA.

Demostracion. La implicacion directa es trivial
|

LEMA 3.3. Si UN A es abiertoen Ay c::l(U) es abierto en D" para cada \ € A,
entonces U C X es abierto.

Demostracion. probemos la otra implicacion. como p es un cubrimiento, existe
un cubrimiento de abiertos {V), : A € A} de X tal que V), — p(V)) es un homeo-
morfismo y p(V)) es abierto en X para todo A € A.

UcVycX
lp
p(Va) € X

donde U N V) es abierto en X la unién de infinitos de abiertos es abierto
U(U N'V,) = V), entonces podemos suponer que U C V),

UcX

p(U)Cc X

como p es un homomorfismo su imagen también es abierto en A

p:A/HA;
UNA—pU)NA;

luego U es abierto en X si y solo si p(U) es abierto en X. Por hipotesis tene-
mos que U N A es abierto en A. Sea p(U) N A = p(UN A), donde U N A es un
abierto en A , entonces p(U) N A es un abierto en A.

.

D" X = AU, D"
cx

ademads el siguiente conjunto resulta ser abierto en D"

& (pU)) = (pocy) 'p(U)
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=c;'oplop(U)

= U '

A=(z,\)
1
2.Como cada celda pegada en la adjuncién (X, A) es de dimensién mayor que

dos, las funciones de pegado tienen dominio simplemente conexo, luego tienen
levantados a A. Usando estas funciones continuas construimos X . 1

St x A D}
A X
S —Dy |
A X
OBSERVACION 3.1.
0 0 0

OHqu(Xl;)A(;Z) - n—1()~(+;f(§z) - n—l()}+;5€1;Z) —0

Co(XT: X1;Z) —0

Tomamos un elemento a € C,, ()~(+; Xi; Z) que proviene de algin b € C’n()?r; )A(; Z),
es sobreyectivo, por que es exacto donde a € Ker(0,)y O,(a) € C,—4 (X+: X1:7Z)
:0,(b) € Co_1(XT;X;7Z), va al 0 por que el diagrama conmuta, pero esta se-
cuencia es exacta (Ker= Im) esto proviene de s € Cn,l()?l; X ; 7), entonces
On(a) = s. Las filas son exactas y las columnas son complejos de cadenas.

Ahorael C,(X) = (S,) es el grupo libre generado por
Sp={0: A, — X},
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y C,(X, A, Z) es el producto tensorial. El par
Crn(X)
Cu(A)

es decir de todos los morfismos que van hacia X vamos a eliminar a los que estan
en A

Cn(X,A) =

Co(X,A) ={[o],0: A, — X/A}
Las clases de las clases de homotopia para las cuales o cae en en X/A

OBSERVACION 3.2. Seaa, € C’n()N(+; X Z) definimos
ay: A, — XT/X, = D, ;D3

Donde D se puede entender como las uniones de D5 que surge al cocientar X+
con X, que se convierte en un solo punto, como A,, es simplemente conexo va a
caer en algin D3 el cual proviene un elemento by y sabemos que caerd en algin
L3; ahora

Sx:Dng — X1/X = L, ;D2

Donde L se puede entender como la uniones de D% que surge al cocientar X; con
X se convierte en un solo punto, A, es simplemente conexo va a caer en algin
D3 cada generador de C,,_; van a caer en C,,.

5:Hn —>an1

donde H,, tiene generadores a ue van a cierto 5, como ambos tienen A € A
n A A
generadores y como va de clase en clase ¢ es un isomorfismo.

(T)
OHan(fQ;X;Z) e n—1()~(+;)?;Z) R n—1()~(+;)?1;Z) —0

0 —— Hy (X3 X5 Z) —— Ho (X X3 Z) —5— H,(X+3 X3 2) —— 0
PROPOSICION 3.2. Si X es un CW complejo finito con cubrimiento universal

X y grupo fundamental w, entonces para todo n, H,(X,Z[r]) es isomorfo a

H,(X,7Z),cohomologia de X con soportes compactos y coeficientes enteros or-
dinarios.
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Demostracion. Ver ([5], Proposicién 3H.5. pag.334) |

EJEMPLO 3.1. Sea considere el toroide n dimensional 7™, el producto de n circu-
los, con grupo fundamental 7 = Z" y cubrimiento universal R" . Tenemos

H;(T"; Z|r]) ~ H;(R™, Z),
que es cero excepto por una Zen dimension 0.

TEOREMA 3.1. Sean X un CW- complejo conexo, y N un subgrupo perfecto y
normal de m = 7 (X). Entonces, podemos obtener un nuevo CW complejo X+
mediante la adjuncion de células de dimension 2y 3 a de modo que satisfagan la
siguiente condicion:

1. El morfismo i, : 7 (X) — m(X™) inducido por la inclusion es la pro-
yeccion m — w(X)/N.

2. Lainclusioni : X — X es aciclica.

Demostracion. Sea g, : S' — X las funciones continuas de las clases de ho-
motopia que son los generadores de N, un subgrupo perfecto normal de 7 (X) es
decir N es igual a

N =<|ga) i €A >

Para cada o € A adjuntamos a X una celda de dimension 2 via funcién continua
Jo. obteniendo asi un CW- complejo X;.
Como se puede ver en el siguiente diagrama

LSt > X .

o

I—]A]Di *>X1

La inclusién 7 : X — X, induce a nivel de grupos fundamentales el mor-
fismo proyeccion i, : m(X) — 7 (X)/N = m(X;) hecho garantizado por el
Corolario 2.2. R

Sea px, : X1 — X el revestimiento universal de X;. Consideremos X =
px. (X) y px = px,|5- Como se representa en el siguiente diagrama

pX‘/ leI
X b X,

Observemos que px es un revestimiento dado que px, lo es, por el Teoremal.6.
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En particular es una fibracién con la misma fibra que px, que es revestimiento
universal y 7 (X;) = m(X)/N.

Consideramos la sucesion exacta de homotopia asociada a la fibracion de Serre
es decir F' = Py (), punto base 7y € X

FO b XY Xy

donde F' es una familia de conjunto de punto aislados, entonces 7, (F') = 0,Vn >
1, como 7y (F") representa el grupo de componentes conexas de F. podemos es-
cribira F' = /N

e (F) — i (X) 25 1y (X) —— mo(F) — 0 .

Como F' es un conjunto de punto aislados tenemos que 7, (F') = 0, paran > 1
De ello obtenemos la siguiente secuencia exacta corta.

0—>m(X)—>m(X)—=F—>0

como 71 (X ) = 7 tenemos la siguiente secuencia

A~

0—m((X)—m(X) —7/N—0

~

Luego 7 (X) = N.
Como (X7, X) es una adjuncién de celdas de dimension 2.

Xi=Xu, [ Jel

aEA

Por la Proposicion 3.1, ()Af 1, X ) es también una adjuncién de celdas de dimension
2

Sea ¢, la funcién caracterfstica asociado a la célula e? y

A={(z.0) € Xy x A : px,(2) = Caleo)}

Como para cada « existe unicamente [ elemento de X, tal que px,(z) =
Ca(€g) tenemos que A = F' x A.
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Denotamos por [¢2] a la clase de homologia del ciclo relativo ¢, : D? — X1
Como (X7, X) es un buen par, entonces

- o~ ~ o~ o~ ~ Z|m /N[e? in =2
0%, %:2)~ B (/%2 = B\ 22 = | Dean H/Wlieal o sim
(i,a)em/NxA 0 sin 7é 2

esta garantizado por la homologia reducida de los espacios topoldgicos del
cociente dada en la Proposicion 1.19.

\/ es la suma de uniones de disco. La homologia seria la suma directa de cada
una de las homologias de los S? y solo existe homologia en la dimension n = 2.
Cuando la dimension es mayor que n = 2 todo es homotdpicamente equivalente
a un punto

Observemos que Hs(X1, X:Z) = 0 por (a) y

H(X,Z) =1 (X)a = N/[N,N] =0,
puesto que N es perfecto.

Hy(X13Z) —2= Ho(X,, X Z) — Hy(X:Z) = 0

Esto implica que j es sobreyectivo, Hz()?l,)A( ;Z); es un Z[w/N]— médulo
proyectivo libre, entonces existe un S que hace que el siguiente diagrama

HQ(Xla Xﬂ Z)

HQ()A(:l;Z) ! H2(5517)A(§Z) = @ Z[r/N]

conmute es decir j o .S = id B
Sea la sucesion exacta de la homologia asociada al par (X7, X)

~ A~ ~ ~ S ~ o~ ~
o Hy(X0, XS Z) > Hy (X Z) — Hy(X 1 Z) = Hy(Xy, X3 2)'— H, (X Z)

(3.1
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La sucesion (3.1) es exacta corta que se parte porque Hg(Xl,)? ;Z) es un
Z|r /N]-médulo libre en [e2] generadores. Como X es simplemente conexo, €l
morfismo de Hurewicz

HQ : 72(21) — HQ()Zl,Z)

es un isomorfismo.

Como pyx, es un revestimiento entonces es un isomorfismo.Sea S[e?] esta en
Hy(X1,X,7Z), como Hy y px, es un isomorfismo va existir una clase que va a
representar a h,, _

Px, % 7T2(X1> — 7TQ<X1)

Sean h, : S? — X, tal que Hao(pX1): ([ha]) = S([€2]) y [S?] el generador
estandar de Ho(S?;Z) [ha] € ma(X1)

—1
le*

mo(X1) 772(551)

[ha : 8% — X} (e 8% — X1

Consideremos

S

S Hz()zl,)A(;Z) — H?(XUZ)

observe que [hy] € mo(X1) ~ m(X1) ~ Hy(X1:Z) y 2] € Hy(Xy, X 7).
Para cada o € A adjutamos a X; una célula de dimensién 3 via la funcién h,,
obteniendo un CW- complejo.

Xt =X;Un, |3
ach
Por la Proposicion 3.1, parte (2), podemos construir pg, : Xt = Xt tal que
Px+ es el revestimiento universal de X, ()A(i + X 1) es una adjuncién de células y
bx, = Px+ | X,

Vamos a probar que H,, (X, X; Z) = 0, es decir que el complejo Co (X, X; Z)
es aciclico. L
La sucesion exacta asociada a la terna (X, X, X') como en la observacién3.2

oo H (X0, X Z) S Hy(X, X Z) 2 Hy (X, X0 Z) S Hy (X1, X Z) — ..

(3.2)
Observe que:
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H,(X*,X,;Z) = {@aEAZ[W/NHei] L sin=3

0 ,sin#3

(% %:7) { By /NG 002

y 0 : Hy(XT, X1:7Z) —s Hy(X:, X;7Z) es un isomorfismo tal que §([e3]) =
[e2](por construccién del morfismo de conexion de la sucesién en cuestion Obser-
vacion3.2 ). Sabemos que

Ho(X1,X;Z) =0 ; Hy(X*,X;Z) =0
Concluimos que N
H, (X1, X;Z)=0,Yn >0
. Por lo tanto la siguiente sucesion es exacta:

o Cu(X, X Z) = = Co(XH, X Z) B (X, X, 72) S Co(X+, X, Z) — 0
(3.3)
Concluimos que si M = Z[n/N] es el Z[r/N]-médulo con la accién regular el
morfismo

iy o Ho(X;05(M)) — Hy (X5 M)
es un isomorfismo por la Proposicion 3.2
Ho (X, Zmy (X)) ~ Ho(X, Z) ~ Hy(X¥, Z) ~ Hy(X ¥, Z[m (X))

Por tanto 7 : X — X T es una funcién aciclica. |

3.2. Aplicacion.

TEOREMA 3.2. Sea X un complejo CW conexo con H,(X) = 0. Entonces existe
un CW complejo X simplemente conexo y una aplicacion X — X que induce
isomorfismos en todos los grupos de homologia.

Demostracion. Por hipétesis se tiene que X un complejo CW conexo,la condicién
H,(X) = 0 significa que N = 7;(X) es igual a su conmutador, es decir, N =
71(X) es un grupo perfecto y normal, por el Teorema 3.1, entonces existe un X+
que cumple las siguientes condiciones
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1. El morfismo i, : m1(X) — m1(X™) inducido por la inclusién es la pro-
yeccion 1 — 7(X)/N.

2. Lainclusién i : X — X T es aciclica.

La condicién (2)significa que induce isomorfismos en todos los grupos de ho-
mologia. i

DEFINICION 3.4. Un espacio conexo por caminos cuyo grupo fundamental es
isomorfo a un grupo G dado y que tiene un espacio de cobertura universal contrdctil
se denomina espacio K(G,1).

Esta construccién X — X, que elimina un subgrupo perfecto y normal de
m1(X) conservando la homologia, se conoce como la construccién plus de Qui-
llen. En algunas de las aplicaciones principales, X es un K (G, 1) donde G tiene
un subgrupo de conmutador perfecto, por lo que la aplicacién X — X abelia-
niza 71 (X') conservando la homologia.

El espacio Xt ya no necesita ser un K (G, 1), y de hecho sus grupos de homo-
topia pueden ser bastante interesantes. El ejemplo mds sorprendente es G = S,
el grupo simétrico infinito que consta de permutaciones de 1,2, - - - fijando todos
menos un nimero finito de n, con el subgrupo conmutador del grupo infinito al-
ternante A, que es perfecto. En este caso, un famoso teorema de Barratt, Priddy
y Quillen dice que los grupos homotépicos m; (K (>~ ,1)") son los grupos ho-
motdpicos estables de las esferas.

Sin embargo, existen limites en los que los subgrupos de 71 (X ) pueden elimi-
narse sin afectar la homologia de X. Por ejemplo, para X = SV S! es imposible
eliminar el subgrupo del conmutador de 71 (X) conservando la homologia. Todo
espacio con grupo fundamental Z x Z debe tener Hs no trivial.
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Conclusiones

= Se utilizo la propiedad universal del Phus Out, para poder adjuntar celdas y

eliminan los generadores del grupo normal N. Se demostr6 que una restric-
cién de cubrimiento universal es también una aplicacion recubridora el cual
se utilizo en un diagrama de la demostracion.

Se demostré que (X, A) es una adjuncién de n-celdas y sea p : X — X un
recubrimiento universal, entonces el par (X, A) con A = p~(A) es también
una adjuncion de n- células, la cual se utilizo en la adjuncion de celdas de
dimension 2 y 3 para construir el X .

A partir de X se construyo, un CW complejo X con N C m(X), a € A
le adjuntamos una celda de dimensién 2 via funciones continuas g, obte-
niendo un CW complejo X;. Ademds, se utilizo el cubrimiento universal
para hallar una fibracion, la sucesién exacta de homotopia asociada a la fi-
bracién de Serre y la sucesion exacta corta de homotopia, la cual se utilizé
para representar a una familia de puntos aislados. Asimismo como (X7, X)
es una adjuncién de celdas de dimension 2 lo denotaremos como

_ 2
X1 =X Uga €a-
a€A

2
a

En efecto, denotamos por [eZ] a la clase de homologia del ciclo relativo
Co : D? — X,. Asi pues, como (X1, X) es un buen par, entonces

H, (X1, X:7) ~ H,(X,/X;7)

es la homologia reducida de los espacios topoldgicos del cociente al buen
par. Ya que X es simplemente conexo, el morfismo de Hurewicz

Hy : mo(X1) = Ho(X1,7)
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es un isomorfismo.Tambien, adjuntamos a X; una celda de dimension 3 via
funciones h,, obteniendo un CW complejo X * denotado por

Xt =X;Un, (e

a€N

En segundo lugar, se demostré la inclusion i : X — X es aciclica. Es de-
cir, que su enésimo grupo de homologia es igual a cero. Ademads, se utilizo
la sucesion asociada ala terna (X, X1;7Z) y

d: H3<)?+75€1;Z) — HQ(‘SZIJ)?JZ)

es un isomorfismo tal que §([e3]) = [e2] (por construccién del morfismo de
conexion de la sucesion). Se utilizé que ¢ es un isomorfismo para ver que,

Concluimos que L
H, (X1, X;7Z)=0,Yn>0

, la cual se utilizo para poder demostrar que la inclusién i : X — X' es
aciclica.

G. Sdnchez



|
Capitulo

Recomendaciones

= A partir de este estudio se puede realizar un trabajo especifico acerca de la

99 9

funtorialidad de la construccion ”+”.

= Extender los estudios expuestos en esta tesis al estudio acerca de la cons-
truccion ”+” en fibraciones.
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Apéndice A

Grupo perfecto

A.1. Grupos Perfectos.

DEFINICION A.l. (Grupo perfecto.) Un grupo G es perfecto si es igual a su
conmutador, dsea,

G =[G G =<aba b Ha,be G >
EJEMPLO A.1. El grupo trivial es perfecto, trivialmente.

Ahora daremos un ejemplo de grupo perfecto donde su grupo fundamental es
no trivial

EJEMPLO A.2. El grupo alternado de cinco elementos As es el grupo perfecto
no trivial mas pequefio.

El subgrupo de simetrias que conservan la orientacion del icosaedro es el gru-
po alterno A; cuyo orden es 60. El grupo icosaédrico completo es isomorfo al
producto cartesiano A5 x Zs (con el grupo de orden 2). El grupo icosaédrico es el
grupo de simetrias de un icosaedro.

EJEMPLO A.3. El grupo icosaédrico binario 2I es un grupo perfecto: su abelia-
nizacion es el grupo trivial.

Por lo tanto, el orden del grupo icosaédrico completo es 60 x 2 = 120, al
igual que el del grupo icosaédrico binario 2I. De hecho, salvo isomorfismo, el
grupo icosaédrico binario es el tnico grupo finito de orden 120 que es un grupo
perfecto.

DEFINICION A.2. (Clausura Perfecta.) La clausura perfecta de un grupo G es
el mayor subgrupo perfecto contenido en G, y lo denotamos por PG
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Apéndice
Topologia

DEFINICION B.1. (Topologia de Subespacio) Sea (X, T) un espacio topolégico,
S un subconjunto de X e i : S — X la funcion inclusion es definida como
i(x) =z, para todo x € S. Entonces la coleccion

i'r={ir'(V)CS:Ver}={VnS:Ver}

es una topologia sobre S, la cual es llamada topologia de subespacio. En este
caso, el par (S,i*7) es llamado subespacio topolégico de (X, T).

En el caso de definir otra topologia sobre S, digamos R, la continuidad de
la inclusién i : (S,R) — (X, 7) solamente es valida cuando R contiene a i*7.
Esto significa, por tanto, que ¢*7. es la topologia mas pequeia (en el sentido de la
inclusion de conjuntos) respecto a la cual 7 : S — X es continua.

DEFINICION B.2. (Topologia de Identificacion ) Sea (X, T) un espacio topoldgi-
co, Y un conjunto arbitrarioy p : (X,7) — Y una funcion sobreyectiva. Enton-
ces la coleccion

pT={BCY:p'(B)er}

es una topologia sobre Y. En este caso, p,T se denomina topologia de identifica-
cion sobre Y, determinada por Ty p. El respectivo par (Y, p,T) recibe el nombre
de espacio identificacion, y la funcion p : (X, 7) — (Y, p.7)

Esto significa, por tanto, que 1.T. es la topologia mds grande (en el sentido de la
inclusion de conjuntos) respecto a la funcion sobreyectivap : (X, 7) — (Y, p.7)
es continua.

DEFINICION B.3. (Espacios Cocientes ) Sea (X, T) un espacio topolégico y ~
sobre X.El conjunto cociente resultante, denotado por X/ ~, puede ser visto
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como un espacio identificacion, considerando para ello la funcion
qg: X — X/~
que cada x € X le asocia la clase de equivalencia
qz) ={y € X 1z ~y} = [a].

El espacio identificacion (X/ ~,q.T) es llamado espacio cociente de X médulo
~, y la respectiva funcion identificacion q : (X, 7) — (X/ ~,q.7) es llamada
funcion cociente.
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cumple con la integridad cientifica y con las normas para el uso de citas y referencias
establecidas en los protocolos respectivos.

Se cumple con adjuntar el recibo digital a efectos de la trazabilidad respectiva del
proceso.

Lambayeque,16 de Marzo del 2023

Rubén Esteban Burga Barboza
DNI: 16761647
ASESOR



UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO RUIZ GALLO
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DECANATO

Ciudad Universitaria - Lamhayaque

ACTA DE SUSTENTACION VIRTUAL N° 025-2023-D/F ACFyM

Siendo las 04:00 pm del dia 12 de junio del 2023, se reunieron via plataforma virtual,

https://meet.google.com/vhb-ncwk-egz, los miembros del jurado evaluador de la Tesis titulada:
“La construccién + de Quillen”

Designados por Resolucién N°1594-2018-D/FACFYM de fecha 14 de diciembre de 2018 con la finalidad de

evaluar y calificar Ia sustentacion de la Tesis antes mencionada, conformada por los siguientes docentes:

br. Lic. Mat. Leandro Agapito Aznaran Castillo Presidente
Dr. Lic. Mat. Marco Antonio Martin Peralta Lui Secretario
M.Sc. Betty Rimarachin Lépez Vocal

La tesis fue asesorada por el Dr. Lic. Mat Rubén Esteban Burga Barboza, nombrado por Resolucién N° 928-
2018-D/FACFyM de fecha 8 de agosto de 2018.

EI Acto de Sustentacién fue autorizado por Resolucién N° 458-2023-VIRTUAL-D/FACFYM de fecha 7 de
junio de 2023. La Tesis fue presentada y sustentada por el Bachiller Gersson Daniel Sanchey Me}ia, y tuvo
una duracién de 1 hora y 12 minutos,

Después de la sustentacion, y absueltas las preguntas y observaciones de los miembros del jurado se
procedio a la calificacion respectiva, otorgéndole el Calificativo de 18 (dieciocho) en la escala vigesimal,
mencién Muy Bueno.

Por lo que queda apto para obtener el Titulo Profesional de Licenciado en Matematicas de acuerdo con
la Ley Universitaria 30220 y la normatividad vigente de la Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas y la
Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo.

Siendo las 05:20 pm se dio por concluido el presente acto académico, dandose conformidad al presente

acto con Ja firma de los miembros del jurado.

{ _ e Lo

Dr. Lic. Mat. Leandro Agapito Aznaran Castillo Dr. Lic. Mat. Marco Antonio Martin Peralta Lui
Presidente Secretario
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M.Sc. Betty Rimarachin Lapez Dr. Lic. Mat. Rubén Esteban Burga Barboza
Vocal _ Asesor

| CERTIFICO: Gus, 85 coma el gel sriginal
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SECEETARIO DOCENTE - BACFyL
LU PARA THAMITES INTERNGS OF LA pNpnn




