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Resumen

En el presente trabajo de investigacion, un aspecto fundamentalmente importante en el estu-
dio de seiiales es el uso de técnicas para procesar o manipular sefiales. Hay diferentes tipos
de representaciones de Fourier, cada una de ellas se aplica a una clase de sefiales diferentes,
y hay herramientas para verificar la grafica de una sefal (osciloscopio, electrocardiograma,
sismdgrafos, etc), dentro de estos tipos de sefnales nos concentraremos en las sefiales periddicas
en donde se incluyen las series de Fourier para su representacion aproximada. El problema que
se ha planteado en este trabajo es el siguiente: Las funciones periddicas utilizadas en la teoria

de sefales ;Pueden aproximarse mediante series de Fourier, utilizando MATLAB?

MATLAB es un programa donde se desarrolla algoritmos, andlisis de datos, visualizacion y
célculo numérico; el uso de este programa serd fundamental para la gréfica de sefiales, ya que

mediante este, haremos la simulacion gréfica de una sefial periddica en estudio.

El objetivo fue utilizar MATLAB para aproximar mediante series de Fourier, funciones pe-
riddicas aplicadas en la teoria de sefiales, especificamente sefialamos los argumentos tedricos
para aproximar funciones periddicas mediante series de Fourier y se representd graficamente

utilizando MATLAB, la sefial que estd inmersa en una serie de Fourier.

Es de vital importancia tomar en cuenta a las series de Fourier y aplicarlas en el procesamiento
digital de sefiales, la cual es un 4rea concurrente en el campo de la ingenieria y la ciencia que

se ha desarrollado con rapidez en las tltima tres décadas.

Palabras clave: Series de Fourier, Sefiales continuas, Sefiales discretas, Sefiales periodicas,

Matlab, Aproximacion.



Abstract

In the present research work, a fundamentally important aspect in the study of signals is the
use of techniques to process or manipulate signals. There are different types of Fourier repre-
sentations, each one of them is applied to a different class of signals, and there are tools to
verify the graph of a signal (oscilloscope, electrocardiogram, seismographs, etc.), within these
types of signals we will concentrate in the periodic signals where the Fourier series are inclu-
ded for their approximate representation. The problem that has been posed in this work is the
following: Can the periodic functions used in signal theory be approximated by Fourier series,

using MATLAB?

MATLAB is a program where algorithms, data analysis, visualization and numerical calcula-
tion are developed; The use of this program will be fundamental for the signal graph, since

through it, we will make the graphic simulation of a periodic signal under study.

The objective was to use MATLAB to approximate by Fourier series, periodic functions applied
in signal theory, specifically we pointed out the theoretical arguments to approximate periodic
functions by Fourier series and graphically represented using MATLAB, the signal that is im-

mersed in a series of Fourier.

It is of vital importance to take Fourier series into account and apply them in digital signal pro-
cessing, which is a concurrent area in the field of engineering and science that has developed

rapidly in the last three decades.

Keywords: Fourier series, Continuous signals, Discrete signals, Periodic signals, Matlab, Ap-

proximation.



Introduccion

Un tema importante y sobresaliente en este trabajo de investigacion para la ciencia e ingenieria,
es que las sefiales ademads de analizarse, podemos visualizar y saber el comportamiento que este
tiene cuando lo incluimos en un programa especial de simulacion permitiendo saber a detalle
la sefal que serd objeto de nuestro estudio, nuestro principal interés es graficar una sefal pe-
riddica en MATLAB, y demostrar que una dicha sefial puede aproximarse mediante series de
Fourier. Otro aspecto fundamentalmente importante en el estudio de sefiales es el uso de técni-
cas para procesar o manipular sefiales. Se presentard y desarrollard las representaciones en una
serie de Fourier tanto continua como discreta y usaremos en un principio las aplicaciones mas
importantes de los métodos de andlisis de sefiales. También exploramos el uso de MATLAB en
la generacion de formas de onda elementales, representando a la variedad en tiempo continuo
y a la variedad en tiempo discreto, MATLAB proporciona un poderoso ambiente para explorar

conceptos y probar disefios de sistemas.

En el primer capitulo se definird aspectos bésicos a conocer para entender el concepto de sefal
y su interpretacion en el lenguaje matematico y las series de Fourier, ademas incluimos las ven-

tanas y los comandos a utilizar en MATLAB para andlisis de datos y su representacion grafica.

En el segundo capitulo definiremos los tipos de sefales, graficamos estas sefiales en MATLAB
incluyendo los comandos que utilizamos, daremos un breve ejemplo de como es que una seial

se aproxima y como representamos estas sefiales en diferentes tiempos.

En el tercer capitulo definimos algunas aplicaciones, utilizaremos el osciloscopio de SIMU-
LINK (sub-aplicaciéon de MATLAB) para graficar esta sefial, ademds de utilizar las series de

Fourier para aproximar la sefial generada.
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Capitulo 1

SERIES DE FOURIER Y CONCEPTOS
DE MATLAB

Iniciamos este capitulo con saberes previos que debemos conocer para entender que es una fun-
cion periddica y una serie de fourier, agregando en ellos ejemplos detallados que serdn punto
de partida para el desarrollo de los posteriores capitulos, brindaremos informacién sobre cada
ventana de MATLAB que se usard en este trabajo, agregando una descripcion detallada de los
operadores y comandos, ya que con esto graficaremos las funciones y las series definidas ini-
cialmente escritas en lenguaje de programacion que solo MATLAB puede reconocer; ademds
daremos una breve descripcion de una sub-aplicaciéon dentro de MATLAB denominada SIMU-
LINK, herramienta que serd utilizada para la generacion de sefiales periddicas a traves de un

osciloscopio incorporado dentro de este.

Existen otros tipos de comandos adicionales que podemos usar en MATLAB; por ultimo agre-
garemos un comando de audio para dar un breve ejemplo de como se genera una sefal en

particular convirtiendo nuestros patrones de voz en una sefial de audio.

1.1. Conocimientos Previos:

1.1.1. Funcion:

Sean los conjuntos A y B, se define una relacion univoca, dicha relacién serd una funcion f de

la cual analizaremos sus elementos: f : A — B; A es el conjunto de partida también llamado

11



12 CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER Y CONCEPTOS DE MATLAB

Dominio de la funcién y B representa el conjunto de llegada o también llamado contradominio
de la funcién, que es una ley que permite asociar de una forma establecida a cada elemento

x € A, un tnico elemento f(z) € B, llamado el valor de la funcién que asume en x.

Use la notaciéon x — f(x) para indicar que a x le corresponde un valor f(x). No equivocarse
al momento de colocar una funcién f como f(z): ya que f es una funcion, y f(x) es un valor

que asume una funcién “f” en un punto = de su dominio.

= Dominio: Se llama dominio de una funcién f, y se designa domf, a los valores que
toma la variable independiente x en el conjunto de partida para los que hay un valor de

la variable dependiente f(x), en otras palabras, donde existe una funcién.

= Imagen(Contradominio): Se le conoce como imagen o recorrido de una funcién, y se
designa Imf, al conjunto de valores de la variable dependiente f(x) que tienen algin

valor de la variable independiente x, que se transforma en €l por la funcion.

Ejemplo: En una funcién f(t) = 2t, cuyo Domf = {—1,0,1} sustituimos ¢ € Z por un

elemento del dominio.
a. Laimagende-les f(—1) =2.(—1) = =2
b. LaimagendeOes f(0) =2.(0) =0

c. Laimagende les f(1) =2.(1) =2

1.1.2. Periodo:

Es la distancia del intervalo mas pequefio que contiene una copia exactamente igual al patrén
repetido. La Figura (1.1) muestra cuatro repeticiones del patron de longitud 27. Cada una con-

tiene exactamente una copia completa del patron

| | fit) | |
| | f{t)=sen(t)

I-4n N -2n 0 N__Aen N A
| 1 periodo | 1 periodo 1 1 pericda | 1 periodo |

2% 2% 2% 2n

[ I ! I I

Figura 1.1: f(t) = sen(t) = sen(t + 27) = sen(t +4n) = ... = sen(t + m * 27),m € Z
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Si una funcion presenta un patrén recurrente, se le da el nombre de funcién periddica; una
funcién senoidal como f(t) = sen(t) o f(t) = cos(t) son periddicas con periodo 27. Cualquier

sector de la grafica donde se muestre éste patrén sobre un periodo se llama ciclo.

1.1.3. Funcion periodica:

Una funcién se dice periddica si en intervalos regulares en su dominio sus imagenes se repiten.
De este modo la grafica de una funcion periddica puede seccionarse en “tiras verticales” que
son copias una de la otra, el intervalo entre dos copias sucesivas se llama el periodo de la
funcién. En conclusion, una funcion f(t) es periddica con periodo 7" si, para todos los valores

t de su dominio,

£t +mT) = £

para cualquier entero m. Esto quiere decir que si la funcién con variable “¢” presenta un au-
mento “m1” (también llamado desplazamiento) y esta coincide con la funcién original, enton-
ces ambas funciones serdn iguales. Este desplazamiento horizontal m7" también se denomina
angulo de fase y determina si una funcién senoidal tiene un desplazamiento hacia la derecha o

izquierda. Un ejemplo de ello se puede observar en la Figura 1.1.

Para dar una medida del nimero de repeticiones por unidad de ¢, definamos la frecuencia de

una funcién periddica como el reciproco de su periodo, asi que

1 1
frecuencia = —— = —
periodo T

El término frecuencia circular representado como “w” se usa en tanto en ingenieria como en la

ciencia y esta definido por:

, 2
w =27m. frecuencia = T
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1.2. Series de Fourier

1.2.1. Serie:

Para entender el concepto de serie primero tenemos que saber que es una sucesion. En ma-
tematica una sucesion es una coleccién de términos {z,} = {z1,s,...} con una posicién
relativa respecto al anterior. Una serie es una suma aplicada a los infinitos términos de una
sucesion, la cual puede escribirse con el simbolo de sumatoria:

S:an:x1+$2+x3+x4+x5+x6...

n=1

donde x,, es el “término general” de una sucesion, que normalmente se obtiene a partir de un

algoritmo o se expresa por medio de una regla.

Si la sucesion de sumas parciales tiene un limite en el espacio se le llama serie convergente,
osea la serie de término general x,, converge cuando la sucesion (A, ),en de sumas parciales

converge, donde todo entero natural n;

n
An: E T
k=1

En algunos casos la serie puede estar acompaiiado por un coeficiente, que es un factor vinculado

a un monomio, dando lugar a expresiones tales como:

c1x1 + oo + c3x3 + ... + ¢, x, donde ¢, son coeficientes

1.2.2. Teorema de Fourier:

Este teorema nos indica que una funcién periddica f, se expresa como la suma de un nimero
de funciones seno de diferentes fases, periodos y amplitudes. Esto quiere decir que, si f(t) es

una funcién periddica con periodo 7' entonces:
f(t) = Ag + Aysen(wt + ¢1) + Agsen(2wt + ¢o) + ... + Apsen(nwt + ¢,) + ...

donde Vn € N, A, y ¢,, son constantes y denotan la amplitud y dngulo de fase respectivamente.
El término A;sen(wt + ¢1) se llama primera arménica, el termino A, sen(nwt + ¢,,) se deno-

mina la n-ésima armdnica cuya frecuencia es nw y es n veces la primera armonica.

Como
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Apsen(nwt + ¢,,) = [Apcosd,|sen(nwt) + [A,seng,|cos(nwt)
= b, sen(nwt) + a,cos(nwt)

donde

b, = A,cosp,,

a, = Ap,sene,

la expansion f(t) puede escribirse como:

1 o0 o0
ft) = 540 + Z ancos(nwt) + Z bysen(nwt), donde ag = 24,
n=1

n=1

La expansion f(t) se llama expansion en serie de Fourier, y las a,, y b, se llaman coeficientes

. s 1 ) ..
de Fourier. (Veremos luego por que es idoneo llamar Ay = §a0 al primer término en vez de a)

1.2.3. Coeficientes de Fourier:

Previo a evaluar los coeficientes de Fourier, enunciamos las siguientes integrales, en las cuales

T=2m/w

d+T 0, n#0
a)/ cos(nwt)dt =
d T, n=0

d+T
b) / sen(nwt)dt = 0 (para todo n)
d

d+T 0, m+#n
C)/ sen(mwt)sen(nwt)dt = §
d —, m=n 7£ 0
2
d+T 0. m#n
d)/ cos(mwt)cos(nwt)dt = T
‘ 57 m=n # 0

d+T
e) / cos(mwt)sen(nwt)dt = 0 (para todo m y n)
d

El valor de d es arbitrario en estos resultados y unicamente necesitamos integrar sobre un pe-

riodo de tiempo T’
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Al integrar la expansion en serie de Fourier con respecto a ¢ sobre el periodo d ad + Ty
utilizando las integrales a) y b), obtenemos que cada elemento del lado derecho es cero excepto

el término que involucra a a, precisamente como se indica en lo siguiente:

d+T 1 d+T
/ fydt = —ao/ dt +
d 2 d

- %GO(T) + ) _[an(0) + bn(0)]

o0

d+T a+T
Z (an/ cos(nwt)dt + bn/ sen(nwt)dt)
T d d

n=

= §Ta0

Asi

1 1 d+T

donde:

d+T

Para calcular el coeficiente de Fourier a,, (n # 0), multiplicamos la expansién en serie de
Fourier f(t) término a término por cos(mwt) e integramos con respecto a t sobre el periodo

desde t = d hastat = d + T dando como resultado:

d+T 1 d+T % d+T
/ f(t)cos(mwt)dt = 540 / cos(muwt)dt + Z an/ cos(nwt)cos(mwt)dt +
d d = Ja

% d+T
Z by, / sen(nwt)cos(mwt)dt
n=1 d

Deduciendo que podemos integrar término a término y empleando a), d) y ) encontramos que
cuando m # 0 la dnica integral diferente de cero del lado derecho es la que se muestra en la

sumatoria inicial cuando n = m. Esto es:
d+T d+T 1
/ f(t)cos(mwt)dt = am/ cos(mwt)cos(mwt)dt = §amT
d d

obteniendo:

d
Ay = %/ o f(t)cos(mwt)dt
d

que, reemplazando m por n, da
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2 d+T
a, = —/ f(t)cos(nwt)dt
T Jq
El valor de ay puede obtenerse tomando n = 0 de manera que podemos escribir
2 d+T
ay, = f/ f(t)cos(nwt)dt (n=0,1,2,...)
d

Esto nos indica del por que tomamos el término constante en la expansion en serie de Fourier

1 -
como 50 en vez ag, ya que esto asegura la compatibilidad de los resultados de a y a,,, aunque

se cumple la misma férmula, es més seguro calcularlas por separado.

Al final, obtenemos el coeficiente de Fourier b,,, multiplicando todo por sen(mwt)

d+T

f(t)sen(mwt)dt =
L
—/ sen(mwt)dt +
2 Ja

o0 d+T d+T
Z (an/ sen(mwt)cos(nwt)dt + bn/ sen(mwt)sen(nwt)dt)
n=1 d d

Considerando que podemos integrar término a término y usando b), ¢) y e) encontramos que
cuando m # 0 la unica integral diferente de cero del lado derecho es la que aparece en la

primera sumatoria cuando n = m. Esto es:
d+T d+T 1
/ f(t)sen(mwt)dt = bm/ sen(mwt)sen(mwt)dt = §me
d d
reemplazando m por n
2 d+T
b, = ?/ f(t)sen(nwt)dt  (n=1,2,3,...)
d

Las ecuaciones a,, y b, que dan los coeficientes de Fourier se denominan como férmulas de

Euler.

1.2.4. Definicion de series de Fourier:

: . 27 : . S :
Sea f una funcién con periodo 7" = —. La serie de Fourier de f, es la serie trigonométrica:
w

ao o0 o0
f(t) = 5t nZ:; ancos(nwt) + ; bysen(nwt)

donde ay, a,, y b, se denominan coeficientes de Fourier siendo:
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d+T

a, = %/d+Tf(t)cos(nwt)dt (n=1,2,..)
d

d+T
b, = —/ f(t)sen(nwt)dt (n=1,2,...)
d
Si el periodo 7" de una funcién periddica f(t) es 27 entonces w = 1y la serie se convierte en:
f(t) = % + ; ancos(nt) + ; bysen(nt)

con los coeficientes dados por

d+2m

™

ap = 1 /d+27f f)cos(nt)dt (n=1,2,...)
T Jd

b, = 1 /d+27f f(t)sen(nt)dt (n=1,2,...)
T Jad

Ejemplo: Hallar la expansion en serie de Fourier de la funcién periddica f(t) con periodo 27

definida por:

ft) =t O<t<2m),  f(t)=f(t+2r)

Utilizaremos las formulas de los coeficientes de Fourier ag, a,, y b, para determinar su valor:
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1 2w 1 2m 1 t2 o
T —/ ft)dt = —/ tdt ==.—| =2r
T Jo 0 m 2o

™

a, = %/0 7rf(t).cos(mf)dt (n=1,2,...)

27
t t 1 /2 1
Sen(n ) + COS(TZ ):| - (—ﬂ-sen(Qnﬂ') + —2608(2717'(') -
n n T\n n n

008(0))

2

N |

2m 1
= / t.cos(nt)dt = — |t
0 T

b, = 1/27r f(t).sen(nt)dt (n=1,2,...)
T Jo

1 [ 1 S A
= —/ t.sen(nt)dt = — —icos(nt) + Sen(nt)} == (——WCOS(QTNT))
0 s 0 T

T n n? n

2
n

Asi que la expansion en serie de Fourier de f(¢) es:

sen(nt)

S|

fy=m=3

n=1

0, en la forma expandida,

fit)=m—2 (sen(t) + 36"2(%) + Se”ft) bt —Senr(bnt) + )

La Figura (1.2) muestra el comportamiento de la funcién periddica junto con la ecuacion de la
serie de Fourier, y si extendemos el intervalo de tiempo (en este caso de 0 a 107), observaremos

la periodicidad de la serie de Fourier:
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Funcion f(t)=t Serie de Fourier f(t)

— il

. . . . . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo t Tiempo t

Funcion f(t)=t Serie de Fourier f(t)

T
Senial

. . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo t Tiempo t

Figura 1.2: Gréfica de una funcién y su aproximacion en serie de Fourier
1.3. Conceptos de MATLAB

MATLAB es una herramienta de calculo numérico y programacién para analizar datos, desarro-
llar algoritmos y crear modelos. En esta seccion mencionaremos las ventanas y los comandos
a utilizar en MATLAB para explorar la generacion de funciones elementales descritas en las

secciones previas.

1.3.1. Ventanas de Matlab

En MATLAB existen diferentes tipos de ventanas, cada una de ellas tiene una funcién en es-
pecifico, es una herramienta muy compleja y variada que permite explorar diferentes tipos de
opciones, en particular describiremos brevemente cinco ventanas de MATLAB los cuales seran
necesarias al momento de graficar nuestras funciones: la ventana de comandos (Command
Window), la ventana del editor (Editor Window), la ventana del espacio de trabajo (Workspace
Window), estdn siempre juntas, como se visualiza en la Figura (1.3); se presenta ademas la ven-
tana de graficos (Figure Window) que se generd cuando queremos visualizar una funcién como

se observa en la Figura (1.4), y la ventana de Ayuda (Help Window), es un apoyo adicional que
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brinda informacién acerca de un comando en particular como se ve en la Figura (1.5).

= Command Window: Es la ventana principal, usada para introducir variables y ejecutar

programas.
= Editor Window: Se usa para crear y depurar ficheros de script y funciones MATLAB.

= Workspace Window: Proporciona informacion sobre las variables utilizadas.
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Figura 1.3: Ventana de comandos, del editor, y de trabajo.
= Figure Window: Se utiliza para visualizar graficos MATLAB
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Figura 1.4: Ventana de gréficos.

= Help Window: Proporciona ayuda e informacién sobre MATLAB.
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Figura 1.5: Ventana de ayuda.

1.3.2. Operadores, simbolos y funciones

El proceso de graficar una funcién en MATLAB depende mucho del orden de los elementos,

los simbolos y sus comandos, entre estos tenemos los siguientes:

Operaciones artiméticas con escalares:

Operacion Simbolo Ejemplo

A 42 (42 = 16)

Exponenciacién

Suma + 4+2

Resta - 4-2

4472
472

Multiplicacién *

Division /

Es importante mencionar que los simbolos antes mencionados pueden encontrarse en cualquier calcula-

dora de mano.

Funciones trigonométricas y exponencial:

Funcion Descripcion Ejemplo

exp(x)

Exponencial (e”)

>> exp(4)
ans = 54.5982

sin(x)

Seno del d4ngulo x

(x en radianes)

>> sin(pi/3)

ans = 0.

8660

cos(x)

Coseno del angulo x

(x en radianes)

>> cos(pi/3)

ans = 0.

5000
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Las tablas anteriores utilizan pi que se corresponde con el valor de 7

Definicion de variables

Al definir una variable, MATLAB situa un espacio apropiado de memoria donde se almacenara
el valor asignado a ella. Una variable puede ser representado como =z, ¥, z, t, etc, pueden ser
variables en mindsculas, mayuscula o usar combinaciones entre letras y nimeros, normalmente

se les asigna como minimo un valor el cual serd operada cuando describamos nuestra ecuacion.

Al graficar una funcion la variable independiente toma distintos valores que hacen posible una
visualizacion de este, el problema radica en que tomarlas de 1 en 1 el proceso se haria muy
largo y tedioso, la solucién para ello, es crear una sucesion de nimeros distribuidos en una fila,

cualquier sucesion de nimeros puede ser transformada en un vector.

El array en MATLAB es un ordenamiento fundamental que se emplea para almacenar y mani-
pular datos. En un array unidimensional los nimeros estdn estructurados en columnas o filas

(enfocaremos nuestra atencion principalmente en las filas).

Un vector puede originarse en base a la siguiente expresion:
nombre_variable = m:q:n

donde el primer elemento es m, el salto o muestra es ¢, y el término final es n, ademds el “ ="

asigna el valor de la variable

Ejemplo: >> t = 1: 2: 13
t = 1 3 5 7 9 11 13

Se genera un intervalo de muestreo, donde 1 es el primer elemento y 2 representa la continuidad

o saltos que se generen desde el primer elemento hasta el 13 que representa el dltimo termino.

Las variables previamente definidas, sirven para crear nuevas variables que dependen de la

principal, nos guiaremos del ejemplo anterior para hallar los valores de la nueva funcién

>> xt = 3%t
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xx = 3 9 15 21 27 33 39

En la grifica y generacion de senales (funciones) en MATLAB, el conjunto de herramientas
para procesarlas es diverso, conmunmente el programa nos solicitara que iniciemos con la re-
presentacion vectorial de ¢ que seria la variable que denota el tiempo, un ejemplo seria originar
un vector correspondiente a valores de tiempo con un intervalo de muestreo 7' de 1ms sobre el

intervalo de 0 a 1s, usamos el comando:
t=0:0.001:1;

Que corresponde a 1000 muestras de tiempo por cada segundo a una velocidad de muestreo de
1000Hz, donde Hz es un hercio que representa un ciclo por cada segundo, entendiendo ciclo

como la repeticion.

Si queremos generar una sefial en tiempo discreto (instantes de tiempo), con un vector n de

valores de tiempo digamos, de n = 0 a n = 1000, utilizamos el siguiente comando:
n=0:1000;

Dado t o n, podemos proceder entonces para generar la sefial de interés. Una sefal en tiem-
po discreto en MATLAB se denota con exactitud, esto se debe a que los valores de la sefal
se describen como los elementos de un vector. En otra instancia, MATLAB ofrece sélo una
aproximacion a sefales en tiempo continuo. La aproximacion se basa en un vector cuyos ele-
mentos individuales son muestras de la sefial en tiempo continuo subyacente. Cuando usamos
este enfoque de aproximacion, es de suma importancia elegir el intervalo de muestreo 7' lo mas

pequeiio posible para garantizar que las muestras capturen todos los detalles de la sefial.

En esta seccion, consideramos la generacion de sefiales de varios tipos tanto en tiempo continuo

como en tiempo discreto.

1.3.3. Comandos
El comando “plot”:

Su uso es para la obtencién de graficos de dos dimensiones, la forma mas simple es la siguiente:

plot (t, xt)
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los gréaficos pueden también personalizarse a conveniencia, el comando plot permite en su sin-

taxis otras premisas que podemos usar para definir el estilo y color de marcadores y lineas.

plot (t,xt, ‘especificaciones de linea’,

‘caracteristicas’, ‘valores’)

= Especificaciones de linea: Su uso es para dar estilo de linea y definicion al color, ademas

son opcionales.

Estilo de linea

Especificacion

sOlida (por defecto)

punteada

rayas y puntos

discontinua

para la definicidn del color, es:

Color de linea Especificador

cian c
rojo r
verde

azul

blanco w
magenta m
amarillo y
negro

= Caracteristicas y valores:

Ademas de ser opcionales, pueden utilizarse para definir el el tamafio de los marcadores,

grueso de la linea, asi como del borde del marcador y los colores de relleno, solo nos

fijaremos en el escencial para este trabajo:

Caracteristica Descripcion

Posible valor de la propiedad

LineWidth Determina el grosor de las

(o linewidth) lineas

Un ndmero representado en unidades

de puntos (el valor por defecto es 0,5)
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por ejemplo, el comando:

plot (t,xt,’——m’,’LineWidth’, 2)

crea un grafico de una linea discontinua de color magenta, el grosor de linea es de 2 puntos.

Comandos “xlabel” e “ylabel”:

Estos comandos se usan para colocar una descripcion a los ejes en forma textual. Se definen
etiquetas que se ubicardn cerca del mencionado eje, xlabel designa el “eje x” y ylabel designa

el “eje y”. Su sintaxis es:

xlabel (‘texto’)

ylabel (‘texto’)

El comando “title”:

Sirve para afiadir un titulo (principal) en la parte superior de la grafica. Su sintaxis es:

title (‘texto’)

El comando “legend”:

Este comando se encarga de agregar una leyenda o mencidén en la representacion gréfica. Di-
chas leyendas particularizan el tipo de linea de una funcidn especifica que se representa por
el usuario, y nos permite indicar la muestra correspondiente a esa funcion. Este comando se

sintetiza como:

legend(‘cadenal’)

El comando “grid”:

= grid on: Agrega una cuadricula a la muestra gréfica.

= grid off: Elimina una cuadricula de la muestra gréfica.

Ejemplo:
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Funcion f(t)=t

— Seﬁa|

Tiempo t

Figura 1.6: Gréfica de una funcion lineal en MATLAB

clear all

£t=0:0.001:2%pi; % Vector tiempo

xt=t; % funcidn xt

plot (t,xt, 'b', "LineWidth', 3) % Grafico de la funcion xt
title('Funcidén f£(t)=t'); &% Titulo de la hoja grafica

¢

xlabel ('Tiempo t'); % Denota el eje X

o

legend('Senal') % Denota la funciodon xt

[

grid on % Activar rejilla

En la Figura (1.6) se muestran los comandos descritos anteriormente en una sola grafica con su

respectivo funcionamiento.

El comando “hold on”y “hold off”:

Para mostrar més de una funcion en un mismo grafico usamos primero el comando plot, este
representa la primera funcién, hold on sostiene la ventana de graficos con la primera gréfica
abierta, manteniendo el formato y ejes establecidos, luego se ejecutan tantos comandos plot
como se quieren, hasta escribir y ejecutar hold off, este ultimo comando sirve para indicarle

al sistema que cesén las representaciones sobre la region grafica que utilizamos originalmente.
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El comando “subplot”:

Si queremos representar mas de una grafica sobre una misma ventana (en forma separada)

utilizamos el comando subplot, y se sintetiza de la siguiente manera:
subplot (m, n, p)

Este comando se encarga de dividir la ventana de graficos en secciones de dimensiéon m X n o
llamadas también subventanas rectangulares, la cual nos permite representar mas de un grafico
de forma independiente. En ese caso, los graficos son gestionados en forma de matriz m X n,
donde cada elemento es un subgréfico. Un ejemplo seria, el comando subplot (2,2, 1) crea
4 zonas en forma de 2 filas y 2 columnas, y la primera de ellas es un subgrafico que se ubica en

la esquina superior izquierda por defecto (la niimero 1).

El comando “stem’:

Representa otro tipo de grafico con otro tipo de geométria, a diferencia del plot, este comando
se concentra en la distancia de los saltos, en nuestro caso analizaremos puntos especificos en el

tiempo (valores enteros). Su sintaxis es:
stem (t, xt)

Ejemplo: Para este caso usamos 2 dreas, con dos filas y 2 columnas, de las cuales abarcaremos

solo el primer, segundo y tercer espacio.

Funcion x(t)=t Funcién x(t)=cos(t)
8 1 ',0 “\ 7
.
6 — |0t 05 X % |== =coseno
. :f \ ‘.' ----- seno
= ' kY
sS4 0 vy i
2 05 LA
N A
0 _1 -y st
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
tiempo t

Funcién x(n)=e™
stem
0.5 T
S o

0 2 4 6
tiempo n

3

e—

Figura 1.7: Graficas de funciones en una matriz de 2 x 2.
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clear all

clc

£t=0:0.001:2%pi; Svector tiempo
n=0:1:2xpi; %vector tiempo
xt=t;

xt2=cos (t);

Xt3=sin(t);

xn=exp (i*n);

subplot (2,2,1),plot (t,xt, 'b', "LineWidth',3) % Primera imagen

title('Funcidn x(t)=t");

legend('plot")

ylabel ('"x(t)");

grid on

subplot (2,2,2),plot (t,xt2,'-—m', 'LineWidth',3) % Segunda
imagen

hold on

plot (t,xt3,"':r', '"LineWidth', 3)

hold off

title ('Funcidén x(t)=cos(t)");

legend('coseno', "seno')

xlabel ('tiempo t');

grid on

subplot (2,2,3),stem(n,xn, 'k', "LineWidth',2) % Tercera imagen

title ('Funcidén x(n)=e”{in}");

legend('stem")

xlabel ('"tiempo n');

ylabel ('x(n)");

grid off

La Figura (1.7) es el resultado de utilizar los comandos descritos anteriormente y graficarlos en

un espacio de 2 filas y 2 columnas, abarcando unicamente tres espacios.
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Simbolos de interés:

= El punto y coma (; ): cuando se teclea un comando, este es ejecutado inmediatamente. El
punto y coma al final de un comando detiene este proceso por defecto y no es visualizado.
Esto puede ser ttil cuando el resultado de un comando es obvio o conocido, o cuando,

por ejemplo, la salida es demasiado grande.

= El simbolo %: Cuando se teclea el simbolo % al principio de una linea, MATLAB con-
siderard dicha linea como un comentario. Esto no tiene ningtn efecto sobre la ejecucion

del comando.

= El comando c1lc: Borra la ventana de comandos al pulsar Intro. A medida que se van
tecleando y ejecutando comandos en la Ventana de Comandos, ésta se va llenando. Una

vez que se tecle clc la ventana se limpia.

s El comando clear all: Borratodas las variables de la memoria.

i: Se define como la raiz cuadrada de —1, es decir: 0 + 1,0000z.

j: Es equivalente a i.

1.3.4. Comandos de generacion de ondas:

Los comandos “sin” y “cos”:

Los comandos “sin”y “cos” representan a las funciones de seno y coseno respectivamente,
con estos podemos establecer la base para generar ondas senoidales en MATLAB.

El comando “sawtooth”:

Llamada onda de sierra, sawtooth (t) es similar a la funcién seno, pero genera una onda
de sierra con picos de una amplitud de 1 (por defecto) y un periodo 27 para arreglo temporal
t, ademds sawtooth (t, xmax) crea una onda triangular variada con la ubicacién en cada

periodo que controla xmax, para generar una onda triangular estandar, establezca xmax en 0.5.

El comando “square”:

Llamada onda cuadrada, square (t) genera una onda cuadrada con valores de -1 y 1 (por

defecto) y con periodo 27 para los elementos del arreglo temporal t, es parecido a la funcion
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seno, ademas square (t,duty) genera una onda cuadrada con un ciclo de trabajo (duty

cicle) que representa el porcentaje durante el cual la onda cuadrada es positiva.

1.3.5. Simulink

Simulink es un entorno de diagrama de bloques que se utiliza para disefiar sistemas con mode-
los multidominio, simular antes de la implementacion del hardware e implementar sin escribir
codigo, resulta muy util al momento de graficar sefiales, ya que podemos generarlas y visua-

lizarlas. Podemos encontrar facilmente esta herramienta en MATLAB en la pestafia “HOME”

como se observa en la Figura (1.8)

e W T e o)

— 3 New Variable Analyze Code = Preferences 2 (3 Communiy

EE S D O & R & D & &% @b

" " I s e L Open Variable ~ (i Run and Time " (-7 Set Path Adon oot = Request Support

R s = =

T e RN B D © B | < [l Porater ~ < < Bl teamuatas |
€ hmisisscd ENVIRONMENT =z

L ', Simulink Start Page

SIMULINK®

: 5 3 open. All Templates ﬂ
Tl
8- Recent
i Pq simu2 six > My Templates Learn More
10 -
a2 g simusix
ill = ~ Simulink
Detal ~ [fFEE
Workspace ®]|H- BRlecs
Nome Ve 2= & sours ool Pﬁ @ =
Htout 20000147 double Newto B Archive. [Bls]
Wer Blank Model Blank Library Blank Project
S>> = ﬁ 217
Resdy a3 =
Folder to Project Source Control Code Generation

Figura 1.8: Simulink

1.3.6. Comandos de audio

MATLAB también puede ser usado para procesar sonidos a travez de un micréfono y reprodu-

cirlos.

» recObj = audiorecorder; Crea un objeto audiorecorder con propiedades

predeterminadas denominado recOb j para grabar la entrada de audio.
m recDuration = 5; Comando de duracion de audio.

» recordblocking (recObj, recDuration) ; Grabe su voz durante 5 segundos.
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play (rec0b7j) ; Reproduzca la grabacion

y = getaudiodata (recObj); Almacene los datos en el arreglo de precision do-

bley.
plot (v) ; Represente las muestras de audio.

sound (y, Fs) ; Reproducir audio.



Capitulo 2

SENALES EN MATLAB

En este capitulo trabajamos enteramente con las definiciones de sefales, clasificaremos las
sefales como la continua y la discreta enfocandonos en las sefiales periddicas, utilizaremos las
series de Fourier para encontrar una ecuacion aproximada a este tipo de sefales, ademas inclui-
remos los comandos de MATLAB para graficar las sefiales periddicas como su representacion
en serie de Fourier, detallaremos de como ondas senoidales se aproximan a una sefial periddica
tomando como muestra un periodo de este mismo y daremos un breve ejemplo de lo mismo en

sefial discreta.

1.5

051 ]

-051 b

15 . . . . . . .
0 0.005  0.01 0.015 0.02 0.025 0.08 0.085 0.04

Figura 2.1: Onda periddica triangular generado en MATLAB

Tomamos en cuenta definiciones en el inicio del trabajo para darle forma a nuestra sefal segin
su color, diseflo, grosor y otros tipos de caracteristicas, acomodandolo a nuestra conveniencia

y ofrecer una mejor presentacion.

33
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2.1. Senales:

2.1.1. Definicion:

La palabra sefal es un término que no solo tiene uno, sino varios significados, segin el diccio-
nario de la real academia espaiola, una sefial es un aviso o una advertencia, y la cual se define
como una forma de transmision de informacion acerca de algo. Cuando se nos presenta una
situacion en donde observamos y sabemos lo que significa un simbolo o un aviso, como una
imagen o un gesto de alguna persona hacia nosotros, eso es conocido como sefial. De una cierta

manera, las sefiales representan en la vida diaria, un ingrediente basico.

En matematicas, una sefal estd definida como una funcién univariable o multivariable, que
lleva informacidn relacionada con la naturaleza de un fendmeno fisico. La manera habitual de

denotar una funcién z es:

x:P—Q
t — z(t)

donde P es el dominio de la funcién z, Q es el codominio de = y x () es imagen de algin ¢ € P.

Las senales unidimensionales son aquellas cuyo valor depende unicamente de una sola varia-
ble (Figura 2.1.) como sefiales de voz, electrocardiogramas, sefial radial, entre otros, y una
seflal multivariable puede ser representado como una imagen, radiografias, tomografias, etc.
Las sefiales univariables tienen generalmente al tiempo como la variable independiente.

Frase: Hola ¢ Como estas?

T
sefial de voz

0.8

06

04

02r

021

04

0.6

)

-0.8 1

e

| | |

Figura 2.2: Gréfica de una frase grabada

1.5 2 25
Tiempo «10%
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En la Figura (2.2), se registr6 una sefial de voz que se obtuvo por medio de un micréfono
que detect6 las variaciones de la presion acustica y se convirtieron en una sefial eléctrica. El
sistema vocal humano es capaz de producir una disertacion descifrable al producir secuencias
particulares de esos patrones. La sefial como una funcién dependiente del tiempo representa las

variaciones de la presion acustica. Una funcién cuya variable independiente sea el tiempo “¢”.

Ejemplo:
x(t) = 3sen(2t) donde ¢ es la variable independiente.

El método mas usual de representacion para una situacion dada gira en torno al tipo particular
de seial que se considera. Es posible identificar diferentes tipos de clasificacion de seiales las

cuales son las que mads utilizaremos en este trabajo, sefiales en tiempo continuo y discreto.

2.1.2. Clasificacion de senales:

a) Senales en tiempo continuo: Una sefial z(t) serd en tiempo continuo si se define para
cualquier valor en tiempo ¢ (Figura 2.3). Estas sefiales se crean de manera natural cuando

una onda fisica como una onda luminosa o acustica se transforman en seflales eléctricas.

Ejemplo: Graficar la sefial z(t) = cos(llot)

Senal continua

1 T T T T T T

Senal
0.8 [ 1

0.6 [ 4

0.2 .

funciéon de t
o
T
1

0.2 .

-0.6 [ g

-0.8 1

-1 1 1 1 1 1 .

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Tiempo t

Figura 2.3: Sefial continua
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Sefial en tiempo continuo utilizando Matlab:

t=-20:0.1:20; % Define un intervalo en t de -20 a 20 con paso 0.1
xt=exp (i*x1/10*pixt); % Calcula x(t) con frecuencia 1/10*pi

plot (t, xt) % Grafica la grafica x(t)

grid on % Activar rejilla

title(’Sefial continua’); % Titulo de la hoja gréfica
xlabel (' Tiempo t’); % Denota el eje X
ylabel (' funcidén de t’); % Denota el eje Y

legend (’ Sefial’); % Denota la sefial

b) Seiiales en tiempo discreto: Una senal z[n| serd en tiempo discreto si se define para
algin valor en tiempo n (Figura 2.4). El muestreo de una sefial en tiempo continuo z(t)
en el tiempo ¢ = nT" produce una muestra x(n1") donde 7" denota el periodo de muestreo

y n denota un entero. Por conveniencia en la representacion, escribimos
zln] =x(nT),n =0,£1,%2, ...

Es de suma importancia mencionar que x[n| se define para valores enteros de 7.

Ejemplo: Graficar la sefial z[n] = cos(%n)

Senal discreta

1 T T T T T T

(0] OTO
—= Seidal

08+ ® 0] ©

: 0.2 7 T T T T |
(0]
©
5 0
o
c
E _0.2 | l l l l |
04+ 4
-0.6 1
0.8 (O] (O] (O] (O] 1
1 1 O O 1 1 1 O O 1 -
20 15 10 -5 0 5 10 15 20
Tiempo n

Figura 2.4: Sefial Discreta
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Sefial en tiempo discreto utilizando Matlab:

n=-20:0.1:20; % Define un intervalo en n de -20 a 20 con paso 0.1
xn=exp (i*x1/10*pi*n); % Calcula x[n] con frecuencia 1/10*pi

stem(n, xn) % Grafica la grafica x[n]

grid on % Activar rejilla

title ('’ Sefial discreta’); % Titulo de la hoja grafica

xlabel (' Tiempo n’); % Denota el eje X
ylabel (’ funcidén de n’); % Denota el eje Y
legend (’ Senal’); % Denota la sefal

c¢) Seiiales periddicas: Estas sefiales se caracterizan por el hecho de que no cambia para un
desplazamiento de tiempo. Podemos deducir que la seial x(¢) serd periddica si cumple

la siguiente condicidn:

x(t) = xz(t + T) para todo t, donde T" es una constante positiva.

Una sefal no se altera si se presenta un desplazamiento con tiempo T, en otras palabras,
x(t) es periddica con periodo T, entonces x(t) = z(t + mT') para cualquier entero m y
todo valor t. Si esta condicion se satisface para T = T, también es periddica con perio-

dos 2T0, 3TQ, 4T0,

El periodo fundamental T} de x(t) representa el minimo valor positivo de 7 para el cual,

la ecuacion z(t) = z(t + T') se satisface.

Las sefales periddicas z[n] estdn definidas de forma andloga. De forma especifica, una
sefal discreta es periddica de periodo /N, donde N es un entero positivo, si no cambia

con un desplazamiento de tiempo de N, es decir, si

x[n] = xz[n + N] para todo n, donde N es una constante positiva.

Ejemplo de sefial Periodica: Considere una onda diente de sierra de frecuencia funda-

mental wy (medida en radianes por segundo), Amplitud A, y ancho W.
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] Senal original x(t)

T T

Senal
0.8 [ .

0.6 [ ]

0.4 §

0.2 §

0r ]

funcion de t

0.2 y

-0.4 g

-0.6 5

-0.8 §

_1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Tiempo t

Figura 2.5: Onda diente de sierra con amplitud A = 1y periodo 7' = 0,2

A=1; % Amplitud

w0=10+*pi; % Frecuencia fundamental
w=0; % Fraccién de cada periodo.
t=0:0.001:1; % Intervalo de muestreo
st=Axsawtooth (WO*t+W) ; % onda triangular

plot (t,st);
grid on % Activar rejilla

title ('’ Seflal original x(t)’); % Titulo de la hoja grifica

xlabel (' Tiempo t’); % denota el eje X
ylabel (' funcidén de t’); % denota el eje Y
legend (’ Senal’); % personifica la sefial

En la Figura (2.5) el periodo fundamental 7" = 0,2 determina el tiempo que dura un

ciclo completo de x(t). El reciproco de 7" se llama frecuencia fundamental de la sefial

x(t); se describe con que frecuencia la sefial periddica z(t) se repite. De esta manera
escribiremos formalmente.

1

I=7

La frecuencia y el periodo son magnitudes inversamente proporcionales, osea si tienes
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mucha frecuencia tienes poco periodo y viceversa. La frecuencia f esta medida en ciclos

por segundo (también llamados hertz(Hz)). La frecuencia angular, estd definida por:

1
w=2m.f= 27Tf = %, medida en radianes por segundo

debido a que 27 radianes representa un ciclo completo. para simplificar, denominaremos

(X3 2

a “w” como la frecuencia.

d) Senales senoidales: En forma general, la version en tiempo continuo de una sefial senoi-

dal estd definida por z(t) = Acos(wt + ¢), donde A es la amplitud, w es la frecuencia
en radianes por segundo y ¢ es el dngulo de fase en radianes. Un ejemplo de una sefial

senoidal es una sefal periddica, siendo el periodo de la misma:

T=—

w
Resaltemos que la Amplitud A es la distancia desde el centro del movimiento a cualquier
extremo, la frecuencia wy es la cantidad de ciclos por periodo y el angulo de fase ¢ es el

desplazamiento medido en radianes entre ondas senoidales.

* Si ¢ > 0 la gréfica de la funcion se desplaza hacia la izquierda.

* Si ¢ < 0 la grifica de la funcién se desplaza hacia la derecha.

Ejemplo: Graficar la sefial z(t) = 4cos(20mt + %)

En el ejercicio observamos algunos datos que se nos presentan las cuales son A = 4,
wo = 20y ¢ = %. El periodo T' se halla al reemplazar el valor de la frecuencia wy en su

correspondiente formula obteniendo:

_27r_ 277_1

T

wo 200 10
Vamos a analizar donde inicia y donde termina la sefial; en la parte inicial la funcion
siempre empezard en () y terminard en 27 ya que representa un ciclo completo en radia-

nes.
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INICIO FINAL
207t + — =0 207t + — = 2
6 6
20t+1—0 20t—|—1—2
6 6
1 1
20t = —— 20t =2 — -
6 6
1 L 11
120 120
t =—0,0083 t=0,092
Es bastante 16gico afirmar que la sefial empieza en t = —0,0083 ya que existe un despla-

) ™ , - . .
zamiento ¢ = % como es mayor que 0, la grifica de la sefal se desplazaria a la izquierda

y el valor que tomaria el cos(207t + %) = 1, tal como se observa en la Figura(2.6).

Senal Senoidal Coseno

4 T T T T T T T T T
3 -
2 -
1 H -
gor A
a4+ 4
2+ -
3+ -

_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo t

Figura 2.6: Sefal senoidal con A =

4wy =20y p=m/6
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A=4; % Amplitud

w0=20+*pi; % Frecuencia para una sefial periddica
phi=pi/6; % Angulo de fase en radianes
t=0:0.001:1; % Tiempo t

coseno=Axcos (wOxt + phi);
plot (t, coseno) % Para graficar el t y coseno

title(’Sefial Senoidal Coseno’); % Titulo de la hoja gréfica

xlabel (' Tiempo t’); % Denota el eje X
ylabel ("x(t)’); % Denota el eje Y
grid on % Activar rejilla

Observacion: Considerando la férmula de Euler en funcién de exponenciacion de nimeros

complejos y funciones senoidales:

e = cos(t) + isen(t)

e~ = cos(t) — isen(t)
Esta féormula también puede interpretar las funciones de seno y coseno como meras variaciones
de la funcidn exponencial.

ezt + efzt ezt _ e*’Lt

cos(t) = 5 sen(t) = 5;
i

2.2. Representaciones de fourier para senales:

En este segmento consideramos la representacion de una sefial como una superposicién ponde-

rada de senoides complejos.

2.2.1. Representacion en serie de fourier de seiiales periodicas continuas
1. Combinaciones lineales de exponenciales complejas relacionadas armonicamente:

El periodo fundamental de x(¢) es el valor minimo positivo de 7" # 0 para el cual la ecuacién

2
x(t) = xz(t + T') se cumple, y el valor wy = % se le llama frecuencia fundamental.



42 CAPITULO 2. SENALES EN MATLAB

A continuacion observamos dos tipos de sefales periddicas bdsicas, la exponencial compleja
periédica x(t) = e’“°' donde j es componente imaginaria y la sefial z(t) = cos(wot) tam-
bién periddica. Estas sefiales antes mencionadas son periddicas con frecuencia w eriodo
0
2m . . . . .
T = —. Relacionado con la sefial anterior, esta el conjunto de exponenciales complejas rela-

Wo
cionadas armonicamente.

L (2m
o(t) = efkwot = ejk( T)t, k=0,£1.+2, ..

Cada senal indicada tiene una frecuencia fundamental que es un multiplo de wy, por lo cual, ca-
da una es periddica cuyo periodo es T". De esto modo, una combinacién lineal de exponenciales

complejas relacionadas arménicamente de la forma:

+00 +00 /9
x(t) = Z apeltot = Z amjk(Tﬂ)t
k=—oc0 k=—o00

También es periddica con periodo 7'. La representacion de una sefal periddica en la forma de

la ecuacién anterior se conoce como la representacion de la serie de Fourier.

Una sefial exponencial compleja es periddica con frecuencia fundamental w, y periodo funda-

2
mental T' = —W.
Wo

Ejemplo: Considere la sefial (), con frecuencia fundamental 27, que esta expresado como:

+3
z(t) = Z apelF?rt
k=-3
1 1 1
donde: ap = 1,&1 =a_1 = 4_1’@ = Q_9 = 5,&3 =Qa_3 = g

Reescribiendo la ecuacion obtenemos:
Lo jomt o —jomty o X¢ gamt o —jamty o Lo emt . —jomt
x(t):l—irz(ej” +e J”)—i—é(ef7r +e J”)+§(6J“ + 767t
Igualmente, utilizando la relacién de Euler, se puede interpretar a z:(¢) de esta forma:
1 2
x(t) =1+ §c05(27rt) + cos(4nt) + 5005(67?15)

La Figura (2.7) muestra de manera grafica la sefial =(¢) y su construccion a partir de sus com-

ponentes armonicas.
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X =1 X, (t)=1/2"cos(2*pi*t)
2 ; ; ; ; 1
_ 05 ;
16 ol
1.4
12+ 05 ' X
0 50 100 150 200 250
;
X (1) + x_(t)
0.8 7 15 0 ! T
os|
04t 1
02t
0 | | | | | | | | | 05 | |
1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 0 50 100 150 200 250
Tiempo t Tiempo t
X,(t)=cos(4”pi*t) xs(l)=2/3*cos(6*pi*t)

R I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

xo(t) + x1(t) + xz(!) x(t) = xo(t) + x1(t) + xz(t) + x3(t)

Figura 2.7: Construccién de una sefial 2(¢) como una combinacion lineal de funciones senoi-
dales

2. Determinacion de la representacion en serie de Fourier de una seial periédica continua.

Sea z(t) una sefial periddica que se puede representar como la siguiente serie:

+o0

x(t) = Z ap el kot

k=—o0
hallamos los coeficientes aj. Multiplicando ambos miembros de la mencionada ecuacién por

e~Imwot teniendo como resultado:

“+oo
x(t)efjnwot — E akejkwote—jnwot

k=—00

. 2
Integrando ambos miembros desde O hasta 7' = — tenemos
Wo

T T oo
/ x(t)e im0t dt = / Z el ot o =inet iy
0 0 k=0
En esta integral, T representa el periodo fundamental de x(t) de esta forma, integramos sobre

un periodo y aplicando la propiedad de linealidad de la integracion, obtenemos:
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T 4 +o0 T
/ z(t)e /"0t dt = Z ak/ e (k=n)wot 7y
0 0

k=—o0

Aplicando la formula de Euler en la integral, obtenemos:

T T T
/ o (k=n)wot gy _ / cos(k — n)wotdt + j/ sen(k — n)wotdt
0 0 0

Tenemos entonces que,

T T, k=n
/ 6](k—n)wotdt _
0 0, k#n

Para k = n, el integrando de la ecuacion es igual a 1 y al resolver el desarrollo de la integral se

reduce a T'a,,. Por tanto,

17 :
a, = ?/0 z(t)e 7m0t dt

Resumiendo, representacion en serie de Fourier a x(¢), podemos escribir como una combina-
cion lineal de exponenciales complejas armonicas, en conclusion, este par de ecuaciones define

la serie de Fourier de una sefial periddica continua.

Aqui escribimos las expresiones equivalentes para la serie de Fourier en términos de la frecuen-

cia wy y del periodo T.

El conjunto de coeficientes aj, se conoce a menudo como coeficientes espectrales de la sefial
x(t). El coeficiente aq es valor constante de la sefial z(¢) y esta dado la ecuacién en a;, con

k = 0. Esto es,

1 (T
ap = T/o x(t)dt,
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Lo cual es simplemente un valor promedio de z(¢) sobre un periodo.

Consideremos x(t) = senwgt, como la sefial cuya frecuencia es wy de manera especifica,

podemos expresar senwyt como

L L
senwot = — el — —e IO

29 29
Obtenemos:
1
a; = Q_j’ a_1 = _2_]'
ar = 0, k#+1lo—1

Ejemplo: Graficar la siguiente funcién periddica con 7' = 27

1, 0<t<m
x(t) =
-1, n<t<2m

9 d+T 2 27 1 u 2
w=r [ atoir= 2 [Tatar= 1| [Craee [T o1ae] -
T d 2 0 71' 0 ™

:Ht’;—tﬂ :%[(W—O)—(Qﬁ—ﬂ)]:()
9 d+T 2 27 1 T 27
ap, = T/d z(t)cos(nwt)dt = 2 /. x(t)cos(nt)dt = - {/0 cos(nt)dt —/7r cos(nt)dt} =
1 [sen(nt)|™ sen(nt)2r| 1 [(sen(nm) sen(0) sen(n2m)  sen(m)
-l (e ) - ()

% {sen(mr) _sen(0) _ sen(n2m) sen(m)} _0

n n n n
2m
donde: sen(nm) =0 y W= = 1

/dd+Tx(t)Sen(nwt)dt _ 2 ” x(t)sen(nt)dt = % [/Uﬂ sen(nt)dt — /:ﬂ sen(nt)dt] =

27'['0

Nl
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2w] 1 [ (_cos(mr) . 005(0)) .\ (cos(n?w) - cos(w))] _

% [_cos(mr) | cos(0) | cos(n2m) _ cos(mr)}

n n n n

T cos(nt
, cos(nt)

1 {_ cos(nt)

n n n n

L&4w+1+1—%m%m><—Wﬂ

1 [_2<_1)n L1 %] = % [—2(_1>n + 2} _1 [w} _ 2 [1—(=1)"]

W n n n n m n nm
donde: cos(nm) = (—1)", cos(2mn) = 1 — 2sen?(mn), sen(nm) =
1 G [ 2 n
entonces: z(t) = g0+ ;[ancos(nwt) + bysen(nwt)] = ; [E[l — (-1 ]sen(nt)]
1
0.8
0.6
04t
02
ol
-0.2
041
-0.6 [
-0.8 1
-10 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.8: Gréfica de una funcion periddica con 7' = 27

clear all

£t=0:0.001:2%pi; Svector tiempo
xt=(t>=0) + (t>=pi) . *—2;

plot (t,xt, '-b', 'LinewWidth', 3)
hold on

grid on

Utilizando sus componentes armonicos, nos aproximamos a la funcion original (Figura 2.8).
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1.5

0.5 |

-0.51

VS

0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.9: Aproximacion senoidal a la funcién original.

% Series de Fourier

s=0;
for n=1:2:k
p=(2/ (n*pi))*(1-(-1) "n) .*sin(n*t);
S=s+p;
plot (t, s)
pause (1)
end

plot (t,s, 'r")

Mientras mas valores tenga n, la grafica estard mejor aproximada, acoplandose a la forma

inicial (Figura 2.9).

(t)

o\®
bd

£t=0:0.001:2%pi; Svector tiempo
Ext=(t>=0) + (t>=pi).*x—-2 ;
plot (t,xt, 'b', 'LineWidth', 3)
shold on

Q

% Series de Fourier
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k=100;

s=0;

CAPITULO 2. SENALES EN MATLAB

1.5

05

-0.51

Figura 2.10: Aproximacién usando la serie de Fourier.

for n=1:1:k

p:

(2/ (nxpi)) * (1-(-1) "n) .*sin(nxt);

s=s+p;

end

plot (t,s, 'r")

En la Figura (2.10) la serie de Fourier se aproxima mds a la funcién ya que tomamos mas

componentes armonicos, para seguir viendo la grifica en un intervalo de tiempo mas largo,

aumentamos el vector de tiempo (Figura 2.11), en este casoelt = 0:0-001 : 10 * pi

05

-051

— — — — 1
H 051

-0.5

Figura 2.11: Sefal continua y grafica de la serie de Fourier respectivamente
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2.2.2. Representacion en series de fourier de senales periodicas discretas
1. Combinaciones lineales de exponenciales complejas relacionadas armonicamente:

El entero positivo N es el periodo mas pequefio para lo cual la ecuacién z[n] = z[n + N]| se

2m

cumple y wy = N
2T

como ejemplo tenemos, ¢’ KN )™ con periodo N. Ademads, El total de las sefales exponenciales

complejas discretas con periodo N se representa de esta forma:
. L 2m
orn] = effwon = MM L — 0, 41,42, ..

. ) 2m i
Cada senal posee una frecuencia fundamental que es multiplo de N que hace que estén rela-

cionadas de manera armonica.

Hay solo N senales distintas en el conjunto dado. Esto es resultado de que las exponencia-
les complejas discretas que se diferencian en frecuencia por un multiplo 27 son similiares.

Especificamente, ¢o[n] = ¢n[n], ¢1[n] = ¢ny1]n] y de manera general:

Pr[n] = drirn(n)]

En otras palabras, cuando el subindice “k” se reemplaza por algtiin multiplo entero de N, origi-
namos la sucesion idéntica. Esto se diferencia de lo que pasa en la sefial continua, en donde las

seflales ¢ (t) son todas diferentes.

Si consideramos la representacion de secuencias periddicas mas generales en términos de com-
binaciones lineales de las sucesiones ¢y [n], dicha combinacién lineal presenta la siguiente for-

ma:

x[n| = Z apPrn] = Zakeﬂm” = Z ake”(%)”
k k k

Al observar las sucesiones ¢ [n] son diferentes solamente en un recorrido de N valores conse-
cutivos de k, la sumatoria de la ecuacién x[n] incluye sélo términos en este recorrido. Indicamos

los limites de la sumatoria como & =< N >. En otros términos,

en) = Y agrln] = ) aedtor= > akejk<2§>n

k=<N> k=<N> k=<N>
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Un caso seria que, k puede tomar distintos valores k = 0,1,.... N — 1ok = 3,4,..., N + 2.
Dicha ecuacién se le denomina serie discreta de Fourier y los valores a; son conocidos como

los coeficientes de la serie de Fourier.

2. Determinacion de la representacion en serie de Fourier de una sefal periédica

Suponiendo que se presenta una sucesion x[n] de periodo N. Nos gustaria probar la existencia

de una representacién z[n| y de ser asi, ;que valores toman los coeficientes ay?

Evaluando la ecuacion para el periodo N valores concecutivos de n que pertenecen a un periodo

x[n], tenemos:

k=<N> 9
x[l] = Z akejﬁ
k=<N>
2T
z[N — 1] = Z ape’ NFOD
k=<N>

Esto quiere decir que un conjunto de N ecuaciones lineales para los N coeficientes deconocidos

aj segun k varia en un determinado conjunto de N valores enteros consecutivos.

m= Y alledn= o Y afule )
k

k=<N> =<N>

Del mismo modo que en el caso continuo, los a;, de la serie discreta de Fourier son a menudo
conocidos también coeficientes espectrales de x[n]. Estos especifican una descomposicion de
x[n] en una suma de NV exponenciales complejas relacionadas arménicamente. Refiriéndonos a

la ecuacién, observamos que si seleccionamos £ en el intervalo de 0 a N — 1 tenemos:
zn] = aogo[n] + ar¢n[n] + ... + an—1¢n-1[n]
Asi, si k varia de 1 a NV, nos resulta lo siguiente:
z[n] = apgo[n] + ar1¢1[n] + ... + andn|[n]

De la misma manera, hacemos que k varie en algin conjunto de /N enteros sucesivos y utili-

zando la ecuacidn concluimos que:
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A = Qg4+N

Esto significa que, si tomamos en cuenta mas de N valores consecutivos de k, los valores de ay
se repartirdn periddicamente con periodo /N. En especifico, ya que tenemos solo /N exponen-
ciales distintas complejas de periodo N, la representacion en serie discreta de Fourier es una

serie finita con /N términos.

Ejemplo: Encuentre la serie de Fourier de la funcién con periodo 7' = 27.

0 para —m<m <0

T—m para 0<m<m

™ 1 0 1 ™ 1 27T
/ x[m]dm = —/ Odm+—/ (m —m)dm = — {Wm— m_}
. ) T Jo s 2 ],

1
apg = —
m

T
apg — 5
1 m 1 0 1 T

0, = _/ z[m]cos(nm)dm = —/ 0.cos(nm)dm + —/ (m — m)cos(nm)dm
T ) . T ) _ T™Jo

1[/[ T 1 1 "
= — / w.cos(nm)dm — / m.cos(nm)dm] =— [Esen(nm) - [—QCOS(nm) + Tsen(nm)H
7 Jo 0 T |n n n 0
| Z sentnm) — Lcos(m) — " sennm)|
= — | —sen(nm) — —cos(nm) — —sen(nm
T |n n? n 0
1|7 1 s T 1 0
= Esen(mr) - ﬁcos(mr) — gsen(mr) — (Esen(O) — ECOS(O) — Esen(O))]
1 1 1 11 1 — cos(nm)
= (—ﬁcos(nﬂ) + ﬁ) = (—cos(nm) 4+ 1) = —a
1—-(=1)"
ay, = (2) paratodon € N
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1 (" 1[0 L ["
b, = / x[m]sen(nm)dm = / 0.sen(nm)dm + / (m —m)sen(nm)dm =
T J_x LR T Jo
_ 1 _/ﬁ sen(nm)dm — /7r m.sen(nm)dm| = 1 —Ecos(nm) - isen(nm) — mcos(nm)
= - o . 0 . - T n n2 n

1 1 4
= — —zcos(nm) — —sen(nm) + mcos(nm)]
T n n n 0
170 1 1 0
= _—%cos(mr) — ﬁsen(mr) + %cos(mr) — (—Zcos(()) — ﬁsen(O) + ncos(O))]
1 T T T T 1
T ( n( )+ n( )"+ n n o w
1
b, =-—
n
o
s 1-— (—1)" 1
entonces r\m| = — + —————cos(nm) + —sen({nm
) = 5430 (P o) + L senum) )
n=1
Funcion x[m] Serie de Fourier x[m]
25 T T T T 25 T T T T T T
™ °
2 2
1.5 1.5
1 1r
051 1 05
ob—o0—0—© ° T 0 ° ° ° ° T
05 : : : : : : 0.5 : : : : : :
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Tiempo m Tiempo m

Figura 2.12: Sefial discreta y grafica de la serie de Fourier respectivamente
La Figura (2.12) se observa la funcién discreta y la serie de Fourier, si ampliamos el vector m
de la serie discreta podemos ver la peridiocidad (Figura 2.13), y a diferencia de la peridiocidad

continua esta solo se ve en determinados momentos de tiempo.

Podemos observar el desplazamiento de tiempo optando por valores enteros. Tome en cuen-
ta que esto es una aproximacion de la sefal periddica discreta, en otras palabras que tomara

aproximaciones en instantes de tiempo especificos.

™

0
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Figura 2.13: Serie discreta de Fourier
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Capitulo 3

APLICACIONES Y USO DE MATLAB

En este capitulo utilizamos SIMULINK que es un programa dentro de MATLAB que simula
una generacion de todo tipo de sefales, nuestro interes serd simular sefiales periodicas para
poder observar el tipo de senal que se esta generando, sera de gran utilidad ya que podemos

verificar por MATLAB la aproximacion de esa senal.

Las senales se analizan en dos dominios: frecuencia y tiempo. En el dominio de la frecuencia la
sefal se descompone en las componentes senoidales que la integran. Para las sefiales periddi-
cas esto se realiza a través de las series de Fourier. Con esto, se puede saber el contenido de
frecuencias de la sefial, determinar si la sefal esta limitada a un cierto ancho de banda o bien
determinar las frecuencias mas importantes de dicha sefial. Teniendo en cuenta que podemos
representar las sefiales de distintas maneras, en todos los casos debemos saber que una sefial

contiene informacion que rige un modelo de variaciones que muestra una determinada forma.

4><104‘ ‘ ‘ EIeFtrocardiogréma ‘
3
2
= -1
2 /\ | /\ Ay A ﬂ /\
A AN AN A

-4

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiempo t

Figura 3.1: Aplicacién de una funcion periédica en MATLAB
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Por ejemplo, para el diagndstico automatizado de electrocardiogramas en un software de compu-
tadora (Figura 3.1), vemos un sistema donde la entrada es un electrocardiograma digitalizado
la cual genera estimaciones de parametros, casos como la frecuencia de las pulsaciones del
corazon y su salida, en el electrocardiograma se analizan las ondas mecanicas periodicas, que
poseen funciones trigonométricas como sen y cos (seno y coseno). Un ejemplo de sefiales
que dependen del tiempo en un circuito eléctrico son: Los voltajes y corrientes, y este circuito
es un ejemplo de sistema, el cual responde a la aplicacion de voltajes y corrientes. Un brazo or-

topédico robdtico es un sistema donde sus movimientos son generados por impulsos eléctricos.

En ciertos situaciones se presentard un sistema particular cuyo interés serd interpretar a detalle
para comprender como responderdn distintas entradas. Ciertos ejemplos pueden ser el estudio
de circuitos para estimar su respuesta a distintas fuentes de corriente y de voltaje, asi mismo,
precisar las caracteristicas del funcionamiento de un helicoptero tanto al sistema de control del

piloto como al comportamiento del aire.

3.1. Sintetizador de sonido

Iniciamos la seccion definiendo que es un sintetizador, es un intrumento musical de caracter
electronico que genera sefiales eléctricas a través de circuitos para luego ser convertidas en so-
nidos audibles (Figura 3.2). Los sintetizadores usan diferentes métodos para generar y procesar
una sefnal, entre las cuales se encuentran la sintesis aditiva, sintesis substractiva, de modulacion
de frecuencia, entre otros. Una particularidad que diferencia al sintetizador de otros instrumen-
tos electrénicos es que sus sonidos pueden ser creados y modificados por medio de osciladores,

generando ondas sonoras de interés especifico.

Figura 3.2: Sintetizador de sonido
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En el mundo electronico de la sintesis los osciladores son secciones de un sintetizador que
estan disefiados para producir fluctuaciones periddicas u oscilantes de voltaje a una frecuencia
en especifico (Figura 3.3), en otros términos son los encargados de producir sonido, elegir notas

musicales y color del sonido, también te permiten escoger una forma de onda.

WAVE TYPES
A: Analog

b: Bells/Tines
L: Classic

d: Digital

E: Electric

F: Formants
o: Organs

P: Pianos

SOUND INIT
5

60
J ONES

KBT OFF OISE NOISE FREQ
osc1 MmabD osCc MIX

q 5 g

PANIC

Figura 3.3: Osciladores

Las formas de onda comunmente utilizadas en la historia de la sintesis son la sinusoidal, diente

de sierra, cuadrada y triangular (Figura 3.4). Visualizemos las ondas generadas en un exoscopio.

e Poa

riohAw  FRsEzE

BRAM AND SEAN & A
SMARTELECTRONIX

O TRIANGLE

BRAM AND SEAN & A
SMARTELECTRONIX
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() PULSE

Ring

A ANG SO C-LL  CHANNEL
SMARTELECTRONIX é

s(M)exoscope/1-MIDI

BRAM AND SEAN &
SMARTELECTRONIX g

Figura 3.4: Generacion de distintos tipos de onda

De hecho, los instrumentos reales producen ondas mucho mas complejas que estas formas de

onda basicas. Por lo que te encontrards mezclando diferentes osciladores con diferentes ondas

sonoras que te permitirdn crear infinitas variaciones de onda (Figura 3.5)

[SubThru ] |RRS

Ring

O ©
A o (0371 J 5 52 |
N C e )
e e
1l © ©
\ I
/ cm  @n
\ 3
=l T
SMARTELECTRONIX Q\g [ . ]

Figura 3.5: Generacion de onda variada

Ejemplo: Visualizamos una frecuencia de onda triangular de 220 Hz generado por un sinteti-

zador analdgico en Simulink. Aproximar la sefial usando la serie de Fourier.

Para generar la sefial utilizamos:

Fijar fase a 0

Configurar la frecuencia a 220 Hz

Colocar un osciloscopio (Scope) a la salida.

Bloque Triangle Generator (Generador de senal triangular)
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File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help

- -F Felc Ad=RE=T NN 72 R O N R

Simu3

&

=

I TAYA g
Triangle Scope
Generator

-

B

>

Ready 250% auto(VariableStepDiscrete)

Figura 3.6: Generador de onda triangular y osciloscopio

Al dar doble click en el Scope (Figura 3.6) visualizamos la sefial triangular que se genera

(Figura 3.7):

Scope
File Tools View Simulation Help

@-e0P® = |Q-E-|Fa-

Ready Sample based T=0.100

Figura 3.7: Onda triangular

Gracias a la frecuencia en hertz, podemos obtener el periodo.

1 1
Periodo = — =
frecuencia 220

Para hallar “w”

w =21 * 220 = 4407
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Utilizamos los comandos de Matlab para generar la onda triangular

Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help E
AEF IR EI P AREEE T

Triangular wave

08r 7
061 7

04r 7

0z2r 7

D47 7

0.8

=1 [ | | | | | | . | . | -
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022

t—

Figura 3.8: Onda triangular en MATLAB

clc, clear all

A=1;

w0=440xpi;

T=22*(1/220);

Fs=22000;

dt=1/Fs;

t=0:dt:T-dt;
xt=Axsawtooth (wOxt,0.5)
plot (t,xt, 'b', 'LineWidth', 2);
ylim([-1.25,1.25])
title('Triangular wave');
xlabel ('t \rightarrow');
ylabel ("xt");

legend ('Senal')

grid on
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El primer ciclo que se observa en la sefial de la Figura 3.8, notamos que tiene su origen en

1
el punto (0, —1) y su punto mas alto estd en (m, 1) luego la recta desciende al punto
1
—,—1).
(220 )

Las lineas rectas pueden ser expresadas con la siguiente formula:

Y=
To2 — X7

y—y =m(x—x) donde m

1 1
= Ecuacion de la recta ascendente: P(0, —1) & @ (m, 1) ,donde 0 <z < —

440
Yo — Y1
y—y = (z — 1)
To — X1
1—(-1)
y— (1) = ———(@-0)
440
440
y =880x —1
E i6n de 1 ta descendente: () 11&R L 1dondel<<1
cuacion de la recta descendente: 110’ 550" , 110 <z 590
Y2 — Y1
y—y = (z — 1)
To — X1
—-1-1 1
T T )
220 440
-2 1
= (- —
440

y—1=—880z +2

y = —880x+ 3

Como la funcidn es con respecto al tiempo, el valor independiente serd el tiempo “t” y la sefial:



3.1. SINTETIZADOR DE SONIDO 61

1
880t — 1, 0<t<—

x(t) = 440 .
— 880t L <t< —
88003, T St o0
9 [T 9 (70 Ti0 530
@ = —/ p(t)dt = — [ z(t)dt = 440 / 880t—1dt+/1 —880t + 3dt
T d 220 Y0 0 110

|
~ond 15 () | () e (5 (o) )|
{
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2
a, = ?/ Jeos(nwt)dt, (n=1,2,...)

1
220
1

a, =440

2
a, = /2 t)cos(n440m.t)dt,

220
880t — 1)cos(n4407.t)dt + / (—880t + 3)cos(n440m.t)dt
140

a, = 440[a,, + an,] donde:
L 1

440 220
Ap, = / (880t — 1)cos(nd440m.t)dt y  an, = /1 (—880t + 3)cos(n440m.t)dt
0

440

I) Paraa,,:

u=2880t -1 dv = cos(n440m.t)dt
sen(n440m.t)
du = 880dt =
! RV

1 1
4407.t) | 220 440 4407 .t
0, = (880t — 1)Sennad0Tt) 130 _ / sgp, Sen(nddomd)
0

n440m 0 n440m
(n440r1) (nd407.0)] 0
sen(n440m.t cos(n440m.t) | 440
880t = 1) ——= +880. —/————
( ) n440m i (n440m)? } 0
_ sen(nm) + 830 cos(nm)  sen(0) cos(0)
 n440m (n440m)2  n440m '(n440r)2
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II) Paraa,,:

p = —880t+3
sen(n440m.t)

dp = —880dt q= YT

1 1
4407.t) | 330 220
:(_880“3)M§_/1 _
440

n440m

440

dq = cos(n440m.t)dt

sen(n440m.t)

dt
n440m

1
sen(n440m.t) cos(n440m.t)] 220
=880t +3)————7——- — —_—
( +3) n440m (n4407)? L
_sen(n2m) 880.005(712#) _ sen(nm) 880, cos(nm)
4407 (n440m)2  ndd0r (n440m)?
(=n"
=—0—-880.7——5 — 0+ 830.————
(a0 o nadon)?
—1+(—1)"
=880.—/————
(n440m)?
S
220(nm)?
luego:
(-)"—=1 (=1)" -1
=440
¢ {220(n7r)2 T 220 (nn )2
o —q |1
(nm)?
2 d+T
b, = T/ x(t)sen(nwt)dt, (n=1,2,...)
d

t)sen(nd40m.t)dt,

2
bn :T/
220 Y0

b, =440 [ (880t — 1)sen(n440m.t)dt +

b, = 440[b,, + by, donde:

[\

0

L
440

1
2
/ (—880t + 3)sen(nd40m.t)dt
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dt

64
1 1
40 220
bn, = / (880t — 1)sen(nd440r.t)dt 'y by, = /1 (
0 0
) Parab,,:
u =880t —1 dv = sen(n440m.t)dt
—cos(n440m.t)
du = 880dt — Ay
u =880 n440m
1 L
cos(n440m.t) | 210 140 cos(n440m.t)
b = —(s501 ) MO [Ty coninbdorn
! (880 ) nd40m  lo /0 880 n440m
(n4407.t) (n4407.t) 0
cos(n440m.t sen(n440m.t) | 440
— | — (880t — 1)) semnaRum-t)
(880 ) n440m 880 (n4407)? L
cos(nm) sen(nm)  cos(0) sen(0)
- - + 880. - 880, M)
n440r (n440m)2 ~ nddorn (n4407)?
(= . 0
~ ndd0m n440m
A e Vi
" nddor
II) Parab,,:
p=—880t+3 dq = sen(n440m.t)dt
cos(n4407.t)
dp = —880dt =
P 880 n440m
1 L
cos(n440m.t) | 220 /220 cos(n440m.t)
b, = —(—880t 7‘ - ———dt
? (8808 +3) = Tior o JA 380 Li0n
340
(nd407.¢) (ndd0r.£)] 220
cos(n440m.t sen(n440m.t) | 220
= |—(-880t+3)———+ — —_—
( +3) n440m (n4407)? }1
40
 cos(n2m) sen(n2m)  cos(nm) sen(nm)
~ nddorm 880. (n4407m)?  nd440m + 880. (n440m)?
1 (="
= naaor O naaon 0
b (=D +1
" n440m

luego:

—880t + 3)sen(nd40x.t)dt
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—(=1)" =1  (=1)"+1
. =44
’ 0{ ndd0n | ndd0n

b, =0

1 G ) —1
entonces: z(t) = —ao—l—z anpcos(nwt) + bysen(nwt)] = Z { { } cos(n4407r.t)}

n=1 n=1

Figure 1

Eile Edit View |nsert Jools Desktop Window Help k]

AEF DR R P AREEE:

08r

0.6
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02r

0.2
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Figura 3.9: Onda triangular aproximada en MATLAB

clc

clear all

Fs=100000; % Frecuencia de muestreo
T=0.1;
A=1;

w0=440%pi;
t=0:1/Fs:T-1/Fs;
k=100;

a0=0;

s=a0;

%$Serie De Fourier
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for n=1:1:100
p=(4%((-1) "n-1)/ (n*pi) "2) .xcos (440+pi*n=*t) ;
S=s+p;
end
$Sefial Triangular
xt=A*+sawtooth (wOxt,0.5)
plot (t,xt, 'b', 'LineWidth',2) %Grafica de la senal Triangular
hold on
plot(t,s,'r', 'LineWidth',2) %Grafica de la serie de Fourier
ylim([-1.25,1.25])

grid on

A simple vista puede parecer que no hay diferencia entre la grafica de la serie de Fourier
(Figura 3.9) y la sefial (Figura 3.8), si ampliamos la imagen, se puede apreciar su aproximacion,

mientras mas valores en la serie haya, més aproximado estard a la sefial original.

Figure 1

File Edit VWiew Insert Tools Desktop Window Help N

AE IR P AR EL Y=

0.978

0.9775

0977

0.9765 [

0.976

0.9755

0.975

0.9745

2.24 2242 2.244 2.246 2.248 225 2252
%1073

Figura 3.10: Onda triangular ampliada

De esta manera podemos aproximarnos a la sefial original con un porcentaje de error minimo.

(Figura 3.10)
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3.2. Introduccion al concepto de PWM y modulacion:

Pulse Width Modulation (PWM) o también llamado Modulacién por ancho de pulso. Cuando
una sefial se transmite ya sea digital o analégica; debemos tener en cuenta una modulacion para

que se pueda transmitir sin perdidas de potencia o alteraciones por interrupciones.

PWM es un sistema que es comunmente usada para emitir sefales analdgicas donde la sefal
portadora serd digital. La técnica en cuestidn altera el ciclo de trabajo de una sefal periddica
(por ejemplo, una cuadrada o senoidal), con la finalidad de transferir datos mediante un canal
de comunicaciones o para manejar la proporcion de energia enviada a una carga. El Duty Cycle
(Ciclo de trabajo) de toda sefial periddica es el ancho de su parte positiva, en relaciéon con
respecto al periodo. Se expresa en porcentaje, ejemplo: un duty cycle de 25 % seiala que esta

25 de 100 a nivel alto.
= t=tiempo en parte positiva
= T = Periodo, tiempo total
= Dutycycle=t/T

Principalmente, se basa en accionar una salida digital durante un tiempo y que permanezca
apagada en el tiempo restante, produciendo de este modo, pulsos positivos repitiendose de
forma sostenida. En consecuencia, la frecuencia no varia (es decir, el tiempo entre disparo de
pulsos), mientras que el duty cycle varia, se hace variar la anchura del pulso. El promedio de
esta tension de salida, a lo largo del tiempo, serd igual al valor anal6gico deseado.

Dada la situacion:

Duty cycle
100

‘/;Jromedio - (5V - OV) *

Si con una tensién Vcce (Voltaje de corriente continua) de SV como ejemplo, se quiere una sefial

PWM de 1V, producird una sefial que el 20 % del tiempo serd 5V y el 80 % faltante serd OV.

De modo concreto, la modulacion PWM posee multiples aplicaciones como las anteriormente
mencionadas, como en el cambio de brillo de los LEDs, en motores y servomotores e inclusive

en la generacion de melodias y sonidos en zumbadores o altavoces cuya frecuencia varia.
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0% Duty Cycle

el bl

ov

25% Duty Cycle

5V

ov

50% Duty Cycle
5V

ov
e -+

75% Duty Cycle
5V —ess———— p—— —_—

ov

100% Duty Cycle
5v

ov

Figura 3.11: Onda cuadrada con diferentes ciclos de trabajo (Duty Cycle)

Los ondas cuadradas o pulsos generados a la salida (Figura 3.11) pueden apreciarse cuando
se conecta en un osciloscopio, la cual podemos intentar una modificacion del Duty Cycle y

observar su variacion en el osciloscopio.(Figura 3.12)

Figura 3.12: Luz LED con sefial al 20 % y 90 % del ciclo de trabajo respectivamente

Ejemplo: Al visualizar en un osciloscopio una sefial cuadrada de 5S00Hz de frecuencia. La seial
se encuentra 1ms en estado alto y 1ms en estado bajo donde el Periodo es de 2ms. En estado

alto son 5 Voltios y en estado bajo son 0 voltios (aunque puede ser cualquier valor siempre
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que el estado alto sea mayor que el bajo) con un 50 % de ciclo de trabajo. Aproximar la sefial

generada a la serie de Fourier.

Los siguientes valores son:

Voltaje: 5V Periodo = 0.002 segundos
Frecuencia PWM: 500Hz | Duty Cycle: 50 %

Utilizaremos Simulink para generar la sefial y la visualizaremos en un osciloscopio:
= Emplear como fuente de datos el bloque square (sefial cuadrada)
= Configurar Amplitud a 2.5 (A = 2.5) y frecuencia a 500 (w = 500)

= Dentro de Simulink seleccionar los bloques de uso comun.

* Bloque Sum

* Bloque constant con valor constante -2.5 para desplazar la sefial y que arranque en

6‘07’

* Bloque Gain con una ganancia de “-1”

= Colocar un osciloscopio a la salida.

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help

B> He- B w4®P - H- B o |E-
Simu2
®
3 r =1
noog
+ O >
Signal Gain I'Sc.c:;p(i.»J
Generator
O
-2.5

Constant

v @ E

Ready 150% auto{VariableStepDiscrete)

Figura 3.13: Herramientas para generar la sefial
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Al dar doble click en el osciloscopio (Figura 3.13) visualizaremos la sefial cuadrada que se

genera (Figura 3.14).

A Scope
File Tools View Simulation Help

G- 0P® - |A- K- Fid-

Ready Sample based T=0.200

Figura 3.14: Senal Cuadrada

Utilizaremos Matlab para representar esta sefal (Figura 3.15):

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Figura 3.15: Seiial cuadrada generada en MATLAB

A=2.5; % Amplitd

w=500; % Frecuencia fundamental
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Fs=100000; % Frecuencia de muestreo
T=5% (1/w) ; % Periodo
c=50, % Duty cicle

t=0:1/Fs:T-1/Fs

x=Axsquare (2+xpi*w*t,c)+2.5;
plot (t,x, 'b', "linewidth', 2)
ylim([-1,6])

grid on

Guidndonos de la grafica utilizaremos la serie de Fourier para aproximar la sefial generada:

5, 0<t<0,001
x(t) =
0, 0,001 <t <0,002

o [d+T 9 0,002 1 0,001
== t)dt = —— t)dt = —— bdt
o T/d #(t) 0,002 J, z(t) 0,001 [/0 +/0

> not 0 0,001 — 0] =5
= — t‘ = — s — =
0,001 { 0 1 0,001[ )

9 [T
ap, = T/o x(t)cos(nwt)dt = 0,002

44147 L/QKM15005 IE%Eé dt| =
0,001 | /o 0,002 N

0,001
nmt
5 Se"(o,om) 5 0,001[ <n7r~0,001> (
Ssen \ ——— ) — sen

= 0,001 _nm_ T 0,001 nr 0,001
0,001
0
L (sen(nm) —0)
= — ) — =
nm
27
donde: =0 =
onde: sen(n) y w 0,002
o [T 0,002
1

0,001 n2wt
5 dt| =
0,001 UO sen <0, 002) ]

0,002
/ x(t)cos(nwt)dt =
0

oat| -

nmw -0
0,001

)

71
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0,001
nmt
5 COS<0,001> 5 0,001{ (mr-(),OOl) (m-oﬂ
COS| ————— | — COoS =

0,001 |  _n°*m 70,001 nr 0,001 0,001
0,001
0
5 5 5
-2 —c05(0)) = ——((=1)" = 1) = (1 — (—1)"
— (cos(nm) = cos(0)) = ——((=1)" = 1) = —(1 = (=1)")

entonces: x(t) = %ao + Z[ancos(nwt) +bysen(nwt)] = 2,5 +Z [%[1 - (_1)N]sen(nt)}

1 . . . . . . . . .
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Figura 3.16: Senal cuadrada aproximada en la serie de Fourier

Fs=100000; % Frecuencia de muestreo

T=0.01;

t=0:1/Fs:T-1/Fs;

k=100;

a0=2.5;

s=al;

for n=1:1:k
p=(-5x((-1) "n=-1) / (n*pi)) .*sin(pi+nxt/0.001) ;
S=s+p;

end

plot (t,s, 'r', '"LinewWidth', 2)

grid on
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Con esto nos percatamos de que esta sefial vista en el osciloscopio es una funcion periddica y

el cual puede convergerse (Figura 3.16)

3.3. Modulacion analégica

La modulaciéon de una sefial es vital para transmistir informacién a una distancia larga. Es
ademds una forma de propalar de manera simultanea mas de una sefial mediante un mismo
canal de transmision (cable, hertziano, etc.) Hay dos tipos de sefiales de modulacion que son:
“AM” (modulacién de amplitud), donde la amplitud (fuerza) de la onda portadora cambia de-
pendiendo de la sefial de modulacion, y FM (modulacién de frecuencia) donde la frecuencia de

la onda portadora cambia dependiendo de la sefial de modulacién.

El método mas antiguo y simple de modulacioén es la sefial “AM”, principalmente debido a que
la fase de de modulacion del receptor, es de realizacion simple. Un multiplicador, seguido de
un filtro, es lo unico necesario para conseguir una sefial modulada en amplitud. Sin embargo
se reconoce que este tipo de modulacion presenta numerosas alteraciones y por elo hoy en dia

usamos la sefial FM.

El programa SIMULINK puede emplearse para realizar la simulacion de los sistemas de co-

municacion.

A continuacion se presenta un ejemplo para realizar la simulacion de un sistema AM dentro de

SIMULINK.

Ejemplo: Realizar el modelo de un sistema de transmision y recepcion de AM en SIMULINK.

Emplear como fuente de datos el bloque sawtooth (senal diente de sierra).

Configurar amplitud a4 (A = 4) y frecuenciaa 0.3 (w = 0,3).

Dentro de la libreria discreta seleccionar el bloque Zero-Order hold y fijar tiempo de

muestreo de 0.01.

De la sublibreria de modulacion seleccionar el bloque SSB AM Modulator Passband.
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= Fijar la frecuencia de portadora a 25

= Fijas fase inicial a 0

= Seleccionar sideband en superior (Upper)

= Seleccionar transformada de Hilbert a 200

= De la sublibreria de modulacién seleccionar el bloque SSB AM Demodulator Passband.
= Fijar la frecuencia de portadora a 25.

= Fijar fase inicial a 0.

= Seleccionar tipo de filtro baso-bajas en Butterworth.

= Seleccionar orden del filtro en 2.

m Seleccionar frecuencia de corte en 30.

= Colocar un osciloscopio a la salida.

" . untitled * - Simulink

File Edit Wiew Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
jusfv] = S i
RN =R =R C N e R ra— TR
untitled
[©] @ Quickly insert blocks by clicking in the diagram and typing part of the block name._More information. &
E2
A LT NS =
= oooo
00 JH SSB AM SSB AM )
]
" 5 =
Signal Zero-Order Scope
Generator Hold SSB AM SSB AM
1 Modulator Demodulator
Passband Passband
»
Ready 150% VariableStepDiscrete

Figura 3.17: Modelo de sefial de modulacion AM

Al dar doble click en el osciloscopio (Figura 3.17) se pueden observar las sefiales antes y des-
pués del proceso de modulacién, en este ejemplo se definio una sefial tipo diente de sierra

(Figura 3.18).
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A Scope
File Tools View Simulation Help

@- 4O ® =-A-E-|FEA-

Ready Sample based |Offzet=0 T=2103.960

Figura 3.18: Oscilograma de la sefial en el receptor

Para aproximar esta sefial a las series de fourier necesitamos hallar sus valores, ya sabemos el

valor de la amplitud y la frecuencia, ahora hallaremos el periodo utilizando su formula:

En este paso seleccionaremos una parte especifica de la sefial periddica para denotar una fun-

cién y aproximarlo a la serie de Fourier.

Y2 — U1

Formula para hallar una funcién lineal: y — y; = (x — 1)
To — I
A
(@1, 91) = (Tm, 4) (z2,92) = (?7 —4)
—4 -4
y—4= = (z —Tm)
E
8
y—4= (x —Tm)
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—24
= (g —
Y T (x — Tm)
6
y—4=——.(v—"Tn)
o
_ bx 42
VTR TR TS
bz 62
YT TS
6.t 62 41
ft)=—z-+= (mgx%), dondet=2 y f(t)=y
. 1 . . ) 20m
Obtenemos la expansion periddica de la serie de Fourier con periodo 1" = = y f(t) =

fe+1T)

Utilizaremos las formulas de los coeficientes de Fourier ay, a,, y b, para obtener su valor:

41m 417

2 /d+Tf(t)dt 2 /T —6t N 621 . _ 3 —6.12 N 62.t] 3
a = — = R J— —
° T T/, 207/3).. |57 5 107 | 107 5 ],

™

3 [—6(41lm)*  62(41m) —6(77)?  62(7n)
107 | 107(3)2 5(3) _< T )}

~ 3 [—6(16817%) N 25427 N 2947% 434w
~ 107 | 107(9) 15 107 5

3 __ 16817 n 25427 n 1477 _ 434w
10w | 15 15 5 5

3 [861r  287r
107 | 15 5
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2 d+T
a, = —/ f(t)cos(nwt)dt, (n=1,2,...)
T'Ja 41
a —L/T _—&—l—@ cos @ dt
" 20m/3 ), 57 5 10
—6t 62 3nt
u = ? E dU = COS E dt
— 1
du = —6dt v = —Osen %
5% 3n 10

417
3 10 /-6t n 62 3nt n 6 /T 10 3nt gt
Qn = —|7—|— — ) sen |\ —— -— —.Sen | ——
107 | 3n \ 57 5 10 oM Jo. 3N 10
N 417

3 |10 /-6t 62 3nt 6 [10\°2 3nt) | °
=—[—|—=—+—=]sen|— | ——. | =— | cos| —
10m [ 3n \ b« 5 10 5 \ 3n 10

T

3 |10 /=6 417 62 3n 41w 6 10\ ° 3n 41w
=— ===+ = )sen|——— ) ——. | — | cos| —.—
107 | 3n \ b7 3 ) 10 3 om \3n 10 3

3 10 /=20 417.n 40 417.n
=— | —(— | sen — cos
107 | 3n 5 10 3m.n2 10

3 |10 20 217r.n\ /10\? 40 21m.n
—_— | —.—.5€n -— — ———.COS
107 |3n° 5 10 3n 37.n2 10
3 [ 40 Ar.n 40 Ar.n 40 217w N 40 217w.m
= — | ——8€en — CcOS — —Sen COS
107 | 3n 10 3m.n2 10 3n 10 37.n2 10

3 [—40 41m.n 21m.n 40 41m.n 21m.n
= —|— | sen + sen — coS — CcoS
107 | 3n 10 10 3m.n? 10 10
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2
b, = —/ )sen(nwt)dt, (n=1,2,...)
T
Ar
2 / —6t n 62 3nt &
n — + — | sen
207?/3 . bt 5 10
—6t 62 3nt
U = =t dv = sen 0 dt
du = _—6dt V= —Ecos @
5% 3n 10
417
b 3 10 [/ —6¢ 482 62 3nt 6 / 10 3nt ot
n el e cos| — | — — —.co8 | —
107 3n\ 57 5 10 57 Jo. 3n 10
] air
3 10 /-6t 62 3nt 6 [/10\° 3nt) | °
=—|—(—+—)cos| — ) ——. | — nl—
107 3n \ 5w 5 10 57t \ 3n 10 -

3 [ 10 /=6 417 62 3n 417\ 6 [10\° 3n 417
=——|-——— 4+ = cos| —— | ——. [ — | sen|—.—
107 3n \br 3 5 10 3 5t \ 3n 10 3

3 10 /-6 62 3n 6 [/10\° 3n
3 10 /—20 41m.n 40 41m.n
=—|— | — | cos — sen
107 3n 5 10 3m.n2 10
3 10 20 2lrn\ /10\> 40
107 | 30 5“0 3n 372 >
3 T[40 41m.n 40 41m.n n 40 21m.n N 40
= — |—cos — sen — oS sen
107 [ 3n 10 3m.n? 10 3n 10 3m.n?
3 T[40 41mr.n 21m.n 40 41m.n 21m.n
= — | — | cos + cos ———Qa | sen — sen
107 [ 3n 10 10 3m.n? 10 10
4 31 4 317.
= — | 2cos m .cos(mn) | — 2sen Tn sen(mn)
™m 10 (m.n)? 10
1.
b, = i.cas Sim.n (=1)"
™ 10

21lt.n
10

)
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Asi que la expansion en serie de Fourier de f(¢) donde:

ft) = % + f: ancos(nwt) + f: by sen(nwt)
n=1 =

= n=1

€S:

Serie

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo t

Figura 3.19: Aproximacion de la sefial analdgica AM a la serie de Fourier

clear all
clc

£t=0:0.01:20*p1i;

k=100;

for n=1:1:k

p=—(8/ (pi*n)) *sin(31+pixn/10)*(-1). n*cos (n*3«t/10);
g=(8/ (pi*n) ) +xcos (31l*xpi*n/10)*(-1) . n*sin(n+*3xt/10)
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S=s+p+J;
end
plot(t,s,'r")
title('Serie de Fourier f(t)');
xlabel ('Tiempo t');
legend('Serie');

grid on

como observamos en el anterior ejemplo, la sefial periddica generada en SIMULINK puede

aproximarse mediante las series de Fourier (Figura 3.19).



Conclusiones

SIMULINK es una sub-aplicacién de MATLAB que permiti6 visualizar en un osciloscopio el
comportamiento de una sefial, esto significd una gran ventaja ya que nos permitio obtener datos
especificos de la sefial en cuestion permitiendo obtener su grifica y aproximarlo a la serie de

Fourier.

Se emplearon bloques funcionales para simular y generar sistemas de diferentes tipos de sefiales
en SIMULINK, el principal bloque fue el generador de sefiales (cuadrada, triangular, senoidal,

sierra) modificando su frecuencia, amplitud y periodo.

La serie de Fourier permite graficar la sefial periddica con minimos errores de aproximacion

cuyas graficas podran vizualisarse en el software de MATLAB.

Las aplicaciones de MATLAB desarrollan un lenguaje que permite graficar funciones y utilizar
los diferentes tipos de comandos para visualizar las series de Fourier en las sefiales en tiempo

continuo y discreto.
Aligual que en otras tematicas, en el siguiente trabajo tiene su aplicaciéon de manera concreta en

la vida cotidiana ya que estudiamos sefales que se visualizan en un osciloscopio y se generan

por impulsos eléctricos aproximandose por medio de las series de Fourier.
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Recomendaciones

Utilizar el programa de MATLAB 2017b por que esta version es mas completa que las ac-
tualizaciones posteriores a esta, ahorramos mucho tiempo por que tenia todos sus comandos

integrados, las versiones futuras necesitan descargarse por separado.
Tener un conocimiento base sobre el lenguaje de MATLAB para programar los diferentes co-
mandos que se necesitan para trabajar con funciones periddicas ademads de averiguar las formas

de generar sefiales con SIMULINK.

Conocer la importancia de la serie de Fourier en aplicaciones como la teoria de sefales y

ademads analizar la importancia que este tiene en la programacién y en las telecomunicaciones.

Revisar las nociones y la teoria fundamental de las series de Fourier asi como su desarrollo y

aplicabilidad en diferentes &mbitos de la ciencia y la tecnologia.
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