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Licenciado en Mateḿaticas
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Fı́sicas y Matemáticas la aceptación de la tesis titulada “Teorı́a homológica singular y cálculo

de algunos grupos de homologı́a”, presentado por el Bach. Mat. Edwin Jhon Núñez Mendoza
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Escuela Profesional de Matemática
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Bach. Mat. Edwin Jhon Núñez Mendoza
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Resumen

El trabajo de investigación abordó aspectos avanzados de la teoría homológica

singular y el cálculo de grupos de homología en contextos topológicos específicos. Se

inicia definiendo una categoría admisible como una subcategoría de pares topológicos que

cumple con ciertas propiedades estructurales. Este enfoque permitió refinar y extender

el uso de categorías en topología algebraica. El estudio detalló los axiomas de Eilenberg-

Steenrod, fundamentales en la teoría de homología y cohomología. Además se expone

cómo estos axiomas establecen un marco para entender las relaciones entre diferentes

tipos de homologías y la estructura subyacente de espacios topológicos. Mediante la

utilización de funtores entre dos categorías relevantes, la de espacios topológicos y la de

grupos abelianos, se ha desarrollado una teoría de homología singular. Se verificó que la

homología singular cumple con los axiomas de Eilenberg-Steenrod, reforzando su validez

y aplicabilidad en un marco teórico amplio. Finalmente, el estudio logró aplicaciones

concretas al calcular los grupos de homología para objetos topológicos fundamentales

como el punto, la esfera, el plano proyectivo real y el toro. Estos cálculos no solo ilustran

la utilidad de la teoría desarrollada, sino que también proporcionan ejemplos claros de

cómo se pueden manejar espacios de diferente complejidad dentro del mismo marco

teórico.

Palabras clave: Homológica singular, grupos de homología, funtores y axiomas de

Eilenberg-Steenrod.



Abstract

The research work addressed advanced aspects of singular homology theory and

the computation of homology groups in specific topological contexts. It starts by defining

an admissible category as a subcategory of topological pairs satisfying certain structu-

ral properties. This approach allowed refining and extending the use of categories in

algebraic topology. The study detailed the Eilenberg-Steenrod axioms, fundamental in

homology and cohomology theory. In addition, it is shown how these axioms establish a

framework for understanding the relationships between different types of homologies and

the underlying structure of topological spaces. By using functors between two relevant

categories, that of topological spaces and that of abelian groups, a singular homology

theory has been developed. It was verified that singular homology complies with the

Eilenberg-Steenrod axioms, reinforcing its validity and applicability in a broad theoreti-

cal framework. Finally, the study achieved concrete applications by calculating homology

groups for fundamental topological objects such as the point, the sphere, the real pro-

jective plane and the torus. These calculations not only illustrate the usefulness of the

developed theory, but also provide clear examples of how spaces of different complexity

can be handled within the same theoretical framework.

Keywords: Singular homology, homology groups, functors and Eilenberg-Steenrod axioms.
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Introduccíon

En la Topologı́a Algebraica existen diferentes teorı́as dehomologı́a. Entre las más conocidas

se encuentran la homologı́a: singular, simplicial y celular. La idea de homologı́a singular es

introducida en 1944 por S.Eilenberg (1913-1998). Lefschetz habı́a dado en 1933 la definición

de sı́mplice singular con algunas imperfecciones, por lo que Eilenberg la modifica más ade-

lante dando lugar a las definiciones que actualmente conocemos de homologı́a singular (con

coeficientes en un anillo R) de X,Hn(X ;R). Lefschetz define además la noción de homo-

logı́a relativaHi(K,L) donde K es un complejo finito, y L un subcomplejo de K. Este nuevo

concepto engloba a la homologı́a singular y la homologı́a deCech. Ese mismo año Eilenberg

trabaja también con Steenrod; ambos deciden comenzar a estudiar la homologı́a desde un pun-

to de vista diferente: en lugar de analizar la manera de construir grupos de homologı́a y definir

ası́ nuevos grupos, se concentran en estudiar las propiedades que cumplen los grupos ya defi-

nidos hasta entonces. De esta manera seleccionan varias propiedades comunes a todos ellos,

y las denominan axiomas de la teorı́a de la homologı́a. Los nuevos axiomas de homologı́a se

introducen en su artı́culo “Axiomatic approach to homologytheory”. Eilenberg y Steenrod

prueban también que muchas de las propiedades demostradaspara las diferentes teorı́as son

consecuencia de estos axiomas. Su resultado más interesante es la prueba de que en la cate-

gorı́a de los espacios compactos triangulables, todas las teorı́as de homologı́a que verifican

los axiomas son isomorfas. Aunque los axiomas de Eilenberg ySteenrod caracterizan muchas

de las teorı́as de homologı́a utilizadas, existen otras no menos importantes denominadas ho-

mologı́as generalizadas en las que alguno de los axiomas de Eilenberg-Steenrod no se verifica

(en general, suele ser el axioma de dimensión). Algunos ejemplos de estas teorı́as son : La

homologı́a cı́clica,la homologı́a de Hochschild y la K-homologı́a.En esta tesis solo vamos a

estudiar la homologı́a singular, la razón es que la homologı́a singular está definida sobre toda

la categorı́a de los espacios topológicos(Top1.) Otra ventaja importante que esta teorı́a nos

ofrece, es la de establecer un funtor que relaciona la categorı́a (Top1) con la categorı́a de los

grupos abelianos(Ab). El objetivo de este capı́tulo es exponer todos los resultados necesarios

de la teorı́a de homologı́a singular para poder desarrollaralgunas de las aplicaciones presen-

III



Índice general IV

tadas en el capitulo final.

En el primer capitulo presentamos los axiomas de Eilenberg ySteenrod para la teorı́a de ho-

mologı́a y daremos una demostración de sus consecuencias que serán de gran utilidad para el

cálculo de algunos grupos de homologı́a.

En el segundo capitulo presentaremos la teorı́a de homolog´ıa singular el cual se construirá a

través de funtores de homologı́a cuyos resultados están dadas con muchos detalles ası́ tam-

bién se comprobará que los axiomas de Eilenberg y Steenrodsatisface para esta homologı́a

pero el resultado más importante es el axioma de la excisión que establece una relación entre

la homologı́a singular de un espacio topológico y la homologı́a singular de sus subespacios,

de tal forma que si la unión abierta de estos subespacios es todo el espacio topológico y la

intersección es no vacı́a, entonces es fácil determinar la homologı́a de algunos espacios en

términos de la homologı́a singular de sus subespacios.

Por último, el capitulo tres se presentan algunas aplicaciones de la homologı́a singular como

por ejemplo el cálculo de algunos grupos de homologı́a y la invariancia topológica.



Caṕıtulo 1

Axiomas de Eilemberg-Steerod

En este capitulo ahondaremos detalladamente lo que es una categorı́a admisible ,luego defini-

remos los axiomas de Eilemberg-Steerod para luego enunciaruna teorı́a homológica.

1.1 Categoŕıa Admisible

Definición 1.1. Sea X un espacio topológico y A un subespacio(A ⊂ X) entonces el

par (X,A) se le llamapar topoĺogico. En particular si A = ∅ entonces(X, ∅) es un caso

importante para nuestro tema.

Ejemplo 1.1. En el (x, y, z)-espacioR3 y el subespacio obtenido al empalmar de los extre-

mos de una cuerda para hacer un lazo simple .

Ejemplo 1.2. El espacio topoĺogico X = R
3 y el subespacio obtenido al hacer un lazo en

R3 atando un nudo en la cuerda antes de empalmar sus extremos.

Ejemplo 1.3. Sea X un espacio ḿetrico y A un subconjunto con la topologı́a asociada a

la distancia inducida es un subespacio topológico.

Ejemplo 1.4. El producto topoĺogico de la circunferencia unitariaS1 con la recta realR

es un subespacio topológico deR2 × R.

Definición 1.2. Sean (X,A) y (X ′, A′) pares topoĺogicos . SiX ′ ⊂ X yA′ ⊂ A entonces

(X ′, A′) es elsubpardel par topoĺogico(X,A). La representacíon simb́olica :

(X ′, A′) ⊂ (X,A) ↔ X ′ ⊂ X ∧ A′ ⊂ A.

1



1.1. CategoŕIa Admisible 2

Figura 1.1: Nudos topológicos enR3

resume la definición anterior.

Dado un par topológico arbitrario(X,A), se tiene la siguiente relación de inclusion:

∅ ⊂ A ⊂ X

y de ella se puede formar los seis pares topológicos, los cuales son:

(∅, ∅), (A, ∅), (X, ∅), (A,A), (X,A), (X,X)

llamadospares topoĺogicosasociados al par topológico(X,A). En el caso de queA = ∅

óX = A, algunos de estos pares son iguales.

Definición 1.3. Si (X,A) y (Y,B) son pares topológico, entonces una función continua

f : X → Y es llamada una aplicación de pares si

f(A) ⊂ B.

y escribimosf : (X,A) → (Y,B).

Observacíon 1.1. La funcíon f definida en ĺıneas atŕas se denota como :

f : (X,A) → (Y,B)



1.1. CategoŕIa Admisible 3

que hace que el siguiente diagrama conmuta :

X
f // Y

<<

A
(f/A) //

i

OO

B

j

OO

Nota 1.1. De aqúı en adelante un “aplicación continua” entre pares topoĺogicos, lo llama-

remos simplemente “aplicación” entre pares topoĺogicos.

Observacíon 1.2. Suponiendo queA = ∅, la condicíon f(A) ⊂ B siempre se satisface y

por lo tanto cualquier aplicacíon de (X, ∅) en (Y,B) es śolo un aplicacíon f : X → Y.

Por ejemplo: La funcíon constante y la función identidad. Particularmente, no se distin-

guirá la aplicacíon f : (X,A) → (Y,B) con la aplicacíon f : X → Y .

Ejemplo 1.5. Sea p : R −→ S1 y p(t) = (cos(2Πt), sen(2Πt)) satisfaciendo que

p(R) ⊂ S1 entonces es una aplicación continua de espacios topológicos.

Ejemplo 1.6. Sea f : (R3, S2) −→ (R3, B) donde B es cualquier elipsoide deR3

satisfaciendo quef(S2) ⊂ B entonces es una aplicación continua de pares topológicos.

Ejemplo 1.7. Sea f : (R3, A) −→ (R3, S1 × R) dondeA = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 =

z2, z > 0} llamado cono , satisfaciendo quef(A) ⊂ S1 × R entonces es una aplicación

continua de pares topológicos.

Observacíon 1.3. Sea cualquiersubpar(X ′, A′) de un par topoĺogico (X,A) por la defini-

ción1.3, se tiene :

1. Sea la aplicacíon i : X ′ → Y tal que i(A′) ⊂ A entonces nos induce una aplicación

f = i : (X ′, A′) → (X,A)

de pares topoĺogicos llamadoaplicación inclusion.

2. Si (X ′, A′) = (X,A) esta aplicacíon inclusioni sera llamadoaplicación identidad

del par topoĺogico (X,A).
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Definición 1.4. Sean tres pares topológicos : (X,A), (Y,B) y (Z,C). Si f : (X,A) →

(Y,B); g : (Y,B) → (Z,C) son dos aplicaciones de pares topológicos entonces la

composicíon

h = g ◦ f : X → Z

de las aplicacionesf : X → Y y g : Y → Z, satisfaciendo la siguiente condición

h(A) = g[f(A)] ⊂ g(B) ⊂ C

h(A) ⊂ C

esto significa queg ◦ f : (X,A) → (Z,C) es una aplicacíon de pares topológicos.

Considere un aplicación arbitraria

f : (X,A) → (Y,B),

sean(X ′A′) ⊂ (X,A) y (Y ′, B′) ⊂ (Y,B) los subpares que satisfacen:

f(X ′) ⊂ Y ′, f(A′) ⊂ B′.

esto nos induce una aplicación

g : (X ′, A′) → (Y ′, B′),

que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

(X,A)
f // (Y,B)

<<

(X ′, A′)
g //

i

OO

(Y ′, B′)

j

OO

tal quef ◦ i = j ◦ g

definido porg(x) = f(x) para cualquierxǫX ′ entonces la aplicación “g” es inducido porf .

Observacíon 1.4. En el caso de que(Y ′, B′) = (Y,B) entoncesg es llamado larestricción

de la aplicacíonf sobre el subpar(X ′, A′) del par(X,A) y se denota por:

g = f|(X′,A′).
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Definición 1.5. Sea(X,A) un par topoĺogico arbitrario.El siguiente diagrama :

(X, ∅)
i

$$❏
❏❏

❏❏
❏❏

❏❏

(∅, ∅) i // (A, ∅)

i
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉

i

$$■
■■

■■
■■

■■
(X,A) i // (X,X)

(A,A)

i
::ttttttttt

Se llama red asociado al par topológico(X,A).

Definición 1.6. SeaX × I el producto topoĺogico del espacioX con el intervalo unitario

cerradoI = [0, 1] y este con el subespacioA (A × I) entonces el par(X × I, A × I) =

(X,A)× I es un par topoĺogico llamado cilindro.

Las aplicaciones

(X,A)
k0 //

k1
// (X × I, A× I) definida por k0(x) = (x, 0) y k1(x) = (x, 1)

para cualquierx ∈ X. Son evidentemente imbeddings .Las aplicacionesk0 y k1 se llaman

imbeddings cańonicas.

Definición 1.7. Para una aplicacíonf : X → Y entre espacios topológicos es un imbedding

si f : X → f(X) es un homeomorfismo .(Aquı́, f(X) tiene la topoloǵıa del subespacio que

recibe como un subconjunto deY ). Por lo tantof : X → Y es un imbedding si y solo sif

es inyectivo y continuo yf−1 : f(X) → X es continuo.Equivalentemente,f : X → Y es un

imbedding si y solo sif es inyectiva y continuo yf : X → f(X) es abierto .

Ejemplo 1.8. Cualquier aplicaciones inclusion es una inmersión .

Ejemplo 1.9. Recordemos queS1 = {x ∈ R2 : ||x||2 = 1}es un circulo de radio1 enR2. La

siguiente figura ilustra un imbeddingf : S1 −→ R2 cuya imagenf(S1) es un nudo de trébol.
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f

f(p)

f(r)

p

r f(q)

q

Ejemplo 1.10. Se le asigna aN la topoloǵıa discreta . Defina las funciones continuas inyec-

tivasf1, f2 y f3 : N → R por f1(n) = n,f2(n) 1n y f3(1) = 0 y f3(n) = 1
n

paran > 2.

Entoncesf1 y f2 son imbeddings. Por lo tantof3 no es un imbedding porquef−1
3 : f3(N) → N

no es continuo.

Definición 1.8. Sea

C := {Obj[(X,A)],Mor[((X,A); (Y,B))], ◦}

unacategoŕıa admisiblecuyosobjetosson pares topológicos (X,A) de un espacio topológico

X conA ⊂ X y cuyosmorfismosson ciertas aplicacionesf : (X,A) −→ (Y,B) con

f : X −→ Y andf(A) ⊂ B que satisface las siguientes condiciones:

AC1. Si el par topoĺogico(X,A) est́a enC, entonces todos los pares y las aplicación inclu-

siones de la red del par(X,A)

(X, ∅)
i

$$❏
❏❏

❏❏
❏❏

❏❏

(∅, ∅) i // (A, ∅)

i
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉

i

$$■
■■

■■
■■

■■
(X,A) i // (X,X)

(A,A)

i
::ttttttttt

est́a enC
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AC2. Si f : (X,A) → (Y,B) es un morfismo que está enC entonces(X,A), (Y,B) esta en

C junto con todas las aplicaciones que f define los miembros de la red del par(X,A)

sobre los miembros correspondientes de la red del par(Y,B).

AC3. Sif : (X,A) → (Y,B) yG : (Y,B) → (Z,C) son morfismos que están enC, entonces

su composicíongof : (X,A) → (Z,C) est́a enC.

AC4. Si I = [0,1] es un intervalo unitario cerrado y(X,A) est́a enC entonces el producto

cartesiano

(X ;A)× I := (X × I, A× I)

est́a enC y las aplicaciones dadas por

g0; g1 : (X ;A) −→ (X ;A)× I

g0(x) = (x, 0) , g1(x) = (x, 1)

est́a enC.

AC5. Si C consiste de un espacio unitario. SiX,P ∈ C y P es un espacio formado por un

solo punto y cualquier aplicaciónf : P −→ X entonces f está enC

Ejemplo 1. La categorı́aCT de todos los pares topológicos(X,A) y cuyas aplicaciones de

tales pares topológicos obviamente satisfacen las cinco condiciones deAC1 hastaAC5.

y por lo tanto es una categorı́a admisible para la teorı́a homológica. Esto es claro por

la definición de queCT es la categorı́a admisible mas grande, es decir,CT contiene

cualquier categorı́a admisible como una subcategoria.

Ejemplo 2. La subcategoria deCT , teniendo como objetos a todos los pares(X,A), donde

X es localmente compacto y es hausdorff, yA ∈ X es cerrado y los morfismos de

todos los pares satisfacen que la preimagen de un subconjunto de un compacto es com-

pacto.obviamente satisfacen las cinco condiciones deAC1 hastaAC5 por lo tanto es

una categorı́a admisible para la teorı́a homológica.

Ejemplo 3. la categorı́aCf de los conjuntos finitos ,teniendo como objeto a todos los pares

(X,A),dondeX es finito yA ∈ X es finito entoncesCf no es una categorı́a admisible

para la teorı́a homológica ya que el cilindro formado por(X× I, A× I) no es finito por

lo tanto no esta enCf .
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Definición 1.9. Dada unacategoŕıa admisibleC entonces un par topológico(X,A) se llama

par topoĺogico admisiblesi y solamente si esté pertenece alObj(C).

Definición 1.10.Dada una aplicacíonf : (X,A) → (Y,B) y una categoŕıa admisibleC arbi-

traria, se dice que esuna aplicacíon admisiblesi y solamente si esté esta enMorC[(X,A), (Y,B)].

Definición 1.11.Sean dosaplicaciones admisiblescualesquiera

f, g : (X,A) → (Y,B)

entonces podemos decir quef y g sonhomot́opicosenC si y solamente si existe una aplica-

ción

h : (X,A)× I → (Y,B),

tal quef = h ◦ k0 y g = h ◦ k1 dondek0 y k1 son las inbeddings del par topológico(X,A)

sobre el cilindro(X,A)× I.

En el siguiente gráfico se resume la definición anterior :

(X,A)
f

''❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖

k0
��

(X × I, A× I)
∃h // (Y,B)

(X,A)

k1

OO
g

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦

tal que:

f = h ◦ k0 y g = h ◦ k1

Observacíon 1.5. Si C es una de las categorı́as admisibles en los ejemplos dados anterior-

mente, entoncesf y g son homot́opicos enC.
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Axioma 1.2. (Axioma de la composición)

si f : (X,A) → (Y,B) y g : (Y,B) → (Z,C) son aplicaciones enC entonces tenemos:

(g ◦ f)∗n = g∗n ◦ f∗n

para cualquiern ∈ Z.

Axioma 1.3. (Axioma de la conmutatividad)

Si f : (X,A) → (Y,B) y g : A → B son aplicacíon enC definido porg(x) = f(x) ∀x ∈ A

entonces

∂ ◦ f∗ = g∗ ◦ ∂

tal que los diagramas siguientes conmutan:

Hn(X,A)

∂
��

f∗ // Hn(Y,B)

∂
��

Hn−1(A)
g∗ // Hn−1(B)

para cualquiern ∈ Z . este axioma ata funtores de homologı́a en la teoŕıa homoĺogicaK por

medio deloperador frontera∂.

Los tres primeros axiomas son usualmente llamadosAxiomas Algebraicos.

Axioma 1.4. (Axioma de exactitud)

Si (X,A) est́a enC e i : A → X ,j : X → (X,A) las aplicaciones inclusiones entonces la

sucesíon infinita :

· · · // Hn(A)
i∗ // Hn(X)

j∗ // Hn(X,A)
∂ // Hn(A) // · · ·

de grupos y homomorfismo es exacta el cual es llamado lasucesíon homoĺogicadel (X,A)

Axioma 1.5. (Axioma de la homotoṕıa )

Sea las aplicacionesf, g : (X,A) → (Y,B) son homot́opicos enC entonces tenemos :

f∗n = g∗n

para cualquiern ∈ Z.
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1.3 Algunas consecuencias de los axiomas de

Eilenberg-Steenrod

SeaK = {H, ∗, ∂}, una teorı́a homológica arbitraria en la categorı́a admisibleCT . Para esta-

blecer lainvariancia homotópica de los grupos de homologı́a enK. Definamos primero la

equivalencia homotópica en la categorı́aCT .

Definición 1.13. Una aplicacíon f : (X,A) → (Y,B) enCT se llama una equivalencia ho-

mot́opica si y solo si existe una aplicacióng : (Y,B) → (X,A) enCT tal que la composición

de aplicacionesg ◦ f y f ◦ g son homot́opicos (enCT ).

Observacíon 1.7. En el caso de queA = ∅ yB = ∅, esta nocíon de equivalencia de homo-

toṕıa se reduce a una equivalencia homotópica entre los espacios topológicosX eY .

Definición 1.14.Dos espacios topológicosX eY sonhomot́opicamente equivalentesi exis-

ten aplicacionesf : X → Y , g : Y → X tal que las composiciones de las aplicaciones:

g ◦ f : X → X, f ◦ g : Y → Y

son homot́opicos a las aplicaciones identidades enX eY respectivamente.

Observacíon 1.8. Si existe una equivalencia de homotopı́a f : (X,A) → (Y,B) entonces

decimos que el par topológico (X,A) es equivalente homot́opicamenteal par topoĺogico

(Y,B) en śımbolos:

(X,A) ⋍ (Y,B)

En el caso en queA = ∅ yB = ∅ este se reduce a la notación:

X ⋍ Y,

la cual denota queX eY son homot́opicamente equivalentes.

Proposición 1.1. Si una aplicacíon f : (X,A) → (Y,B) en CT es una equivalencia de

homotoṕıa, entonces el homomorfismo inducido:

f∗ : Hq(X,A) → Hq(Y,B)

es un isomorfismo para cualquierq.
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Demostracíon.Ya que f es una equivalencia de homotopı́a , existe una aplicacióng : (Y,B) →

(X,A) tal que la composición de las aplicacionesg ◦ f y f ◦ g son homotópicos a las aplica-

ciones identidades de los pares topológicos(X,A) y (Y,B) respectivamente. De acuerdo con

los axiomas 1.2,1.5 y 1.1 se deduce que la composición de homomorfismo:

g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ : Hq(X,A) → Hq(X,A)

f∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ : Hq(Y,B) → Hq(Y,B)

son los automorfismos identidades de los gruposHq(X,A) y (Y,B) respectivamente. Por un

teorema elemental en teorı́a de grupos implica quef∗ es un isomorfismo cong∗ como su in-

versa. Ya que esto es verdadero para cualquier enteroq, tenemos completado la demostración.

�

En el casoA = ∅ y B = ∅, tenemos el siguiente corolario :

Corolario 1.1. Si dos espacios topológicosX y Y sonhomot́opicamente equivalentes, es

decir,X ⋍ Y , entonces tenemos :

Hq(X) ≈ Hq(Y )

para cualquier enteroq.

Para cualquier enteroq, el grupo de homologı́aq-dimensionalHq(X) de un espacio topológico

X es unapropiedad homotópica deX, es decir que esta preservada por una equivalencia

homotópica. (Ver Apéndice A.)

SeaX subespacio de un espacioY . Una homotopı́a

{ht : X → Y : t ∈ I = [0, 1]},

es llamadadeformación si y solo sih0 es la aplicación inclusión. Además sih1 es una aplica-

ción constante, entonces la deformación{ht} es llamada unacontracción. Si una contracción

{ht : X → Y : t ∈ I}, decimos que el subespacioX es contractible en el espacioY . En

particular, siX = Y entonces decimos queX es contractible.

Ya que cualquier espacio contractibleX es homotópicamente equivalente al espacio unitario

0 (Ver Apéndice A), tenemos el corolario siguiente del axioma 1.7 de la dimension y del

corolario 1.1:
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Corolario 1.2. Si un espacio topológicoX es contractible,entonces tenemos :

H0(X) ≈ G,

Hq(X) = 0 (q 6= 0),

dondeG denota el coeficiente del grupo de la teorı́a homoĺogicaK.

Ahora deduciremos algunos consecuencias del Axioma de la Exactitud.

Proposición 1.2. Si la aplicacíon inclusioni : A ⊂ X de un subespacio A de un espacio

topológicoX es una equivalencia de homotopı́a, entonces tenemos

Hq(X,A) = 0

para cualquier enteroq.

Demostracíon. Como i : A ⊂ X es una equivalencia de homotopı́a, esto se debe por la

Proposición 1.1 tal que el homomorfismo inducido

i∗ : Hq(A) ≈ Hq(X),

es un isomorfismo para cualquier enteroq. Considere la secuencia homológica del par(X,A)

es decir:

... // Hq(A)
i∗ // Hq(X)

j∗ // Hq(X,A)
∂ // Hq(A)

i∗ // Hq−1(X) ...

por lo tanto los dos homomorfismoi∗ mostrados arriba son isomorfismo, esto sigue por una

propiedad elemental de la secuencias exactas, que el grupo intermedioHq(X,A) consiste

de un elemento unitario. Ya que esto es verdadero para cualquier enteroq, esto completa la

demostración de 1.2.

�

Aplicando la Proposición 1.2 para el caso en queA = X, obtenemos el siguiente Corolario:

Corolario 1.3. Para cualquier espacio topológicoX, tenemos

Hq(X,X) = 0

para cualquier enteroq.
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Un subespacioA de un espacio topológicoX es unaretracto deX si y solo si existe una

aplicaciónr : X → A tal quer(x) = x es valido para cualquierx ∈ A. Dicho aplicación

r : X → A es llamado unaretracción deX enA.

Proposición 1.3. Si un subespacioA de un espacio topológicoX es una retracto deX,

entonces la aplicación inclusioni : A ⊂ X induce un monomorfismo

i∗ : Hq(A) → Hq(X),

la aplicación inclusionj : X ⊂ (X,A) esto induce un epimorfismoj : Hq(X) → Hq(X,A)

y el operador borde∂ : Hq(X,A) → Hq−1(A) son homomorfismo triviales . Además, para

cualquier enteroq,Hq(X) es isoḿorfica a la suma directa deHq(A) yHq(X,A),es decir,

Hq(X) ≈ Hq(A)
⊕

Hq(X,A)

Demostracíon. ComoA es un retracto deX, existe una retracciónr : X → A deX enA.

Esto sigue por la definición de una retracción de que la aplicación composiciónr∗ ◦ i∗ es la

aplicación identidad enA. Por el Axioma 1.1 y 1.2 esto implica que la composiciónr∗ ◦ i∗ del

homomorfismo inducido:

Hq(A)
i∗ // Hq(X)

r∗ // Hq(A)

es el automorfismo identidad del grupoHq(A) para cualquier enteroq.

Por un teorema elemental en la teorı́a de grupos, de tiene quei∗ es un monomorfismo ,quer∗

es un epimorfismo y el grupo AbelianoHq(X) se descompone en la suma directa

Hq(X) = Im(i∗)
⊕

Ker(r∗)

para cualquier enteroq. Ahora consideremos la secuencia de homologı́a para el par(X,A),es

decir:

· · · // Hq(A)
i∗ // Hq(X)

j∗ // Hq(X,A)
∂ // Hq(A)

i∗ // Hq−1(X) // · · ·

Ya que el homomorfismoi∗ a la derecha es un monomorfismo,se sigue por una propiedad

elemental de secuencias, es decir, donde∂ es un homomorfismo trivial yj∗ es un epimorfismo.

Queda por demostrar que:

Hq(X) ≈ Hq(A)
⊕

Hq(X,A).

Para este propósito, dadoq un número entero arbitrariamente.
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Ya quei∗ : Hq(A) → Hq(X) es un monomorfismo,tenemos

Im(i∗) ≈ Hq(A),

ya que la secuencia de homologı́a es exacta, tenemos lo siguiente

Ker(j∗) = Im(i∗),

ya queHq(X) = Im(i∗)
⊕

Ker(r∗) y j∗ es un epimorfismo,tenemos

Ker(r∗) ≈ Hq(X)/Im(i∗) = Hq(X)/Ker(j∗) ≈ Hq(X,A)

Por lo tanto se obtiene:

Hq(X) ≈ Hq(A)
⊕

Hq(X,A).

Con este se concluye la demostración 1.3.

�

Ya que cualquier subespacio unitario de un espacio topológicoX es obviamente un retracto

deX, tenemos el siguiente Corolario que se deduce de la Proporción 1.3 y del Corolario 1.2.

Corolario 1.4. Para cualquier puntox0 de un espacio topológicoX, tenemos

H0(X) ≈ G
⊕

H0(X, x0),

Hq(X) ≈ Hq(X, x0) (q 6= 0),

dondeG denota el coeficiente del grupo de la teorı́a de la homoloǵıaK.

Un espacio topológicoX se llamadeformable sobreun subespacioA deX si y solo si existe

una homotopı́a, es decir

ht : X → X (t ∈ I),

tal queh0 es la aplicación identidad enX y h1(X) esta contenido en el subespacioA.

Proposición 1.4. Si un espacio topológicoX es deformable en un subespacioA deX, en-

tonces la inclusioni : A ⊂ X induce un monomorfismoi∗ : Hq(A) → Hq(X), la aplicacíon

inclusionj : X ⊂ (X,A) esto induce un epimorfismoj : Hq(X) → Hq(X,A) y el opera-

dor borde∂ : Hq(X,A) → Hq−1(A) son homomorfismo. Además, para cualquier enteroq,

Hq(A) es isoḿorfica a la suma directa deHq(X) yHq+1(X,A),es decir,

Hq(A) ≈ Hq(X)
⊕

Hq+1(X,A)
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Demostracíon. Puesto queX es deformable enA, existe una homotopı́a

ht : X → X (t ∈ I),

tal queh0 es la aplicación identidad enh1(X) esta contenido enA. Definir una aplicación

h : X → A tomandoh(x) = h1(x) para cualquierx ∈ X entonces la composición

i ◦ h = h1 : X → X

deh y la aplicación inclusioni : A ⊂ X es homotópico a la aplicación identidadh0 enX.

Por los Axiomas 1.1, 1.2 y 1.5, esto implica que la composici´on i∗ ◦ h∗ del homomorfismo

inducido

Hq(X)
h∗ // Hq(A)

i∗ // Hq(X)

es el automorfismo identidad del grupoHq(X) para cualquier enteroq. Por un teorema ele-

mental en la teorı́a de grupos, se tiene queh∗ es un monomorfismo ,quei∗ es un epimorfismo

y el grupo AbelianoHq(A) se descompone en la suma directa

Hq(A) = Im(h∗)
⊕

Ker(i∗)

para cualquier enteroq.

Ahora consideremos la secuencia homológica para el par(X,A), es decir :

· · · //Hq+1(X,A)
∂ // Hq(A)

i∗ // Hq(X)
j∗ // Hq(X,A)

∂ // Hq−1(A) // · · ·

Ya que el homomorfismoi∗ es un epimorfismo, se sigue por una propiedad elemental de

secuencias, es decir, dondej∗ es un homomorfismo trivial y∂ es un monomorfismo. Queda

por demostrar que :

Hq(A) ≈ Hq(X)
⊕

Hq+1(X,A)

Para este propósito, dadoq un número entero arbitrariamente. Ya que

h∗ : Hq(X) → Hq(A)

es un monomorfismo,tenemos

Im(h∗) ≈ Hq(X).

Ya que la secuencia homológica es exacta,tenemos lo siguiente

Ker(i∗) = Im(∂).
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Ya que∂ : Hq+1 → Hq(A) es un monomorfismo,tenemos

Im(∂) ≈ Hq+1(X,A).

Consecuentemente obtenemos:

Hq(A) = Im(h∗)
⊕

Ker(i∗) ≈ Hq(X)
⊕

Hq+1(X,A),

para cualquier enteroq.

�

En particular, siX is un espacio topológico contractible ,tal como eln-espacio euclidiano

Rn y si A es un subespacio no vacı́o deX, X es claramente deformable enA. Por lo tanto

tenemos el siguiente Corolario de la Proposición 1.4 y Corolario 1.2.

Corolario 1.5. Para cualquier subespacioA no vaćıo de un espacio topológicoX contracti-

ble tenemos

H0(A) = G
⊕

H1(X,A),

Hq(A) ≈ Hq+1(X,A) (q 6= 0)

dondeG el coeficiente del grupo de la teorı́a homoĺogicaK.

Finalmente estableceremos un avance de la Axioma de la excision.

Proposición 1.5. SiU es un conjunto abierto de un espacio topológicoX conteniendo a un

subespacioA deX, entonces la excision

e : (X\U,A\U) → (X,A)

induce un isomorfismo

e∗ : Hq(X\U,A\U) ≈ Hq(X,A)

para cualquier enteroq pruebe que existe un conjunto abiertoV del espacioX tal que la

clausuraX esta contenida enU y la aplicacíon inclusion

h : (X\U,A\U) → (X\V,A\V )

es una equivalencia homotópica.
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Demostracíon. ya queCl(V ) ⊂ U ⊂ A esta contenido en el interior deA. Por el Axioma de

la excision,

k : (X\V,A\V ) ≈ (X,A)

induce un isomorfismo

K∗ : Hq(X\V,A\V ) ≈ Hq(X,A)

para cualquier enteroq. En otras palabras,puesto queh es una equivalencia, esto se sigue de

la Proposición 1.1 es decirh induce un isomorfismo

h∗ : Hq(X\V,A\V )

para cualquier enteroq. Debido a

e = k ◦ h,

el axioma de la composición implica que

e∗ = k∗ ◦ h∗ : Hq(X\U,A\U) → Hq(X,A)

es un isomorfismo para cualquier enteroq.

�



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Homoloǵıa Singular

En este capitulo veremos la construcción de la homologı́a singular el cual se da a través de

aplicaciones n -simplex unitarios de un espacio topológico, y componerlas en sumas formales,

llamadas cadenas singulares. El operador frontera en un sı́mplices induce un complejo de la

cadena singular. La homologı́a singular es entonces la homologı́a del complejo de cadena. Los

grupos de homologı́a resultantes son los mismos para todos los espacios homotópicamente

equivalentes, lo cual es el motivo de su estudio. Estas construcciones se pueden aplicar a

todos los espacios topológicos, y ası́ la homologı́a singular se pueden expresar en términos de

la teorı́a de categorı́as, donde el grupo de homologı́a se convierte en un funtor de la categorı́a

de los espacios topológicos a la categorı́a de los grupos abelianos graduados. Estas ideas se

desarrollan en mayor detalle a continuación.

2.1 Complejo Singular de un Espacio

Definici´

∆n :=

{
(x0, . . . , xn) ∈ R

n+1
/ n∑

i=0

xi = 1, xi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n

}
,

es llamadon-śımplice unitario o simplementen-simplex.

Observemos que:

1. ∆n es subespacio deRn+1, además esté es compacto y metrizable.

20

on 2.1. “El conjunto,∆n, es definido por:
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>

>

>
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>

>

x0 x1

x0 x1

x2

k0

k1

k2

Ejemplo 1 Seaki : ∆1 → ∆2,, parai = 0, 1, 2. En la figura1, se ilustra como actúaki, en

∆1 = [x0, x1].

En siguiente se asume quen > 1 y consideremos las inmersiones

∆n−2
kj
−→ ∆n−1

ki−→ ∆n,

donde0 ≤ i ≤ n y 0 ≤ j ≤ n− 1.

Lema 2.1. Si0 ≤ j < i ≤ n, entonces tenemos que:

ki ◦ kj = kj ◦ ki−1 : ∆n−2 → ∆n.

Demostrací

ki[kj(x)] = ki(x0, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−2)

= (x0, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xi−2, 0, xi−1, . . . , xn−1)

= kj(x0, . . . , xi−2, 0, xi−1, . . . , xn−2)

= kj[ki−1(x)].

Ahora sumamos quej = i− 1. Entonces tenemos quei = j + 1, luego

ki[kj(x)] = ki(x1, . . . , xj−1, 0, xi, . . . , xn−2)

= (x0, . . . , xi−1, 0, 0, xi, . . . , xn−2)

= kj(x0, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1)

= kj[ki−1(x)].

esto completa de la demostraci´

on. “Seax = (x0, . . . , xn−2) un punto arbitrario del(n − 2)- simplex unitario

∆n−2. Si j ≤ i− 2, Entonces tenemos

on del Lema 2.1”.
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enX, puede ser identificado como la composición

ξ ◦ h : I −→ X,

en el espacioX. Después de haber hecho esto, obtenemos

S1(X) = P (X),

dondeP (X) es el conjunto de todas los caminos enX.

En conclusión, un 0-sı́mplice singular puede identificarse con un punto en X, un 1-sı́mplice

singular puede pensarse con un camino en X, un 2-sı́mplice singular es una aplicación del

triángulo est´

ξ : ∆n −→ X

el cual denota unn-sı́mplice singular enX. Para cualquier enteroi = 0, 1, . . . , n la composi-

ción

ξ ◦ ki : ∆n−1 −→ X

es un(n− 1)-sı́mplice singular enX, que sera llamado eli-ésima caradeξ y será denotado

por

ξ(i) = ξ ◦ ki.

Las (n + 1) carasξ(0), . . . , ξ(n) de unan-sı́mplice singularξ enX pueden no ser distintos.

De hecho, siξ : ∆n → X es una aplicación constante, entonces todos sus(n + 1) caras

ξ(0), . . . , ξ(n) son el mismo(n− 1)-s´

Definici´

σi : Sn(X) −→ Sn−1(X)

ξ 7−→ ξ(i).

Llamado eli-ésimooperador caraenS(X).

Precisamente para el complejo singular de un espacioX nos referimos al conjunto

S(X) =

∞⋃

n=0

Sn(X),

andar en X. Observar queξ(∆n) puede incluso degenerar en un punto.

“Ahora asumamos quen > 0 y sea

ımplice singular enX”.

junto con sus operadores caras”.

on 2.4. Para cualquier enteron > 0 y cadai = 0, 1, . . . , n, definamos

MIGUEL
Typewritten text
“





��

//

��
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Proposición 2.2. Para cualquier enteron, la composicíon de homomorfismo

∂2 = (∂n+1 ◦ ∂n) =: Cn(X) −→ Cn−2(X),

de los operadores borde

Cn(X)
∂n−→ Cn−1(X)

∂n−1
−→ Cn−2(X)

es un homomorfismo trivial, es decir:

∂2 = 0.

Demostracíon. Si n < 2, entonces tenemosCn−2(X) = 0, luego la Proposición se satisfa-

ce. Por lo tanto, podemos asumirn ≥ 2.

Sea ξ : ∆n → X, cualquiern-sı́mplice enX. Entonces tenemos

ξ ∈ Sn(X) ⊂ Cn(X).

Conforme a la Definición del operador borde,∂, tenemos

∂(ξ) = σ(ξ) =

n∑

i=0

(−1)iξ(i),

donde

ξ(i) ∈ Sn−1(X) ⊂ Cn−1(X) ∀i = 0, . . . , n

Denotamos lai-ésima cara o lado deξ. Ya que ∂ es un homomorfismo, obtenemos:

∂2(ξ) = ∂[∂(ξ)] = ∂

[
n∑

i=0

(−1)iξ(i)

]

=
n∑

i=0

(−1)i∂
[
ξ(i)
]

=

n∑

i=0

(−1)i
n−1∑

j=0

(−1)j
[
ξ(i)
](j)

=
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j
[
ξ(i)
](j)

+
∑

0≤j<i<n

(−1)i+j
[
ξ(i)
](j)

.

De la Proposición 2.2, tenemos
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j
[
ξ(i)
](j)

=
∑

0≤j<i≤n

(−1)i+j
[
ξ(j)
](i−1)

.

Si sustituimosi− 1 por j y j por i, el miembro derecho de la ecuación anterior llega hacer:

−
∑

0≤j<i<n

(−1)i+j
[
ξ(i)
](j)

.

Ası́ las dos sumas en∂2(ξ) se cancelan mutuamente. Esto prueba∂2(ξ) = 0 ∀ξ ∈ Sn(X).



// //

// // // //



// //
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Ya queCn(X,A) = 0, para cualquiern < 0. Entonces la siguiente Proposición es obvia.

Proposición 2.3. Para cualquier par topoĺogico (X,A) y cualquier enteron < 0, tenemos

queHn(X,A) = 0.

Observacíon 2.5. Sea el grupo abeliano libreF [π0(X)] generado por el conjuntoπ0(X)

de todas las componentes conexas del espacioX.

Definición 2.10. Se define la función f : X → F [π0(X)] que asigna a cadax ∈ X la

componente conexa

f(x) ∈ π0(X) ⊂ F [π0(X)]

el cual contiene ax.

Puesto queC0(X) es el grupo abeliano libre generado porS0(X) = X, la función f

extiende un único morfismo

h : C0(X) −→ F [π0(X)].

Es decir,

S0(X) = X

f

!!❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

❉❉

i // C0(X)

∃! h

��
F [Π0(X)]

Lema 2.2. El morfismoh : C0(X) −→ F [π0(X)] est́a bien definida.

Demostracíon. Seaψ un elemento arbitrario del grupo abeliano libreF [π0(X)]. De acuer-

do a la construcción deF [π0(X)], ψ puede ser considerado como una función

ψ : π0(X) −→ Z,

de π0(X) sobre Z el cual es cero casi entodas partescero,es decir,ψ(s) = 0 para

todo excepto a lo más número finito de elementoss de π0(X). Construiremos una función

φ : X → Z de la siguiente manera. En cada componente conexas ∈ π0(X) del espacioX,

elegimos un puntoxs ∈ s ⊂ X. Entonces definimosφ tomando

φ(x) =

{
ψ(s) si x = xs para algúns ∈ π0(X),

0 si x 6= xs para todos ∈ π0(X),
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para cada puntox deX. Ya queψ es cero en casi todas partes, obviamente lo es la funciónφ.

Por tantoφ es un elemento del grupo abeliano libreC0(X) generado porX. Luego se tiene

que

φ =
∑

x∈X

φ(x)i(x),

donde i : X = S0(X) → C0(X) es la aplicación inclusión. Esto implica que

h(φ) = h

(
∑

x∈X

φ(x)i(x)

)

⇒ h(φ) =
∑

x∈X

φ(x)h ◦ i(x) =
∑

x∈X

φ(x)f(x),

donde h ◦ i = f : X → F [π0(X)]. Esta sumatoria está bien definida ya que hay a lo más

un número finito de términos diferentes de cero, por tantoh está bien definida.

�

Lema 2.3. El morfismoh : C0(X) −→ F [π0(X)] es un homomorfismo.

Demostracíon: Puesto queC0(X) es el grupo abeliano libre generado porS0(X) = X, la

funciónf extiende un único morfismo

h : C0(X) −→ F [π0(X)].

Como C−1(X) = 0, para el operador borde

∂ : C0(X) −→ C−1(X),

el Ker(∂0) = Z0(X) = C0(X). Por tantoh es un homomorfismo deZ0(X) haciaF [π0(X)].

�

Lema 2.4. El homomorfismoh : C0(X) −→ F [π0(X)] es un epimorfismo.

Demostracíon: Como la funciónπ0(X) −→ Z es cero casi en todas partes, el elementoh(φ)

deF [π0(X)] es dado por

[h(φ)](s) =
∑

x∈X

φ(x){[f(x)](s)},

para cada elementos ∈ π0(X). Debido a que

[f(x)](s) =

{
1 si x ∈ s,

0 si x 6∈ s,
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obtenemos

[h(φ)](s) =
∑

x∈s

φ(x).

Por la construcción deφ, tenemos que:

φ(x) =

{
ψ(s) si x ∈ xs,

0 si x ∈ s\{xs}.

Esto implica

[h(φ)](s) =
∑

x∈s

φ(x) = ψ(s),

para cadas ∈ π0(X). Por tantoh(φ) = ψ. Esto prueba queh es un epimorfismos.

�

Lema 2.5. Seah : Z0(X) → F [π0(X)] entoncesIm(∂1) = B0(X) ⊂ Ker(h) .

Demostracíon. Considere la siguiente función

S1(X)
σ

−→ C0(X)
h

−→ F [π0(X)].

Sea ξ ∈ S1(X) elemento arbitrario, siendoξ : ∆1 → X. Por definición de la funciónσ

tenemos

σ(ξ) = ξ(0) − ξ(1) = ξ(v1)− ξ(v0) ∈ C0(X).

Puesto que los puntosξ(v0) y ξ(v1) de X son conectados por una curvaξ, tenemos

f [ξ(v0)] = f [ξ(v1)] y por tanto

h[σ(ξ)] = f [ξ(v1)]− f [ξ(v0)] = 0.

Esto prueba

(h ◦ σ)[S1(X)] = 0.

Ya que la composición

h ◦ ∂ : C1(X) −→ F [π0(X)]

es una extensión de la función

h ◦ σ : S1(X) → F [π0(X)]

y puesto queC1(X) es generado porS1(X), se sigue que:

h ◦ ∂ = 0.
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Esto implica

h[B0(X)] = h{∂[C1(X)]} = 0.

y por tanto el subgrupoB0(X) deZ0(X) esta contenido en el Kernel deh.

�

Lema 2.6. Sea h : Z0(X) → F [π0(X)] entoncesKer(h) ⊂ B0(X) = Im(∂1) .

Demostracíon. Sea un elemento arbitrarioφ ∈ Ker(h) ⊂ Z0(X) = C0(X). Entonces

tenemos

h(φ) = 0 ∈ F [π0(X)].

Comoφ : X −→ Z es una función casi nula en todas partes puesto queC0(X) es libre y es

generado porS0(X). Por la construcción deh, tenemos

h(φ) =
∑

x∈X

φ(x)f(x).

Puesto queh(φ) = 0 entonces
∑

x∈s

φ(x) = 0 para cualquiers ∈ π0(X).

Elegimos un puntoxs ∈ s, para cadas ∈ π0(X). ∀x ∈ s con φ(x) 6= 0, escojamos una

1-simplex singularξx : ∆1 −→ X tal que ξx(v0) = xs y ξx(v1) = x.

Hacemos esto para todos ∈ π0(X). Por tanto ξx es definida para cada puntox ∈ X con

φ(x) 6= 0. Sea ψ ∈ C1(X) definida por

ψ =
∑

φ(x)6=0

φ(x)ξx.

Esto tiene sentido por que esto es casi cero en todas partes. Ahora probemos que:

φ = ∂(ψ).

Para esto, consideremos la cadena

x = φ− ∂ψ ∈ C0(X).

Como un elemento deC0(X), χ es un función casi nula en todas partesχ : X → Z. Para

cada puntoy de X, tenemos

χ(y) = φ(y)− [∂ψ](y)

= φ(y)−
∑

φ(x)6=0

φ(x)[(∂ξx)(y)]

= φ(y)−
∑

φ(x)6=0

φ(x)[(x− xs)(y)].
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Si φ(y) = 0 y y 6= xs para todos ∈ π0(X), tenemos

χ(y) = 0.

Si φ(y) = 0 y y = xs para algúns ∈ π0(X), entonces tenemos

χ(y) =
∑

x∈s

φ(x) = 0.

Si φ(y) 6= 0 y y 6= xs para todos ∈ π0(X), tenemos

χ(y) = φ(y)− φ(y) = 0.

Finalmente, siφ(y) 6= 0 y y = xs para algúns ∈ π0(X), entonces tenemos

χ(y) = φ(y)− φ(y) +
∑

x∈s

φ(x) = 0.

Consecuentemente,χ(y) = 0 para caday ∈ X. Esto pruebaχ = 0 y por tanto

φ = ∂(ψ) ∈ B0(X).

Por lo tantoKer(h) ⊂ B0(X) = Im(∂1).

�

Observacíon 2.6. El Ker(h) = B0(X) ⊂ Z0(X)

Teorema 2.1.El grupo de homoloǵıa singular cero-dimensionalH0(X) de un espacio to-

pológicoX es isomorfo al grupo abelianoF [π0(X)] generado por el conjuntoπ0(X) de

todos los componentes conexa del espacioX.

Demostracíon Consideremos el homomorfismoh : Z0(X) −→ F [π0(X)] lo cual es exten-

dido por la funciónf : X → F [π0(X)]. Por el Lema 2.2, tenemos queh es un epimor-

fismo, y por la observación 2.6 afirmamos que el Kernel deh es igual aB0(X). Por una

propiedad elemental en Teorı́a de Grupos, podemos inducir un isomorfismo

h∗ : H0(X) −→ F [π0(X)]

del grupo cociente

H0(X) =
Z0(X)

B0(X)

sobre el grupo abeliano libreF [π0(X)]. Esto prueba nuestro Teorema.

�
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su producto tensorial es

∂ ⊗ i : Cn(X)⊗G→ Cn−1(X)⊗G,

representada por

∂ : Cn(X ;G) → Cn−1(X ;G) para cualquiern ∈ Z

Proposición 2.4. Sea

Cn(X;G) ∂ //Cn−1(X;G) ∂ // Cn−2(X;G)

Entonces∂2 = 0 o, más expĺıcitamente,∂n ◦ ∂n−1 = 0.

Demostracíon: Dejando aparte los casos triviales, para cualquierc ∈ Cn(X) y cualquier

g ∈ G,tenemos

∂[∂(c ⊗ g)] = ∂[(∂c) ⊗ g)]

= (∂2c)⊗ g

= 0⊗ g

= 0

�

Nota 2.5. Para un n ∈ Z se obtiene una sucesión larga semi-exacta

· · · //Cn+1(X ;G)
∂n+1 //Cn(X ;G)

∂n // Cn−1(X ;G) // · · ·

al que se denominaracomplejo de cadena singulardeX sobreG y se denotara porC(X ;G).

Observacíon 2.8. SeaG = Z entonces tenemosC(X ;Z) = C(X) donde Z es el grupo

de todos los enteros.

Definición 2.12.Sea∂n : Cn(X ;G) → Cn−1(X ;G) para cualquier n ∈ Z el Ker(∂n) =

Zn(X ;G) el cual seŕa llamado elgrupo de ciclos singular n-dimensionalde X sobre G.

Definición 2.13.Sea∂n+1 : Cn+1(X ;G) → Cn(X ;G) para cualquiern ∈ Z Im(∂n+1) =

Bn(X ;G), seŕa llamado elgrupo de fronteras singular n-dimensionalde X sobre G.



// //
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luegoKer(∂) = Zn(X,A;G) = 0 ∀n < 0

por lo tanto

Hn(X,A;G) =
Zn(X,A;G)

Bn(X,A;G)

=
0

Bn(X,A;G)
∀n < 0

Hn(X,A;G) = 0 ∀n < 0

�

2.5 Homomorfismos inducidos

Sean dos pares topológicos(X,A) y (Y,B) y su respectiva aplicaciónf : (X,A) −→ (Y,B).

Definición 2.16. Se definef ◦ ξ : ∆n −→ Y un n-śımplice singular en Y . Luegof :

X −→ Y induce una aplicacíon Sn(f) : Sn(X) −→ Sn(Y ) definido por[Sn(f)](ξ) =

f ◦ ξ : ∆n −→ Y. Adeḿas su restriccíon f |A : A −→ B induce una funcíon continua

Sn(f |A) : Sn(A) −→ Sn(B) ∀n > 0

Definición 2.17. SeaCn(X) es el grupo abeliano libre generado porSn(X), definamos el

homomorfismo

Cn(f) : Cn(X) −→ Cn(Y ),

como la extensión de Sn(f) : Sn(X) −→ Sn(Y ) ⊂ Cn(Y ). Adeḿas Cn(A) es generado

por Sn(A) y su restriccíon Sn(f |A) : Sn(A) −→ Sn(B), es obvio que extiende unúnico

homomorfismoCn(f) : Cn(A) −→ Cn(B). Luego el homomorfismo se define de la siguiente

manera

Cn(f) : [Cn(X), Cn(A)] −→ [Cn(Y ), Cn(B)] ∀n ∈ Z.

Observacíon 2.13.Para∀n < 0, tenemos queCn(X) = 0 yCn(Y ) = 0; en este casoCn(f)

denota un homomorfismo trivial.

Tenemos el siguiente resultado.



2.5. Homomorfismos inducidos 40

Lema 2.7. El siguiente diagrama

Cn(X)

Cn(f)

��

∂X // Cn−1(X)

Cn−1(f)

��
Cn(Y )

∂Y // Cn−1(Y )

es conmutativo.

Demostracíon: Para esta demostración se va hacer en dos pasos:

Paran ≤ 0 el lema satisface ya queCn−1(Y ) = 0.

Paran > 0, se observa queCn(X) es un grupo abeliano libre generado porSn(X). Sea

ξ : ∆n −→ X denotamos cualquier sı́mplices singular n-dimensional enX

Cn(X)

Cn(f)

��

∂X //

Cn−1(f)◦∂X

##❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

∂Y ◦Cn(f)

##❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

❍❍
❍❍

Cn−1(X)

Cn−1(f)

��
Cn(Y )

∂Y // Cn−1(Y )

Entonces tenemos[Cn(f)](ξ) = f ◦ ξ por lo tanto:

[∂Y ◦ Cn(f)](ξ) =

n∑

i=0

(−1)i(f ◦ ξ ◦ ki)

= Cn−1(f)
n∑

i=0

(−1)i(ξ ◦ ki)

= Cn−1(f)∂X(ξ)

= [Cn−1(f) ◦ ∂X ](ξ)

Esto prueba

[∂Y ◦ Cn(f)](ξ) = [Cn−1(f) ◦ ∂X ](ξ) para cualquier ξ ∈ Sn(X),

puesto queSn(X) es el generador deCn(X) lo cual queda demostrado .

�
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Sean C(X ;G) y C(Y ;G) complejos de cadenas singulares yG un grupo abeliano su

producto tensorial del homomorfismoCn(f) : Cn(X) −→ Cn(Y ) con el automorfismo

i : G −→ G es un homomorfismo

Cn(f)⊗ i : Cn(X ;G) −→ Cn(Y ;G)

ya que su restricciónCn(f |A) : Cn(A) −→ Cn(B) y su homomorfismo respectivoCn(f)⊗

i : Cn(A;G) −→ Cn(B;G) entonces tenemos el siguiente homomorfismo inducido lo cual

es

Cn(f ;G) : Cn(X,A;G) −→ Cn(Y,B;G).

La siguiente proposición es una consecuencia del lema anterior.

Proposición 2.6. El rectángulo

Cn(X,A;G)

Cn(f ;G)

��

∂X // Cn−1(X,A;G)

Cn−1(f ;G)

��
Cn(Y,B;G)

∂Y // Cn−1(Y,B;G)

es conmutativo.

Demostracíon: Sea la red siguiente de homomorfismos:

· · · −→ Cn+1(X,A;G)
∂X //

Cn(f ;G)

��

Cn(X,A;G)

Cn(f ;G)

��

∂X // Cn−1(X,A;G) −→ · · ·

Cn−1(f ;G)

��
· · · −→ Cn+1(Y,B;G)

∂Y | // Cn(Y,B;G)
∂Y // Cn−1(Y,B;G) −→ · · ·

Las dos lı́neas horizontales son los complejos de cadenas singularesC(X,A;G) y C(Y,B;G)

y por lo tanto semi-exacta entonces los rectángulos son conmutativos. Porque las sucesiones

de homomorfismosC(f ;G) = {Cn(f ;G)/n ∈ Z} es llamada la transformación de cadenas

C(f ;G) : C(X, a;G) −→ C(Y,B;G)

inducido por la aplicaciónf : (X,A) −→ (Y,B)

�
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tenemos

Hn(g ◦ f ;G) = Hn(g;G) ◦Hn(f ;G) : Hn(X,A;G) −→ Hn(Y,B;G)

para cualquier G yn ∈ Z

Demostracíon: Seag ◦ f : (X,A) −→ (Z,C) la composición de aplicaciones entre pares

topológicos, definición 2.16 y 2.17 lo cuál induce un homomorfismo

Cn(f ;G) : Cn(X,A;G) −→ Cn(Z,C;G)

por la Proposición 2.7 este induce un homomorfismo de homologı́a

Hn(g ◦f ;G) = Hn(g;G)◦Hn(f ;G) : Hn(X,A;G) −→ Hn(Z,C;G) �

Proposición 2.9. Sea i : (X,A) −→ (X,A) es la aplicacíon identidad. Entonces el homo-

morfismo induce

i∗ = Hn(i;G) : Hn(X,A;G) −→ Hn(X,A;G)

es el automorfismo identidad delHn(X,A;G) para cualquier grupo abeliano G yn ∈ Z.

Demostracíon: Sea i : (X,A) −→ (X,A) aplicación identidad del par topológico(X,A),

por la definición 2.16 y 2.17 lo cuál induce un homomorfismo

Cn(i;G) : Cn(X,A;G) −→ Cn(X,A;G)

por la Proposición 2.7 este induce un homomorfismo de homologı́a

i∗ = Hn(i;G) : Hn(X,A;G) −→ Hn(X,A;G)

�

2.6 Operador frontera

Sea(X,A) cualquier par topológico yG un grupo abeliano. El objetivo de esta sección es

construir un homomorfismo∂ = ∂(X,A;G, n) : Hn(X,A;G) −→ Hn−1(A;G) para cada n ∈

Z. el cual se llamara eloperador frontera de Hn(X,A;G).

Se considera un grupo de cadena n-singularCn(X,A;G) =
Cn(X ;G)

Cn(A;G)
y la proyección na-

tural Πn : Cn(X ;G) −→ Cn(X,A;G) Para construir el operador frontera deHn(X,A;G),



�� ��



2.6. Operador frontera 45

Demostracíon: Sean dos elementos cualesquierau, v ∈ Cn(X ;G) satisfaciendo queΠn(u) =

z = Πn(v).

Consideremos el elementou− v ∈ Cn(X ;G). Entonces

Πn(u− v) = Πn(u)−Πn(v) = z − z = 0,

por lo tanto u− v ∈ Cn(A;G) ⊂ Cn(X ;G). Esto implica que∂(u− v) ∈ Bn(A;G) y por

lo tanto

p[∂(u)]− p[∂(v)] = p[∂(u − v)]

= p[0]

= 0

p[∂(u)] = p[∂(v)]

�

Definición 2.19. Se define la función ϕ : Zn(X,A;G) −→ Hn−1(A;G) como ϕ(z) =

p[∂(u)] ∈ Hn−1(A;G) donde z ∈ Zn(X,A;G) y Πn(u) = z, para cualquier u ∈

Cn(X ;G).

Lema 2.11.La funcíon ϕ : Zn(X,A;G) −→ Hn−1(A;G) es un homomorfismo.

Demostracíon: Sean dos elementos cualesquieray, z ∈ Zn(X,A;G). Elijamos dos elemen-

tos u, v ∈ Cn(X ;G) satisfaciendoΠn(u) = y y Πn(v) = z. por definición tenemos

ϕ(y) = p[∂(u)] y ϕ(z) = p[∂(v)].

Ya que Πn(u+ v) = y + z, entonces se tiene

ϕ(y + z) = p[∂(u+ v)]

= p[∂(u)] + p[∂(v)]

= ϕ(y) + ϕ(z).

Por lo tantoϕ es un homomorfismo.

�

Lema 2.12.Si ϕ : Zn(X,A;G) −→ Hn−1(A;G) entoncesKer(ϕ) ⊃ Bn(X,A;G).
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Demostracíon: Sea un elemento arbitrarioz ∈ Bn(X,A;G). Por definición deBn(X,A;G),

existe un elementoy ∈ Cn+1(X,A;G) tal que ∂(y) = z. Por Definamos deΠn+1 :

Cn+1(X ;G) −→ Cn+1(X,A;G), existe un elementow ∈ Cn+1(X ;G) tal que Πn+1(w) =

y. Seau = ∂(w). De la conmutatividad

Cn+1(X ;G)
Πn+1 //

∂

��

Cn+1(X,A;G)

∂

��
Cn(X ;G)

Πn // Cn(X,A;G)

del rectángulo obtenemos

Πn(u) = Πn[∂(w)] = ∂[Πn+1(w)] = ∂(y) = z.

Por la definición deϕ tenemos

ϕ(z) = p[∂(u)]

= p[∂2(w)]

= p(0)

= 0 lo que queda demostrado

�

Definición 2.20.El homomorfismoϕ : Zn(X,A;G) −→ Cn−1(A;G) induce un homomor-

fismo ∂ : Hn(X,A;G) −→ Hn−1(A;G) como ∂(w) = ϕ(z).

Sea f : (X,A) −→ (Y,B) una aplicación entre pares topológico y seag : A −→ B una

aplicación definida porf. Entonces tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.10.Para todo n > 0 yG cualquier grupo abeliano, el rectángulo

Hn(X,A;G)
∂ //

Hn(f ;G)

��

Hn−1(A;G)

Hn−1(g;G)

��
Hn(Y,B;G)

∂ // Hn−1(B;G)

es conmutativo, es decir , tenemos

∂ ◦Hn(f ;G) = Hn−1(g;G) ◦ ∂.
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Demostracíon: Sea un elemento arbitrariox ∈ Hn(X,A;G) con la proyección natural

p : Zn(X,A;G) −→ Hn(X,A;G). Entonces Existe un elementoz ∈ Zn(X,A;G) tal que

p(z). considerando el homomorfismoΠn : Cn(X ;G) −→ Cn(X,A;G) definido anterior-

mente y comoZn(X,A;G) ⊂ Cn(X,A;G), entonces existe un elementou ∈ Cn(X ;G)

tal que Πn(u) = z. Sea

v = [Cn(h;G)](u) y w = [Cn(f ;G)](z)

donde h : X −→ Y definida por la aplicaciónf . Por la conmutatividad del rectángulo

Cn(X ;G)
Πn //

Cn(h;G)

��

Cn(X,A;G)

Cn(f ;G)

��
Cn(Y ;G)

ωn // Cn(Y,B;G)

dondeωn es la proyección natural, tenemos

ωn(v) = ωn[Cn(h;G)(u)]

= Cn(f ;G)[Πn(u)]

= [Cn(f ;G)](z)

= w.

En otras palabras, del rectángulo

Cn(X ;G)
∂ //

Cn(h;G)

��

Cn−1(X ;G)

Cn−1(h;G)

��
Cn(Y ;G)

∂ // Cn−1(Y ;G)

obtenemos

Cn−1(h;G)[∂(u)] = ∂[Cn(h;G)(u)] = ∂(v).

Entonces∂(u) ∈ Cn−1(A;G) por lema 2.9, tenemos∂(u) = Cn−1(g;G)[∂(u)].

Ahora, por definición,∂(x ∈ Hn−1(A;G)) conteniendo el ciclo singular

∂(u) ∈ Zn−1(A;G).

Por lo tanto se sigue queHn−1(g;G)[∂(x)] ∈ Hn−1(B;G) conteniendo al ciclo singular

Cn−1(g;G)[∂(u)] ∈ Zn−1(B;G).
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En otras palabras,Hn(f ;G) ∈ Hn(Y,B;G) conteniendo el ciclo singular

[Cn(f ;G)](z) = w ∈ Zn(Y,B;G).

Por lo tanto ωn(w), esto sigue por la definición de que∂[Hn(f ;G)(x)] ∈ Hn−1(B;G)

conteniendo el ciclo singular

∂(v) ∈ Zn(B;G).

Por que de

∂(v) = Cn−1(g;G)[∂(u)],

Se llegó a demostrar queHn−1(g;G)[∂(x)] = ∂[Hn(f ;G)]. Entoncesx es un elemento

arbitrario deHn(X,A;G), lo cual queda demostrado.

�

2.7 Sucesiones de homologı́a singular

Consideremos un par topológico(X,A) y G un grupo abeliano arbitrario. Sean las apli-

caciones inclusionesj : X −→ (X,A) e i : A −→ X por definición de homomorfis-

mo inducidos se tieneHn(j;G) = j∗ : Hn(X ;G) −→ Hn(X,A;G) e Hn(i;G) = i∗ :

Hn(A;G) −→ Hn(X ;G), ∀n > 0. La propiedad más importante de los grupos de homo-

logı́a singular relativa es la existencia de un homomorfismode enlace,∂(X,A;G, n) = ∂ :

Hn(X,A;G) −→ Hn−1(A;G) ∀n > 0, gracias al cual va a obtenerse una sucesión infinita

de homomorfismos

· · · //Hn(A;G)
Hn(i;G)=i∗ //Hn(X ;G)

Hn(j;G)=j∗ // Hn(X,A;G)
∂ //Hn−1(A;G) // · · ·

llamadasucesíon de la homoloǵıa singular del par (X,A) sobreG. Este homomorfismo de

enlace se define por∂(X,A;G, n)(z +Bn(X,A)) = ∂n(z) +Bn−1(A), para z ∈ Z(X,A).

Lema 2.13.Si Hn(A;G)
i∗ //Hn(X ;G)

j∗ // Hn(X,A;G) entoncesIm(i∗) ⊂

Ker(j∗).

Demostracíon: Sea α ∈ Im(i∗) ⊂ Hn(X ;G) entonces por definición deIm(i∗), existe

un elementoβ ∈ Hn(A;G) tal que i∗(β) = α.
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Elijamos un ciclo singularz ∈ β ⊂ Cn(A;G). Por la definición dei∗ tenemos[Cn(i;G)](z) ∈

α ⊂ Cn(X ;G).

Por la definición dej∗, tenemosCn(j;G)[Cn(i;G)(z)] ∈ j∗(α) ⊂ Cn(X,A;G). Aho-

ra se tieneCn(i;G) : Cn(A;G) −→ Cn(X ;G) es claramente el homomorfismo inclusión

y Cn(j;G) : Cn(X ;G) −→ Cn(X,A;G) es claramente la proyección natural del cual se

deduce queCn(j;G)[Cn(i;G)(z)] = 0 ∈ Cn(X,A;G). Esto implica quej∗(α) = 0 ∈

Hn(X,A;G) y por lo tanto α ∈ Ker(j∗). Ya que α es un elemento arbitrario deIm(i∗),

lo cual queda demostrado.

�

Lema 2.14.Si Hn(A;G)
i∗ //Hn(X ;G)

j∗ // Hn(X,A;G) entoncesKer(j∗) ⊂

Im(i∗).

Demostracíon: Seaα cualquier elemento deKer(j∗) ⊂ Hn(X ;G) del homomorfismo in-

ducido j∗. Elijamos un ciclo singularz ∈ α ⊂ Cn(X ;G). Por lo tantoj∗(α) = 0 tenemos

Πn(z) = [Cn(j;G)](z) ∈ Bn(X,A;G). Entonces existe un elementoy ∈ Cn+1(X,A;G)

tal que ∂(y) = Πn(z), donde ∂ representa al operador frontera∂ : Cn+1(X,A;G) −→

Cn(X,A;G) ya que Πn+1 = Cn+1(j;G) : Cn+1(X ;G) −→ Cn+1(X,A;G) es un epimor-

fismo entonces existe un elementox ∈ Cn+1(X ;G) tal queΠn+1(x) = y. entonces tenemos

Πn[z − ∂(x)] = Πn(z)− Πn[∂(x)]

= Πn(z)− ∂[Πn+1(x)]

= Πn(z)− ∂(y)

= 0.

Esto implica quez − ∂(x) ∈ Cn(A;G). Por lo tanto

∂[z − ∂(x)] = ∂(z)− ∂2(x)

= 0

tenemosz − ∂(x) ∈ Zn(A;G).

Sea β ∈ Hn(A;G) que contiene a un ciclo singularz − ∂(x). Ya quez ∈ α y ∂(x) ∈

Bn(X ;G), entonces tenemos

z − ∂(x) ∈ α ⊂ Cn(x;G).

Esto implica i∗(β) = α y por lo tanto α ∈ Im(i∗). Luego α es un elemento arbitrario de

Ker(j∗), lo cual queda demostrado.



//

//
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�

Lema 2.17.Si Hn(X,A;G)
∂ //Hn−1(A;G)

i∗ // Hn−1(X ;G) entoncesIm(∂) ⊂

Ker(i∗).

Demostracíon: Sea α cualquier elemento deIm(∂) ⊂ Hn−1(A;G). Entonces por la defi-

nición de Im(∂), existe un elementoβ ∈ Hn(X ;A;G) con ∂(β). Elija un ciclo singular

z ∈ β ⊂ Cn(X,A;G).

Puesto que la proyección natural

Πn = Cn(j;G) : Cn(X ;G) −→ Cn(X,A;G)

es un epimorfismo, existe un elementou ∈ Cn(X ;G) con Πn(u) = z. Por la definición del

operador frontera∂,

∂(u) ∈ α ⊂ Cn−1(A;G).

Ya que Cn−1(i;G) : Cn−1(A;G) −→ Cn−1(X ;G) es el homomorfismo inclusión, dado por

la definición dei∗ tenemos

∂(u) ∈ i∗(α) ⊂ Cn−1(X ;G).

Puesto que∂(u) ∈ Bn−1(X ;G), esto implica i∗(α) = 0 ∈ Hn−1(X ;G) y por lo tanto

α ∈ Ker(i∗). Dado queα es un elemento arbitrario deIm(∂), lo cual queda demostrado.

�

Lema 2.18.Si Hn(X,A;G)
∂ //Hn−1(A;G)

i∗ // Hn−1(X ;G) entoncesKer(i∗) ⊂

Im(∂).

Demostracíon: Sea α cualquier elemento delKer(i∗) ⊂ Hn−1(A;G) del homomorfismo

inducido i∗. Elija un ciclo singular

z ∈ α ⊂ Cn−1(A;G).

Puesto quei∗(α) = 0, existe un elementou ∈ Cn(X ;G) que satisface∂(u) = z.

Sea y = Πn(u) ∈ Cn(X,A;G). Entonces tenemos

∂(y) = ∂[Πn(u)]

= Πn+1[∂(u)]

= Πn+1(z)

= 0.
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Esto implica quey ∈ Zn(X,A;G). Sea β un elemento deHn(X,A;G) que contiene el

ciclo singular y. Puesto queΠn(u) = y, dado por la definición de∂(β) tenemos

z = ∂(u) ∈ ∂(β) ⊂ Cn−1(A;G).

Esto implica ∂(β) = α y por lo tanto α ∈ Im(∂). Dado queα es un elemento arbitrario

de Ker(i∗), lo cual queda demostrado.

�

Definición 2.21.Una sucesíon de homomorfismos

· · · //Hn+1
αn+1 //Hn

αn // Hn−1
αn−1 //Hn−2

// · · ·

es exacta siKer(αn) = Im(αn+1) para todo n

Teorema 2.2.La sucesíon larga

· · ·
Hn(i;G)=i∗ //Hn(X ;G)

Hn(j;G)=j∗ // Hn(X,A;G)
∂ //Hn−1(A;G) // · · · (2.1)

es exacta.

Demostracíon: De la sucesión larga de homologı́a singular se tiene:

i) Del Lema 2.13 y 2.14 de deduce queIm(i∗) = Ker(j∗)

ii) Del Lema 2.15 y 2.16 de deduce queIm(j∗) = Ker(∂)

iii) Del Lema 2.13 y 2.14 de deduce queIm(∂) = Ker(i∗)

Por lo tanto de la definición 2.22, la sucesión larga es exacta por i) ,ii) y iii) para todon ∈ Z.

�

Ejemplo 2.2. Veamos algunos ejemplos que se obtienen estudiando la sucesión (1.1)

a) SiX es conexo por caminos yA = {x0}, ∀n > 0, la aplicación inducida sobre loos

grupos de homologı́a, Hn(1X) : Hn(X, ∅) −→ Hn(X,A), es un isomorfismo.

b) Paran ≥ 1, Hn(S
n−1) y Hn+1(D

n, Sn−1) son isomorfos.

c) Paran > 1, H1(D
n, Sn−1) = 0

d) Paran = 1, H1(D
1, S0) ⋍ Z.
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2.8 Verificación de que la homoloǵıa singular es un teoŕıa

homológica

Ahora demostraremos en esta sección que la homologı́a singular satisface los axiomas de

Eilenberg-Steenrod.

2.8.1 La homoloǵıa singular satisface el Axioma de la funtorialidad de

homoloǵıa

Definición 2.22. Una sucesíon de grupos de la forma0 //A i // B
j //C // 0 se

llama una sucesión exacta corta.En tal caso, es fácil comprobar que i es un monomorfismo y

j un epimorfismo. Adeḿas C ≃ B/Ker(j) ≃ B/Im(i) ≃ B/A.

Sea el par(X,A) el cuál da lugar a una sucesión exacta corta de complejos decadenas:

0 //Cn(A)
i // Cn(X)

Π //Cn(X)/Cn(A) // 0

Sea f : (X,A) −→ (Y,B) una aplicación de pares y su diagrama de cadenas inducidas

0 // Cn(A)

Cn(f/A)
��

i // Cn(X)

Cn(f)
��

Π // Cn(X)/Cn(A)

Cn(f)
��

// 0

0 // Cn(B)
i // Cn(Y )

Π // Cn(Y )/Cn(B) // 0

es conmutativo.

LEMA DEL ZIG-ZAG

Ahora probaremos la exactitud de una sucesión de homológica de un par topologico.Reformularemos

este resultado como un teorema sobre complejos de cadenas y demostrar como se forman.Primero

necesitamos una definición.

Lema 2.19. (El lema del zig-zag).

Supongamos un complejo de cadenasC = {Cp, ∂C}, D = {Dp, ∂E},y las aplicaciones de

cadenasφ, ψ tal que la sucesión

0 //C
φ // D

ψ //E // 0
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Teorema 2.3. Si 0 //Cn(A)
i // Cn(X)

Π //Cn(X)/Cn(A) // 0 es una sucesión

exacta de complejo de cadenas Entonces existen homomorfismos

∂ : Hn(X,A) −→ Hn−1(A)

tales que la sucesión siguiente es exacta:

· · · ∂ // Hn(A)
i∗ // Hn(X)

j∗ // Hn(X,A)
∂ // Hn−1(A)

i∗ // Hn−1(X) // · · ·

Demostracíon:

Teorema 2.4.(Axioma de conmutatividad).El homomorfismo conector∂ : Hn(X,A) −→

Hn−1(A) es natural en el par(X,A), es decir, sif : (X,A) −→ (Y,B) es una aplicacíon

de pares topoĺogicos entonces el diagrama siguiente conmuta

· · · ∂ // Hn(A)

Hn(f)
��

i∗ // Hn(X)

Hn(f)
��

j∗ // Hn(X,A)
∂ //

Hn(f)
��

Hn−1(A)

Hn−1(f)
��

i∗ // Hn−1(X)

Hn−1(f)
��

// · · ·

· · · ∂ // Hn(B)
i∗ // Hn(Y )

j∗ // Hn(Y,B)
∂ // Hn−1(B)

i∗ // Hn−1(Y ) // · · ·

,

para todon ≥ 0.

Demostracíon: Como f : (X,A) −→ (Y,B) es una aplicación de pares conf : X −→ Y

y g = f/A : A −→ B definida por g(x) = f(x) ∀x ∈ A, además las dos sucesiones

largas de homologı́a horizontales son exactas

· · · ∂ // Hn(A)

Hn(f)
��

i∗ // Hn(X)

Hn(f)
��

j∗ // Hn(X,A)
∂ //

Hn(f)
��

Hn−1(A)

Hn−1(f)
��

i∗ // Hn−1(X)

Hn−1(f)
��

// · · ·

· · · ∂ // Hn(B)
i∗ // Hn(Y )

j∗ // Hn(Y,B)
∂ // Hn−1(B)

i∗ //Hn−1(Y ) // · · ·

entonces para todon ≥ 0 los diagramas son conmutativos. Es decir,

∂ ◦Hn(f) = Hn(f) ◦ ∂, para todox ∈ A.

�

2.8.2 La homoloǵıa singular satisface el Axioma de la homotoṕıa

En esta sección probaremos unos de los axiomas de Eilenberg-Steenrod el cual se refiere que

dos espacios homotópicos tienen los mismos grupos de homologı́a.
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Definición 2.23. Diremos que dos aplicacionesf, g : X −→ Y son homot́opicos si existe

una aplicacíon continuaF : X × I −→ Y tal que, para todox ∈ X, se cumpleF (x, 0) =

f(x) y F (x, 1) = g(x).

Sean i, j : X −→ X × I definidas por

i(x) = (x, 0) y j(x) = (x, 1)

X
i //

j
//

g

;;

f

##
X × I F // Y

Entonces el diagrama es conmutativo,es decir,

F ◦ i = f y F ◦ j = g

Por el axioma de la composición entre pares topológicos enla homologı́a para el resultado

anterior se tiene :

Hn(F ) ◦Hn(i) = Hn(f) y Hn(F ) ◦Hn(j) = Hn(g).

Luego basta probar queHn(i) = Hn(j) : Hn(X) −→ Hn(X × I) ∀n > 0.

Lema 2.20. Decimos queCn(i), Cn(j) : Cn(X) −→ Cn(X × I) son cadenas homotópicas

si existe un homomorfismoDn : Cn(X) −→ Cn+1(X × I) tal que ∂ ◦ Dn + Dq−1∂ =

Cn(j)− Cn(i).

Demostracíon: Sea el siguiente diagrama.

· · · ∂ // C2(X)

Cn(i)

��

Cn(j)

��

∂ // C1(X)

D1

yyrrr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
r

Cn(i)

��

Cn(j)

��

∂ // C0(X)

D0

yyrrr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr

Cn(i)

��

Cn(j)

��

// 0

· · ·
∂

// C2(X × I)
∂

// C1(X × I)
∂

// C0(X × I) // 0

En particular para n=0, comenzamos definiendoD0 : C0(X) −→ C1(X × I) por D0(ξ) =

ξ × I, donde ξ : ∆0 −→ X es un 0-sı́mplice singular enX y ξ × I denota el 1-sı́mplice
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singular enX× I. EntendemosD0 a las 0-cadenas por linealidad. Entonces para todox ∈ X

se tiene

∂[D0(ξ)] = ∂(ξ × I)

= (x, 1)− (x, 0)

= j(x)− i(x)

Luego,∂[D0] = j#,0 − i#,0.

Lema 2.21.Notemos queD0 es una aplicacíon natural en el siguiente sentido. Sih : X −→

Y es una aplicacíon continua entonces el siguiente diagrama conmuta.

C0(X)

h#
��

D0 // C1(X × I)

(h×1)#
��

C0(Y )
D0 // C1(Y × I)

Demostracíon: En efecto, para un 0-sı́mplice singularξ en X , tenemos

(h× I)# ◦D0(ξ) = (h× I) ◦ (ξ × I)

= (h ◦ ξ)× I

= D0(h(ξ))

= D0h#(ξ).

La definición de homotopı́a de espacios topológicos se generaliza de forma natural a pares de

espacios. El teorema principal es el siguiente:

Proposición 2.11. (Axioma de homotoṕıa) Seanf, g : X −→ Y dos aplicaciones homotópi-

cas. Entonces, para todoq > 0, se tiene queHn(f) = Hn(g) : Hn(X) −→ Hn(Y ).

Demostracíon: Ahora pasamos a definirDj : Cj(X) −→ Cj+1(X × I) inductivamente y

satisfaciendo las siguientes propiedades

a). ∂j+1 ◦Dj +Dj−1 ◦ ∂j = i# − j#.

b). Para cada aplicación continuah : X −→ Y , se tiene queDjh# = (h× I)#Dj.
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Observemos que desde (a) se tiene paraj = q − 1,

∂n(i# − j#) = (i# − j#)∂n = ∂Dn−1∂n,

de donde∂n(i# − j# −Dn−1∂n) = 0.

Construcción deDn. Seaδn : ∆n −→ ∆n la aplicación identidad. Entonces

(i# − j# −Dn−1∂n)(δn)

es un q-ciclo. Como el complejo de cadena∆n × I es acı́clico (es decir,̃H#
n (∆n × I) = 0

para todon > 0 ), existew ∈ Cn+1(∆n × I) tal que

∂n+1(w) = (i# − j# −Dn−1∂n)(δn).

DefinimosDn(δn) = w. Tenemos ası́ que

∂n+1Dn(δn) +Dn−1∂n(δn) = (i# − j#)(δn).

Definimos, para un q-sı́mplice singularξ ∈ Cn(X),

Dn(ξ) = (ξ × I)#(Dn(δn)),

y extendemos por linealidad a las q-cadenas complejas. Estode?ne un homomorfismo

Dn : Cn(X) −→ Cn+1(X × I)

que satisface las propiedades (a) y (b) anteriores. En efecto, para verificar la condición (b),

tenemos

Dnh#(ξ) = Dn(hξ)

= (hξ × I)#Dn(δn)

= (h× I)#(ξ × I)#Dn(δn)

= (h× I)#Dn(ξ).

Para verificar (a), tenemos

∂n+1Dn(ξ) = ∂n+1((ξ × I)#Dn(δn)) (2.2)

= (ξ × I)#∂n+1Dn(δn). (2.3)
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Escribiendoξ = ξ#(δn) y aplicando∂n obtenemos

∂nξ = ξ#∂n(δn).

Por lo tanto,

Dn−1∂(ξ) = Dn−1ξ#∂n(δn) (2.4)

= (ξ × I)#Dn−1∂n(δn). (2.5)

De (2.2) y (2.4) obtenemos,

(∂n+1Dn +Dn−1∂n)(ξ) = (ξ × I)#(∂n+1Dn +Dn−1∂n)

= (ξ × I)#(i# − j#)(δn)

= (i# − j#)ξ#(δn)(yaque(ξ × I)ij = ij ◦ ξ, j = 0, 1)

= (i# − j#)(ξ).

Por lo tanto,Dn es una homotopı́a de cadena entrei# y j# y tenemos completada la demos-

tración lo cual queda demostrado de quef∗ = g∗.

∆n × I∆n

X × I

i

j

T × iI

Teorema 2.5.Sif, g : (X,A) −→ (Y,B) son homot́opicos, entoncesf∗ = g∗

Demostracíon: SeaF : (X×I, A×I) −→ (Y,B) es la homotopı́a entref, g : (X,A) −→

(Y,B). Sea i, j : (X,A) −→ (X × I, A× I) dado por i(x) = (x, 0) y j(x) = (x, 1). Sea

DX : Cn(X) −→ Cn+1(X × I) la homotopı́a de cadena del lema anterior. De la naturalidad

de DX con respecto a la inclusiónA −→ X se muestra que la restricción deDX |Cn(A)

es igualDA : Cn(A) −→ Cn+1(A× I). Este DX lleva Cn(A) hacia Cn+1(A× I), y esto

induce una homotopı́a de cadenas

DX,A : Cn(X,A) −→ Cn+1(X × I, A× I)
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para cualquier nivel.Por la formula (a) del lema 30.6 porqueDX,A es inducido porDX . Se

define D de la composición deDX,A y el homomorfismo

F# : Cn+1(X × I, A× I) −→ Cn+1(Y,B).

Entonces calculamos

∂D = ∂F#DX,A

= F#∂DX,A

= F#(j# − i# −DX,A∂)

= (F ◦ j)# − (F ◦ i)# − F#DX,A∂

= f# − g# −D∂.

2.8.3 La homoloǵıa singular satisface el Axioma de la excisión

SeaU ⊂ A ⊂ X. Decimos que la aplicación inclusión(X − U,A − U) →֒ (X,A) es una

excisión si induce un isomorfismo

Hn(X − U,A− U) −→ Hn(X,A) para todon > 0.

Decimos en este caso queU puede ser cortado desdeX, sin afectar la homologı́a.

Nota 2.7. SeaU es una colección de conjuntos con cubrimientos en X.

Sea el conjuntoCU
n (X) := {ξ : ∆n −→ X/ Im ξ ⊂ A para algúnA ∈ U} es un grupo

abeliano libre, ademásCU
n (X) es un subgrupo deCn(X).

Notemos que si laIm ξ ⊂ A entonces escribimos∂ξ =
∑
niξi, para cadai la Im ξi ⊂

Im ξ ⊂ A ası́ que∂ξ ∈ CU
n−1(X). Ası́ la restricción de∂ en CU

n (X) en términos hacia

un complejo de cadenas y la aplicación inclusión se convierte en una aplicación de cadena.

Observemos también que siξ es un generador deCU
n (X) entoncesDXξ ∈ CU

n+1(X) por-

que:

si D∆n
(ιn) =

∑
niSi entonces

DXξ = ξ∗D∆n
(ιn) =

∑
niξ∗Si =

∑
ni(ξ ◦ Si).

Pero la Im ξ ⊂ A para algúnA ∈ U y la Im ξ ◦ Si ⊂ Im ξ.
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Observacíon 2.14. La siguiente afirmación fuerte de quei∗ : CU
∗ (X) −→ C∗(X) es una

equivalencia de cadenas homotópicas es verdadera, pero no será demostrado esta.

Proposición 2.12. Sea U una coleccíon de subconjuntos deX cuyos interiores cubren

X. Entonces

H∗(i∗) : H∗(C
U
∗ (X), ∂) −→ H∗(C∗(X), ∂)

es un isomorfismo.

Demostracíon: La sucesión exacta corta de complejo de cadenas

0 // CU
∗ (X)

i // C∗(X)(X)
q // C∗(X)

CU
∗ (X)

// 0

induce una sucesión de homologı́a larga. Para demostrar que i∗ es un isomorfismo en homo-

logı́a ∀n ∈ Z es equivalente a demostrar queHn(
C∗(X)

CU
∗ (X)

) = 0 ∀n ∈ Z.

Sea qc ∈
C∗(X)

CU
∗ (X)

es un ciclo representando un elemento deHn(
C∗(X)

CU
∗ (X)

), donde c ∈

Cn(X). Es decir,∂qc = 0 o equivalentemente∂c ∈ CU
n−1(X).

Deseamos demostrar que existe und ∈ Cn+1(X) se tiene ∂qd = qc o equivalentemente

c− ∂d ∈ CU
n (X).

Ya quec es la suma finita de generadoresc =
∑
njξj, encontrarN es decir podemos escribir

sdN ξj =
∑
nijξij donde ∀i, j∃A ∈ U (dependiente dei y j) con Im ξij ⊂ A.

SeaDX es la homotopı́a de cadenaDX : 1 ⋍ sdN para esteN . Demostrar quec+∂DXc ∈

CnU (X) y entoncesd = −DXC.

∂DXc+DX∂c = sdN c− c es decirc+ ∂DXc = sdN c−DX∂c.

Por definición deN, sdNc ∈ CU
n (X). También ∂c ∈ CU

n−1(X) como notamos primero y

DX∂x ∈ CU
n (X). Ası́ se requiere qued exista. Por lo tanto∂c es la clase de homologı́a cero

enHn(
C∗(X)

C
U(X)
∗

)

Corolario 2.1. Seaφ : CU
∗ (X,B) −→ C∗(X,B) induce un isomorfismo en homologı́a.

Demostracíon:

0 // CU∩B
∗ (B) //

��

CU
∗ (X) //

��

CU
∗ (X,B) //

��

0

0 // C∗(B) // C∗(X) // C∗(X,B) // 0
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induce

// HU
n+1(X,B) //

��

HU∩B
n (B) //

∼=

��

HnU(X) //

∼=

��

HU
n (X,B) //

��

HU
n−1(B) //

∼=

��

HU
n−1(X) //

∼=

��
// Hn+1(X,B) // Hn(B) // Hn(X) // Hn(X,B) //Hn−1(B) // Hn−1(X) //

Ya que las aplicaciones marcadas son isomorfismos para dichoteorema, el resto de aplicacio-

nes verticales son también isomorfismos, por el lema de los cinco.

Proposición 2.13.SeaA ⊂ X. Si U es un subconjunto de X tal queU ⊂ Int A. entonces la

inclusión

j : (X − U,A− U) →֒ (X,A)

induce un isomomorfismo en homologı́a singular.

Demostracíon: SeaU la colección {X − U ;A}. El Int(X − U) = X − U ya que U ⊂

IntA, los interiores deX − U y A son un cubrimientos de X. Por lo tantoCU
∗ (X,A) −→

C∗(X,A) induce un isomorfismo en homologı́a. Para concluir la demostración deberemos de

demostrar queC∗(X − U,A− U) ∼= CU
∗ (X,A) como complejo de cadenas.

Sea el homomorfismo

ψ : Cn(X − U) −→
CU
n (X)

CU∩A
n (A)

definido de la siguiente maneraψ(ξ) = [ξ] ya que la Im ξ ⊂ (X − U) pertenece aU .

Cada elemento deCU
n (X) puede escribirse comoc =

∑
miSi +

∑
niξj donde Im Si ⊂

A ∀i y Im ξi ⊂ (X − U) ∀i.

Ya que
∑
miSi ∈ CU∩A

n (A), en
CU
n (A)

CU∩A
n (A)

, [c] = [
∑
njξj] = ψ(

∑
j ξj). Por lo tantoψ es

sobreyectivo.

Sea elKer(ψ) = Cn(X − U) ∩ CU∩A
n (A), se nota queU ∩A = {(X − U) ∩ A, A ∩ A} =

{A− U,A} y entonces la colección incluye aA y ası́ mismo,CU∩A
n (A) = Cn(A).

En generalCn(A) ∩ Cn(B) = Cn(A ∩ B) ya que un sı́mplice tiene como imagen enA y B

si y solamente si su imagen esta enA ∩B. Por lo tanto

ker(ψ) = Cn(X − U) ∩ CU∩A
n (A) = Cn((X − U) ∩ A) = Cn(A− U).

Ası́ tenemos

Cn(X − U,A− U) ∼=
Cn(X − U)

Cn(A− U)
∼=

CU
n (X)

C + pU∩A
= CU

n (X,A).
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X
A

U

2.8.4 La homoloǵıa singular satisface el Axioma de la dimensión

Proposición 2.14.Sea X un espacio topológico formado por un punto. Entonces tenemos

Hn(X ;G) =

{
G si n = 0

0 si n 6= 0

Demostracíon: Sea G un grupo abeliano arbitrario, sin 6= 0 entonces se tiene los siguientes

casos:

a) Paran < 0, tenemos el homomorfismo

∂ : Cn(X ;G) −→ Cn−1(X ;G)

ya queCn(X ;G) = 0 ∀n < 0, esto nos conllevaBn(X,G) = Zn(X ;G) = Cn(X ;G).

Por lo tantoHn(X ;G) = 0

b) Paran > 0, comoX = {q} tiene solo un n-sı́mplices singular

ξn : ∆n −→ X

para cada n (aplicación constante en X). Por lo tanto,Cn(X) grupo cı́clico infinito

generado porξn y los elementos del grupo

Cn(X ;G) = Cn(X)⊗G ≈ G

puede ser considerado comogξn para todog ∈ G, tenemos

∂ : Cn(X ;G) −→ Cn−1(X ;G)



2.8. Verificación de que la homologÍa singular es un teorÍa homológica 63

definido por ∂(gξn) =
∑n

i=0 (−1)igξin = [
∑n

i=0(−1)i] gξn−1. Esto implica

∂(gξn) =

{
0 , si n es par

gξn−1 , si n es impar

consecuentemente, el operador frontera o borde

∂ : Cn(X ;G) −→ Cn−1(X ;G)

1. Asumamos que n es un número entero par positivo entonces:

a) El ∂ es el homomorfismo trivial. Luego se deduce queZn(X ;G) = Cn(X ;G).

b) El ∂ es un isomorfismo . Luego se deduce queBn(X ;G) = Cn(X,G). Esto

implica

Hn(X ;G) =
Zn(X ;G)

Bn(X ;G)
= 0.

2. Asumamos que n es un número entero impar positivo entonces:

a) El ∂ es un isomorfismo. Luego se deduce queZn(X ;G) = Cn(X ;G).

Hn(X ;G) =
Zn(X ;G)

Bn(X ;G)
= 0.

En conclusiónHn(X ;G) ≈ 0 ∀n 6= 0

c) Paran = 0, tenemos los siguientes homomorfismos triviales

C1(X ;G)
∂1 // C0(X ;G)

∂0 // C−1(X ;G) = 0

del cual se deduce que :

Z0(X ;G) = C0(X ;G) y B0(X ;G) = 0

Por lo tanto obtenemos

H0(X ;G) = C0(X ;G) ≈ G.



Caṕıtulo 3

Cálculo de algunos grupos de homologı́a

En esta sección se demostrará los grupos de homologı́a de ciertos espacios topológico como

por ejemplo el punto, el circulo, la esfera n-dimensional, el espacio proyectivo y el toro.

3.1 Grupo de homoloǵıa del Punto

Proposición 3.1. Sea X un espacio con un solo punto. EntoncesHn(X) = 0 ∀n 6= 0 y

H0(X) ∼= Z.

Demostracíon. Tomemos un espacio de un solo puntoX = {x0} y tenemos para toda di-

mensión un único n-sı́mpliceξn : ∆n −→ {x0}, entonces

ξn ◦ ki = ξn−1 parai = 0, . . . , n.

Ası́ ∂ξ2n = ξ2n−1 y ∂ξ2n−1 = 0 ∀n > 0. En cada dimensiónCn({x0}) = Z[x0] ∼=

Z, ası́ en dimensión par∂ : Z −→ Z es el homomorfismo identidad y es el homomorfismo

trivial cuando la dimensión es impar. El complejo de cadenas singulares asociado al espacio

de un solo punto tiene el siguiente aspecto.

· · · // Z
0 // Z

1 // Z
0 // Z

1 // Z
0 // Z

Para n = 0 tenemos queZ0({x0}) = C0({x0}) = Z y B0({x0}) = 0 de donde

H0({x0}) = 0. Para n > 0 par tenemos queZn({x0}) = 0 y Bn({x0}) = 0 y en

este casoHn({x0}) = 0. Para n impar es fácil ver queZn({x0}) = Z y Bn({x0}) = Z de

donde concluimos queHn({x0}) = 0.

64
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Hn({x0}) =

{
Z si n = 0

0 si n 6= 0

3.2 Grupo de homoloǵıa del esfera

En esta parte calcularemos la homologı́a de la esfera para ello daremos algunas definiciones

para luego dar su respectiva demostración.

3.2.1 Suspensión

SeaX es un espacio topológico no vació y seaI el intervalo unitario[0, 1] = I de números

reales. En el producto topológicoX × I identificamos, respectivamente, los subespacios

X × {0} y X × {1} a un sólo puntou y v, obteniendo el espacio cocienteS(X), los

puntos u y v son llamados polos sur y polo norte deS(X), respectivamente mediante la

relación.

Nota 3.1. El espacio cocienteS(X) es llamado la suspensión del espacio topológico X.
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Sea p : X × I −→ S(X) la proyección canónica y seai : X →֒ S(X) la inclusión

i(x) = p(x, 1/2). Claramente usandoi podemos identificarX con p(X, 1/2) ⊆ S(X).

SeanU, V ⊆ S(X) los subespacios definidos por

U = {p(x, t) : x ∈ X, 1/2 6 t 6 1}

V = {p(x, t) : x ∈ X, 0 6 t 6 1/2}.

EntoncesU y V son claramente espacios contráctiles. Además tenemos las relacionesU ∩

V = X U ∪ V = S(X).

Definición 3.1. Para un par topoĺogico arbitrario (X,A), donde X y A son no vaćıos,

existe una y solo una aplicaciónθ : (X,A) → (0, 0). Establecemos

H̃n(X,A) = Kernel(θ∗ : Hn(X,A) → Hn(0, 0)).

la cual se llamaŕa el grupo de homoloǵıa reducida.

Definición 3.2. La sucesíon del ńucleo de esta aplicación θ

· · · // H̃n(A)
i∗ // H̃n(X)

j∗ // H̃n(X,A)
∂ // H̃n−1(A) // · · ·

es llamadaLa sucesíon de homoloǵıa reducidadel par topoĺogico (X,A).

Teorema 3.1.Para cualquier par (X,A) con X 6= ∅ y A 6= ∅, la sucesíon de homoloǵıa

reducida del (X,A)

· · · // H̃n(A)
i∗ // H̃n(X)

j∗ // H̃n(X,A)
∂ // H̃n−1(A) // · · ·

es exacta.

Demostracíon.Puesto que la secuencia homológica reducida de(X,A) defiere de la secuen-

cia homológica usual solo en los dos gruposH̃0(A) y H̃0(X), luego es suficiente verificar

la exactitud de la siguiente parte de la secuencia:

H̃1(X,A)
∂̃ // H̃0(A)

ĩ∗ // H̃0(X)
j̃∗ // H̃0(X,A)

donde la tilde sobre∂, i∗ y j∗ se agregan para evitar ambigüedades.

Para este propósito, comparemos con la parte correspondiente a la secuencia homológica usual

de (X,A):

H1(X,A)
∂ // H0(A)

i∗ //H0(X)
j∗ //H0(X,A) .
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Puesto queH̃1(X,A) = H1(X,A) y ∂̃ es definida por∂, tenemos

Im(∂̃) = Im(∂).

El homomorfismo i∗ : H0(A) → H0(X) lleva H̃0(A) sobre H̃0(X) y envı́a Im(ν∗)

isomorficamente sobre Im(µ∗). Entonces se sigue de la descomposición en suma directa de

H0(A) y H0(X) del cual tenemos

Ker(̃i∗) = Ker(i∗),

Im(̃i∗) = Im(i∗) ∩ H̃0(X).

Finalmente, ya quẽj∗ es la restricción dej∗ a H̃0(X), tenemos

Ker(j̃∗) = Ker(j∗) ∩ H̃0(X).

Por tanto, de esto se sigue la exactitud de la secuencia homológica usual de(X,A), ası́ te-

nemos

Im(∂̃) = Im(∂) = Ker(i∗) = Ker(̃i∗),

Im(̃i∗) = Im(i∗) ∩ H̃0(X) = Ker(j∗) ∩ H̃0(X) = Ker(j̃∗).

Esto prueba la exactitud de la secuencia homológica reducida de (X,A).

�

Consideremos la sucesión de homologı́a reducida exacta del par topológico(U,X). Entonces

para cualquiern ∈ Z tenemos

∂ : Hn+1(U,X) −→ H̃n(X)

o también

∂ : Hn+1(U,X) = H̃n+1(U,X) ≈ H̃n(X)

es un isomorfismo.Considerando la sucesión exacta de homologı́a reducida del par(S(X), V ).

Como V es subespacio contráctil yS(X) es un espacio topológico, se tiene que

j∗ : Hn+1(S(X)) = H̃n+1(S(X)) −→ Hn+1(S(X), V )

es un isomorfismo para cualquiern ∈ Z. Ahora, seae : (U,X) −→ (S(X), V ) la apli-

cación de inclusión. Se tiene quee es una excisión del conjunto abiertoM = Int(V ) =
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S(X)− U del par (S(X), V )

Consideremos el conjunto abiertoN ⊆ S(X) definido por

N = {p(x, t) : x ∈ X, 0 6 t < 1/3}.

Se tiene queN ⊆M y la aplicación inclusiónh : (U,X) −→ (S(X)−N, V −N) es una

equivalencia homotópica. Luego para cadan > 0

e∗ : Hn+1(U,X) −→ Hn+1(S(X), V )

es un isomorfismo. Tenemos el siguiente diagrama de isomorfismos

Hn+1(U,X)
e∗ // Hn+1(S(X), V )

j∗

��

H̃n(X)

∂−1

OO

∂

��
τ // H̃n+1(S(X))

τ = j∗ ◦ e∗ ◦ ∂∗ : Hn(X) −→ Hn+1[S(X)]

es un isomorfismo, llamado isomorfismo de suspensión en la teorı́a de homologı́aK.

Proposición 3.2. Para cualquiern > 0, los grupos de homologı́a reducida de la esfera n-

dimensionalSn, son los siguientes:

H̃q(S
n) ≈

{
G (si q = n)

0 (si q 6= n)

dondeG es grupo de coeficiente de la teorı́a de homoloǵıaK

Demostracíon. Se demostrara para dos casos

Para n=0, la esfera 0-dimensionalS
0 pueden ser identificado con el subespacio de la

recta real, consideremos dos números reales “0” y “1”.

Para determinar los grupos de homologı́a reducida deS
0, consideremos la sucesión de

homologı́a reducida de(S0, 0) como{0} es un subespacio de un espacio contráctilS0,

tenemos un isomorfismo

j∗ : H̃q+1[S
0] −→ Hq[S

0, {0}]
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para cualquier enteroq.Puesto que{0} es un conjunto abierto deS0 con{0} ⊂ Int({0}),

la excisión

e : {1} = ({1}, ∅) −→ (S0, {0})

induce un isomorfismo

e∗ : Hq({1}) = Hq({1}, ∅) −→ Hq(S
0, {0})

para cualquier enteron. Luego comoS0 es contráctil

H̃q(S
0) ≈ H̃q(S

0, {0}) ≈ H̃q({1}) ≈

{
G (si q = 0)

0 (si q 6= 0)

�

Paran > 0, demostraremos por inducción matemática, asumiremos quese cumple para

n = K entonces consideremos la suspensión deS(X) de la k-esferaSk. Puesto que

S(Sk) es homeomorfo a la (k+1) esferaSk+1 y ambos son hotopicamente equivalentes,

es decir tenemos

H̃q[S(S
k)] ≈ H̃q(S

k+1)

para cualquier entero q.Finalmente tenemos la suspensiónisomórfica

τ : H̃q(S
k) ≈ H̃q[S(S

k)] ≈ H̃q(S
k+1).

Esto demuestra quen = k + 1.

�

3.3 Grupo de homoloǵıa del plano proyectivo

Sea W = Rn+1\{0}, donde 0 = (0, 0, . . . , 0) denota el origen deRn+1. Se define la

relación de equivalencia∽ en el espacioW , como x ∽ y si y solo si yi = λxi para todo

0 ≤ i ≤ n. Sea RP
n = W/ ∽ es el espacio cociente W sobre la relación de equivalencia

con la topologı́a cociente.

Nota 3.2. El espacio topoĺogico RP
n es llamado el espacio proyectivo n-dimensional.
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Sea

Π :W −→ RP
n

denota la proyección natural del espacioW hacia su espacio cocienteRPn. Uno puede

claramente observar queπ−1(p) es una linea recta enRn+1 pasando a través del origen0 y

con el origen eliminado. Por lo tantoRPn puede ser considerado como el espacio de todas

las lı́neas rectas enRn+1 pasando a través del origen. Definamos los siguientes subespacios

del espacioRn+1 como sigue :

E
n+1 = {x ∈ R

n+1/‖x‖ ≤ 1}

S
n = {x ∈ R

n+1/‖x‖ = 1}

E
n = {x ∈ E

n+1/x0 = 0}

Un = {x ∈ S
n+1/x0 ≤ 0}

V n = {x ∈ S
n+1/x0 ≥ 0{

S
n−1 = {x ∈ S

n+1/x0 = 0}

Como Sn ⊂ Rn+1\{0} = W, tenemos la siguiente restricción deπ:

σ = π|Sn : Sn −→ RP
n.

Lema 3.1. La aplicacíonσ : Sn −→ RP
n es una identificación.

Demostracíon. Seap ∈ RP
n. Entoncesπ−1(p) es una lı́nea recta enRn+1 a través del

origen
−→
0 con ella eliminada. Por lo tantoπ−1(p) ∩ Sn de un par de puntos antı́podas de

Sn. Sea x uno de esos dos puntos. Entonces obtenemos

σ(x) = π(x) = p.

Por lo tantoσ es una aplicación sobreyectiva.LuegoSn es compacto yRPn es un espacio

de Hausdorff, entonces la aplicación sobreyectivaσ es una aplicación cerrada,es decir, cuya

inversa de un cerrado es cerrado. Por lo tantoσ es una identificación.

�

Para cada puntop ∈ RP
n, la imagen inversaσ−1(p) es un par de puntos antı́podas deSn.

de ahı́ podemos considerarRPn como el espacio cociente de la n-esferaSn obtenidas por

identificación de puntos antı́podas y la aplicaciónσ : Sn −→ RP
n como la proyección

natural.



3.3. Grupo de homologÍa del plano proyectivo 71

Observacíon 3.1. Se puede observar que :

Si n = 1, entoncesσ(Sn−1) es un solo puntoP 0 de P n.

Si n > 1, entonces el subespacioσ(Sn−1) de P n obviamente puede ser identificado

con el espacio proyectivo real (n-1)-dimensionalP n−1.

Ası́, σ define una aplicación

ρ : (Sn, Sn−1) −→ (RPn,RPn−1).

Ya que Un y V n son subespacios deSn conteniendo aSn−1, ρ define dos aplicaciones

ζ : (U, Sn−1) −→ (RPn,RPn−1) y η : (V, Sn−1) −→ (RPn,RPn−1).

Para otra representación del espacio proyectivo realRP
n consideremos el n-elementoEn

junto con su frontera(n−1)-esferaSn−1. Se define la siguiente aplicaciónθ : (En, Sn−1) −→

(RPn,RPn−1) tal que θ(x) = σ[
√

(1− ‖x‖2), x1, . . . , xn] para cualquierx = (0, x1, . . . , xn)

de En.

Lema 3.2. La aplicacíon θ : En −→ RP
n es una identificación.

Demostracíon. Como en la demostración anterior, es suficiente demostrar que θ es sobre-

yectiva. Para esto supongamos, seap ∈ RP
n. ya que σ es sobreyectiva, existe un punto

x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Sn con σ(x) = p. Ya que σ(−x) = σ(x), podemos asumirx ≥ 0.

Sea w = (0, x1, . . . , xn) ∈ En. Entonces tenemosθ(w) = σ(x) = p. Por lo tanto θ es

sobreyectiva.

�

Sea p ∈ RP
n. Si p ∈ RP

n\RPn−1, la imagen inversaθ−1(p) consiste en un solo punto de

En\Sn−1. En otras palabras, sip ∈ RP
n−1, θ−1(p) consiste en un par de puntos antı́podas

de la esfera. Ahı́ podemos considerarRP
n como el espacio cociente de los n-elementosEn

obtenido por puntos antı́podas identificando la frontera dela esferaSn−1 deEn. Consecuen-

temente,RP1 ∼= S1 y RP
2 es el plano proyectivo.

Definición 3.3. Sea RP
n−1 el espacio proyectivo real (n-1)-dimensional ySn−1 ⊂ En, la

aplicación θ|Sn−1 : Sn−1 −→ RP
n−1 es una aplicacíon caracteŕıstica.

Nota 3.3. Por razones obvias, denotaremos a esta aplicación θ|Sn−1 como σ.
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Definición 3.4. El espacio proyectivo real n-dimensionalRP
n es la aplicacíon cono deσ :

Sn−1 −→ RP
n−1.

Lema 3.3. Para cualquiern > 1, el grupo de homoloǵıa de RP
n satisface la siguiente

relación:

Hq(RP
n) =





Hq(RP
n−1) (si q < n− 1),

Coker(σ∗) (si q = n− 1),

Ker(σ∗) (si q = n),

0 (si q > n).

Donde σ∗ es el homomorfismo inducido

σ∗ : Hn−1(S
n−1) −→ Hn−1(RP

n−1).

Demostracíon. Para todoq > n Hq(RP
n) = 0 , luego el homomorfismo inducido

i∗ : Hq(RP
n−1) −→ Hq(RP

n) para todoq < n− 1

es un isomorfismo. Por lo tantoHq(RP
n−1) ≈ Hq(RP

n) para todoq < n− 1.

Esto sigue para determinarHn−1(RP
n) y Hn(RP

n). Para esto supongamos, usaremos la su-

cesión de homologı́a de Puppe respecto ala aplicaciónσ : Sn−1 −→ RP
n−1.

Ya que deHn(RP
n−1) = 0 y H̃n−2(S

n−1) = 0, tenemos una sucesión exacta

0 // Hn(RP
n) τ // Hn−1(S

n−1)
σ∗ //Hn−1(RP

n−1)
i∗ // Hn−1(RP

n) // 0 .

De la exactitud de la sucesión, se sigue inmediatamente que

Hn−1(RP
n) ≈ Coker(σ∗), Hn(RP

n) ≈ Ker(σ∗).

Esto demuestra dicho lema.

�

Este lema da un método inductivo de calculo del grupo de homologı́a deRPn y reduce el

problema de la determinación del Núcleo y del Conúcleo deσ∗. Para determinar este, consi-

deremos la homologı́a de homomorfismo,

Hn(S
n)

j∗ // Hn(S
n, Sn−1)

θ∗ // Hn(RP
n,RPn−1)

dondej : Sn −→ (Sn, Sn−1) es la aplicación inclusión yθ : (Sn, Sn−1) −→ (RPn,RPn−1) es

la aplicación definida arriba.
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Definición 3.5. Un homeomorfismo relativo es una aplicación f : (X,A) −→ (Y,B) tal

que f : X − A −→ Y − B es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.1. Sea cualquier conjuntoU del subespacioA para el par topoĺogico (X,A)

entonces la aplicación inclusíon e : (X − U,A − U) −→ (X,A) es un homeomorfismo

relativo.

Definición 3.6. Un par de Hausdorff compacto es un par topológico (X,A) dondeX es un

espacio de Hausdorff compacto yA es un subespacio cerrado deX.

Definición 3.7.Una vecindad abierta regularV deA en el espacioX es regular si y solamen-

te si existe una aplicaciónφ : ∂V = Cl(V )− V −→ A tal que laCl(V ) en el espacioX es

homeomorfica a la aplicación cilindroZ = Z(φ) de la aplicacíonφ bajo un homeomorfismo

h : Cl(V ) −→ Z que coincide con la aplicación inclusíon enA y ∂V. Luego para este caso

consideremos la aplicación cilindroZ como una vecindad cerrada deA enX.

Definición 3.8. Un par topoĺogico (X,A) es regular si y solamente siA 6= ∅ y existe una

vecindad abierta regularV deA en el espacioX.

Lema 3.4. Existe un isomorfismoh : Hn(S
n) −→ Hn(RP

n,RPn−1) para cualquiern > 1,

satisfaciendo la relación θ∗ ◦ j∗ = h+ (−1)n+1h.

Demostracíon. Considerar el hexágono siguiente de homomorfismos inducido:

Hn(S
n)

e∗

uu❧❧❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧

j∗

��

d∗

))❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘

Hn(S
n, V n) Hn(S

n, Un)

Hn(S
n, Sn−1)

ii❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘

θ∗

��

55❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

Hn(U
n, Sn−1)

α∗

OO

ξ∗ ))❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘

55❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧
Hn(V

n, Sn−1)

ii❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘

β∗

OO

η∗uu❧❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧

Hn(RP
n,RPn−1)

Aquı́ las dos diagonales son partes de la sucesión de homologı́a de los dos triples(Sn, Un, Sn−1)

y (Sn, V n, Sn−1) que son exactas.Puesto queθ, ξ, η están definidas por la misma aplicación

σ y otros homomorfismos son inducidas por las aplicaciones inclusión, los seis triángulos
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son conmutativos. Luego la triada(Sn;Un, V n) es exacta, esto sigue de queα∗ y β∗ son

homomorfismo. Por lo tanto, se sigue del lema hexagonal (Véase apéndice B ) tenemos

θ∗ ◦ j∗ = h+ k

dondeh y k están definidas por

h = ξ∗ ◦ α
−1
∗ ◦ e∗, k = η∗ ◦ β

−1
∗ ◦ d∗.

ComoSn es contráctil yUn, V n son subespacios deSn, entoncesd∗ y e∗ son isomorfismo.

Ya queξ y η son homeomorfismos relativos, además(Un, Sn−1), (RPn,RPn−1) y (V n, Sn−1)

son pares de Hausdorff compactos regulares, se concluye queξ∗ y η∗ son isomorfismos. Esto

prueba que h y k son isomorfismos. Seaτ : Sn −→ Sn representa la aplicación antı́poda , el

homomorfismo inducido

τ∗ : Hn(S
n) −→ Hn(S

n)

esta definido porτ∗(x) = (−1)n+1x ∀x ∈ Hn(S
n). Puesto quek = h ◦ τ∗ obviamente

implica quek = (−1)n+1h y por lo tanto obtenemos

θ∗ ◦ j∗ = h+ (−1)n+1h.

�

Lema 3.5. Para cualquier entero parn > 1, el homomorfismo inducidoσ∗ : Hn(S
n) −→

Hn(RP
n) es un homomorfismo trivial, es decirσ∗ = 0.

Demostracíon. Sea un elemento arbitrariox ∈ Hn(S
n). Es suficiente demostrar queσ∗ = 0.

Para esto se considera el siguiente diagrama de homomorfismos:

0 = Hn(S
n−1)

i∗ // Hn(S
n)

σ∗

��

j∗ // Hn(S
n, Sn−1)

θ∗

��

0 = Hn(RP
n−1)

i∗ // Hn(RP
n)

j∗ //Hn(RP
n,RPn−1)

esta es una parte de la escala de homologı́a de la aplicaciónθ. Por lo tanto las filas son exactas

y el rectángulo es conmutativo. Puesto que n es par, a partirdel Lema (3.4) tenemos

θ∗ ◦ j∗ = h− h = 0.

Esto implica que

j∗[σ∗(x)] = θ∗[j∗(x)] = 0.

Por que de la exactitud,j∗ es un monomorfismo. Esto implica queσ∗ = 0.
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�

Lema 3.6. Para cualquier entero imparn > 2, tenemosHn(RP
n) ≈ G y el homomorfismo

inducidoi∗ : Hn−1(RP
n−1) −→ Hn−1(RP

n) de la aplicacíon inclusíon i : RPn−1 −→ RP
n

es un isomorfismo.

Demostracíon. Se considera la sucesión exacta

0 // Hn(RP
n)

τ // Hn−1(S
n−1)

σ∗ // Hn−1(RP
n−1)

i∗ // Hn−1(RP
n) // 0

Como en la demostración del Lema (3.3). Puesto quen es par ,n− 1 es impar. Por lo tanto

esto sigue del Lema (3.5) lo cualσ∗ = 0.Esto implica que

Hn(RP
n) ≈ Ker(σ∗) = Hn(S

n−1) ≈ G

y entoncesi∗ es un isomorfismo.

�

Lema 3.7. Para cualquier par enteron > 2 existe un isomorfismog : Hn(S
n) −→

Hn(RP
n) satisfaciendo la relación σ∗ = 2g.

Demostracíon. Se considera una parte de la escala de homologı́a de la aplicación θ:

0 // Hn(S
n)

σ∗

��

j∗ // Hn(S
n, Sn−1)

θ∗

��

0 // Hn(RP
n)

j∗ // Hn(RP
n,RPn−1)

∂ // Hn−1(RP
n−1)

i∗ // Hn−1(RP
n)

En ambas filas,i∗ es un isomorfismo por el Lema 3.6 . Por la exactitud, esto implica que

j∗ : Hn(RP
n) −→ Hn(RP

n,RPn−1)

es también un isomorfismo.

De acuerdo a Lema 3.4, existe un isomorfismoh : H∗(S
n) −→ Hn(RP

n,RPn−1) satisface

la relación

θ∗ ◦ j∗ = h+ (−1)n+1h = 2h.

Entonces la composicióng = j−1
∗ ◦ h : Hn(S

n) −→ Hn(RP
n) es también un isomorfis-

mo.Además tenemos

σ∗ = j−1
∗ ◦ θ∗ ◦ j∗ = j−1

∗ ◦ 2h = 2(j−1
∗ ◦ h) = 2g.
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�

Ahora podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.2.SeaRPn el espacio proyectivo real n-dimensional .Entonces

Hq(RP
n) =





0 si q > n

G2 si q es par tal que 1 < q ≤ n,

T2(G) si q es impar tal que 1 ≤ q ≤ n− 1,

G si q = 0 y q = n si q es par

DondeG es el grupo de coeficientes de una teorı́a homoĺogicaK y G2, T2(G) son los grupos

definidos de la siguiente manera:

G2 = G/2G, 2G = {2g|g ∈ G}; T2(G) = {g ∈ G|2g = 0}.

(DondeG2 es el subḿodulo deG aniquilado por la multiplicacíon por 2) Aśı, la homoloǵıa

con coeficientes en el campo de los números racionales parece diferente para la homologı́a

con coeficientes en un campo de caracterı́stica 2.

Demostracíon. Por inducción sobre n.

Para n=0,1, se tiene que(RP1 ∼= S1) es trivial por la sección anterior.

Para probar el teorema por inducción en la dimensión n, asumiremos paran > 2 ya

que el teorema esta bien establecido para cualquier espacioproyectivo real de dimension

inferior a n.

• Si n es par, entonces por el Lema 3.6 para este teorema afirma que RP
n. Se asume

que n es impar. De acuerdo al Lema 3.1, esto sigue para demostrar

Ker(σ∗) ≈ T2(G), Coker(σ∗) ≈ G2

para el homomorfismo inducidoσ∗ : Hn−1(S
n−1) −→ Hn−1(RP

n−1).

• Paran impar, se siguen − 1 es par.De acuerdo al Lema 3.7, existe un isomor-

fismo

g : Hn−1(S
n−1) −→ Hn−1(RP

n−1)

satisfaciendoσ∗ = 2g.

Para establecer queKer(σ∗) ≈ T2(G), sea un elemento arbitrariox ∈ Hn−1(S
n−1).
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Entonces six ∈ Ker(σ∗) si y solo sig(2x) = σ∗(x) = 0. Puesto queg es un

isomorfismo, esto es equivalente a2x = 0. Esto prueba que

ker(σ∗) = T2[Hn−1(S
n−1)] ≈ T2(G).

Para establecer que elCoker(σ∗) ≈ G2, esto es suficiente probar queIm(σ∗) =

2[Hn−1(RP
n−1)].

◦ Demostrar queIm(σ∗) ⊂ 2[Hn−1(RP
n−1)] Sea un elemento arbitrarioy ∈

Im(σ∗). Entonces existe un elementox ∈ Hn−1(S
n−1) con y = σ∗(x) =

2[g(x)]. Por lo tantoy ∈ 2[Hn−1(S)
n−1].

◦ Demostrar2[Hn−1(RP
n−1)] ⊂ Im(σ∗) Sea cualquier elementow ∈ 2[Hn−1(RP

n−1)].

Entonces hay un elementov ∈ Hn−1(RP
n−1) tal quew = 2v. Puesto que

g es un isomorfismo, entonces existe un elementou ∈ Hn−1(S
n−1) tal que

g(x) = v. Luego tenemos

σ∗(x) = 2[g(u)] = 2v = w.

Por lo tantow ∈ Im(σ∗).

Ejemplo 3.2. ParaG = Z, tenemos:

Hq(P
2) ∼=






Z q = 0,

Z2 q = 1,

0 q ≥ 2,

Hq(P
3) ∼=





Z q = 0,

Z2 q = 1,

0 q = 2,

Z q = 3,

0 q ≥ 4,

ParaG = Z/2, tenemos:

Hq(P
n) ∼=

{
Z/2 q ≤ n,

0 q > n,
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3.4 Grupo de homoloǵıa del toro

Teorema 3.3.SeaT2 el toro 2-dimensional. Entonces

Hn(T
2) =





G si q=0 y q=2 ,

G×G si q=1,

0 si q> 2.

Demostracíon.

a

bb

v v

a vv

∆1

∆2

generadores

C0

C1

C2

=

=

=

< v >

< ∆1,∆2 >

< a, b, c >
c

∂2 : C2 −→ C1

∆1 −→ a− b+ c

∆2 −→ a− b+ c

Im(∂2) = 〈a− b+ c〉

Ker(∂2) = 〈∆1 −∆2〉

∂1 : C1 −→ C0

a −→ x− x = 0

b −→ x− x = 0

c −→ x− x = 0

Im(∂1) = 〈0〉

Ker(∂1) = 〈a, b, c〉

H0 =
Ker(∂0)

Im(∂1)
=

〈x〉

〈0〉
∼= Z

H1 =
Ker(∂1)

Im(∂2)
=

〈a, b, c〉

〈a− b+ c〉
∼= Z⊕ Z

H2 =
Ker(∂2)

Im(∂3)
=

〈∆1 −∆2〉

〈0〉
∼= Z

Hi = 0 ∀i > 2



Caṕıtulo 4

Apéndice A

En este apéndice algunos resultados respecto a temas de topologı́a general.

4.1 Conexidad

SeaX un espacio topológico.

Proposición 4.1. Las siguientes condiciones son equivalente

(i) No existe un subconjuntoA de X, A 6= ∅, A 6= X, tal que A sea abierto y cerrado.

(ii) No existen subconjuntosA y B de X tal que A y B sean abiertos y no vacı́os,

A ∩ B = ∅, A ∪ B = X.

(iii) No existen subconjuntosA y B de X tal que A y B sean cerrados y no vacı́os,

A ∩ B = ∅, A ∪ B = X.

la demostración es obvia.

Definición 4.1. SeaX un espacio topológico.

(a) Se dice que X es conexo si una de las condiciones equivalentesen Proposicíon 4.1 es

satisfecha.

(b) Se dice que X es localmente conexo si todox ∈ X admite un sistema fundamental

fundamental de vecindades conexas.

79
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Uno debe tener en cuenta que existen espacios que están conexos sin ser localmente conexo

(ver Ejemplo 4.2).

Teorema 4.1.El espacioR es conexo.

Demostracíon. Sea por contradicción asumiendo queR no es conexo. SeaA ∈ R tal que

∅ 6= A, R 6= A, A es cerrado y abierto enR. Sea X ∈ R\A y asuma por ejemplo

que A ∩ [x,+∞[6= ∅. Denote porB el conjuntoA ∩ [x,+∞[. EntoncesB no es vacı́a,

cerrada y acotada desde abajo. Por lo tanto, este admite un elemento pequeño, digamosb. En

otras palabras, ya quex ≤ A, A ∩ [x,+∞[= A∩]x,+∞[. Por lo tanto,B es abierto. Por

consiguiente existeε > 0 tal que ]b− ε, b+ ε] ⊂ B. Esto contradice el hecho de queb es

el elemento mas pequeño enB.

�

Un intervalo abierto deR es conexo. Es decir, si este no es vacı́o, entonces es isomorfo

a R.

R\{0} no es conexo, peroR\{0} es conexo paran > 1.

Se dice que un subconjuntoA de un espacio topológicoX es conexo si este es conexo para

la la topologı́a inducida.

Proposición 4.2. Sea A ⊂ B ⊂ A ⊂ X y asumiendo queA es conexo. EntoncesB es

conexo.

Demostracíon. Asumiendo queB = U1∪U2 con Ui (i = 1, 2) abierto enB y U1∩U2 =

∅. Vamos a demostrar queU1 o bien U2 es vacı́a. Existe un abiertoU ′
i (i = 1, 2) en X

tal que U ′
i ∩B = Ui. En otras palabras,A∩Ui es abierto enA, A = (U1 ∩A)∪ (U2∩A)

y A = (U1 ∩ A) ∩ (U2 ∩ A) = ∅. Por lo tantoA ∩ U1 o A ∩ U2 es vacı́a. Por ejemplo,

A∩U1 = ∅. Ya que A∩U1 = A∩U ′
1 = ∅, A esta contenido enX \ U ′

1 que es cerrado y

esto implica queA ⊂ X \ U ′
1. Por lo tanto ,B ⊂ X \ U ′

1 y B ∩ U ′
1 = B ∩ U1 = ∅.

�

Corolario 4.1. Si A es un subconjunto deR es conexo si y solo si este es un intervalo.

Demostracíon. (⇒) Ya vimos que un intervalo abierto es conexo. Ya que, cualquier intervalo

es conexo por la Proposición 4.1.(⇐) recı́procamente, seaA un subconjunto conexo deR.

Utilizando la aplicaciónt 7→ tan(t), podemos asumir queA esta contenido en el intervalo
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] − 1,+1[. El conjunto a = ı́nf A, b = supA. EntoncesA ⊂ [a, b] y este es suficiente

para demostrar que]a, b[⊂ A. Vamos a sostener por el absurdo y asuma que existex ∈]a, b[

con x 6∈ A. EntoncesA =] − ∞, x[∪]x,+∞[. Por lo tanto, A serı́a la unión de dos

subconjuntos abiertos no vacı́os con intersección vacı́a. Esto contradice la hipótesis de queA

es conexo.

�

Observacíon 4.1. La clausura deA de un conjuntoA puede ser conexo aunqueA no es

conexo. Por ejemploR\{0} no es conexo yR es conexo.

Proposición 4.3. Sea f : X −→ Y sea una aplicacíon continua y asuma queX es conexo.

Entoncesf(X) es conexo.

Demostracíon. SeaV1 y V2 dos subconjuntos abiertos no vacı́os deY tal que V1∩V2 = ∅

y f(X) ⊂ V1 ∪ V2. EntoncesX = f−1(V1) ∪ f−1(V2). Por lo tanto, o bienf−1(V1) o

f−1(V2) es vacı́o. Entonces o bienf(X) ⊂ V1 o f(X) ⊂ V2.

�

Corolario 4.2. Sea f : X → R una aplicacíon continua y asuma queX es conexo.

Entonces para cualquierx, x′ ∈ X, f toma todos los valores entref(x) y f(x′).

Componentes Conexas:

Proposición 4.4. Sea {Ai}i∈I una familia de subconjuntos conexos deA, sea A =
⋃
iAi

y asuma que para cualquieri, j ∈ I, Ai ∩ Aj 6= ∅. EntoncesA es conexa.

Demostracíon. Vamos a suponer por contradicción. Asumamos queU1 y U2 son dos sub-

conjuntos no vacı́os abiertos de tal manera queU1 ∩ U2 = ∅ y U1 ∪ U2 = ∅. Ya que A′
i es

conexo yAi = (Ai ∩ U1) ∪ (Ai ∩ U2), cualquierAi esta contenido bien enU1 o en U2.

Sea I = I1
⊔
I2, con i ∈ Ij ⇔ Ai ⊂ Uj(j = 1, 2). EntoncesAl ∩ Ak = ∅ si l ∈ I1 y

k ∈ I2. Estos contradicen las hipótesis.

�

Definición 4.2. Sea x ∈ X. Denote por Cx a la union de todos los subconjuntos conexos

de X que contienen ax. EntoncesCx es llamado el componente conexo dex en X y

tambíen es llama “una componente conexa deX”.
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Observemos:

Una componente conexa es conexa ya ya que la union de todos lossubconjuntos cone-

xos deX que contienen al puntox es conexo por la Proposición 4.4.

Cualquier componente conexa deX es cerrada enX por la Proposición 4.2. Uno debe

tener en cuenta que una componente conexa deX no es necesariamente abierta enX

como se ve en el Ejemplo 4.1.

Dos componentes conexos son iguales o disjuntos (de nuevo por la Proposición 4.4) y

la relaciónx ∼ y si y solo si pertenecen a la misma componente conexa, es una relación

de equivalencia. Por lo tantoX es la union disjunta de estas componentes conexas.

Ejemplo 4.1. (i) Sea X un espacio topológico y seaa ∈ X un punto aislado, es decir,

el conjunto {a} es abierto y cerrado enX. Asuma queX 6= {a}. EntoncesX =

(X\{a}) ⊔ {a} es la uníon disjunta de dos conjuntos abiertos no vacı́os, por lo tanto

no es conexo.

(ii) Sea X el conjunto {0} ⊔ { 1
n
;n ∈ N} dotado con la topoloǵıa inducida por R. Sea

A la componente conexa de0. Si alǵun punto 1
n

pertenece aA, entoncesA no es

conexo por(i). Por lo tanto, {0} es la componente conexo del punto0 ∈ X, Aunque

este conjunto no es abierto enX.

Proposición 4.5. El espacioX es localmente conexo si y solo si, para cada conjunto abierto

U de X, la componente conexa del espacioU es abierto.

Demostracíon. Sea las siguientes afirmaciones

(i) Asuma queX es localmente conexo, seaU un subconjunto abierto deX y sea C ⊂ U

una componente conexa deU. Seax ∈ C. Por la hipótesis, existe una vecindad conexa

V de x contenida enU. Ya que C ∪ V, es conexa,V esta contenida enC. Por lo

tanto, C es abierta en cada vecindad de sus puntos.

(ii) Vamos a demostrar el recı́proco. Seax ∈ X y sea U una vecindad abierta dex.

Denote porV la componente conexa dex en U. Por la hipótesis,V es abierta. Por

lo tanto, V es una vecindad conexa dex contenido enU .

�
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Corolario 4.3. Asuma queX es compacto y localmente conexo. EntoncesX tiene sola-

mente un ńumero finito de componentes conexa.

Demostracíon. Considere el recubrimiento deX por sus componentes conexa. Por la hipóte-

sis y la Proposición 4.5, este es una cubrimiento abierto. El espacioX es compacto, podemos

extraer una cobertura finita.

�

Ejemplo 4.2. Sean los conjuntos:

A = {(x, y) ∈ R
2; x > 0, y = sen(

1

t
)},

B = {(x, y) ∈ R
2; x = 0, ‖y‖ ≤ 1}.

(i) El conjunto A es conexo. De hecho, esto se sigue de la Proposición 4.3 ya queA es

la imagen deR+ por la aplicacíon continua f : R+ −→ R2, t 7−→ (t, sen(1/x)).

EntoncesX = A⊔B es conexo. De hecho,X = A y podemos aplicar la Proposición

4.2.

(ii) X no es localmente conexo. De hecho considere el conjunto abierto U = X∩{(x, y) ∈

R2; x = 0, |y| < 1/2} es una componente conexo deU y no es abierto.

4.2 Homotoṕıa

Sea I el intervalo cerradoI = [0, 1].

Definición 4.3. SeaX y Y dos espacios topológicos.

(i) Sea f0 y f1 dos aplicaciones continuas deX hacia Y. Se dice quef0 y f1 son

homot́opica si existe una aplicación continuah : I × X → Y tal que h(0, .) = f0

y h(1, .) = f1.

(ii) Sea f : X → Y una aplicacíon continua. Se dice quef es una equivalencia de

homotoṕıa si existe g : Y → X tal que f ◦ g es homot́opico a idy y g ◦ f es

homot́opica a idx. En ese caso se dice queX y Y son homot́opicamente equivalente,

o simplemente, son homotópicos.
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(iii) Se dice que un espacio topológico X es contractible siX es homot́opico a un punto

{x0}.

Lema 4.1. La relación “f0 es homot́opico af1” es una relacíon de equivalencia.

Demostracíon.

(i) Sea f : X −→ Y una aplicación continua. Entoncesf es homotópico af. En efecto,

defina h : I ×X −→ Y por h(t, x) = f(x).

(ii) Seaf0 y f1 aplicaciones continuas deX hacia Y . Asuma quef0 y f1 son homotópi-

cos por una aplicaciónh : I ×X −→ Y. Entoncesf0 y f1 son homotópicos por la

aplicación h̃ dado por h̃(t, x) = h(1− t, x).

(iii) Si f0 y f1 son homotópicos por una aplicaciónh1 : I × X −→ Y y f1 y f2

son homotópicos por una aplicaciónh2 : I × X −→ Y, entoncesf0 y f2 son

homotópicos por la aplicaciónh : I ×X −→ Y dado porh(t, x) = h1(2t, x) por

0 ≤ t ≤ 1
2

y h(t, x) = h2(2t− 1, x) por 1
2
≤ t ≤ 1.

�

Desde luego, la relación de ser homotópicos es mucho más débil que la relación de ser to-

pológicamente isomorfo. Por ejemplo,Rn es homotópico a{0}, pero ciertamente no iso-

morfos topológicamente. Un espacio topológico es contr´actil si y sólo si existeg : {x0} −→

X y f : X −→ {x0} tal que f ◦g es homotópico aidX , sustituyendox0 con g(x0), es-

to significa que existeh : I ×X −→ X tal que h(1, x) = idX y h(0, x) es la aplicación

x 7−→ x0. Nótese que contráctil implica no vacı́o.

Ejemplo 4.3. (i) Sea V un espacio vectorial real. Recordemos que un conjuntoA es con-

vexo si para cualquiera, b ∈ A tenemos[a, b] ⊂ A. Recordemos que el segmento

[a, b] denota el conjunto

[a, b] = {ta+ (1− t)b; 0 ≤ t ≤ 1}.

tambíen recordemos que un conjuntoA es en forma de estrella, si existe una ∈ A

tal que para cualquierb ∈ A, el segmento[a, b] esta contenida enA. Un conjunto

convexo no vacı́o es en forma de estrella y una forma de estrella es contráctil. De hecho,

elija un a ∈ A. Entoncesh(t, x) = ta + (1− t)x es una homotopı́a. En particular,

sea γ ⊂ V un cono cerrado no vacı́o. Entoncesγ es contŕactil. De hecho,γ es en

forma de estrella a0.
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(ii) Sea X = Sn la esfera unitaria del espacio euclidianoRn+1 y Y = Rn+1\{0}.

La inmersíon f : Sn →֒ Rn+1\{0} es una equivalencia de homotopı́a. De he-

cho, denotamos porg = Rn+1\{0} −→ Sn la aplicación x 7−→ x/‖x‖. Entonces

g ◦ f = idX y f ◦ g es homot́opico a idY . La homotoṕıa es dada por la aplicación

h(x, t) = (t/‖x‖+ 1− t)x.

(iii) Considere el cono truncado cerrado

A = {x = (x1, x2, x3) ∈ R
3; x21 + x22 = x23, 0 ≤ x3 ≤ 1}

Est́a claro que es homotópica al origen, la homotoṕıa viene dada porx 7−→ tx. Sin

embargo, el ćırculo {x, x21 + x22 = 1} no es homot́opica a un punto.

Espacios Arco-conexo:

Definición 4.4. SeaX espacio topoĺogico.

(a) Una curva enX es una aplicacíon continua γ : [0, 1] −→ X. Uno llamadasγ(0) y

γ(1) los extremos de la curva. Uno también llama γ(0) el inicio yγ(1) el final de la

curva.

(b) Se dice queX es un arco conexo si para cualquierx y y en X, existe una curva en

X con x y y como sus extremos.

(c) Se dice queX localmente arco conexo si cadax ∈ X admite un sistema fundamental

de vecindades arco -conexas.

Con frecuencia se identifica un camino con su imagenγ([0, 1]) en X Una camino es conexo

por la Proposición 4.3.

Lema 4.2. La relación en X dado por x0 ∼ x1 si hay una camino que comienza enx0 y

termina enx1 es una relacíon de equivalencia.

Demostracíon. Denote porpt a un conjunto con un solo punto. Un puntox ∈ X puede

ser considerado como un aplicación continuof : pt −→ X. Por dicha identificación, una

curva dex0 a x1 puede ser considerada considerada como una homotopı́a parala aplicación

constantef0 : pt −→ X, f0 = x0, a la aplicación constantef1 : pt −→ X, f1(pt) = xt.

por lo tanto,el resultado se deduce por el Lema 4.1.

Proposición 4.6. Si X es un arco-conexo, entoncesX es conexo.
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Demostracíon. Podemos asumir queX no es vació. Seax0 ∈ X. Por la hipótesis, para

cualquier x ∈ X, existe una curvaγx con extremosx0 y x. EntoncesX =
⋃
x∈X γx es

conexo por la Proposición 4.4.

�

Proposición 4.7. Si X es localmente arco conexo y conexo, entoncesX es arco conexo.

Demostracíon. Asumamos queX es no vacı́a. Seax0 ∈ X y se denota porA al conjunto

de puntosx tal que existe una curva con extremosx0 y x.

(i) Por la hipótesis, para cualquierx ∈ X existe una vecindad abiertaUx de x tal que

cualquier puntoy ∈ Ux pueden estar unidos a X por un curva. Por lo tanto, six ∈ A

y y ∈ Ux, y puede estar unido ax0 por una curva, lo que demuestra queA es

abierto.

(ii) Falta demostrar queA es cerrado. Seaz ∈ A y sea Uz dos vecindades arco conexas

de z. Sea y ∈ Vz ∩ A. existe una curva con externosz y y y existe una curva con

extremosx0 y y. Por lo tanto, existe una curva con extremosx0 y z.

Considere la hipótesis 4.7,X es localmente arco conexo.

Definición 4.5. El conjunto de componentes conexas deX es denotada porπ0(X).

SeaX y Y dos espacios topológicos satisfaciendo 4.7 y seaf : X −→ Y una aplicación

continua. Entoncesf define una aplicación.

π0(f) : π0(X) −→ π0(Y ) (4.1)

Es decir, six1 y x2 en X son conexo por una curvaγ : I −→ X, entoncesf(x1) y

f(x2) en Y son conexos por el caminof ◦ γ.

Si f0 y f1 son homotópicos, ellos definen el mismo aplicación:

π0(f0) = π0(f1) : π0(X, x0) −→ π0(Y, y0), (4.2)

Es decir, considere una homotopı́a{ft}t∈[0,1] para f0 a f1. Sea x ∈ X. Entonces

f0(x) y f1(x) pertenecen a la misma componente conectado deY ya que ellos son

conexos por el arcoγ donde γ(t) = ft(x).
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Si g : Y −→ Z es una aplicación continua yZ satisface 4.7, entonces

π0(g ◦ f) = π0(g) ◦ π0(f) (4.3)

Esto significa que parax ∈ X, la componente conexa de(g ◦ f)(x) es la imagen por

g de la componente conexa def(x), que es evidente.

Usando (4.2) y (4.3), obtenemos que el grupoπ0(·) es una invariancia homotópica. Mas

precisamente:

Proposición 4.8. SeaX y Y dos espacios topológicos satisfaciendo 4.7. Asuma queRX

y Y son homot́opicos. Entonces los conjuntosπ0(X) y π0(Y ) son isomorfos.

En otras palabras, los cardinales del conjunto de las componentes conexas deX y Y son

iguales.
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Demostracíon. Considere la siguiente sucesión

X
f // Y

g // C(f)
h // C(g)

i // C(h)

de espacios y aplicaciones, dondeg = P (f), h = P (g), y i = P (h) denota las inmersio-

nes asociadas a las aplicacionesf, g y h respectivamente. Sea

ω : (Y × I) + C(f) −→ C(g)

representa la proyección natural de l suma topológica(Y ×I)+C(f) sobre su espacio cociente

C(g). Si identificamos el subespacioω(Y × I) de C(g) a un solo puntov, obtenemos

S(X) como el espacio cociente. Sea

k : C(g) −→ S(X)

denota la proyección natural deC(g) sobre su espacio cocienteS(X) del mismo modo, sea

π : [C(f)× I] + C(g) −→ C(h)

denota la proyección natural. Si identificamos el subespacio π[C(f)× I] de C(h) como un

solo punto, obtenemosS(Y ) como el espacio cociente.Sea

l : C(h) −→ S(Y )

denota la proyección natural deC(h) sobre su espacio cocienteS(Y ). Ası́ obtenemos el

siguiente diagrama:

C(g)
i //

k

��

C(h)

l

��

X
f // Y

g // C(f)

h

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦

Q(f)

''❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖

S(X)
S(f) // S(Y )

Dado que ambosQ(f) y k son proyecciones naturales, el triángulo es claramente con-

mutativo. El cuadrado es no conmutativo;sin embargo este noes dificultosos demostrar que

S(f)◦k y l◦i son homotópicos.En otras palabras, uno también se puede demostrar fácilmen-

te que k y l son equivalencia homotópicos.Por lo tanto, este diagramada lugar al siguiente
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diagrama de homomorfismos inducidos:

H̃n[C(g)]
i∗ //

k∗

��

H̃n[C(h)]

l∗

��

H̃n(X)
f∗ // H̃n(Y )

g∗ // H̃n[C(f)]

h∗

66❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

[Q(f)]∗

((❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘

H̃n[S(X)]
[S(f)]∗ // H̃n[S(Y )]

donde los homomorfismosk∗, l∗ son isomorfismos y tanto el triángulo como el cuadrado

son conmutativa, es decir,

[Q(f)]∗ = k∗ ◦ h∗, [S(f)]∗ ◦ k∗ = l∗ ◦ i∗.

Debido a g = P (f), h = P (g), y i = P (h), se deduce a partir de La proposición 4.1 que

la secuencia de la parte superior

H̃n(X)
f∗ // H̃n(Y )

g∗ // H̃n[C(f)]
h∗ // H̃n[C(g)]

i∗ // H̃n[C(h)]

es exacta. De aquı́ se sigue que la secuencia inferior

H̃n(X)
f∗ // H̃n(Y )

g∗ // H̃n[C(f)]
[Q(f)]∗ // H̃n[S(X)]

[S(f)]∗ // H̃n[S(Y )]

es también exacta. Puesto queg = P (f) y n ∈ Z, esto demuestra dicha proposición.

�

Para cada enteron ∈ Z, sea

τ = σ−1 ◦ [Q(f)]∗ : H̃n[C(f)] −→ H̃n−1(X)

donde σ : H̃n−1(X) −→ H̃n[S(X)] denota la suspensión isomórfica. A continuación, el

siguiente corolario es una consecuencia inmediata de La proposición 4.2.

Corolario 5.1. La siguiente sucesión infinita

· · · τ // H̃n(X)
f∗ // H̃n(Y )

[P (f)]∗// H̃n[C(f)]
τ // H̃n−1(X)

f∗ // · · ·

es exacta y se refiere a la sucesión de la homoloǵıa de Puppe de la aplicaciónf .
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Como una aplicación del corolario anterior, consideremosel espacio adjunciónX obtenido

por adjunción del n-simplex unitario∆n a un espacio topológico dado A por medio de un

mapa dada

f : ∂∆n −→ A.

En otras palabras,X es el espacio cociente de la suma disjunta topológicaW = ∆n + A

obtenido por identificación para cualquier puntos ∈ ∂∆n con f ∈ A. Puesto que∆n

puede ser considerado como el conoCon(∂∆n) sobre ∂∆n, X es esencialmente la apli-

cación conoC(f) de la aplicaciónf ; en sı́mbolos tenemosX = C(f). La aplicación

f : ∂∆n −→ A sera llamada la aplicación caracterı́stica del espacio abducción deX. El par

topológico (X,A) es usualmente llamadon− cell relativo.

5.4 Sucesíon de Mayer -Vietoris

Con el fin de construir la sucesión de Mayer Vietoris de una triada exacta(X ;A,B) con

X = A ∪B, C = A ∩ B,

primero estableceremos el siguiente lema.

Lema 5.2. (EL LEMA HEXAGONAL.) Si en el siguiente diagrama de grupos abelianos y

homomorfismos

C
l1

xx♣♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣

f

��

l2

&&◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆

A1 A2

G

j1

ff◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

g

��

j2

88♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣

B1

k1

OO

h1
&&◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆

i1

88♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣
B2

i2

ff◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

k2

OO

h2
xx♣♣♣

♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣

D

los triángulos son conmutativos,k1 y k2 son isomorfismos, y

Im(i1) = Ker(j2), Im(i2) = Ker(j1),
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entonces tenemos

h1 ◦ k
−1
1 ◦ l1 + i2 ◦ k

−1
2 ◦ l2 = g ◦ f.

Demostracíon. Primero demostraremos que el homomorfismoe = i1 ◦ k
−1
1 + i2 ◦ k

−1
2 ◦ j2 :

G −→ G es el homomorfismo identidad deG. Para este propósito, seax un elemento

arbitrario deG. luego el homomorfismoφ = i1 + i2 : B1 ⊕ B2 −→ G es un isomorfismo.

Por lo tanto existe un elementou1 ∈ B1 y u2 ∈ B2 tal que x = φ(u1, u2) = i1(u1+i2(u2)).

Por medio de las condiciones del lema, obtenemos

(i1 ◦ k
−1
1 ◦ j1)(x) = (i1 ◦ k

−1
1 ◦ j1 ◦ i1)(u1) + (i1 ◦ k

−1
1 ◦ j1 ◦ i2)(u2)

= (i1 ◦ k
−1
1 ◦ j1)

= i1(u1).

Similarmente también tenemos(i2 ◦ k
−1
2 ◦ j2)(x) = i2(u2). Por lo tanto obtenemos

e(x) = (i1 ◦ k
−1
1 ◦ j1)(x) + (i2 ◦ k

−1
2 ◦ j2)(x)

= i1(u1) + i2(u2)

= x

Esto demuestra quee es el automorfismo identidad del grupoG.

La composición dee con f y g , obtenemos

g ◦ f = g ◦ e ◦ f

= g ◦ i1 ◦ k
−1
1 ◦ j1 ◦ f + g ◦ i2 ◦ k

−1
2 ◦ j2 ◦ f

= h1 ◦ k
−1
1 ◦ li + h2 ◦ k

−1
2 ◦ l2.

�

Aplicando para el caso en que la diagonal vertical, es semi exacta, obtenemos el siguiente

corolario.

Corolario 5.2. Si g ◦ f = 0 mantiene adeḿas de las condiciones del Lema 4.2,entonces

tenemos

−h1 ◦ k
−1
1 ◦ l1 = h2 ◦ k

−1
2 ◦ l2.

Ahora consideremos una triada topológica exacta(X ;A,B) tal que

X = A ∪B, C = A ∩ B,
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y construimos su sucesión de Mayer- Vietoris de la siguiente manera. En primer lugar, para

cada entero n, defina un homomorfismoψ : Hn(C) −→ Hn(A) ⊕ Hn(B) tomandoψ(u) =

[Hn(h1(u))−Hn(h2(u))] ∀u ∈ Hn(C), donde

Hn(h1) : Hn(C) −→ Hn(A), Hn(h2) : Hn(C) −→ Hn(B)

son los homomorfismos inducidos por la aplicación inclusi´onh1 : C −→ A y h2 : C −→ B.

A continuación, para cada entero n, defina un homomorfismoφ : Hn(A)⊕Hn(B) −→ Hn(X)

tal que

φ(ξ, η) = Hn[m1](ξ) +Hn[m2](η)

para cualquier(ξ, η) ∈ Hn(A)⊕Hn(B), dondeHn(m1) : Hn(A) −→ Hn(X), Hn(m2) :

Hn(B) −→ Hn(X) son los homomorfismos inducidos de las aplicación inclusionesm1 :

A −→ X y m2 : B −→ X. Por último, para cada entero n, considere el siguiente hex´agono

de homomorfismos:

Hn(X)
l1∗

xx♣♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣

j∗

��

l2∗

''◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆

Hn(X,A) Hn(X,B)

Hn(X,C)

j1∗
ff◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

∂

��

j2∗
77♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣

Hn(B,C)

k1∗

OO

∂1 &&◆◆
◆◆

◆◆
◆◆

◆◆
◆

i1∗
88♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣

Hn(A,C)

i2∗
gg◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

k2∗

OO

∂2ww♣♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣

Hn−1(C)

Aquı́ ∂, ∂1, ∂2 son operadores fronteras, mientras que los restantes son homomorfismos indu-

cidos por las aplicaciones de inclusión. Las condiciones del Lema 5.2 y corolario 5.2 son

obviamente probadas. Por lo tanto podemos definir un homomorfismo △ : Hn(X) −→

Hn−1(C) tomando

△ = −∂−1 ◦ k
−1
1∗ ◦ l1∗ = ∂2 ◦ k

−1
2∗ ◦ l2∗

debido al corolario 5.2. De esta forma obtenemos una secuencia infinita

· · · // Hn(C)
ψ // Hn(A)⊕Hn(B)

φ // Hn(X)
∆ // Hn−1(C) // · · ·

llamada la sucesión de Mayer -Vietoris de la triada topológica exacta(X ;A,B).



5.4. Sucesión de Mayer -Vietoris 97

Lema 5.3. Si Hn(C)
ψ //Hn(A)⊕Hn(B)

φ // Hn(X) entoncesIm(ψ) ⊂ Ker(φ).

Demostracíon. Sea cualquier elemento(ξ, η) ∈ Im(ψ) ⊂ Hn(A)⊕Hn(B). Por definición,

existe un elementou ∈ Hn(C) tal que (ξ, η) = ψ(u) = [h1∗(u),−h2∗(u)]. Esto implica

ξ = h1∗(u) y n = −h2∗(u). Puesto que los dos triángulos en el siguiente diagrama de los

homomorfismos inducidos de las aplicaciones de inclusión son conmutativa

Hn(C)
h1∗

vv♠♠♠
♠♠
♠♠
♠♠
♠♠
♠

i∗

��

h2∗

((◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

Hn(A)

m1∗ ((◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

Hn(B)

m2∗vv♠♠♠
♠♠
♠♠
♠♠
♠♠
♠

Hn(X)

tenemos

φ(ξ, η) = m1∗(ξ) +m2∗(η)

= m1∗[h1∗(u)]−m1∗[h2∗(u)]

= i∗(u)− i∗(u)

= 0.

Por lo tanto(ξ, η) ∈ Ker(φ).

�

Lema 5.4. Si Hn(C)
ψ // Hn(A)⊕Hn(B)

φ // Hn(X) entoncesKer(φ) ⊂ Im(ψ).

Demostracíon. Sea un elemento arbitrario(ξ, η) ∈ ker(φ) ⊂ Hn(A) ⊕ Hn(B). Entonces

tenemos(ξ, η) = m1∗(ξ) +m2∗(η). Esto implica

i1∗[n2∗(η)] + i2∗[n1∗(ξ)] = j∗[m2∗(η)] + j∗[m1∗(ξ)]

= j∗[m1∗(ξ) +m2∗(η)]

= 0

El homomorfismoi1∗ + i2∗ : Hn(B,C)⊕Hn(A,C) −→ Hn(X,C) es un isomorfismo. Por

lo tanto tenemosn1∗(ξ) = 0, n2∗(η) = 0. Por las exactitudes de las sucesiones de homologı́a

de los pares(A,C) y (B,C), hay elementosu y v de Hq(C) tal que h∗(u) = ξ, h2∗(v) =

η. Por lo tanto, obtenemos

0 = φ(ξ, η)

= m1∗[h1∗(u)] +m2∗[h2∗(v)]

= i∗(u+ v).
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Por la exactitud de la sucesión de homologı́a del par(X,C), existe un elementox ∈

Hn+1(X,C) con ∂(X) = u + v. por ser espacios separados , existe un elementoξ′ ∈

Hn(A,C) y η′ ∈ Hn(B,C) satisfaciendox = i1∗(η
′) + i2∗(ξ

′). Entonces tenemos

u+ v = ∂(X)

= ∂[i1∗(η
′) + i2∗(ξ

′)]

= ∂1(η
′) + ∂2∗(ξ

′).

Seaw = u− ∂2(ξ
′) = −[v − ∂1(η

′)]. Entonces obtenemos

h1∗(w) = h∗(u)− h1∗[∂2(ξ
′)] = h1∗(u) = ξ,

h2∗(w) = −h2∗(v) + h2∗[∂1(η
′)] = −h2∗(v) = −η.

Esto implicaψ(w) = [h1∗(w)− h2∗(w)] = (ξ, η). Por lo tanto (ξ, η) ∈ Im(ψ).

�

Lema 5.5. Si Hn(A)⊕Hn(B)
φ // Hn(X)

∆ //Hn−1(C) entoncesIm(φ) ⊂ Ker(∆).

Demostracíon. Sea un elemento arbitrariox ∈ Im(φ) ⊂ Hn(X). Por definición, existe

un elemento(ξ, η) ∈ Hn(A) ⊕ Hn(B). con x = (ξ, η) = m1∗(ξ) +m2∗(η). Debido a la

exactitud de las secuencias de homologı́a de los pares(X,A) y (X,B), tenemosl1∗◦m1∗ =

0 y l2∗ ◦m2∗ = 0. Por lo tanto obtenemos

∆(x) = ∆[m1∗(ξ)] + ∆[m2∗(η)]

= (−∂1 ◦ k
−1
1∗ ◦ l1∗ ◦m1∗)(ξ) + (∂2 ◦ k

−1
2∗ ◦ l2∗ ◦m2∗)(η)

= 0.

Por lo tantox ∈ Ker(∆).

�

Lema 5.6. Si Hn(A)⊕Hn(B)
φ // Hn(X)

∆ //Hn−1(C) entoncesKer(∆) ⊂ Im(φ).

Demostracíon. Sea un elemento arbitrariox ∈ Ker(∆) ⊂ Hn(X). Entonces tenemos

∆(x) = 0. Esto implica ∂1{k
−1
1∗ [l1∗(x)]} = 0 = ∂2{k

−1
2∗ [l2∗(x)]}. Debido a la exactitud de

las sucesiones de homologı́a de los pares(A,C) y (B,C), existen elementosξ ∈ Hn(A)

y η ∈ Hn(B) que satisface

n1∗(ξ) = k−1
2∗ [l2∗(x)], n2∗(η) = k−1

1∗ [l1∗(x)],
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Donde n1∗ y n2∗ son homomorfismos inducidos de las aplicaciones de inclusi´onn1 : A −→

(A,C), n2 : B −→ (B,C). Como en la demostración de (1.1), el homomorfismo

e = i1∗ ◦ k
−1
1∗ ◦ j1∗ + i2∗ ◦ k

−1
2∗ ◦ j2∗

es el automorfismo identidad deHn(X,C). Por lo tanto obtenemos

j∗(x) = e[j∗(x)]

= (i1∗ ◦ k
−1
1∗ ◦ j1∗ ◦ j∗ + i2∗ ◦ k

−1
2∗ ◦ j2∗ ◦ j∗)(x)

= (i1∗ ◦ k
−1
1∗ ◦ l1∗)(x) + (i2∗ ◦ k

−1
2∗ ◦ l2∗)(x)

= i1∗[n2∗(η)] + i2∗[n1∗(ξ)]

= j∗[m2∗(η)] + j∗[m1∗(ξ)],

debido a las relaciones obviasi1 ◦ n2 = j ◦ m2, i2 ◦ n1 = j ◦ m1. Esto implica j∗[x −

m1∗(ξ) − m2∗(η)] = 0. Por exactitud de la sucesión de homologı́a del par(X,C), existe

una elementou ∈ Hn(C) tal que i∗(u) = x−m1∗(ξ)−m2∗(η).

Sea ξ′ = ξ + h1∗(u) y η′ = η. Entonces tenemos

φ(ξ′, η′) = m1∗(ξ
′) +m2∗(η

′)

= m1∗(ξ) +m1∗[h1∗(u)] +m2∗(η)

= i∗(u) +m1∗(ξ) +m2∗(η)

= x.

Por lo tantox ∈ Im(φ).

Lema 5.7. Si Hn+1(X)
∆ // Hn(C)

ψ // Hn(A)⊕Hn(B) entoncesIm(∆) ⊂ Ker(ψ).

Demostracíon. Sea un elemento arbitrariou ∈ Im(∆) ⊂ Hn−1(C). Por definición, hay un

elementox ∈ Hn(X) con u = ∆(x). Debido a la exactitud de las sucesiones de homologı́a

de los pares(A,C) y (B,C), tenemosh1∗ ◦ ∂2 = 0 y h2∗ ◦ ∂1 = 0. De ahı́ obtenemos

h1∗(u) = h1∗[∆(x)] = (h1∗ ◦ ∂2 ◦ k
−1
2∗ ◦ l2∗)(x) = 0,

h2∗(u) = h2∗[∆(x)] = −(h2∗ ◦ ∂1 ◦ k
−1
1∗ ◦ l1∗)(x) = 0.

Esto implica

ψ(u) = [h1∗(u),−h2∗(u)]

= (0, 0)

= 0.

Por lo tantou ∈ Ker(ψ).
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�

Lema 5.8. Si Hn+1(X)
∆ // Hn(C)

ψ // Hn(A)⊕Hn(B) entoncesKer(ψ) ⊂ Im(∆).

Demostracíon. Sea un elemento arbitrariou ∈ Ker(ψ) ⊂ Hn(C). Entonces tenemos

ψ(u) = [h1∗(u),−h2∗(u)] = 0. Esto implica h1∗(u) = 0 y h2∗(u) = 0.

Por exactitud de la homologı́a de las sucesiones de los pares(A,C) y (B,C), existe un

elemento a ∈ Hn+1(A,C) y b ∈ Hn+1(B,C) que satisfacen∂1(b) = u, ∂2(a) = −u.

Esto implica

∂[i1∗(b) + i2∗(a)] = ∂[i1∗(b)] + [i2∗(a)]

= ∂1(b) + ∂2(a)

= u− u

= 0.

Por la exactitud de la sucesión de la homologı́a del par(X,C), existe un elementox ∈

Hn+1(X) tal j∗(x) = −i1∗(b)]− i2∗(a). Entonces obtenemos

∆(x) = −(∂1 ◦ k
−1
1∗ ◦ l1∗)(x)

= −(∂1 ◦ k
−1
1∗ ◦ j1∗ ◦ j∗)(x)

= (∂1 ◦ k
−1
1∗ ◦ j1∗)[i1∗(b) + i2∗(a)]

= (∂1 ◦ k
−1
1∗ ◦ j1∗ ◦ i1∗)(b) + (∂1 ◦ k

−1
1∗ ◦ j1∗ ◦ i2∗)(a)

= (∂1 ◦ k
−1
1∗ ◦ k1∗)(b) + 0

= ∂1(b)

= u,

Ya que j1∗ ◦ i1∗ = k1∗ y j1∗ ◦ i2∗ = 0. Por lo tantou ∈ Im(∆).

�

Teorema 5.1. La sucesíon de Mayer - Vietories para cualquier triada topológica exacta

(X ;A,B) conX = A ∪ B es exacta.

Demostracíon. Para demostrar que una sucesión de Mayer - Vietories para cualquier triada

topológica(X ;A,B) conX = A ∪ B sea exacta es equivalente a demostrar los siguientes

resultados:

1. Im(ψ) = Ker(φ)

Por el lema 5.3 y 5.4 la premisa se satisface.
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2. Im(φ) = Ker(∆)

Por el lema 5.5 y 5.6 la premisa se satisface.

3. Im(∆) = Ker(ψ)

Por el lema 5.7 y 5.8 la premisa se satisface.

�



Conclusiones

1. Sea a logrado definir lo que es una categorı́a admisible como una subcategorias de todos

los pares topológicos con ciertas propiedades.

2. Sea a logrado definir lo que son los axiomas de Eilemberg- Steenrod y las consecuencias

que de ellas se desprenden.

3. Sea a construido una teorı́a de homológica singular a través de funtores entre dos cate-

gorı́as como la categorı́a de espacios topológicos y la categorı́a de grupos Abelianos.

4. Sea a demostrado que la homologı́a singular satisface losaxiomas de Eilemberg- Steen-

rod.

5. Se a logrado calcular los grupos de homologı́a para el punto ,la esfera, el plano proyec-

tivo real y el toro.
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