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Resumen

El trabajo de investigacion abordé aspectos avanzados de la teoria homologica
singular y el calculo de grupos de homologia en contextos topologicos especificos. Se
inicia definiendo una categoria admisible como una subcategoria de pares topologicos que
cumple con ciertas propiedades estructurales. Este enfoque permitio refinar y extender
el uso de categorias en topologia algebraica. El estudio detall6 los axiomas de Eilenberg-
Steenrod, fundamentales en la teoria de homologia y cohomologia. Ademas se expone
coOmo estos axiomas establecen un marco para entender las relaciones entre diferentes
tipos de homologias y la estructura subyacente de espacios topologicos. Mediante la
utilizacion de funtores entre dos categorias relevantes, la de espacios topolédgicos y la de
grupos abelianos, se ha desarrollado una teoria de homologia singular. Se verific6 que la
homologia singular cumple con los axiomas de Eilenberg-Steenrod, reforzando su validez
y aplicabilidad en un marco teérico amplio. Finalmente, el estudio logré aplicaciones
concretas al calcular los grupos de homologia para objetos topologicos fundamentales
como el punto, la esfera, el plano proyectivo real y el toro. Estos célculos no solo ilustran
la utilidad de la teoria desarrollada, sino que también proporcionan ejemplos claros de
como se pueden manejar espacios de diferente complejidad dentro del mismo marco
teorico.
Palabras clave: Homologica singular, grupos de homologia, funtores y axiomas de

Eilenberg-Steenrod.



Abstract

The research work addressed advanced aspects of singular homology theory and
the computation of homology groups in specific topological contexts. It starts by defining
an admissible category as a subcategory of topological pairs satisfying certain structu-
ral properties. This approach allowed refining and extending the use of categories in
algebraic topology. The study detailed the Eilenberg-Steenrod axioms, fundamental in
homology and cohomology theory. In addition, it is shown how these axioms establish a
framework for understanding the relationships between different types of homologies and
the underlying structure of topological spaces. By using functors between two relevant
categories, that of topological spaces and that of abelian groups, a singular homology
theory has been developed. It was verified that singular homology complies with the
Eilenberg-Steenrod axioms, reinforcing its validity and applicability in a broad theoreti-
cal framework. Finally, the study achieved concrete applications by calculating homology
groups for fundamental topological objects such as the point, the sphere, the real pro-
jective plane and the torus. These calculations not only illustrate the usefulness of the
developed theory, but also provide clear examples of how spaces of different complexity
can be handled within the same theoretical framework.

Keywords: Singular homology, homology groups, functors and Eilenberg-Steenrod axioms.
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Introduccbn

En la Topologia Algebraica existen diferentes teoriaBataologia. Entre las mas conocidas
se encuentran la homologia: singular, simplicial y cellla idea de homologia singular es
introducida en 1944 por S.Eilenberg (1913-1998). Lefschabia dado en 1933 la definicion
de simplice singular con algunas imperfecciones, por ®Ejlenberg la modifica mas ade-
lante dando lugar a las definiciones que actualmente corascdenhomologia singular (con
coeficientes en un anillo R) de X{,,(X; R). Lefschetz define ademas la nocion de homo-
logia relativaH; (K, L) donde K es un complejo finito, y L un subcomplejo de K. Este nuev
concepto engloba a la homologia singular y la homologi@etsh. Ese mismo afio Eilenberg
trabaja también con Steenrod; ambos deciden comenzardigedt homologia desde un pun-
to de vista diferente: en lugar de analizar la manera de kongtupos de homologiay definir
asi nuevos grupos, se concentran en estudiar las propedad cumplen los grupos ya defi-
nidos hasta entonces. De esta manera seleccionan vanasdades comunes a todos ellos,
y las denominan axiomas de la teoria de la homologia. Lesasuaxiomas de homologia se
introducen en su articulo “Axiomatic approach to homoldlggory”. Eilenberg y Steenrod
prueban también que muchas de las propiedades demogpaddss diferentes teorias son
consecuencia de estos axiomas. Su resultado mas interesaa prueba de que en la cate-
goria de los espacios compactos triangulables, todasdam$ de homologia que verifican
los axiomas son isomorfas. Aunque los axiomas de Eilenb8tgenrod caracterizan muchas
de las teorias de homologia utilizadas, existen otras ermosiimportantes denominadas ho-
mologias generalizadas en las que alguno de los axiomakedbd&rg-Steenrod no se verifica
(en general, suele ser el axioma de dimension). Algunaos@{es de estas teorias son : La
homologia ciclica,la homologia de Hochschild y la K-twogia.En esta tesis solo vamos a
estudiar la homologia singular, la razén es que la homalsiggular esta definida sobre toda
la categoria de los espacios topologi¢dsp,.) Otra ventaja importante que esta teoria nos
ofrece, es la de establecer un funtor que relaciona la ad#g@dp;) con la categoria de los
grupos abelianogAb). El objetivo de este capitulo es exponer todos los resustadoesarios
de la teoria de homologia singular para poder desarm@lgmas de las aplicaciones presen-
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tadas en el capitulo final.

En el primer capitulo presentamos los axiomas de Eilenb&tggnrod para la teoria de ho-
mologia y daremos una demostracion de sus consecueneaefn de gran utilidad para el
calculo de algunos grupos de homologia.

En el segundo capitulo presentaremos la teoria de homaosiggular el cual se construira a
través de funtores de homologia cuyos resultados esidasccon muchos detalles asi tam-
bieén se comprobara que los axiomas de Eilenberg y Stesattsface para esta homologia
pero el resultado mas importante es el axioma de la excigié establece una relacion entre
la homologia singular de un espacio topolégico y la homi@singular de sus subespacios,
de tal forma que si la union abierta de estos subespaciaglest espacio topologico y la
interseccion es no vacia, entonces es facil determenboinologia de algunos espacios en
términos de la homologia singular de sus subespacios.

Por Gltimo, el capitulo tres se presentan algunas apboas de la homologia singular como
por ejemplo el calculo de algunos grupos de homologia gMariancia topologica.




Capitulo 1

Axiomas de Eilemberg-Steerod

En este capitulo ahondaremos detalladamente lo que es tegaiia admisible ,luego defini-
remos los axiomas de Eilemberg-Steerod para luego enunateoria homologica.

1.1 Categoiia Admisible

Definicion 1.1. Sea X un espacio topdlgicoy A un subespacioA C X) entonces el
par (X, A) se le llamgpar topobgica En particular si A = () entonces(X,()) esun caso
importante para nuestro tema.

Ejemplo 1.1. En el (z,y, z)-espacioR? y el subespacio obtenido al empalmar de los extre-
mos de una cuerda para hacer un lazo simple .

Ejemplo 1.2. El espacio topdlgico X = R? y el subespacio obtenido al hacer un lazo en
R3? atando un nudo en la cuerda antes de empalmar sus extremos.

Ejemplo 1.3. Sea X un espacio ratricoy A un subconjunto con la topoltgasociada a
la distancia inducida es un subespacio tamgito.

Ejemplo 1.4. El producto topobgico de la circunferencia unitarigS8! con la recta real R
es un subespacio togmico de R? x R.

Definicion 1.2. Sean (X, A) y (X', A’) pares topobgicos . SIX' ¢ X y A’ C A entonces
(X', A") es elsubpardel par topobgico (X, A). La representacn simiblica :

(X' A)C (X,A) < X' CcXANA CA

1
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Figura 1.1: Nudos topologicos &y

resume la definiéin anterior.

Dado un par topologico arbitrari¢.X, A), se tiene la siguiente relacion de inclusion:
PcAcCX
y de ella se puede formar los seis pares topologicos, ldexaan:
(0,0), (A,0),(X,0),(A,A),(X,A), (X, X)

llamadospares topobgicosasociados al par topologicoX, A). En el caso de qué = ()
0 X = A, algunos de estos pares son iguales.

Definicion 1.3. Si (X, A) y (Y, B) son pares topdigico, entonces una fur@i continua
f: X =Y esllamada una aplicabn de pares si

f(A) C B.

y escribimosf : (X, A) — (Y, B).

Observacbn 1.1. La funcbn f definida enineas atas se denota como :

f:(X,A) — (Y,B)
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gue hace gue el siguiente diagrama conmuta :

A (f/A) B

Nota 1.1. De aqu en adelante un &aplicacion continud entre pares topabgicos, lo llama-
remos simplementedplicacion” entre pares topobgicos.

Observacibn 1.2. Suponiendo qued = (), la condicbn f(A) C B siempre se satisface y
por lo tanto cualquier aplicadn de (X, () en (Y, B) es $lo un aplicacon f : X — Y.
Por ejemplo: La fundn constante y la funon identidad. Particularmente, no se distin-
guira la aplicacbn f : (X, A) — (Y, B) conlaaplicacon f : X —» Y.

Ejemplo 1.5.Seap : R — S' y p(t) = (cos(2IIt),sen(2I1t)) satisfaciendo que
p(R) C S* entonces es una aplicasi continua de espacios tojagjicos.

Ejemplo 1.6. Sea f : (R3,S,;) — (R3, B) donde B es cualquier elipsoide deR?
satisfaciendo quef(S,) C B entonces es una aplicaei continua de pares topagicos.

Ejemplo 1.7.Sea f : (R3 A) — (R?,S' xR) donde A = {(z,y,2) e R® : 22 +¢* =
2?2, z > 0} llamado cono , satisfaciendo qug(A) c S* x R entonces es una aplicari
continua de pares topogicos.

Observacibn 1.3. Sea cualquiesubpar(X’, A") de un par topddgico (X, A) por la defini-
cionl.3, se tiene :

1. Sealaaplicadin i : X' — Y talquei(A’) C A entonces nos induce una aplicani
f=i: (X" A)— (X, A)
de pares topdigicos llamadaplicacion inclusion.

2. Si (X',JA") = (X, A) esta aplicaddbn inclusioni sera llamadaaplicacion identidad
del par topobgico (X, A).
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Definicion 1.4. Sean tres pares topagicos : (X, A), (Y,B) y (Z,C). Si f:(X,A) —
(Y,B); g : (Y,B) — (Z,C) son dos aplicaciones de pares topgicos entonces la
composiadn

h=gof: X —Z7

de las aplicacionesf : X —Y vy ¢g:Y — Z, satisfaciendo la siguiente condaci
h(A) =glf(A)] cg(B)cC

h(A) Cc C

esto significaque o f : (X, A) — (Z,C) es una aplicadn de pares topéigicos.
Considere un aplicaéin arbitraria

f(X,A4) = (Y, B),
sean(X'A’) C (X,A)y (Y, B’) C (Y, B) los subpares que satisfacen:
f(XHcyvy', fA)cBHB.
esto nos induce una aplicani
g: (X, A) = (Y, B),

gue hace gue el siguiente diagrama sea conmutativo:
(X, 4)

i Q J

(X/,A/) 9 (Y/, B/)

(Y, B)

talquefoi=jog
definido porg(z) = f(x) para cualquierze X’ entonces la aplicadin “¢” es inducido porf.

Observacibn 1.4. En el caso de qué&Y”’, B') = (Y, B) entonceg es llamado larestriccion
de la aplicacon f sobre el subpatX’, A’) del par(X, A) y se denota por:

9= fix’,an-
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Definicion 1.5. Sea( X, A) un par topobgico arbitrario.El siguiente diagrama :

- N
(0,0) ——(A,0) | | (X, A) — (X, X)
\ /
(A, A)

Se llama red asociado al par toguico (X, A).

Definicion 1.6. SeaX x [ el producto topdbgico del espacioX con el intervalo unitario
cerrado/ = [0, 1] y este con el subespacib (A x I) entonces el pafX x [, A x I) =
(X, A) x I es un par topdigico llamado cilindro.

Las aplicaciones
k
(X, A) k:; (X xI,AxI)  definida por  ko(z) = (2,0)yki(z) = (z,1)
1
para cualquierz € X. Son evidentemente imbeddings .Las aplicacidgesk; se llaman

imbeddings cabnicas.

Definicion 1.7. Para una aplicaddn f : X — Y entre espacios topogicos es un imbedding
sif: X — f(X)esunhomeomorfismo .(Aqy (X ) tiene la topoloda del subespacio que
recibe como un subconjunto d8. Por lo tantof : X — Y es un imbedding si y solo i
es inyectivo y continuo y! : f(X) — X es continuo.Equivalentemente; X — Y es un
imbedding si y solo sf es inyectivay continuoy : X — f(X) es abierto .

Ejemplo 1.8. Cualquier aplicaciones inclusion es una inmeérsi

Ejemplo 1.9. Recordemos qu&' = {x € R? : ||z||, = 1}es un circulo de radid enR?. La
siguiente figura ilustra un imbedding: S! — R? cuya imagery(S') es un nudo de &bol.
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f(p)

r (r) f(a)

Ejemplo 1.10. Se le asigna & la topoloda discreta . Defina las funciones continuas inyec-
1

tivas fi, f» y fs : N = Rpor fi(n) = n,fa(n): y fs(1) = 0y fs(n) = 1 paran > 2.
Entonces; y f» son imbeddings. Por lo tantfy no es un imbedding porqyg ™' : f3(N) — N
no es continuo.

Definicion 1.8. Sea
€ := {Obj[(X, A)], Mor[((X, A); (Y, B))],0}

unacategofa admisiblecuyosobjetosson pares topdlgicos (X,A) de un espacio togiico
X conA C X y cuyosmorfismosson ciertas aplicacioneg : (X,4) — (Y, B) con
f: X — Yandf(A) C B que satisface las siguientes condiciones:

AC1. Si el par topobgico (X, A) est en¢, entonces todos los pares y las aplidacinclu-
siones de la red del parX, A)

(x,0
0.0~ (40 A ()
N

(4,4)

esh enc¢
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AC2.

AC3.

AC4.

ACS.

Sif:(X,A) — (Y, B) es un morfismo que éséen¢ entonces X, A), (Y, B) esta en
¢ junto con todas las aplicaciones que f define los miembrosa ded del par(X, A)
sobre los miembros correspondientes de la red del(pari3).

Sif:(X,A) - (Y,B)yG: (Y,B) — (Z,C) son morfismos que ésten¢, entonces
su composi@ngof : (X, A) — (Z,C) esh enc.

Si | = [0,1] es un intervalo unitario cerrado y.X, A) esé en€ entonces el producto
cartesiano
(X;A)x 1= (X xI,AxI)

est enc¢ y las aplicaciones dadas por
go; g1 (X;A) — (X;A) x T
g()(l') = (Z’,O) ) 91(@ = (ZE’, 1)
est enc.

Si ¢ consiste de un espacio unitario. i P € €y P es un espacio formado por un
solo punto y cualquier aplicaon f : P — X entonces f eaten¢

Ejemplo 1. La categoriaZ; de todos los pares topologicoX, A) y cuyas aplicaciones de

tales pares topologicos obviamente satisfacen las comodiciones dedC'1 hastaAC'5.

y por lo tanto es una categoria admisible para la teoriaokimyica. Esto es claro por
la definicion de queZs es la categoria admisible mas grande, es dégircontiene
cualquier categoria admisible como una subcategoria.

Ejemplo 2. La subcategoria dé;, teniendo como objetos a todos los paf&s A), donde

X es localmente compacto y es hausdorfiAye X es cerrado y los morfismos de
todos los pares satisfacen que la preimagen de un subcoui@mnin compacto es com-
pacto.obviamente satisfacen las cinco condicioneddé hastaAC5 por lo tanto es
una categoria admisible para la teoria homologica.

Ejemplo 3. la categoria; de los conjuntos finitos ,teniendo como objeto a todos losspar

(X, A),dondeX es finito yA € X es finito entonceg; no es una categoria admisible
para la teoria homologica ya que el cilindro formado [Ebrx I, A x I') no es finito por
lo tanto no esta ed; .
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Definicion 1.9. Dada unacategoia admisible¢ entonces un par topdgico(X, A) se llama
par topobgico admisiblesi y solamente si estpertenece abbj(<).

Definicion 1.10.Dada una aplicadn f : (X, A) — (Y, B) y una categdia admisibleZ arbi-
traria, se dice que egna aplicacbn admisiblesi y solamente si esesta en\/or¢[(X, A), (Y, B)].

Definicion 1.11. Sean dosplicaciones admisiblesualesquiera
f9:(X,A) = (Y, B)

entonces podemos decir qfig/ ¢ sonhomobpicosen € si y solamente si existe una aplica-
cion

h:(X,A)x I — (Y,B),
talquef = hokyyg = hok; dondek, y k; son las inbeddings del par togadico (X, A)
sobre el cilindro( X, A) x I.

En el siguiente grafico se resume la definicion anterior :

tal que:
(X, A) f=hokyyg=hok

i

(X x I,AxI)—2=(Y,B)

|

(X, 4)

%

Observacibn 1.5. Si € es una de las categi@s admisibles en los ejemplos dados anterior-
mente, entoncegy g son homaipicos ent.
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1.2 Losaxiomasde Eilenberg-Steenrod

Definicion 1.12. Dada ¢ una categoria admisible arbitraria,se le llama teoria homoldgica
para ¢ ala siguiente coleccion
K.=4H %0}

de tres funciones como sigue:
= La primera funcion H asigna a cada par topolégico (X, A) de€ ycadan € Z un
grupo Abeliano
H,(X,A)

que serallamado & grupo de homologia n-dimensional del par topologico (X, A) para
la teoria homolégica K.

» Lasegundafuncion « asignaacadaaplicacion f : (X, A) — (Y, B)deCycadan € Z
un homomorfismo
f* — f*-n . H??.(X- A) =¥ Hn(Ye B)
que sera llamado e homomorfismo inducido por la aplicaciéon f para la teoria ho-

molégica IC.

= La tercera funcién 0 asigna a cada par topologico (X, A) en € ycadan € Z un
homomorfismo:
0=0(X,A,n): H(X,A) — H,_1(A)

que serallamado e operador fronteraen el grupo H,, (X, A) paralateoria homoldgica
K.

Ademas requieren que estas tres funciones H, x y o satisfagan las siguientes siete axiomas
para lateoria homol égica.

Axioma 1.1. (Axioma de | dentidad)
sii:(X,A) = (X, A)eslaaplicacion identidad de un par topologico (X, A) en € entonces
el homomorfismo inducido:

bt Hy(X, A) = Ho(X, A),

es el automorfismo identidad del grupo H,, (X, A) para cualquier n € Z.
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Axioma 1.2. (Axioma de la composi€in)

sif:(X,A)— (Y,B)yg:(Y,B) — (Z,C) son aplicaciones el entonces tenemos:
(gof)*n:g*no *n

para cualquiem € Z.

Axioma 1.3. (Axioma de la conmutatividad)
Sif:(X,A) — (Y,B)yg: A— B son aplicacon en¢ definido porg(z) = f(z) Vz € A
entonces

dofy=g.00

tal que los diagramas siguientes conmutan:

Hoy(X, A) L~ 1.y, B)

| |

Hn—l(A) L) n—l(B)

para cualquiem € Z . este axioma ata funtores de homdkpbgn la teofa homobgicaXC por
medio delbperador fronterao.

Los tres primeros axiomas son usualmente llamadasmas Algebraicos.

Axioma 1.4. (Axioma de exactitud)
Si(X,A)estenCei: A— X ,j: X — (X, A) las aplicaciones inclusiones entonces la
sucesbn infinita :

e Ho(A) e H (X)L H (X, A) 2 H(A) ——
de grupos y homomorfismo es exacta el cual es llamadodasbn homobgicadel (X, A)

Axioma 1.5. (Axioma de la homotoja )
Sea las aplicacioneg, g : (X, A) — (Y, B) son homdipicos en entonces tenemos :

f*n = Gxn

para cualquiem € Z.
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Axioma 1.6. (Axioma de la excision )
S U es un conjunto abierto de un espacio topologico X cuya clausura C'l(U) esta contenida
en e interior de un subespacio A de X y si laaplicacion inclusion :

e: (X\U,A\U) — (X, A)
estd en C, entonces € homomorfismo inducido :
exn : Ho(X\U, A\U) = Ho(X, A)
es un isomorfismo para cualquier n € Z.

Axioma 1.7. (Axioma dela dimension )
Para cualquier conjunto unitario X = {p} entonces tenemos

H,(X)=0 para q # 0.

Esto completa la definicion para una teoria homoldgica K dada para cualquier categoria ad-
misible €.

Observacion 1.6. S K satisface solo |os seis primeros axiomas entonces esto se conoce como
una generalizacion de |a teoria homol6gica para cualquier categoria admisible €.

El grupo de homologia cero dimensiona:

del espacio unitario X en ¢ esllamado € coeficiente del grupo de la teoria homolégica K.
Asi, & axiomade ladimension locaiza el coeficiente del grupo de la dimension derecha .
La consistenciade |os axiomas esta por |a teoria homologicatrivia K, en lacategoria admisi-
ble ¢ definida por:

H,(X,A)=0

para cuaquier par topolégico (X, A) en € y cualquier n € €. Esto también prueba la existen-
cia de una teoria homol 6gica con coeficientes del grupo trivial G = 0 en cuaquier categoria
admisibleC.
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1.3 Algunas consecuencias de los axiomas de
Eilenberg-Steenrod

Seall = {H, x, 0}, una teoria homolbgica arbitraria en la categoria adne€i;. Para esta-
blecer lainvariancia homotopica de los grupos de homologia & Definamos primero la
equivalencia homotopica en la categatia

Definicion 1.13. Una aplicacbn f : (X, A) — (Y, B) enCr se llama una equivalencia ho-
motpica si y solo si existe una aplicéxig : (Y, B) — (X, A) enCr tal que la composiéin
de aplicacioneg o fy f o g son homaipicos (erCr).

Observacibn 1.7. En el caso de qudl = () y B = (), esta noddn de equivalencia de homo-
topia se reduce a una equivalencia hodyita entre los espacios tofigicosX eY.

Definicion 1.14. Dos espacios topobicosX eY sonhomotpicamente equivalentsi exis-
ten aplicacioney : X — Y, ¢:Y — X tal que las composiciones de las aplicaciones:

gof: X=X, fog: Y =Y
son homadtpicos a las aplicaciones identidades Ere Y respectivamente.

Observacibn 1.8. Si existe una equivalencia de homdtp : (X, A) — (Y, B) entonces
decimos que el par topogjico (X, A) esequivalente homdipicamenteal par topobgico
(Y, B) en $mbolos:

(X,A) = (Y,B)

En el casoen qud = () y B = () este se reduce a la notaci:
XY,
la cual denota queX e Y son homaipicamente equivalentes.

Proposicion 1.1. Si una aplicaddn f : (X, A) — (Y, B) enCy es una equivalencia de
homotofa, entonces el homomorfismo inducido:

Je: Hq(X> A) — Hq(Ya B)

es un isomorfismo para cualquier
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Demostracbn. Ya que f es una equivalencia de homotopia, existe una ajglica: (Y, B) —
(X, A) tal que la composicion de las aplicacioes f y f o g son homotobpicos a las aplica-
ciones identidades de los pares topologicksA) y (Y, B) respectivamente. De acuerdo con
los axiomas 1.2,1.5y 1.1 se deduce que la composicion demaonfismo:

g« 0 fu= (go f)* : Hq(X7 A) — Hq(X7 A)

foog.=(fog).: Hy(Y, B) — H,(Y,B)

son los automorfismos identidades de los grufipsSX, A) y (Y, B) respectivamente. Por un
teorema elemental en teoria de grupos implica fjues un isomorfismo con, como su in-
versa. Ya que esto es verdadero para cualquier ejptegnemos completado la demostracion.

|
En el casad = () y B = (), tenemos el siguiente corolario :

Corolario 1.1. Si dos espacios topafjicos X y Y sonhomobpicamente equivalente®s
decir, X = Y, entonces tenemos :

para cualquier enterq.

Para cualquier enterg el grupo de homologigdimensional{, (X ) de un espacio topologico

X es unapropiedad homotbpica de X, es decir que esta preservada por una equivalencia
homotopica. (Ver Apéndice A.)

SeaX subespacio de un espadio Una homotopia

{hy: X =Y :tel=]01]},

es llamadaleformacion si y solo sih es la aplicacion inclusion. Ademas/sies una aplica-
cion constante, entonces la deformacfén} es llamada uneontraccion. Si una contraccion
{h, : X — Y : t e I}, decimos que el subespacibes contractible en el espacia En
particular, sSiX = Y entonces decimos qu€ es contractible.

Ya que cualquier espacio contractibfees homotopicamente equivalente al espacio unitario
0 (Ver Apéndice A), tenemos el corolario siguiente del axaoin7 de la dimension y del
corolario 1.1:
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Corolario 1.2. Si un espacio topéhico X es contractible,entonces tenemos :

Hy(X) =0 (¢#0),

donde( denota el coeficiente del grupo de la teohomobgica k.
Ahora deduciremos algunos consecuencias del Axioma dedetixd.

Proposicion 1.2. Si la aplicacbn inclusioni : A C X de un subespacio A de un espacio
topologico X es una equivalencia de homotapentonces tenemos

H, (X,A)=0
para cualquier enterq.

Demostracbn. Como: : A C X es una equivalencia de homotopia, esto se debe por la
Proposicion 1.1 tal que el homomorfismo inducido

it Hy(A) ~ Hy(X),

es un isomorfismo para cualquier entgr€onsidere la secuencia homologica del ([pérA)
es decir:

= Hy(A) = Hy(X) =2 Hy(X, A) =2 H,(A) —= H,_1(X)

por lo tanto los dos homomorfismip mostrados arriba son isomorfismo, esto sigue por una
propiedad elemental de la secuencias exactas, que el grteymedioH, (X, A) consiste

de un elemento unitario. Ya que esto es verdadero para ¢eraknterog, esto completa la
demostracion de 1.2.

[
Aplicando la Proposicion 1.2 para el caso en due X, obtenemos el siguiente Corolario:
Corolario 1.3. Para cualquier espacio topogico X, tenemos
H,(X,X)=0

para cualquier enterq.
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Un subespaciol de un espacio topolégic& es unaretracto de X si y solo si existe una
aplicacionr : X — A tal quer(x) = x es valido para cualquier € A. Dicho aplicacion
r: X — A esllamado uneetraccion de X en A.

Proposicion 1.3. Si un subespaciol de un espacio topbbico X es una retracto deX,
entonces la aplicadin inclusioni : A C X induce un monomorfismo

i Hy(A) — H,(X),

la aplicacion inclusion;j : X C (X, A) esto induce un epimorfismo. H,(X) — H,(X, A)
y el operador bord& : H,(X,A) - H,_1(A) son homomorfismo triviales . Adas) para
cualquier enteray, H,(X) es isondrfica a la suma directa dé/,(A) y H,(X, A),es decir,

H,(X) = Hy(A) P H,(X, 4)

Demostracbn. Como A es un retracto de&, existe una retraccion: X — A de X en A.
Esto sigue por la definicion de una retraccion de que lxagibhn composicion, o i, es la
aplicacion identidad eA. Por el Axioma 1.1y 1.2 esto implica que la composictdni, del
homomorfismo inducido:

Hy(A) —> Hy(X) = H,(A)

es el automorfismo identidad del grupig(A) para cualquier enterg
Por un teorema elemental en la teoria de grupos, de tieng ggain monomorfismo ,que
es un epimorfismo y el grupo Abeliartf,(X') se descompone en la suma directa

Hy(X) = Im(i,) @ Ker(r.)

para cualquier enter@ Ahora consideremos la secuencia de homologia para €Kpat),es
decir:

i

(A) —2= H(X) L2+ H (X, A) =2 Hy(A) —“= H, (X) — - --

..%Hq

Ya que el homomorfisma, a la derecha es un monomorfismo,se sigue por una propiedad
elemental de secuencias, es decir, dahds un homomorfismo trivial y, es un epimorfismo.
Queda por demostrar que:

H,(X) = Hy(A) @ H,(X, A).

Para este proposito, dagan nUmero entero arbitrariamente.
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Ya quei, : H,(A) — H,(X) es un monomorfismo,tenemos
Im(i,) ~ H,(A),
ya que la secuencia de homologia es exacta, tenemos lersigui
Ker(j.) = Im(i.),
ya queH,(X) = Im(i.) @ Ker(r,) y j. €s un epimorfismo,tenemos
Ker(r,) = Hy(X)/Im(i,) = Hy(X)/ Ker(j.) = Hy (X, A)

Por lo tanto se obtiene:
Hq(X) =~ Hy(A) @ Hy (X, A).

Con este se concluye la demostracion 1.3.

Ya que cualquier subespacio unitario de un espacio topml0g es obviamente un retracto
de X, tenemos el siguiente Corolario que se deduce de la Prépotc3 y del Corolario 1.2.

Corolario 1.4. Para cualquier puntay de un espacio topbébico X, tenemos
Hy(X) = G P Ho(X, xo),
Hq(X) ~ Hq(Xa 1’0) (q # 0)7
dondeG denota el coeficiente del grupo de la teode la homolot .

Un espacio topolégic&” se llamadeformable sobreun subespacid de X siy solo si existe
una homotopia, es decir
hy : X — X (tel),

tal queh, es la aplicacion identidad eXi y i, (X) esta contenido en el subespadio

Proposicion 1.4. Si un espacio topoljico X es deformable en un subespaciae X, en-
tonces la inclusioni : A C X induce un monomorfismo : H,(A) — H,(X), la aplicacion
inclusionj : X C (X, A) esto induce un epimorfismjo: H,(X) — H,(X, A) y el opera-
dor bordeo : H,(X,A) — H,_1(A) son homomorfismo. Adé&s) para cualquier enterg,
H,(A) esisonbrfica a la suma directa dé&/, (X )y H,,1(X, A),es decir,

Hy(A) = Hy(X) ) Hyra (X, 4)
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Demostracbn. Puesto queX es deformable ed, existe una homotopia
he: X =X (tel),

tal queh, es la aplicacion identidad &n (X) esta contenido erl. Definir una aplicacion
h: X — Atomandoh(z) = hi(z) para cualquiet € X entonces la composicion

toh=h : X =X

deh y la aplicacion inclusion : A C X es homotopico a la aplicacion identidagen X .

Por los Axiomas 1.1, 1.2 y 1.5, esto implica que la composi¢j o h, del homomorfismo
inducido

hs i

H,(X) = H,(A) — H,(X)

q

es el automorfismo identidad del grupgy(.X') para cualquier enter@ Por un teorema ele-
mental en la teoria de grupos, se tiene gues un monomorfismo ,que es un epimorfismo

y el grupo Abeliandd,(A) se descompone en la suma directa
H

J(A) = Im(h,) @ Ker(i.)

para cualquier enterq
Ahora consideremos la secuencia homologica para élpad), es decir :

e Hy1 (X, A) =2 Hy(A) == Hy(X) —2 Hy (X, A) =2 Hy oy (A) — -

Ya que el homomorfisma, es un epimorfismo, se sigue por una propiedad elemental de
secuencias, es decir, donglees un homomorfismo trivial ¥ es un monomorfismo. Queda

H,( X)EP Hyn (X, A)

Para este proposito, dagan nUmero entero arbitrariamente. Ya que

por demostrar que :

h : H,(X) — H,(A)

es un monomorfismo,tenemos
Im(h,) = Hy(X).

Ya gue la secuencia homolbgica es exacta,tenemos lo stguie

Ker(i,) = Im(0).
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Ya qued : H,.1 — H,(A) es un monomorfismo,tenemos
Im(@) ~ Hq+1(X,A)-
Consecuentemente obtenemos:

H,(A) = Im(h.) @) Ker(in) & Hy(X) @D Hya (X, A),
para cualquier enterq
|

En particular, siX is un espacio topologico contractible ,tal comonetspacio euclidiano
R™y si A es un subespacio no vacio de X es claramente deformable en Por lo tanto
tenemos el siguiente Corolario de la Proposicion 1.4 y @aom1.2.

Corolario 1.5. Para cualquier subespacid no vado de un espacio topoico X contracti-
ble tenemos

Hy(A) = GEP Hi(X, A),
Hy(A) = Hya (X, 4) (¢ #0)
donde(G el coeficiente del grupo de la tdarhomobgicak.

Finalmente estableceremos un avance de la Axioma de la@xcis

Proposicion 1.5. SiU es un conjunto abierto de un espacio tapgito X conteniendo a un
subespacid de X, entonces la excision

e: (X\U,A\U) = (X, A)

induce un isomorfismo
e. : Hy(X\U,A\U) = H, (X, A)

para cualquier enterg; pruebe que existe un conjunto abiefftodel espacioX tal que la
clausuraX esta contenida efi y la aplicacibn inclusion

h= (XAU, A\U) — (X\V, A\V)

es una equivalencia homagica.
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Demostracbn. ya queC!(V) C U C A esta contenido en el interior de Por el Axioma de
la excision,
k: (X\V,A\V) = (X, A)

induce un isomorfismo
K, : H(X\V,A\V) = H,(X, A)

para cualquier enter@ En otras palabras,puesto ques una equivalencia, esto se sigue de
la Proposicion 1.1 es dedirinduce un isomorfismo

hy t Hy(X\V, A\V)

para cualquier enter@ Debido a
e=koh,

el axioma de la composicion implica que
ex =k.oh,: H(X\U,A\U) — H,(X, A)

es un isomorfismo para cualquier entero




Capitulo 2

Teofia de Homologa Singular

En este capitulo veremos la construccion de la homologia singular el cual se da a través de
aplicaciones n -simplex unitarios de un espacio topolbgico, y componerlas en sumas formales,
llamadas cadenas singulares. El operador frontera en un simplices induce un complejo de la
cadena singular. La homologia singular es entonces la homologia del complejo de cadena. Los
grupos de homologia resultantes son los mismos para todos los espacios homotopicamente
equivalentes, lo cual es el motivo de su estudio. Estas construcciones se pueden aplicar a
todos los espacios topologicos, y asi la homologia singular se pueden expresar en terminos de
la teoria de categorias, donde el grupo de homologia se convierte en un funtor de la categoria
de los espacios topologicos a la categoria de los grupos abelianos graduados. Estas ideas se
desarrollan en mayor detalle a continuacion.

2.1 Complejo Singular de un Espacio

Definicion 2.1. “El conjunto,A,,, es definido por:

An = {(mo,...,xn)ERnH/ szzla 377,207 7;:0717---7”}7

1=0

es llamadar-simplice unitario o simplemente-simplex ”

Observemos que:

1. A, es subespacio d&"!, ademas esté es compacto y metrizable.

20
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2. Paracadaenteroi =0, 1,...,n, & puntov; = (80, 0i1, - - -, Oijy - - -, 0i) deR™™! cON

% o 1 S i=j,
Y 0 S i#j.
pertenece a A,,. Nos referiremos a v; como € i-ésimo vértice de A,,, entonces € n-
simplex A, tiene (n + 1) vértices, vy, vy, .. ., Up.

3. El conjunto A,, es el conjunto convexo mas pequeio que contiene a conjunto de vérti-
CEes, Vo= {'I,-‘[). Wiy vvioy U s

Asi, Agesunpunto, A, esd intervalounidad, A, esuntriangulo (incluido suinterior), Aj
€s un tetraedro, etc. Observar ademas que A,, es homeomorfo a disco cerrado unidad D",
paran > 0.

U9

Vo Yo U1 (N (o Yo

V3

V9

U

Definicién 22. Seann >0 y 0 < i < n.laaplicacion k; : A,,_; — A, definida por
ki(xgy...,xn_1) = (T, ..., i—1,0,24,...,2,_1), €SdeCir

ki(Ap-1) = AE:’) = {{zo; Z1;, .. .,%n) € A/ z; = 0},

llama la i-ésima cara de A,,, opuesta al i-ésima vértice v;. Obviamente, v; no esta en
AP

Podemos facilmente verificar que £; esun homeomorfismode A,,_; en A, ysuimagen
ki(Ap_y) = AY

esel i-ésimacarade A,,. Veamos graficamente, paran = 2 tenemos.
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Ejemplo 1 Seak; : A — A,,, para: = 0, 1,2. En la figural, se ilustra como actl&, en

Ay = [$0, $1]-
En siguiente se asume que> 1y consideremos las inmersiones
k; ki
An—2 — An—l — Ana
dondel0 <i<ny0<j<n-—1.
Lema 2.1.Si0 < j < i < n, entonces tenemos que:
k‘i o k’j = k’j o ki—l : An_g — An

Demostracbn. “Sear = (xy,...,z,_2) un punto arbitrario de{n — 2)- simplex unitario
A,_». Si j <i—2, Entonces tenemos

kilkj(x)] = ki(xo,...,2i—1,0,24, ..., Zp_2)
= (2o, ., Ti-1,0,24, ..., mi_0,0,m;1,...,Tp_1)
= kj(xo,...,xi—2,0,2i1,...,Tp_2)
= kjlkia(2)].

Ahora sumamos qug= i — 1. Entonces tenemos que-= j + 1, luego

kz[k](x)] = ki(xlw"axj—laoaxi)"'7xn—2)
= (‘TOV"7xi—170707xi7"'7xn—2)
= kj(wa"7xi—1707xi7"'7xn—1)
= kjlkiza(2)].

esto completa de la demostracidel Lema 2.

22
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Ahorasea X un espacio topoldgico arbitrario y n cualquier entero no negativo.
Definicion 2.3. Un n-simplice singular en X, es una aplicacion

£: A, > X,
del n-simplex unitario A,, hacia e espacio X.

Observacion 2.1.Como A,, es compacto y conexo, sesigueque {(A,,) € X escompacto y
CONEXO.

Aqui lapalabra singular indica que £ no tiene por que ser unainmersion. Sea
Sn(X) = Map(A,, X),
el conjunto total den-simplicesingularesen X. Si m # n, entonces por definicion tenemos
Sn(X)NSu(X) = 0.

Launiéon .
S(X) = Sa(X),

n=0
es el conjunto de todos los simplices singulares en € espacio X y se hara referencia como
el comple o singular de X.
Si n = 0, entonces A,, consiste de un solo punto. Por tanto, un 0-simplice singular

5 $ A(] — X
en X puede ser identificado con € punto £(4A) de X. Una vez hecho esto tenemos que
So(X) = X.

Paran = 1, entonces A, es homeomorfica d intervalo unitario I = [0, 1] de nUmeros redes
bgjo e homeomorfismo
h: I — Ay
t —+ h{t)=(1—1t1).

Luego tenemos /(0) = vy y k(1) = vy, por lo tanto un simplice singular

6: A]—)‘X,
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en X, puede ser identificado como la composicion
Eoh: I — X,

en el espacid(. Después de haber hecho esto, obtenemos

dondeP(X) es el conjunto de todas los caminosXn
En conclusion, un 0-simplice singular puede identificarse con un punto en X, un 1-simplice
singular puede pensarse con un camino en X, un 2-simplice singular es una aplicacion del
triangulo estndar en X. Observar qg¢A,,) puede incluso degenerar en un punto.
“Ahora asumamos que> 0y sea

A, — X

el cual denota un-simplice singular etX . Para cualquier enterio= 0, 1, ..., n la composi-
cion
fO ki . An—l — X

es un(n — 1)-simplice singular eX’, que sera llamado elésima carade¢ y sera denotado
por
€9 =¢oks.

Las (n + 1) caras¢@, ..., £ de unan-simplice singulag en X pueden no ser distintos.
De hecho, st : A, — X es una aplicacion constante, entonces todogsus 1) caras
O . ¢ son el mismdn — 1)-simplice singular enx”.

Definicion 2.4 “Para cualquier entera > 0y cadai = 0, 1, ..., n, definamos

g;: Sn(X) — Sn_l(X)
L)

Llamado eli-esimooperador caraen S(X).

Precisamente para el complejo singular de un esp&aaios referimos al conjunto

S(X) = |J su(x),

junto con sus operadores cdtras
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Proposicion 2.1. S n > 1y 0 < j < i < n, entonces tenemos
[ft:f}](-” _ [fm]“'-—”!

para cualquier n-simplicesingular ¢ en X.

Demostracion. Segun laDefinicion 2.2 y laProposicién 2.1, tenemos

(€Y = Dok =gokiok; =Eokjoki,
— 5(_}} 5 k-é—l _ [g{.’)} (i—1) )

esto prueba la Proposicion.
[

Sea un subespacio arbitrario A del espacio topolégico X y laaplicacidon inclusion 72 : A C
X. Entonces para Cualquier n-simplicesingular ¢ : A, —+ A lacomposicion

iof: A, — X,
puede identificarse con € n-simplice singular del espacio X . Asi tenemos
Sn(A) C Sp(X)

Observacion 2.2. Ademas, para cualquier ¢ € S,(X) yparatodo n > 0 entonces €
¢ € S,(A) implicaque ¢ € S,_(A) debido a esta propiedad, S(A) es el subcomplejo
del complgjo singular de S(X). Esdecir,

S(A) c S(X).

2.2 Complgosde Cadenas Singulares

Sea X un espacio topologico arbitrario y consideremos su complejo singular

S(X) = | Sa(X), para cualquier n > 0,
n=0
Definicion 2.5. Sedefinea C,(X) = {3 . nef : § esunn-simplicesingular, ng €
Z, mng=10} como € grupo abeliano libre generado por S,,(X) ( n-simplices singulares.)
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Los elementosde €, (X)) son combinaciones linedes formales finitas del tipo -, neS. Es
decir, de n-simplices singulares ¢ y cuyos cogficientes n, € Z son todos nulos, salvo una
familiafinita de ellos, observar que la Gnica manera de que una tal suma seanula, es quelo
sean todos sus coeficientes.

Nota 2.1. El conjunto Cn(X) selellama é grupo abeliano libre de las n-cadenas singula-
res.

Definicion 2.6. Paracadan > 0, definamos|a funcidon

a . S‘n(X) — C?‘,__Il(X)
& o) = Tio(-ei8) = Tio(-1)'¢?,
P Cualqwer 'n-—Sl'rrpIice SiﬂgUlar E s An = X

Ya que C,,(X) es un grupo abeliano libre generado por € conjunto S, (X), la funcion o
extiende un unico homomorfismo

Sn.(X) %’ C'n.(){)
A ay,

Cn— 1 (X)
tal que e diagrama es conmutativo.

Definicion 2.7. La frontera de un n-simplice singular ¢, esla (n — 1)- cadena singular
definida por 9,(¢) = o(&) = Y1, (—1)¢®, es decir, es la suma formal de sus caras,
dotadas de signo.

Nota 2.2. El homomorfismo 0, : C,(X) — C,_(X) que se conoce como operador
borde o frontera.

Ejemplo 2.1. Lafronterade 2-simplices (epeies) €5 da(eperea) = (e1e2) — (egea) + (eper)
y puede interpretarse como |a suma algebraica de los bordes del triangulo estandar, con los
signos elegidos de modo que se empieza por ¢, Yy seviaja alrededor de un lazo hasta volver
allegar a ¢y. Observar que en realidad no se trata de un lazo, sino de una suma formal con
signo de tres caminos.

Observacion 2.3. La frontera de una 0-cadena, se define como 0, es decir, convenimos que
Cn(X) =0.
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Proposicion 2.2. Para cualquier entera, la composiaddn de homomorfismo
0* = (Opy100,) = Cp(X) — Cp_o(X),

de los operadores borde

anfl

Cr(X) 25 Cy(X) 253 (X))

es un homomorfismo trivial, es decir:
5 =0.

Demostracbn. Si n < 2, entonces tenemo§’, _»(X) = 0, luego la Proposicion se satisfa-
ce. Por lo tanto, podemos asumir> 2.
Sea¢: A, — X, cualquiem-simplice enX. Entonces tenemos

€€ S, (X)CCu(X).

Conforme a la Definicion del operador bord®, tenemos

donde
¢ eS, (X)cCo(X) Vi=0,....,n

Denotamos lai-ésima cara o lado d€. Ya que 0 es un homomorfismo, obtenemos:

%) = a[@(&)]za[D—l)%“)]

= D Y )
_ Z (—1)™ [g(i)}(j)_‘_ Z (—1)i* [g(i)](j)‘

0<j<i<n 0<j<i<n
De la Proposicion 2.2, tenemos
Z (—1)i+ [g(n}(ﬁ') _ Z (—1)i* [g(j)}(i—w '
0<j<i<n 0<j<i<n
Si sustituimos — 1 porj y j pori, el miembro derecho de la ecuacion anterior llega hacer:
iti Te(i)1)
_ Z (—1)" [5( )} .
0<j<i<n

Asi las dos sumas €t (¢) se cancelan mutuamente. Esto pruéb@) =0 V¢ € S, (X).
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De lineas anteriores se deduce una sucesion semi-exactalarga
Ot I
Xz e Ol X 20X S ) ..

Nota 2.3. C'(X) esllamada e complejo de cadena singular del espacio X .

Nota 2.4. Los elementos del grupo C,(X) son llamadas las n-cadenas singulares en €
espacio X. El subindiceselellama la dimension.

Por lo tanto & operador borde o frontera
0 : C‘:;(X) — Cn.—l(X)

reduce la dimension por 1. Para cudquier v € C,(X), € elemento 9y € C,_1(X) es
[lamado lafrontera de la cadena ~.

Ahora se considera un subespacio arbitrario A del espacio topolégico X. Yaque S, (A)
es un subconjunto de S,,(X), esto sepruebaque C,(A) ese sumando directo de C,(X)
generado por € conjunto S,,(A). El grupo cociente

Cﬂ (X‘ ‘4) — CH(X)/C'H(A)

esllamado €l grupo de cadena singular n-dimensional del par topoldgico (X, A) loselemen-
tosde C,(X. A) son llamados n-cadenas singulares de (X, A) o las n-cadenas singulares de
X modulo A. Dado que C),(A) es e sumando directo de C',,(X') generado por S,,(A)\S,.(A).
De ladefinicidn, uno puede facilmente ver que e operador borde

81 Co(X) — Cai(X)

envia el subgrupo C),(A) de C,(X) hacia & subgrupo C,,_(A) de C,,_1(X). Luego este
induce un homomorfismo de grupo cociente C,,( X, A) sobre & grupo cociente C,, (X, A)
que sera denotado por

8 CulX, A) — Ciq(X A);

entonces 9% = 0.
L uego obtenemos una sucesion semi-exacta larga

o O (X, A) 2O (X, A) —2 > O (X, A) —... .
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que serallamado como el complg o de cadena singular del par topolégico (X, A) y serade-
notado por € simbolo C'(X, A). En particular, s A es &l subespacio vacio del espacio X,
entonces tenemos C,(A) = 0y luego

Cu(X, A) = Co(X),

para cualquier entero n, esto pruebaque C'(X, ) = C(X).

2.3 Grupos de Homologia Singular

Sea (X, A) un par topolégico arbitrario y su respectivo complejo de cadenasingular C'( X, A).
Es decir, paratodon € Z setiene

au +1

o e [N AR G A B G, I A) —,
Definicion 2.8. Definamos €l

kernel(d,) = Zny(X,A) = {c € Co(X) : u(c) € Cp_y(A)}.
es|lamado & grupo de n-ciclos singularesde (X, A).

Definicion 2.9. Definamosla
Imagen(Ons1) = Bu(X,A). ={be C,(A): b= 0,1(d) paraalgunac € C,1(X)},
es [lamado grupo de n-fronteras singularesde (X, A).

Yaque C'(X, A) es semi-exacta, se sigue B, (X, A) es un submédulo Z,(X, A) y podemos
formar e médulo cociente Z.(X. A)
Hn(X!A) = m

el cua esllamado i-ésima grupo de homologia singular del par topoldgico (X, A).

Observacion 24. S A = (), entonces C,,(A) = 0 paratodo n € Z, luego por definicion

Zn(X)

Ho(X,0) = Hy(X) = BL(X)’

y sellama i-ésima grupo de homologia singular del espacio topologico X.
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Ya queC, (X, A) = 0, para cualquier. < 0. Entonces la siguiente Proposicion es obvia.

Proposicion 2.3. Para cualquier par topdigico (X, A) y cualquier enterov < 0, tenemos
queH,(X,A) =0.

Observacibn 2.5. Sea el grupo abeliano libreF'[m,(X)] generado por el conjuntar(X)
de todas las componentes conexas del espacio

Definicion 2.10. Se define la funbn f : X — F[ro(X)] que asigna a cadar € X la
componente conexa
f(z) € m(X) C Flmo(X)]

el cual contiene az.

Puesto queCy(X) es el grupo abeliano libre generado pSs(X) = X, la funcion f
extiende un Gnico morfismo
h: CQ(X) — F[’TF()(X)]

Es decir,
So(X) = X —= Cy(X)

I h

Fo(X)]
Lema 2.2. El morfismoh : Cy(X) — F[m(X)] est bien definida.

Demostracbn. Sea un elemento arbitrario del grupo abeliano libFér,(X)]. De acuer-
do a la construccion dé”[my(X)], ¢ puede ser considerado como una funcion

v m(X) — Z,

de my(X) sobre Z el cual es cero casi etodas partescero,es decir,i)(s) = 0 para
todo excepto a lo mas numero finito de elementode 7,(X). Construiremos una funcion
¢ : X — 7Z de la siguiente manera. En cada componente corexary(X) del espacioX,
elegimos un puntoz, € s C X. Entonces definimog tomando

o) w(s) si x=x,paraalglrs € m(X),
xTr) =
0 si x # x4 paratodos € my(X),
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para cada punto de X. Ya quei es cero en casi todas partes, obviamente lo es la fugcion
Por tantop es un elemento del grupo abeliano libfg(X') generado poX. Luego se tiene
que

6= ox)i(x),

zeX
dondei: X = Sy(X) — Cy(X) es laaplicacion inclusion. Esto implica que

hg) = h(Zeﬁ(w)z’(z))

zeX

= h(®) = Y d@hoi(z) =) ¢(x)f(x),

zeX rzeX

dondehoi= f: X — F[mn(X)]. Esta sumatoria esta bien definida ya que hay a lo mas
un namero finito de términos diferentes de cero, por tardgsta bien definida.

Lema 2.3. El morfismoh : Cy(X) — F[m(X)] es un homomorfismo.

Demostracbn: Puesto queC,(X) es el grupo abeliano libre generado pgy(X) = X, la
funcion f extiende un Gnico morfismo

h: Co(X) — Flm(X)].
Como C_,(X) =0, para el operador borde
0: Co(X) — C_1(X),
el Ker(0y) = Zo(X) = Co(X). Portantdh es un homomorfismo d&,(X) hacia F'[my(X)].
0J
Lema 2.4. El homomorfismoh : Cy(X) — F[mo(X)] es un epimorfismo.

Demostracbn: Como la funcionr,(X) — Z es cero casi en todas partes, el eleméiito
de F[my(X)] es dado por

[()](s) = Y da){[f(@)](s)},

zeX

para cada elementoc 7y(X ). Debido a que

1 si x€s,
[f(x)](S)Z{O S cds
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obtenemos

Esto implica

[A(O(s) = Y dlx) = 9(s),

TES

para cada € mo(X). Por tantoh(¢) = v. Esto prueba quk es un epimorfismos.

Lema 2.5.Seah : Zy(X) — Flm(X)] entoncedm(0,) = By(X) C Ker(h) .
Demostracbn. Considere la siguiente funcion
S1(X) =I5 Co(X) -1 Flmo(X)).

Sea¢ € S1(X) elemento arbitrario, siendg : A; — X. Por definicion de la funcionr
tenemos

o) = 0 — M = §(v1) — &(vo) € Co(X).
Puesto que los puntog(vy) y &(v;) de X son conectados por una cung tenemos

f1&(vo)] = fl€(v1)] 'y por tanto
hlo(§)] = fl&(v)] = flE(vo)] = 0.

Esto prueba
(hoo)[S1(X)] = 0.

Ya que la composicion
hod: Ci(X) — Flm(X)]

es una extension de la funcion
hoo: S1(X)— Flm(X)]
y puesto que&’; (X)) es generado pat; (X)), se sigue que:

hod=0.
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Esto implica
h[By(X)] = h{d[C1(X)]} = 0.

y por tanto el subgrup®,(X) de Z,(X) esta contenido en el Kernel de

Lema 2.6.Seah: Zy(X) — F[ro(X)] entoncedSer(h) C By(X) = Im(d,) .

Demostracbn. Sea un elemento arbitrarip € Ker(h) C Zy(X) = Co(X). Entonces
tenemos

W) =0 € Flm(X)].
Como¢ : X — Z es una funcibn casi nula en todas partes puest@gu¥) es libre y es
generado po6,(X). Por la construccion de, tenemos

he) =) dlx)f(x).

zeX
Puesto qué(¢) = 0 entonces
> ¢(x) =0 para cualquies € m(X).

TES

Elegimos un puntor, € s, para cadas € my(X). Vz € s con ¢(x) # 0, escojamos una
1-simplex singularé, : Ay — X talque &, (v) = x5 Y &(v1) = 2.

Hacemos esto para todo € (X ). Portanto¢, es definida para cada puntoe X con
o(x) #0. Sear € C1(X) definida por

b= o).

¢(2)#0
Esto tiene sentido por que esto es casi cero en todas panes probemos que:

¢ =0(1).
Para esto, consideremos la cadena
Xr = gb—@z/) S CO(X)

Como un elemento d€’y(X), x esun funcion casi nula en todas partes X — Z. Para
cada puntoy de X, tenemos

x(y) = oy) —[0¢v](y)
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Sig(y) =0y y # xs paratodos € mo(X), tenemos

x(y) = 0.

Sig(y) =0y y =z, paraalglrs € my(X), entonces tenemos

X(y) =Y é(z) =0.

xES

Sig(y) #0yy # x, paratodos € m(X), tenemos

Finalmente, sié(y) # 0y y = z, para alglns € (X ), entonces tenemos
X(y) = 6(y) = dy) + ) _¢(z) =0.

Consecuentementg(y) = 0 para cada € X. Esto prueba = 0y por tanto
¢ = 0(¢) € Bo(X).

Por lo tantoKer(h) C By(X) = Im(0,).

Observacbn 2.6. El Ker(h) = By(X) C Zy(X)

Teorema 2.1.El grupo de homoloi@ singular cero-dimensionali,(X) de un espacio to-
pologico X es isomorfo al grupo abeliand’[,(X)] generado por el conjunta,(X) de
todos los componentes conexa del espacio

Demostracbn Consideremos el homomorfismo: Z,(X) — F[m(X)] lo cual es exten-
dido por la funcion f : X — F[m(X)]. Por el Lema 2.2, tenemos que es un epimor-
fismo, y por la observacion 2.6 afirmamos que el Kernelhdes igual a Bo(X). Por una
propiedad elemental en Teoria de Grupos, podemos inducsomorfismo

he . Hy(X) — Flmo(X)]

del grupo cociente
Zy(X)

 By(X)
sobre el grupo abeliano libré’[ry(X)]. Esto prueba nuestro Teorema.

Hoy(X)
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2.4 Gruposde Homologia Singular sobre G

Sea X un espacio topoldgico arbitrario y G' cuaquier grupo abeliano.

Definicion 2.11. Considere un complejo de cadena singular C'(X') de un espacio topol égico
X. Sea
C.(X;G)=C,(X)®G  paracualquiern € Z

el producto tensorial de los grupos Abelianos C',,(X) y G.

Si n < 0,tenemos

Co(X;G)=Ch(X)G=080G =0
Paracuaquier n > 0 setieneun grupo abelianolibre C,,(X') generado por S,,(X)i.eS,(X) C
C,(X') en consecuencia los elementos de ', (X ; () pueden ser considerados como las fun-
ciones casi cero en todas partes:
v:8,(X)—= G

0 equivalentemente esta representada en formalined finita

vy=a1& + -+ apéi

Donde {¢,, . ... &.} es un subconjunto finito arbitrario de S,,(X) y ay, . . ., a; son elementos
ded.

Observacion 2.7. Loselementosde C), ( X; () son llamados|as cadenas singulares n-dimensional
de X sobreG.

Considere € operador frontera
0 : Cp(X) = Cpa(X) paracuaquiern € Z

y el automorfismo identidad
i:G— G
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su producto tensorial es
0®i:Cr(X)®G — C,1(X)® G,
representada por
0:Ch(X;G) = C1(X;G) para cualquien € Z

Proposicion 2.4. Sea

Co(X:G) — 2 ~C\, 1(X;G) —2~ C,_5(X;G)
Entonces)? = 0 0, mas expicitamentey, o 9,_; = 0.

Demostracbn: Dejando aparte los casos triviales, para cualquier C,(X) y cualquier
g € G,tenemos

d0(c®g)] = 09[(0c)® g)]
= (0’c)®yg
= 0®g

Nota 2.5. Paraun n € Z se obtiene una sucési larga semi-exacta

- —=Ch1 (X5 G) LCZ(X; G) O

Crha(X;G)——= -+
al que se denominareomplejo de cadena singulate X sobreG y se denotara pof’'(X; ).

Observacbn 2.8. Sea G = Z entonces tenemo€’'(X;Z) = C(X) dondeZ es el grupo
de todos los enteros.

Definicion 2.12.Sea 0, : C,(X;G) — C,,_1(X;G) paracualquiern € Z el Ker(0,) =
Z,(X;@G) el cual seé llamado elgrupo de ciclos singular n-dimensionale X sobre G.

Definicion 2.13.Sead, 1 : C,11(X;G) — Co(X; G) para cualquierm € Z  Im(0,41) =
B,.(X; G), sef@ llamado elgrupo de fronteras singular n-dimensionale X sobre G.
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yaque C'(X; G) es semi-exacta entonces lainclusion B,,(X; G) C Z,(X; G) seda. El grupo
cociente

; 2,.(X:G
H,(X;G) = %

el cual es |lamado € grupo de homologia singular n-dimensional del espacio X sobre €
grupo abeliano G.

Observacion 2.9. S G = Z (nuameros enteros) entonces tenemos H,,(X;Z) = H,,(X).

Ahora consideremos el subespacio A del espacio topolégico X, por lo tanto C,(A) esd
sumando directo de C,(X) generado por € subconjunto S,(A) de S,(X) y como €
producto tensorial se puede calcular tan solo a partir de sus generadores entonces € grupo

Co(A;G) = Co(A) ® G

este puede ser considerado como & sumando directodede C,(X; G) consiste de unaforma
lineal

y=mb+ ...+ i
donde {¢,..., &} esun subconjunto finito arbitrariode S,(A) € S, (X) y ay,...a; son
elementosde G. El grupo cociente

Co(X:G)

G AC)= 5 e o)

esllamado & grupo de cadenas singulares n-dimensionales del par topologico (X, A) sobre

G

Observacion 2.10. Se observa que € operador frontera 0, : C,(X:G) — C,_1(X;G)
enviael subgrupo C,(A;G) de C,(X:G) haciad subgrupo C,_,(A:G) de C,_,(X:G).

De la observacién anterior se induce un homomorfismo definido de la siguiente manera
On : Cn(X, 4;G) — Ch1(X, A;G)

Entonces 9> = 0 deello se obtiene una sucesion larga semi-exacta

3“ +1 01-,

o5 Ca(X, A: G) Cor(X, A; G)—> - -

Cn(X, A; G)

llamadacomplejo decadenasingular de (X, A) sobre GG y seradenotadopor C'(X, A; G).
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Observacion 2.11. Son obvios |os siguientes casos especiales:
C(X,0;G) =C(X;QG),
C(X,A;Z) =C(X,A).

Definicion 2.14. Paratodo n € Z,sea 0, : C,, (X, A;G) — C,1(X, A;G) & Ker(0,) =
Z.(X, A; G) denominada & grupo de ciclos singulares n-dimensionales de (X, A) sobre GG.

Definicion 2.15. Paratodo n € Z, sea 9,41 @ Coi(X, A;G) — Co(X,A;G) la
Im(0,4+1) = B,(X, A;G) sedenominada & grupo de fronteras singulares n-dimensionales
de (X, A) sobreG.

Como C'(X, A; G) es una cadena semi-exacta,|lo cual se deduce lasiguienteinclusion

B, (X, A; G) C Zn(X, A; G)

Nota 2.6. El grupo cociente H,(X, A;G) = %

homologia singular de (X, A) sobre & grupo abeliano G o & grupo de homologia singular

es llamado & n-ésimo grupo de

n-dimensional de X modulo A sobre G
Observacion 2.12. Dela definicion se sigue:
H.(X,0;G) = H.(X;G),
H,(X,A;Z) = H,(X, A).
Fina mente tenemos |a siguiente proposicidn
Proposicion 2.5. S n < 0, entonces
H,(X,A;G)=0
para cualquier par topolégico (X, A) sobre el grupo abeliano G.

Demostracion: Sead: C (X, A:G) — C_1(X,A;G)
por definicion setiene:
Cn(X,4;G) = Ci(X,A)®G
= 0®CG Vn <0
Co(X,A;G) = 0 Vn <0
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luegoKer(0) =Z,(X,A;G) =0 Vn <0
por lo tanto

Ho (X, A;G) =

= Bxag =0

Hy(X, A4;G) = 0  V¥Yn<0

2.5 Homomorfismos inducidos

Sean dos pares topologicas, A) y (Y, B) y su respectiva aplicaciof: (X, A) — (Y, B).

Definicion 2.16. Se definef o £ : A, — Y un n-dmplice singular en Y . Luegq :
X — Y induce una aplicadin S,(f) : S,(X) — S,(Y) definido por[S,(f)](§) =
fo&: A, — Y. Adenas su restricdn f|A : A — B induce una fundn continua
Sn(flA) : Sp(A) — S, (B) Yn >0

Definicion 2.17. SeaC,,(X) es el grupo abeliano libre generado pd#,(X), definamos el
homomorfismo

como la extensin de S,,(f) : S,(X) — S,(Y) C C,(Y). Adends C,(A) es generado
por S,(A) y surestricodbn S, (f|A) : S.(A) — S,(B), es obvio que extiende wmico

homomorfismaC,,(f) : C,(A) — C,(B). Luego el homomorfismo se define de la siguiente

manera
Co(f) : [Cn(X), Cu(A)] — [Co(Y),Cn(B)]  Vn € Z.

Observacibn 2.13. ParaVn < 0, tenemos qué’,(X) =0y C,(Y) = 0; en este cas@’,(f)
denota un homomorfismo trivial.

Tenemos el siguiente resultado.
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Lema 2.7. El siguiente diagrama

Co(X) —Z ~C(X)
Cn(f) Crn-1(f)
Co(Y) —2 (V)

es conmutativo.
Demostracbn: Para esta demostracion se va hacer en dos pasos:
= Paran < 0 el lema satisface ya que,_,(Y) = 0.

= Paran > 0, se observa qué,,(X) es un grupo abeliano libre generado (X ). Sea
¢: A, — X denotamos cualquier simplices singular n-dimension en

Oy

Cu(Y)
Entonces tenemds€’,,(f)](§) = f o £ por lo tanto:

Cn—l(Y)

n

[0y 0 Cu(NIE) = Z(—l)i(f050ki)

= G (1) (E o k)

1=0

= Cha(f)0x(§)
= [Ca-a(f) 0 0x](€)

Esto prueba

[0y 0 Co(NI(E) = [Crna(f) 00x](§)  para cualquier § € S5p(X),

puesto queS,(X) es el generador d€,,(X) lo cual queda demostrado .
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Sean C(X;G) y C(Y;G) complejos de cadenas singularegzyun grupo abeliano su
producto tensorial del homomorfism6,,(f) : C,(X) — C,(Y) con el automorfismo
i : G — G es un homomorfismo

Co(f)®i: Ch(X;G) — CL(Y;G)

ya que su restricciorC, (f|A) : C,(A) — C,(B) y suhomomorfismo respective, (f) ®
i1 Ch(A;G) — Cn(B; G) entonces tenemos el siguiente homomorfismo inducido lo cual
es

Co(f;G) : Ch(X, A;G) — Co(Y, B; G).

La siguiente proposicion es una consecuencia del lemaamte

Proposicion 2.6. El rectangulo

Ox

Co(X, A: G) Co1(X, 4;G)
Cn(faG) Cnfl(f;G)
C.(Y,B;G) — 2~ C, (Y, B;G)

es conmutativo.

Demostracbn: Sea la red siguiente de homomorfismos:

e O (X A5 G) 2 Gy (X, A G) — 2 O (XL A G) — -
Cn(f;G) Cn(f;G) Cn-1(f;G)
dy
—>Cn+l<Y7B7G> | Cn(Y7B7G> o Cn—l(Y7B7G>—>

Las dos lineas horizontales son los complejos de cademadaiesC (X, A; G) y C(Y, B; G)
y por lo tanto semi-exacta entonces los rectangulos somgtativos. Porque las sucesiones
de homomorfismos'(f; G) = {C,.(f; G)/n € Z} es llamada la transformacion de cadenas

C(f;G):C(X,a;G) — C(Y, B;G)

inducido por la aplicaciorf : (X, A) — (Y, B)
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Proposicion 2.7. Paran € Z ,el homomorfismo
Co(f;:G): Ch(X, A;G) — CL(Y, B;G)
lleva Z,,(X, A;G) en Z,(Y,B;G) y B.(X, A;G) en B,(Y, B;G).

Demostracion: Seaz € Z,(X, A; G) = ker(0x) = 0x(z) =0 por definicion.
Luego:

dy[cn(fG)(z)] — Cn—](.f:G)[aX(z)]
= Cua(f:G)(0)
[Cu(f;G)(2)] = 0 VneZ
= Cp(f;G)(2) € ker(0y) = Z,(Y, B; G)
Cu(f;G)(2) € Z,(Y, B; G) Vn € Z.

Seaw € Im(dx) = B.(X, A; G) por definicion
dv € Cpni(X, 4;G) tal que Ox (v) = w.
Seau = [C,11()f; G|(v) € Cria(Y, B; G)

— (}}(U') — d‘l’ [Cn-i-l(f: G)(U)]
= Cn(f; G)[OX(T')]
O (u) = Culf;G)(w)

Cu(f; G)(w) € Im(0y) = B,(Y, B; G) Vn € Z.

delaProposicion 2.7 se deduce que C,, ( f; ) induce un homomorfismo
fo=Ho(f;G) : Hy(X, A;G) — H,(Y, B;G)
que serallamado e homomorfismo inducido por la aplicacién
f:(X,A) — (Y, B)
del grupo de homologia singular n-dimensional H,,(X, A; G).
Proposicion 2.8. Sean las aplicaciones de pares topol 6gicos

f(X,A)—(Y,B) y g¢:(,B)—(Z,0)
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tenemos
Hy(go f;G) = Hu(g; G) o Hu(f;G) : Ho(X, A;G) — H, (Y, B; G)
para cualquier G yn € Z

Demostracbn: Seag o f : (X, A) — (Z,C) la composicion de aplicaciones entre pares
topologicos, definicion 2.16 y 2.17 lo cual induce un homeofismo

Co(f:G) : Co(X, A;G) — Co(Z,C;G)

por la Proposicion 2.7 este induce un homomorfismo de hagienlo
Hy(go f;G) = Hy(g;G)o Ho(f; G) : Ho(X, A; G) — Ho(Z,C5G) O

Proposicitn 2.9.Sea i: (X, A) — (X, A) es la aplicacbn identidad. Entonces el homo-
morfismo induce
iw=H,(1;G) : H,(X,A;G) — H,(X, A G)

es el automorfismo identidad d&l, (X, A; G) para cualquier grupo abeliano Gy € Z.

Demostracbn: Sea i: (X, A) — (X, A) aplicacion identidad del par topologi¢d’, A),
por la definicion 2.16 y 2.17 lo cual induce un homomorfismo

Ch(i;G) : Cp(X, A;G) — Cr (X, A;G)

por la Proposicion 2.7 este induce un homomorfismo de hagienlo
i = H,(4;G) : Hy(X, A;G) — H, (X, A;G)

2.6 Operador frontera

Sea(X, A) cualquier par topolégico ¢ un grupo abeliano. El objetivo de esta seccion es
construir un homomorfisméd = 9(X, A;G,n) : H,(X, A;G) — H,_1(A;G) paracada n €
Z. el cual se llamara elperador frontera de H,(X, A; G).

Co(X5G)
Cn(4;G)
tural 11, : C,,(X; G) — C,(X, A; G) Para construir el operador frontera dg, (X, A; G),

Se considera un grupo de cadena n-singdlat X, A; G) = y la proyeccion na-
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definamos una funcion ¢ : Z,(X,A;:G) — H, 1(A;G). Seaun z € Z,(X, A;G) y
como C,(X,A;G) D Z,(X,A;G) entonces existe un elemento v € C,(X;G) ta que
I, (u) = 2.

Consideree elemento d(u) € C,,_1(X;G) donde 0 =0, : C,,(X;G) — C,,1(X;G)
cua es el operador fronterade C,(X;G).

Lema 2.8. El elemento 0(u) esta contenido en & subgrupo C,,_(A; G) C C,,_1(X; G).

Demostracion: Consideremos € siguiente rectangulo conmutativo

Co(X; @) fs Cu(X, A; G)
a9 a
Cei (X0 ——2C, (X, A5 5)

de homomorfismos. Ya que & diagrama es conmutativo entonces tenemos
I1,,_1[0(u)] = I, (u)] = 0.

Esto demuestraque d(u) € C,,_1(A; G).

Lema2.9. El elemento 0(u) esta contenido en € subgrupo 7, (A; G) C C,,—1(A; G).

Demostracién: Ya que e operador fronteraen C,,_1(A; G) eslarestriccion de C,,_1(X; G),
tenemos
d[0(u)] = (00 d)(u) = 0.

Por lo tanto J(u) esta contenidoen Z,,_(A; ).

O

Definicion 2.18. Se considera la proyeccion natural p : 7, 1(A;G) — H, 1(A;G) de
. 2 i LA )
Zn-1(A; G) sobresucociente H, (A;G) = B4 C)

Lema 2.10. El élemento p[d(u)] € H,-1(A;G) esindependiente de la eleccion de u €
Cn.(X:. G)
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Demostracbn: Sean dos elementos cualesquieta € C,(X; G) satisfaciendo quél, (u) =
z =11, (v).
Consideremos el elemento— v € C,,(X; G). Entonces

I, (u—v) =1I,(u) = II,(v) =2 — 2 =0,

porlotantou — v € C,(A;G) C C,(X;G). Estoimplicaqued(u — v) € B,(A;G) y por
lo tanto

Definicion 2.19. Se define la fundn ¢ : Z,(X,A;G) — H,_1(A;G) como ¢(z) =
plo(u)] € H,_1(A;G)donde z € Z,(X,A;G) y I, (u) = z, para cualquier u €
Ch(X; Q).

Lema 2.11.La funcbn ¢ : Z,(X, A;G) — H,_1(A;G) es un homomorfismo.

Demostracbn: Sean dos elementos cualesquigta € 7, (X, A; G). Elijjamos dos elemen-
tos u,v € C,(X; G) satisfaciendoll,(u) =y y II,(v) = z. por definicibn tenemos

Ya que I, (u + v) = y + z, entonces se tiene

[0(u + v)]
[0(u)] + p[O(v)]
= o(y) + ¢(2).

oly+2z) = plo(
plo(

Por lo tanto ¢ es un homomorfismo.

Lema 2.12.Si ¢ : Z,(X,A;G) — H,_1(A; G) entoncesKer(y) D B,(X, A;G).




2.6. Operador frontera 46

Demostracbn: Sea un elemento arbitrario € B, (X, A; G). Pordefinicion deB, (X, A; G),
existe un elementoy € C,,1(X, A;G) tal que d(y) = =. Por Definamos dell,; :

Cri1(X;G) — Co1(X, A; G), existe un elementav € C,,1(X; G) tal que 11,1 (w) =

y. Seau = d(w). De la conmutatividad

Hn 1
Cn-l—l(X; G) - Cn+1(X7 A7 G)

IIn

Cn(X;G)

del rectangulo obtenemos

=0 lo que queda demostrado
O

Definicion 2.20. El homomorfismoy : Z,,(X, A;G) — C,,—1(A; G) induce un homomor-
fismo 0 : H,(X,A;G) — H,_1(A;G) como d(w) = ¢(z).

Sea f : (X,A) — (Y, B) una aplicacion entre pares topologicoy sga A — B una
aplicacion definida pof. Entonces tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.10. Paratodo n > 0 y G cualquier grupo abeliano, el reghgulo

H,(X,A;G) 9 H, 1(A:G)

Hn(f;G) Hp—1(9:G)

H,(Y,B; G) 9 H, (B;G)

es conmutativo, es decir, tenemos

0o Hy(f;G) = Hy1(9:G) 0 0.
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Demostracbn: Sea un elemento arbitraric € H,(X, A;G) con la proyeccion natural
p: Zn(X,A;G) — H,(X, A;G). Entonces Existe un elementoe Z,(X, A; G) tal que
p(z). considerando el homomorfismd,, : C,,(X;G) — C,(X, A; G) definido anterior-
mente y comoZ, (X, A;G) C C,(X, A;G), entonces existe un elemento € C,(X; G)
tal que I1,,(u) = 2. Sea

v=[CulhON(w) Y w=[Cugs)(2)

donde h : X — Y definida por la aplicacioni. Por la conmutatividad del rectangulo

Iy,

Cn(X;G)

Cn(X, 45 G)

Cn(h;Q) Cn(f;G)

C.(V;G) —2—=C,(Y, B; G)
dondew,, es la proyeccion natural, tenemos
wn(v) = wnlCnlh; G)(u)]
= Cu(f; G (u)]
= [Gu(f;G)I(2)

= w.
En otras palabras, del rectangulo

Co(X: Q) 9 Co1(X: @)

Cn(h;G) Cr—1(h;G)

obtenemos
Chn-1(h; G)[0(u)] = 0[Cy(h; G)(u)] = O(v).

Entoncesd(u) € C,,—1(A; G) porlema2.9, tenema¥u) = C,,_1(g; G)[0(u)].
Ahora, por definicion,0(x € H,_1(A; G)) conteniendo el ciclo singular

A(u) € Z,_1(A; G).
Por lo tanto se sigue qué/,,_,(g; G)[0(z)] € H,-1(B;G) conteniendo al ciclo singular

Cn-1(9; G)[0(u)] € Z,—1(B; G).
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En otras palabrasH, (f; G) € H,(Y, B;G) conteniendo el ciclo singular
[Co(f; D)](2) =w € Z,(Y, B; G).

Por lo tanto w,(w), esto sigue por la definicion de queH,(f;G)(z)] € H,_1(B;G)
conteniendo el ciclo singular
o(v) € Z,(B;G).

Por que de
A(v) = Cp1(g; G)[O(u)],

Se llegd a demostrar quél,,_,(g; G)[0(z)] = J[H,(f; G)]. Entoncesz es un elemento
arbitrario de H,,(X, A; G), lo cual queda demostrado.

2.7 Sucesiones de homolasingular

Consideremos un par topologicoX, A) y G un grupo abeliano arbitrario. Sean las apli-
caciones inclusioneg : X — (X, A) e i : A — X por definicion de homomorfis-
mo inducidos se tiened,,(j; G) = j. : H,(X;G) — Ho (X, A;G) e H,(i;G) = i, :
H,(A;G) — H,(X;G), VYn >0. Lapropiedad mas importante de los grupos de homo-
logia singular relativa es la existencia de un homomorfidmenlaced(X, A;G,n) = 0 :
H,(X,A;G) — H,_1(A;G) Vn >0, gracias al cual va a obtenerse una sucesion infinita
de homomorfismos

e H (A Q) O IGOZ (XA G Hy (A G)— -

Hn<X§ G)

llamadasucesbn de la homoloda singular del par (X, A) sobreG. Este homomorfismo de
enlace se define pad(X, A; G,n)(z + B,(X, A)) = 0,(2) + B,-1(A), paraz € Z(X, A).

Lema2.13.Si H,(A;G) — =~ H,(X;G) —LZ—~ H,(X, A;G) entoncesIm(i,) C
Ker(j).

Demostracbn: Sea o € Im(i,) C H,(X;G) entonces por definicion dém(i.), existe
un elementos € H,(A;G) tal que i.(5) = «a.
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Elijamos un ciclo singular: € g C C,,(A; G). Porladefinicion dei, tenemos|C,(i; G)|(z) €
a C Ch(X;G).

Por la definicion dej., tenemosC,(j; G)[Cy.(i; G)(2)] € j«(a) C Cn(X,A;G). Aho-

ra se tieneC,,(i; G) : C,,(A;G) — C,(X;G) es claramente el homomorfismo inclusion
y Co(5;G) : Co(X;G) — C,(X, A;G) es claramente la proyeccion natural del cual se
deduce queC,(5; G)[Cn(1;G)(2)] = 0 € C,(X, A;G). Esto implica quej.(a) = 0 €
H,(X,A;G) yporlotantoa € Ker(j.). Yaque a es un elemento arbitrario dém(i..),

lo cual queda demostrado.

O

Lema2.14.Si H,(A;G) — =~ H,(X;G) —L—~ H,(X, A;G) entoncesKer(j,) C
Im(iy).

Demostracbn: Sea « cualquier elemento déler(j.) C H,(X;G) del homomorfismo in-
ducido j,. Elijamos un ciclo singular: € o C C,(X;G). Porlotantoj.(«) = 0 tenemos
II,(2) = [Ch(7; G)|(2) € Bn(X,A;G). Entonces existe un elementp € C,,1(X, 4;G)
tal que d(y) = II,,(z), donde 0 representa al operador fronteta: C, (X, A;G) —
Co(X,A;G) yaquell, s = Coi1(J;G) : Cro1(X;G) — Cri1(X, A; G) es un epimor-
fismo entonces existe un elementoc C,, 1 (X; G) tal quell,,,,(x) = y. entonces tenemos

Mlz = 0(x)] = T(2) — ML,[0(x)]
= 1I(2) = Ol 41 (2)]
= I.(2) - 9(y)
= 0.

Esto implica quez — d(x) € C,,(A; G). Por lo tanto
0z = 0(x)] = 0(2) — &*(x)
= 0

tenemosz — d(z) € Z,(A; G).
Sea s € H,(A;G) que contiene a un ciclo singular — d(z). Ya quez € ay d(z) €
B,(X; @), entonces tenemos

z—0(x) € a C Cy(x; G).

Esto implicai.(5) = a y por lo tanto « € I'm(i,). Luego o es un elemento arbitrario de
Ker(j.), locual gueda demostrado.
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O

Lema215. 8 H,(X;G) & H,(X, 4;G) 2 H, 1(A; G) entonces I'm(j.) C
Ker(0).

Demostracion: Sea o € Im(j.) € H,(X, A; G). Entonces por la definicion de Im(j.),
existeun elemento 5 € H,(X;G) ta que j.(3) = a. Sedijaunciclosingular z € 3 C
Cn(X;G) por ladefinicion de j. tenemos [C,(j;G)|((2) € a C C,(X, A;G). Puesto
que C,(j;G) : C(X: G) — C,(X, A; G) eslaproyeccion natural,resulta de la definicion
de operador frontera 0 : H,(X,A;G) — H, 1(A;G) quetenemos d(z) € d(a) C
Cn-1(A;G). Puestoque z € Z,(X;G), tenemos d(z) = 0. Estoimplicaque d(«a) =0 €
H, 1(A;G) yporlotanto o € Ker(0). Puestoque o escuaquier elementodela Im(j.,),
lo cual queda demostrado.

O

Lema2.16. S H,(X;G) —2—=H,(X,A:G) —2— H,_(A;G) entonces Ker(d) C
I'm(jy).

Demostracion: Sea o cuaquier elementodel Ker(0) C H,(X, A; G) de operador fron-
tera 0. Elijaunciclosingular z € o C C,(X, A; G). Yaque

Cn(j; G) = I_In. : Cn.(X; G) —2 C‘n(X-. A G)

ta que I1,,(u) = z. Deacuerdo con ladefinicion del operador frontera 0 : H, (X, A;G) —
H, 1(A;G), tenemos
d(u) € d(a) C Ch—1(A; G).

Puesto que d(a) = 0 € H, 1(A; G), existeun elemento v € C,(A;G) ta que d(u) =
dv). Sea y=u—v € C,(X;G). Entoncestenemos
d(y) = d(u) — d(v) = 0.
Estoimplicaque y € Z,(X;G). Sea 8 € H,(X; () quecontienee ciclosingular y. Pues
v € C,(A; @), tenemos
I,(y) = I,(u)—II,(v)
= I, (u)
=

Esto implica j.(8) = a y porlotanto a € I'm(j.). Como a esuneemento arbitrario de
Ker(0), estoquedademostrado.
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O

Lema2.17.Si H,(X,A;G) —2—>H, 1(A;G) —>—~ H,_(X;G) entoncesIm(d) C
Ker(iy).

Demostracbn: Sea « cualquier elemento dém(0) C H,_1(A;G). Entonces por la defi-
nicion de Im(0), existe un element® € H,(X; A;G) con J(4). Elija un ciclo singular

z€ B CC(X, A G).
Puesto que la proyeccion natural
I, =C,(J;G) : Ch(X;G) — Ch(X, A;G)

es un epimorfismo, existe un elementce C,,(X; G) con II,,(u) = 2. Por la definicion del
operador frontera),
O(u) € a C Cp1(4;G).

Yaque C,_1(3;G) : Cp,_1(A;G) — C,,—1(X; G) es el homomorfismo inclusion, dado por
la definicibn dei, tenemos

O(u) € (o) C Cp1(X;G).

Puesto qued(u) € B, 1(X;G), esto implicai.(a) = 0 € H, 1(X;G) y por lo tanto
a € Ker(i,). Dado quea es un elemento arbitrario dém(0), lo cual queda demostrado.

O

Lema2.18.Si H,(X,A;G) —2—~H, 1(A;G) —>—~ H,_,(X;G) entoncesKer(i,) C
Im(0).

Demostracbn: Sea o cualquier elemento deKer(i,) C H,_1(A;G) del homomorfismo
inducido i,. Elija un ciclo singular

zeoaC Cn_l(A; G)

Puesto quei,(«) = 0, existe un elementa: € C,,(X; G) que satisfaced(u) = z.
Seay =1II,(u) € C,,(X, A; G). Entonces tenemos

Ay) = Ollly(u)]
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Esto implica quey € Z,(X, A;G). Sea s un elemento deH, (X, A;G) que contiene el
ciclo singulary. Puesto quell,(u) = y, dado por la definicion dé)(5) tenemos

z=0(u) € 9(8) C Cr_1(A;G).

Esto implicad(8) = « y por lo tanto « € I'm(0). Dado que« es un elemento arbitrario
de Ker(iy), lo cual queda demostrado.

0]
Definicion 2.21. Una sucegin de homomorfismos
o sHp, — g, o Hyy— " ~H,
es exacta sKer(«,) = Im(a,+1) paratodon
Teorema 2.2.La suceshn larga
PO (X5 G) T 1 (X, A5 G) 2 0 (A G) - (21)

es exacta.

Demostracbn: De la sucesion larga de homologia singular se tiene:

i) Del Lema 2.13y 2.14 de deduce que:(i.) = Ker(j)

i) Del Lema 2.15y 2.16 de deduce que:(j.) = Ker(0)

i) Del Lema 2.13y 2.14 de deduce que(0) = Ker(i.)

Por lo tanto de la definicibn 2.22, la sucesion larga estexaar i) ,ii) y iii) para todon € Z.
U

Ejemplo 2.2. Veamos algunos ejemplos que se obtienen estudiando la@u¢ksl)

a) Si X es conexo por caminos 1 = {z,}, Vn > 0, la aplicacibn inducida sobre loos
grupos de homoldg, H,(1x): H,(X,0) — H,(X,A), es unisomorfismo.

b) Paran > 1, H,(S"')y H,,,(D",S" 1) sonisomorfos.
c) Paran > 1, H;(D",S" ') =0

d) Paran =1, H;(D',S°) = Z.
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2.8 Verificacion de que la homologa singular es un teoia
homologica

Ahora demostraremos en esta seccion que la homologialaingptisface los axiomas de
Eilenberg-Steenrod.

2.8.1 La homologda singular satisface el Axioma de la funtorialidad de
homologa

Definicion 2.22. Una sucesin de grupos de la forma A—.p-t.C 0 se

llama una sucesin exacta corta.En tal caso, e&cil comprobar que i es un monomorfismo y
j un epimorfismo. Adeats C ~ B/Ker(j) ~ B/Im(i) ~ B/A.
Sea el paf X, A) el cuél da lugar a una sucesion exacta corta de complejcadémas:
0 ——Co(A) = Co(X)—=Co(X)/Co(A)—= 0
Sea f: (X,A) — (Y, B) unaaplicacion de pares y su diagrama de cadenas inducidas
0 ——> Cp(A) == Cu(X) == Cu(X)/Cu( A) —0
lcn(f/A) lcn(f) lcn(f)
00— Cn(B) ——= C,,(Y) - 0, (Y)/C(B) —0
es conmutativo.
LEMA DEL ZIG-ZAG
Ahora probaremos la exactitud de una sucesion de honoaldgiun par topologico.Reformularemos

este resultado como un teorema sobre complejos de cadeaamgilar como se forman.Primero
necesitamos una definicion.

Lema 2.19. (El lema del zig-zag).
Supongamos un complejo de cadedas- {C,,0-}, ® = {D,,0g}.y las aplicaciones de
cadenasp, ¢ tal que la suces$in

0 <
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Teorema 2.3.Si 0 —=C,(A) ——= C,(X)—~C,(X)/C,(A)—= 0 es una suceéh
exacta de complejo de cadenas Entonces existen homomarfismo

0:Hy(X,A) — H,_1(A)
tales que la sucesn siguiente es exacta:
O H(A) e H (X)L Hoy (X, A)—2= Hy (A~ Hy (X)) —— - -
Demostracbn:

Teorema 2.4.(Axioma de conmutatividad)El homomorfismo conectod : H, (X, A) —
H,_1(A) esnatural en el patX, A), es decir,sif : (X, A) — (Y, B) es una aplicadn
de pares topdlgicos entonces el diagrama siguiente conmuta

Y

0 Ho(A) =2~ Ho(X) L~ H, (X, A) =2~ H,_y(A) == H,_(X) —= - --
J/Hn(f) lHn(f) J/Hn(f) lHnl(f) J/Hnl(f)
O H(B) - HA(Y) 2~ H,(Y,B) —2~ H, (B) = H, (V) —— - --
para todon > 0.
Demostracbn: Como f: (X, A) — (Y, B) es una aplicacion de pares cgn: X — Y

y g =f/A: A— B definidaporg(z) = f(x) Vzr € A, ademas las dos sucesiones
largas de homologia horizontales son exactas
2 H(A) s H(X) 2 H (X, A) —2- H,_(A) —“= H, (X)) —- -
lHn(f) J/Hn(f) lHn(f) lHnl(f) lHnl(f)
O H(B) s Ho(Y) —2= H,(Y, B) —2~ H,_(B) —=> Hy, () —> - -
entonces para tode > 0 los diagramas son conmutativos. Es decir,

0o H,(f)=H,(f)o0, para todar € A.

2.8.2 Lahomoloda singular satisface el Axioma de la homoto

En esta seccion probaremos unos de los axiomas de EileSbezgrod el cual se refiere que
dos espacios homotopicos tienen los mismos grupos de bgiaol
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Definicion 2.23. Diremos que dos aplicacioneg, g : X — Y son homaipicos si existe
una aplicacon continua F' : X x I — Y tal que, para todox € X, se cumpleF'(z,0) =

flx)y Flz,1) = g(z).

Seani,j: X — X x I definidas por

i(z) =(z,0) y  jlz)=(z1)

Entonces el diagrama es conmutativo,es decir,
Foi=f 'y Foj=g

Por el axioma de la composicion entre pares topologicds élmmologia para el resultado
anterior se tiene :

H,(F) o H,(i) = H,(f) Y H,(F)o Hy(j) = Hn(g).

Luego basta probar quél,, (i) = H,(j) : H,(X) — H,(X x I) Vn > 0.

Lema 2.20. Decimos queC,, (i), Cy,(j) : C,,(X) — C,(X x I) son cadenas homipicas
si existe un homomorfism®,, : C,(X) — C,41(X x I) tal que 0o D,, + D,10 =
Cn(J) — Cn(2).

Demostracbn: Sea el siguiente diagrama.

o Cy(X) 0 Cy(X) 0 Co(X) 0
Dy
Cn(G) | |Cnld) Cn(G) | |Cnld) Cn(3)| | Cnld)
CQ(XXI) Cl(XXI) C()(XXI) 0

En particular para n=0, comenzamos definiefjo: Cyo(X) — C1(X x I) por Dy(§) =
¢ x 1, donde¢ : Ag — X es un 0-simplice singulareXi y ¢ x I denota el 1-simplice
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singularen X x I. Entendemog), a las 0-cadenas por linealidad. Entonces paratodaX
se tiene

IDo(§)] = 9 x 1)
= (z,1) — (x,0)

= J(x) —i(z)

Luego,d[Do] = juo — P40

Lema 2.21. Notemos qué), es una aplicadn natural en el siguiente sentido./5t X —
Y es una aplicadn continua entonces el siguiente diagrama conmuta.

Co(X) -2 (X x I)

lh# l(hxl)#
(

Co(Y) 22 Cy(Y x I)

Demostracbn: En efecto, para un 0-simplice singufaen X , tenemos

(hxI)goDo(§) = (hxTI)o(&x1)
= (ho&)x1I
= Dy(h(¢))
= Dohy(§).

La definicion de homotopia de espacios topolégicos sergéima de forma natural a pares de
espacios. El teorema principal es el siguiente:

Proposicion 2.11. (Axioma de homotofa) Seanf, g : X — Y dos aplicaciones homaypi-
cas. Entonces, paratodg > 0, setiene queH, (f) = H,(g) : H,(X) — H,(Y).

Demostracbn: Ahora pasamos a definip; : C;(X) — C;;+1(X x I) inductivamente y
satisfaciendo las siguientes propiedades

a). 8j+1 e} Dj + Dj—l o) 8]' == i# - ]#

b). Para cada aplicacion continba X — Y, se tiene qué;hy = (h x I)4D;.
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Observemos que desde (a) se tiene parag — 1,
On(z# - ]#) = (Z# - ]#)an = al)n—lany

de dondean(i# — ]# — Dn_lan) = 0.
Construccion de D,,. Seas,, : A,, — A, la aplicacion identidad. Entonces

(7:# - j# - Dn—lan)((sn)
es un g-ciclo. Como el complejo de cadeha x I es aciclico (es deciﬁ#(An xI1)=0

paratoda: > 0), existew € C,,1(A, x I) tal que

8n+1(w) = (’L# — j# — Dn_lﬁn)(én)

DefinimosD,,(4,,) = w. Tenemos asi que

Ont1Dn(0n) + D10 (0n) = (i — j3)(0n).
Definimos, para un g-simplice singulae C,(X),
Dy (&) = (& X 1)(Dn(0n)),
y extendemos por linealidad a las g-cadenas complejasdE8tte un homomorfismo
Dy i Co(X) — Cpyy (X x 1)

que satisface las propiedades (a) y (b) anteriores. Enoefieata verificar la condicion (b),
tenemos

Dyhy(§) = Du(h€)
= (h& x 1)4Dn(0n)
= (hxI)g(§x I)xDy(6n)
= (h x 1)gDn().

Para verificar (a), tenemos

OuiiDal€) = unr((€ X DyDa(5,)) 2.2)
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Escribiendd = £4(0,,) y aplicandad,, obtenemos

On& = £40,,(6n).

Por lo tanto,

De (2.2) y (2.4) obtenemos,

(On41Dn + Dy10,)(€) = (€ X 1)(0n41Dn + Dyp10y)
= (& x D)yig — ju)(0n)
(i — Ju )64 (0n)(yaque(§ x I)ij =i;08,5=0,1)
(1 — J2)(8).

Por lo tanto,D,, es una homotopia de cadena enyre/ j» y tenemos completada la demos-
tracion lo cual queda demostrado de dfue- g..

—~

J -
/ - N
_-" AN
S

JAVS A, x T

;

= — — =

\

Teorema 2.5.Sif,g: (X, A) — (Y, B) son homdipicos, entonceg, = g.

Demostracbn: Sea I : (X x I, AxI) — (Y, B) eslahomotopiaentr¢,g: (X, A) —
(Y,B). Seai,j: (X,A) — (X xI,AxI) dado pori(x) = (z,0) y j(z) = (x,1). Sea

Dx : C,(X) — C,11(X x I) lahomotopia de cadena del lema anterior. De la naturalidad
de Dx con respecto a la inclusibodl — X se muestra que la restriccion dey |C,,(A)
esigual Dy : C,(A) — C,11(A x I). Este Dx lleva C,(A) hacia C,,11(A x I),y esto
induce una homotopia de cadenas

DX,A : Cn(X,A) — Cn+1(X X I,A X I)
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para cualquier nivel.Por la formula (a) del lema 30.6 pordug 4 es inducido porDx. Se
define D de la composicion deDy 4 y el homomorfismo

F# : Cn+1(X X [,A X ]) — Cn+1(}/, B)
Entonces calculamos

0D = 0FyDxa
= F40Dxa
= Fu(jp — iy — Dx.0)
= (Foj)g—(Foi)y —FyDx 40
= J#—9s— DO.

2.8.3 Lahomologa singular satisface el Axioma de la excién

SealU C A C X. Decimos que la aplicacion inclusi¢iX’ — U, A — U) — (X, A) es una
excision si induce un isomorfismo

H,(X-UA-U)— H,(X,A) para todon > 0.
Decimos en este caso qliepuede ser cortado desdg sin afectar la homologia.

Nota 2.7. Seal es una colecéin de conjuntos con cubrimientos en X.

Sea el conjunt@¥(X) := {¢£ : A, — X/ Im & C A paraalglnA € U} es un grupo
abeliano libre, ademag(X) es un subgrupo d&,,(X).

Notemos que silalm £ C A entonces escribimo®¢ = > n;§;, paracada: la Im & C
Im & C A asiquedé € CY | (X). Asilarestriccion ded en CY(X) en términos hacia
un complejo de cadenas y la aplicacion inclusion se coteven una aplicacion de cadena.
Observemos también que&es un generador d€%(X) entoncesDx¢ € CY, (X)) por-
que:

Si Da, (tn) =Y n;S; entonces

Dx&=&Da, (ta) = > ni&S =Y ni(€0S).

Perola/m { C A paraalginA el yla Im&oS; C Imé.
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Observacbn 2.14. La siguiente afirmaéin fuerte de qué, : CY(X) — C,(X) es una
equivalencia de cadenas horapicas es verdadera, pero no datemostrado esta.

Proposicion 2.12. Sea U/ una colecddn de subconjuntos d& cuyos interiores cubren
X. Entonces
H.(i\) : H(CY(X),0) — H.(C.(X),0)

es un isomorfismo.

Demostracbn: La sucesion exacta corta de complejo de cadenas

C.(X)

induce una sucesion de homologia larga. Para demos#at,qas un isomorfismo en homo-
; . C.(X
logia ¥n € Z es equivalente a demostrar qug, ( (X) )=0 Vne€Z.

CY(X)
C(X) . Ci(X)
CU(X) es un ciclo representando un elemento HQ(C*”(X)

C,(X). Es decirdqc = 0 o equivalentementéc € C¥ ,(X).

Deseamos demostrar que existe dne C,,1(X) se tiene dgd = gc 0 equivalentemente
c—0d e CY(X).

Ya quec es la suma finita de generadores= > n;{;, encontrarV es decir podemos escribir
sd & =" n;&; donde Vi, j3A € U (dependiente dey j) con Im &;; C A.

Sea Dy eslahomotopiade cadenay : 1 » sd" para estéV. Demostrar que:+0Dxc €
C,u(X) yentoncesd = —DxC.

Sea qc €

), donde ¢ €

dDxc+ Dyxdc = sd” ¢ — ¢ es decirc + 0D yc = sd™ ¢ — Dy0e.

Por definicion deV, sd"c € CY(X). También dc € C¥ ,(X) como notamos primero y

Dx0x € CY(X). Asi se requiere qué exista. Por lo tantdc es la clase de homologia cero
Ci(X)

ean(i)
C«if’(X)

Corolario 2.1. Sea¢ : C¥(X, B) — C.(X, B) induce un isomorfismo en homolag

Demostracbn:
0 CYU"B(B) CY(X) CY(X,B) 0
0 C.(B) C.(X) C.(X, B) 0
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induce

— H}!\\(X, B) — H["%(B) — HU(X) —= H}!(X, B) — H}{_,(B) — H}!

n—1

(X) —

1%
1%
14
1%

— H, 11 (X, B) — H,(B) H,(X)——H,(X,B) —=H, 1(B) — H, 1(X) —

Ya que las aplicaciones marcadas son isomorfismos paratéictema, el resto de aplicacio-
nes verticales son también isomorfismos, por el lema dergs.c

Proposicion 2.13.SeaA C X. Si U es un subconjunto de X tal qlieC Int A. entonces la
inclusibon
J:(X—-UA-U)— (X,A)

induce un isomomorfismo en homdkmgingular.

Demostracibn: Seal{ la coleccion {X — U; A}. El Int(X —U) = X —U yaqueU C
Int A, los interiores deX — U y A son un cubrimientos de X. Por lo tant@¥(X, A) —
C.(X, A) induce un isomorfismo en homologia. Para concluir la deraciéin deberemos de
demostrar queC, (X — U, A —U) = CY(X, A) como complejo de cadenas.

Sea el homomorfismo
CH(X)

CHPA(A)
definido de la siguiente manera(¢) = [¢] yaquelalm ¢ C (X —U) pertenece d/.
Cada elemento d&€%(X) puede escribirse como = " m;S; + > n;§; donde Im S; C
A YiyImé& (X -U) Vi

i (4)

Yaque > m;S; € CYU"4(A), en Cuni( Ay [c] = [D2nél = (32, &;)- Porlo tanto) es

Y :Cp(X -U) —

sobreyectivo.

SeaelKer(y) = C,(X —U)NCY4(A), senotaquél NA={(X —U)NA, ANA} =
{A - U, A} y entonces la coleccion incluyedy asi mismo,CY"4(A) = C,(A).

En generalC,(A) N C,(B) = C,(AN B) ya que un simplice tiene como imagen-ry B
si y solamente si su imagen esta dm B. Por lo tanto

ker(v) = Co(X —U)NCYM(A) = C,((X —U)NA) = C,(A-U).

Asi tenemos

L Cu(X -U)  CH(X)

Cn(X_UvA_U) Cn<A_U)_C_|_pL{ﬂA

= CH(X, A).
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X

2.8.4 La homologda singular satisface el Axioma de la dimensin

Proposicion 2.14. Sea X un espacio topmjico formado por un punto. Entonces tenemos

G sin=0

HAX;G)I{ 0 sin#0

Demostracbn: Sea G un grupo abeliano arbitrariopsi# 0 entonces se tiene los siguientes

casos.

a) Paran < 0, tenemos el homomorfismo
0:CL(X;G) — C1(X;G)

yaqueC,(X;G) =0 VYn <0, estonosconllev®,(X,G) = Z,(X;G) = C,.(X; G).
Por lo tantoH,,(X;G) =0

b) Paran > 0, comoX = {q¢} tiene solo un n-simplices singular
&t A, — X

para cada n (aplicacion constante en X). Por lo ta@it@,X) grupo ciclico infinito
generado pof,, y los elementos del grupo

Co(X;G)=C(X)eG=G
puede ser considerado com), para todg € G, tenemos

0:Ch(X;G) — Ch1(X;G)
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definido por d(¢g&,) = >0 (=1)'g&, = D1 o(—1)"] g&n—1. Esto implica

0 ,Sines par

(gén) = {

9&,—1 ,Sinesimpar

consecuentemente, el operador frontera o borde
0:Ch(X;G) — Ch1(X;G)

1. Asumamos que n es un nimero entero par positivo entonces:

a) Eloeselhomomorfismo trivial. Luego se deduce guéx; G) = C,(X; G).

b) El 0 es un isomorfismo . Luego se deduce d@ig X; G) = C, (X, G). Esto
implica
. . Zn<X§G) .
Hn(X7G) — m — 0.

2. Asumamos que n es un numero entero impar positivo ergonce
a) El 0 esunisomorfismo. Luego se deduce ¢iyeX; G) = C,(X; G).

H,(X;G) = % = 0.

En conclusionH,,(X; G) = 0 Vn #0

c) Paran = 0, tenemos los siguientes homomorfismos triviales

81 80

Cl (X7 G)

CO(X§G)

C_l(X; G) =0
del cual se deduce que :

Zo(X;G) =Co(X5G) Yy Bo(X;G)=0

Por lo tanto obtenemos




Capitulo 3

Calculo de algunos grupos de homoiag

En esta seccion se demostrara los grupos de homologiartieseespacios topoloégico como
por ejemplo el punto, el circulo, la esfera n-dimensionaéspacio proyectivo y el toro.

3.1 Grupo de homologda del Punto

Proposicion 3.1. Sea X un espacio con un solo punto. Entonéég X) = 0 Vn # 0y
Ho(X) = Z.

Demostracbn. Tomemos un espacio de un solo punt = {z,} y tenemos para toda di-
mension un Unico n-simplicg, : A, — {z}, entonces

§noki =& parai = 0,...,n.

Asi 0, = &op1 Y 01 = 0 Vn > 0. En cada dimensiornC, ({zo}) = Z[xy] =

7, asi en dimension pab : Z — 7 es el homomorfismo identidad y es el homomorfismo
trivial cuando la dimension es impar. El complejo de cadesiagulares asociado al espacio
de un solo punto tiene el siguiente aspecto.

Z— 9% .z ' .z 0 .z 1 .z 0 .7

Paran = 0 tenemos queZ,({zo}) = Co({zo}) = Z y By({xo}) = 0 de donde
Ho({zo}) = 0. Paran > 0 par tenemos queZ,,({zo}) = 0y B,({zo}) = 0 yen
este casoH,,({xo}) = 0. Paranimpar es facil ver qu&,({zo}) =2 y B,({zo}) =Z de
donde concluimos quéd,,({xo}) = 0.

64
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Z sin=0

Ha({xo}) = { 0 sin#0

3.2 Grupo de homologa del esfera

En esta parte calcularemos la homologia de la esfera gardagkmos algunas definiciones
para luego dar su respectiva demostracion.

3.2.1 Suspensin

SeaX es un espacio topologico no vacio y séael intervalo unitario[0, 1] = / de nUmeros
reales. En el producto topologicX x I identificamos, respectivamente, los subespacios
X x {0} y X x {1} aunso6lo puntou y v, obteniendo el espacio cocient®X), los
puntosu y v son llamados polos sur y polo norte d& X'), respectivamente mediante la
relacion.

Nota 3.1. El espacio cocienteS(X) es llamado la suspersi del espacio topobico X.
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Seap: X xI — S(X) la proyeccion canbnicay sea: X — S(X) lainclusion
i(r) = p(x,1/2). Claramente usando podemos identificatX con p(X,1/2) C S(X).
SeanU,V C S(X) los subespacios definidos por

U = {p(z,t):ze X, 1/2<t <1}
V = {p(z,t) ;2 € X,0< ¢

EntoncesU y V' son claramente espacios contractiles. Ademas tenemosideionesl N
V=X UUV=S5X).

Definicion 3.1. Para un par topobgico arbitrario (X, A), donde X y A son no vams,
existe unay solo una aplicamé : (X, A) — (0,0). Establecemos

H,(X,A) = Kernel(6, : H,(X,A) — H,(0,0)).
la cual se llamaé el grupo de homologa reducida

Definicion 3.2. La sucesin del ricleo de esta aplicaén 6

es llamadala sucesbn de homolodga reducidadel par topobgico (X, A).

Teorema 3.1.Para cualquier par (X, A) con X #( y A # (), la sucesbn de homolo@m
reducida del (X, A)

77 ) 77 J

o Hp(A) =2 Hy(X) —2> Ho (X, A) =2~ H, 1 (A) — -
es exacta.

Demostracbn. Puesto que la secuencia homologica reducidéXxieA) defiere de la secuen-
cia homolbégica usual solo en los dos grurﬁg(A) y flo(X), luego es suficiente verificar
la exactitud de la siguiente parte de la secuencia:

Hi(X, A) —2= Ho(A) "= Ho(X) 2~ Ho(X, A)

donde latilde sobre), i, y j, Se agregan para evitar ambigledades.
Para este proposito, comparemos con la parte correspw@diéa secuencia homologica usual
de (X, A):

(X, A) 2 Hy(A) —2= Hy(X) —2= Hy(X, A) .
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Puesto queH; (X, A) = H,(X,A) y 0 es definida pord, tenemos

El homomorfismoi, : Hy(A) — Hy(X) lleva Hy(A) sobre Hy(X) y envia In(v,)
isomorficamente sobre |fn.). Entonces se sigue de la descomposicion en suma directa de
Ho(A) y Ho(X) del cual tenemos

Ker(i,) = Ker(iy),
Im(i,) = Im(i,) N Hy(X).

Finalmente, ya que/, es la restriccion dej, a flo(X), tenemos
Ker(j,) = Ker(j,) N Ho(X).

Por tanto, de esto se sigue la exactitud de la secuencia bgim@lusual de( X, A), asi te-
nemos

Im(0) = Im(9) = Ker(i,) = Ker(i.),
Im(i,) = Im(i,) N Hy(X) = Ker(j,) N Hy(X) = Ker(j,).
Esto prueba la exactitud de la secuencia homolbgica redug (X, A).

Consideremos la sucesion de homologia reducida exdgiadepologico (U, X). Entonces
para cualquiern € Z tenemos

d: Hyy (U, X) — Hy(X)

o también

0: Hoy(U,X) = H, (U X) ~ Hy(X)

es un isomorfismo.Considerando la sucesion exacta de bgiaeeducida del patS(X), V).
Como V' es subespacio contractil §(X) es un espacio topologico, se tiene que

Jr: Hna(S(X)) = Hnpa (S(X)) — Hnpa(S(X), V)

es un isomorfismo para cualquier € Z. Ahora, seae : (U, X) — (S(X),V) la apli-
cacion de inclusion. Se tiene que es una excision del conjunto abiertad = Int(V) =
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S(X)—U delpar (S(X),V)
Consideremos el conjunto abierty C S(X) definido por

N=A{p(z,t): z€ X, 0<t<1/3}.

Se tiene queN C M vy la aplicacion inclusionk : (U, X) — (S(X)— N,V — N) esuna
equivalencia homotopica. Luego para cada 0

(S Hn+1(U,X) — Hn+1(S<X)7V)

es un isomorfismo. Tenemos el siguiente diagrama de isomais

Hpor (U, X) “— Hp1 (S(X), V)

H,(X) - H,11(5(X))

T :]* O €y Oa* : Hn(X) — Hn—i—l[S(X)]

es un isomorfismo, llamado isomorfismo de suspension eotitde homologia.

Proposicion 3.2. Para cualquiern > 0, los grupos de homoldg reducida de la esfera n-
dimensionaB™, son los siguientes:

G (sig=n)
0 (sig#mn)

dondeG es grupo de coeficiente de la té@de homologa R

ﬁq(Sn) ~ {

Demostracbn. Se demostrara para dos casos

» Para n=0, la esfera 0-dimensioridl pueden ser identificado con el subespacio de la
recta real, consideremos dos nUmeros reales “0”y “1”.
Para determinar los grupos de homologia reducids’deonsideremos la sucesion de
homologia reducida d¢°, 0) como{0} es un subespacio de un espacio contr&gtil
tenemos un isomorfismo

Jx ﬁq-i-l[SO] — Hq[SOv {0}]
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para cualquier enterp Puesto qué0} es un conjunto abierto & con{0} ¢ Int({0}),
la excision

e: {1} = ({1},0) — (S°, {0})

induce un isomorfismo
et Hy({1}) = Hy({1},0) — H,(S", {0})
para cualquier entere. Luego comds® es contractil

1,(8°) = 1,(8" {0}) ~ F,({1}) = { ) E » 8;
[

= Paran > 0, demostraremos por induccion matematica, asumiremosejoemple para
n = K entonces consideremos la suspensiors (&) de la k-esfers&*. Puesto que
S(S*) es homeomorfo a la (k+1) esfeB4™! y ambos son hotopicamente equivalentes,
es decir tenemos
H,[S(SY)] = Hy(S™)

para cualquier entero g.Finalmente tenemos la suspeissigmrfica
71 Hy(S*) = H,[S(S")] = H,(S*Y).

Esto demuestra que= k + 1.

3.3 Grupo de homologa del plano proyectivo

Sea W = R""\{0}, donde 0 = (0,0,...,0) denota el origen deR"*!. Se define la
relacion de equivalencia~ en el espacioll/, como x « y siy solo si y; = Az; paratodo

0 <i<mn. SeaRP" =W/« eselespacio cociente W sobre la relacion de equivalencia
con la topologia cociente.

Nota 3.2. El espacio topdlgico RP" es llamado el espacio proyectivo n-dimensional.
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Sea
II:w — RP"?

denota la proyeccion natural del espadit hacia su espacio cocienteP”. Uno puede
claramente observar que ! (p) es una linea recta e®"*! pasando a través del origgh y

con el origen eliminado. Por lo tantBP" puede ser considerado como el espacio de todas
las lineas rectas ef®"*! pasando a través del origen. Definamos los siguientes saties

del espacioR™*! como sigue :

E = {z €R"™/|z] <1}
S" = {z eR"/|z] =1}
E" = {z€E""/2zy =0}
Ur = {xecS" /1 <0}
Vr o= {z e S/ zy > 0]

S*t = {xeS"t/zy =0}

Como S ¢ R*™\{0} = W, tenemos la siguiente restriccion de
o=mlS":S" — RP".
Lema 3.1. La aplicacbno : S* — RP" es una identificadin.

Demostracibn. Seap € RP". Entoncest'(p) es una linea recta ef®"*! a través del

. — .. .
origen 0 con ella eliminada. Por lo tanta=—!(p) N'S™ de un par de puntos antipodas de
S™. Seax uno de esos dos puntos. Entonces obtenemos

o(x) =m(x) =p.

Por lo tantoo es una aplicacion sobreyectiva.Luef§d es compacto yRP" es un espacio
de Hausdorff, entonces la aplicacion sobreyectivas una aplicacion cerrada,es decir, cuya
inversa de un cerrado es cerrado. Por lo tamt@s una identificacion.

Para cada puntp € RP", laimagen inversasr—!(p) es un par de puntos antipodas §e
de ahi podemos consider&®P" como el espacio cociente de la n-esfé&a obtenidas por
identificacion de puntos antipodas y la aplicaciéon: S* — RP" como la proyeccion
natural.
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Observacbn 3.1. Se puede observar que :
= Si n =1, entonceso(S"!) es un solo puntaP® de Pm.

= Si n > 1, entonces el subespacig(S"!') de P" obviamente puede ser identificado
con el espacio proyectivo real (n-1)-dimensionat—*.

Asi, o define una aplicacion
p:(S", S — (RP",RP"1).

Yaque U™ y V" son subespacios d&" conteniendo a&"~!, p define dos aplicaciones

¢C:(US"™YH — (RP,RP™Y) y 5 (V,S"') — (RP",RP" ).

Para otra representacion del espacio proyectivo RIgl consideremos el n-elementd™
junto con su frontergn—1)-esferaS™!. Se define la siguiente aplicacigh: (E",S"!) —
(RP", RP"!) talque 0(z) = o[\/(1 — ||z]]2), 21, ..., x,] paracualquier: = (0,zy,...,z,)
de E™.

Lema 3.2. La aplicacbn 6 : E” — RP" es una identificaén.

Demostracbn. Como en la demostracion anterior, es suficiente demostarfges sobre-
yectiva. Para esto supongamos, ge& RP". ya que o es sobreyectiva, existe un punto

x = (x9,%1,...,2,) €S™ con o(x) =p. Yaque o(—z) = o(x), podemos asumir: > 0.
Seaw = (0,z1,...,x,) € E™. Entonces tenemo$(w) = o(x) = p. Porlotantof es
sobreyectiva.

|

Seap € RP". Si pc RP"\RP" ', laimagen invers&~'(p) consiste en un solo punto de
E™\S"'. En otras palabras, gi € RP"™!, #~!(p) consiste en un par de puntos antipodas
de la esfera. Ahi podemos considef@P™ como el espacio cociente de los n-elementds
obtenido por puntos antipodas identificando la frontera ésferaS" ! de £”. Consecuen-
temente, RP' =2 S' y RP? es el plano proyectivo.

Definicion 3.3. Sea RP" ! el espacio proyectivo real (n-1)-dimensional§f~! ¢ E”, la
aplicacion ¢|S"~!' : "' — RP"! es una aplicadn caractefstica.

Nota 3.3. Por razones obvias, denotaremos a esta aplizad|S"~! como o.
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Definicion 3.4. El espacio proyectivo real n-dimensiori@P" es la aplicacbn cono des :
S — RP"L,

Lema 3.3. Para cualquiern > 1, el grupo de homoldg de RP" satisface la siguiente

relacion:
H,(RP"™) (si g<n-—1),
H,(RP") Coker(o,) (SI g=n-—1),
Ker(ox)  (si qg=mn),
0 (si g>n).

Donde ox es el homomorfismo inducido
ox: Hy, 1(S"™) — H,_(RP"1).
Demostracin. Para toda; > n H,(RP") = 0, luego el homomorfismo inducido
ix : H(RP"™') — H,(RP") paratodog <n —1

es un isomorfismo. Por lo tant&/,(RP""') ~ H,(RP") paratodog<n — 1.

Esto sigue para determinéf, (RP") y H,(RP"). Para esto supongamos, usaremos la su-
cesion de homologia de Puppe respecto ala aplicagi6f”' —s RP" .

Ya que de H,(RP" ') =0 y H,_»(S™') =0, tenemos una sucesion exacta

o 7

00— H,(RP") —"> H, ;(S" ") 2~ H,_(RP") = H, ;(RP") —0.
De la exactitud de la sucesion, se sigue inmediatamente que
H,_1(RP") = Coker(o.), H,(RP") = Ker(o,).
Esto demuestra dicho lema.
|

Este lema da un método inductivo de calculo del grupo de hagie deRP" y reduce el
problema de la determinacion del Nucleo y del Conlclee. d€ara determinar este, consi-
deremos la homologia de homomorfismo,

0+

H,(S") > H,(S", S H,(RP", RP"™)

dondej : S® — (S”,S" 1) es la aplicacion inclusion g : (S*,S") — (RP",RP"" ') es

la aplicacion definida arriba.
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Definicion 3.5. Un homeomorfismo relativo es una aplidaeif : (X, A) — (Y, B) tal
que f: X — A— Y — B es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.1. Sea cualquier conjuntd/ del subespaciod para el par topobgico (X, A)
entonces la aplicaéin inclusbn e : (X — U, A —-U) — (X, A) es un homeomorfismo
relativo.

Definicion 3.6. Un par de Hausdorff compacto es un par tojpgico (X, A) donde X es un
espacio de Hausdorff compacto4/ es un subespacio cerrado d&.

Definicion 3.7. Una vecindad abierta reguldr de A en el espacid( es regular siy solamen-
te si existe una aplicabn¢ : 0V = Cl(V) —V — Atal que laCi(V) en el espacioX es
homeomorfica a la aplicaén cilindroZ = Z(¢) de la aplicacdén ¢ bajo un homeomorfismo
h : Cl(V) — Z que coincide con la aplicaén inclusbn enA y 0V. Luego para este caso
consideremos la aplicagon cilindroZ como una vecindad cerrada deen X.

Definicion 3.8. Un par topobgico (X, A) es regular si y solamente si # () y existe una
vecindad abierta regulal” de A en el espacioX.

Lema 3.4. Existe un isomorfismb : H,(S") — H,(RP", RP""!) para cualquiern > 1,
satisfaciendo la relaéiné, o j, = h + (—1)"*1h.

Demostracbn. Considerar el hexagono siguiente de homomorfismos inducid

H,(S")
/ \

H,(S", V") e H,(S",U™)
o \Hn(S", S"/ B
/ \

H, (U™, S 1) 0. H,(V",sm1)

H,(RP",RP" 1)

Aqui las dos diagonales son partes de la sucesion de hgraale los dos triple§S™, U™, S*~1)
y (S, V", S"1) que son exactas.Puesto gli&,  estan definidas por la misma aplicacion
o Yy otros homomorfismos son inducidas por las aplicaciondssiim, los seis triangulos
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son conmutativos. Luego la triad&™; U™, V") es exacta, esto sigue de que y . son
homomorfismo. Por lo tanto, se sigue del lema hexagonal@/épéndice B ) tenemos

O,07. =h+k
dondeh y k estan definidas por
h=¢oa oe,, k=mn,0pB. " od,.

ComoS™ es contractilyU™, V" son subespacios d&&, entoncesi, y e, sonisomorfismo.
Yaque¢ y n son homeomorfismos relativos, adentd®, S*~1), (RP", RP" 1)y (V" ,S"1)
son pares de Hausdorff compactos regulares, se concluyg gue, sonisomorfismos. Esto
prueba que hy k son isomorfismos. Sea S* — S™ representa la aplicacion antipoda , el
homomorfismo inducido

Te : Hy(S") — H,(S™)
esta definido porr, (z) = (—=1)""lz Vx € H,(S"). Puesto qués = h o 7, obviamente
implica quek = (—1)"*'h y por lo tanto obtenemos

0,05, =h+(=1)"*" h.
u

Lema 3.5. Para cualquier entero pam > 1, el homomorfismo inducide,. : H,(S") —
H,,(RP™) es un homomorfismo trivial, es deeit = 0.

Demostracbn. Sea un elemento arbitrario € H,,(S™). Es suficiente demostrar que = 0.
Para esto se considera el siguiente diagrama de homomasfismo

0= H, (S 1) —= H,(S") L H, (S, S
Ox 0
0= H,(RP* 1) —= H,(RP") > . H,(RP*,RP")

esta es una parte de la escala de homologia de la aplicacPor lo tanto las filas son exactas
y el rectangulo es conmutativo. Puesto que n es par, a gattiema (3.4) tenemos

f,0j.,=h—h=0.
Esto implica que
Jelow(x)] = 0.[j(x)] = 0.

Por que de la exactitud, es un monomorfismo. Esto implica que = 0.
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Lema 3.6. Para cualquier entero imparn > 2, tenemosH,,(RP") ~ G y el homomorfismo
inducidoi, : H,_(RP" ') — H,_,(RP") de la aplicacon inclusbni : RP"~' — RP"
es un isomorfismo.

Demostracbn. Se considera la sucesion exacta

0 — H,(RP") —"> H, _(S" ") "> H, (RP") 2~ H, |(RP") —0

Como en la demostracion del Lema (3.3). Puestoxques par ,n — 1 es impar. Por lo tanto
esto sigue del Lema (3.5) lo cual = 0. Esto implica que

H,(RP") ~ Ker(o,) = H,(S" ) ~ G
y entoncesi, es unisomorfismo.
|

Lema 3.7. Para cualquier par enteron > 2 existe un isomorfismg : H,(S") —
H, (RP") satisfaciendo la relaén o, = 2g.

Demostracbn. Se considera una parte de la escala de homologia de laciptica

0 H,(S") . H,(S",S")
O« 0
0 H, (RP") » . H,(RP",RP" ) —2 H,_(RP" ) —= H,_(RP")

En ambas filasix es un isomorfismo por el Lema 3.6 . Por la exactitud, esto capgjue
ju 1 Hy(RP") — H,(RP", RP")

es también un isomorfismo.
De acuerdo a Lema 3.4, existe un isomorfisino H,(S") — H,(RP", RP""!) satisface
la relacion

0,0, =h+ (—1)""'h = 2h.

Entonces la composicionp = j;' o h : H,(S") — H,(RP") es también un isomorfis-
mo.Ademas tenemos

o, =j. 00,045, =5 o2h=2(j;  oh) =2g.
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Ahora podemos establecer el siguiente teorema.
Teorema 3.2.SeaRP" el espacio proyectivo real n-dimensional .Entonces

0 st qg>n
H (an> o G2 st g es par tal que 1< q < n,
! B To(G) si qesimpartalque 1 <qg<n-—1,

G si. q=0Yy g=n siqespar
DondeG es el grupo de coeficientes de una tadromobgicaKy G, T5(G) son los grupos
definidos de la siguiente manera:

Gy, = G/2G, 2G = {2g]g € G}; T5(G) = {g € G|2g = 0}.

(Donde G, es el subradulo deG aniquilado por la multiplicaddn por 2) A$, la homologa
con coeficientes en el campo de Idasmeros racionales parece diferente para la hom@dog
con coeficientes en un campo de caraictica 2.

Demostracbn. Por induccion sobre n.
» Paran=0,1, se tiene qQURP' = S') es trivial por la seccion anterior.

= Para probar el teorema por induccion en la dimension maesmos paran > 2 ya
que el teorema esta bien establecido para cualquier egpagiectivo real de dimension
inferior a n.

e Sines par, entonces por el Lema 3.6 para este teorema afigTRitju Se asume
guen es impar. De acuerdo al Lema 3.1, esto sigue para demostrar

Ker(o,) = T3(G), Coker(o,) ~ Gy

para el homomorfismo inducide, : H,_,(S*™!) — H,_(RP"™!).

e Paran impar, se siguer — 1 es par.De acuerdo al Lema 3.7, existe un isomor-
fismo
g: Hy (S — H,_(RP")

satisfaciendar, = 2g.
Para establecer quEer(o,) ~ T»(G), sea un elemento arbitrarioe H,,_;(S"1).
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Entonces sit € Ker(o,) siy solo sig(2z) = o.(x) = 0. Puesto quey es un
isomorfismo, esto es equivalentea = 0. Esto prueba que

ker(o,) = To[Ho1 (S™™V)] ~ To(G).

Para establecer que €loker(o,) ~ G2, esto es suficiente probar guen(o,) =
2[H,_1(RP"1)].

o Demostrar quelm(o,) C 2[H,_;(RP" )] Sea un elemento arbitrarig ¢
Im(o,). Entonces existe un elementoc H,_,(S"') cony = o,(z) =
2[g(z)]. Por lo tantoy € 2[H,_1(S)"].

o Demostrar[H,_;(RP"!)] ¢ Im(o,) Sea cualquier elemento € 2[H,,_,(RP""1)].
Entonces hay un elementoc H,_,(RP" ') tal que w = 2v. Puesto que
g es un isomorfismo, entonces existe un elemente H,,_;(S"~!) tal que
g(x) = v. Luego tenemos

o.(z) = 2[g(uw)] = 2v = w.
Por lo tantow € Im(o,).

Ejemplo 3.2. ParaG = Z, tenemos:

Z q=0,

Hy(P*) =4 Zy q=1,
| 0 ¢=22,

(7 q=0,

Lo q=1,

Hq(P?’)g 0 q¢=2,
Z q=3,

0 qg=4,

ParaG = Z/2, tenemos:
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3.4 Grupo de homologa del toro

Teorema 3.3.SeaT? el toro 2-dimensional. Entonces

G sig=0y g=2,

H,(T*) = { GxG sig=1,
0 sig> 2.
Demostracbn.
v ? v generadores
Cy = <vVv>
A C 0
bp =1 A AD C, = <a,bc>
v < 2 Cy = <A, Ay >
a
81201 — C(]
82202 — Cl a — ToT=
A — a—-b+ec b — z-a=
Ay — a—b+ec c — rTor=
Im(0) = (a—b+c) Im(0,) = (0)
Ker(dy) = (A1 —Ay) Ker(dy) = ({(a,b,c)
Ker(dy) (z)
Hy = =1 >z
0 Im(8;)  (0)
H, = Ker(al): (a,b,c) ~ T a7

Im(d,) (a—b+c)
. K6T<82> o <A1 — A2> ~
S Tt B (R

H =0 Vi>2




Capitulo 4

Apendice A

En este apéndice algunos resultados respecto a temasotiegieeneral.

4.1 Conexidad

SeaX un espacio topolbgico.
Proposicion 4.1. Las siguientes condiciones son equivalente
(i) No existe un subconjuntd de X, A#(, A+# X, talque A seaabiertoy cerrado.

(i) No existen subconjuntosl y B de X talque A y B sean abiertos y no vaaes,
ANB=0,AuB=X.

(i) No existen subconjuntosl y B de X talque A y B sean cerrados y no vass,
ANB=0, AUB=X.

la demostracion es obvia.
Definicion 4.1. SeaX un espacio topdlgico.

() Se dice que X es conexo si una de las condiciones equivalemteésoposicbn 4.1 es
satisfecha.

(b) Se dice que X es localmente conexo si tade= X admite un sistema fundamental
fundamental de vecindades conexas.

79
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Uno debe tener en cuenta que existen espacios que estaosaie ser localmente conexo
(ver Ejemplo 4.2).

Teorema 4.1.El espacioR es conexo.

Demostracbn. Sea por contradiccibn asumiendo giRe no es conexo. Seal € R tal que
0 # A, R # A, A escerrado y abierto efR. Sea X € R\A y asuma por ejemplo
que AN [z, +oo[# (). Denote porB el conjunto A N [z, +oo[. EntoncesB no es vacia,
cerrada y acotada desde abajo. Por lo tanto, este admiteraemo pequeio, digamds En
otras palabras, yaque < A, AN |[z,+oo[= AN]z,+oo[. Porlotanto, B es abierto. Por
consiguiente existe > 0 tal que |b —,b+ ¢| C B. Esto contradice el hecho de quees
el elemento mas pequefio €.

= Un intervalo abierto déR es conexo. Es decir, si este no es vacio, entonces es isomorf
a R.

= R\{0} no es conexo, per®\{0} es conexo para > 1.

Se dice que un subconjuntd de un espacio topolégic es conexo si este es conexo para
la la topologia inducida.

Proposicion 4.2.Sea A ¢ B ¢ A ¢ X y asumiendo qued es conexo. Entonces es
conexo.

Demostracbn. Asumiendo queB = U; UU, con U; (i = 1,2) abiertoenB y U;NU; =
(. Vamos a demostrar qu&; o bien U, es vacia. Existe un abiertd; (i = 1,2) en X
tal que U/ N B = U;. Enotras palabrasANU; esabiertoend, A= (U;NA)U(U;NA)

y A={UnNnANU;NA) =(. Porlotanto ANU; o ANU, es vacia. Por ejemplo,
ANU, =0. Yaque ANU, = AnU; =0, A estacontenidoenX \ U; que es cerradoy
esto implicaqueA c X \ U]. Porlotanto,BC X\U] y BNU| = BNU, = 0.

[
Corolario 4.1. Si A es un subconjunto d&® es conexo siy solo si este es un intervalo.

Demostracbn. (=) Yavimos que un intervalo abierto es conexo. Ya que, cualdutiervalo
es conexo por la Proposicion 4(%) reciprocamente, sed un subconjunto conexo di.
Utilizando la aplicaciont — tan(t), podemos asumir quel esta contenido en el intervalo
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] = 1,+1[. Elconjunto a = inf A, b = sup A. EntoncesA C |[a,b] y este es suficiente
para demostrar qué, b[C A. Vamos a sostener por el absurdo y asuma que existé:, b|
con z ¢ A. Entonces A =| — oo, z[U]z, +o0[. Por lo tanto, A seria la union de dos
subconjuntos abiertos no vacios con interseccion vasta contradice la hipbtesis de que
es conexo.

Observacbn 4.1. La clausura de A de un conjuntoA puede ser conexo aunqué no es
conexo. Por ejempld\{0} no es conexo yR es conexo.

Proposicion 4.3.Sea f : X — Y sea una aplicaé@n continuay asuma qu&’ es conexo.
Entoncesf(X) es conexo.

Demostracbn. SeaV; y V, dos subconjuntos abiertos no vaciosXetal que VNV, = ()
y f(X) Cc ViUV, EntoncesX = f~1(V;)uU f~1(V5). Por lo tanto, o bienf~1(V;) o
f~1(V,) esvacio. Entonces o biefi( X) C V; o f(X) C V.

Corolario 4.2. Sea f : X — R una aplicacon continua y asuma queX es conexo.
Entonces para cualquier:, 2’ € X, f tomatodos los valores entré(z) y f(a2').

Componentes Conexas:

Proposicion 4.4. Sea { A, },c; una familia de subconjuntos conexos de sea A = |, 4;
y asuma que para cualquiet, j € I, A; N A; # (. EntoncesA es conexa.

Demostracbn. Vamos a suponer por contradiccion. Asumamos gyey U, son dos sub-
conjuntos no vacios abiertos de tal manera guen U, = (0 y U; UU, = (). Yaque A, es
conexoy A; = (A; NU;) U (A; NU,), cualquier A; esta contenido bien ef/; o en Us.
Seal = I,||l,, conicl; < A; CUj(j = 1,2). EntoncesAiNA, =0 silel, y
k € I,. Estos contradicen las hipotesis.

Definicion 4.2. Sea x € X. Denote porC, a la union de todos los subconjuntos conexos
de X que contienen ar. EntoncesC, es llamado el componente conexo deen X vy
tambén es llama “una componente conexa dé.
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Observemos:

= Una componente conexa es conexa ya ya que la union de todaglosnjuntos cone-
xos deX que contienen al puntees conexo por la Proposicion 4.4.

= Cualquier componente conexa dees cerrada e por la Proposicion 4.2. Uno debe
tener en cuenta que una componente conexd @@ es necesariamente abierta’én
como se ve en el Ejemplo 4.1.

= Dos componentes conexos son iguales o disjuntos (de nueva Pooposicion 4.4) y
la relacion: ~ y siy solo si pertenecen a la misma componente conexa, eslan@ne
de equivalencia. Por lo tant® es la union disjunta de estas componentes conexas.

Ejemplo 4.1. (i) Sea X un espacio topdlgico y seaa € X un punto aislado, es decir,
el conjunto {a} es abiertoy cerrado enX. Asuma queX # {a}. EntoncesX =
(X\{a}) L {a} esla undn disjunta de dos conjuntos abiertos no e por lo tanto
no es conexo.

(i) Sea X el conjunto {0} LI {Z;n € N} dotado con la topolog inducida por R. Sea
A la componente conexa d& Si algiun punto % pertenece aA, entoncesA no es
conexo pof(i). Por lo tanto, {0} es la componente conexo del purtice X, Aunque
este conjunto no es abierto eX.

Proposicion 4.5. El espacio X es localmente conexo siy solo si, para cada conjunto abierto
U de X, la componente conexa del espadio es abierto.

Demostracbn. Sea las siguientes afirmaciones

(i) AsumaqueX eslocalmente conexo, séa un subconjunto abierto d& yseaC C U
una componente conexadé Seax € C. Por la hip6tesis, existe una vecindad conexa
V' de x contenidaenU. Yaque CU YV, esconexa,V estacontenidae. Porlo
tanto, C es abierta en cada vecindad de sus puntos.

(i) Vamos a demostrar el reciproco. Seac X y sea U una vecindad abierta de.
Denote porV la componente conexa de en U. Por la hipotesis,V es abierta. Por
lo tanto, V' es una vecindad conexa de contenido enU ..
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Corolario 4.3. Asuma queX es compacto y localmente conexo. Entoncéstiene sola-
mente un imero finito de componentes conexa.

Demostracbn. Considere el recubrimiento d& por sus componentes conexa. Por la hipote-
sisy la Proposicion 4.5, este es una cubrimiento abiet@sfiacio X es compacto, podemos
extraer una cobertura finita.

Ejemplo 4.2. Sean los conjuntos:
1
A = {(wy) R & >0, y =sen(7)},
B = {(x,y) eR* =0, [ly]| < 1}.

() El conjunto A es conexo. De hecho, esto se sigue de la Profositi3 ya queA es
la imagen deR™ por la aplicacibn continua f : RT — R?, ¢t — (¢,sen(1/x)).
EntoncesX = ALIB es conexo. De hechoY = A y podemos aplicar la Proposian
4.2.

(i) X noeslocalmente conexo. De hecho considere el conjuntaabie = XN{(z,y) €
R?%, =0, |y| < 1/2} esunacomponente conexo @ey no es abierto.

4.2 Homotopa

Sea ] elintervalo cerradol = [0, 1].
Definicion 4.3. Sea X y Y dos espacios topogicos.

() Sea fy y fi dos aplicaciones continuas d& hacia Y. Se dice quef, y f; son
homobpica si existe una aplicagn continuah : I x X — Y tal que h(0,.) = fo

y h(lv') = f1-

(i) Sea f : X — Y una aplicacon continua. Se dice qug¢ es una equivalencia de
homotofia si existeg : Y — X tal que f o g es homdipico aid, y go f es
homobpicaa id,. Enese caso sedice qué y Y son homdipicamente equivalente,
o simplemente, son honapiicos.
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(iif) Se dice que un espacio topgico X es contractible siX es homdipico a un punto

{zo}-
Lema 4.1. La relacion “ f, es homdipico a f;” es una relacbn de equivalencia.

Demostracbn.

(i) Sea f: X — Y una aplicacibn continua. Entonces es homotopico af. En efecto,
definah: I x X — Y por h(t,z) = f(x).

(i) Sea fyy fi aplicaciones continuas d& haciaY. Asumaquef, y fi son homotopi-
cos por una aplicaciorh : I x X — Y. Entoncesf, y fi son homotopicos por la
aplicacion i dado porh(t,z) = h(1 —t,z).

(i) Si fo y fi son homotobpicos por una aplicacidn : I x X — Y vy fiy fa
son homotoépicos por una aplicacidn, : [ x X — Y, entoncesf, y f» son
homotopicos por la aplicacion : I x X — Y dado porh(t,z) = hy(2t,x) por
0<t<3iy h(t,z)=hy(2t—1,2) por 3 <t<1.

Desde luego, la relacibn de ser homotopicos es mucho &t@isque la relacion de ser to-
polégicamente isomorfo. Por ejempl®™ es homotopico a{0}, pero ciertamente no iso-
morfos topologicamente. Un espacio topologico es eatitrsi y solo si existeg : {xo} —
Xy f: X — {x} talque fog eshomotbpico ady, sustituyendozr, con g(zy), es-
to significa que existeh : I x X — X talque h(1,z) =idx y h(0,z) esla aplicacion
x — x9. NOtese que contractil implica no vacio.

Ejemplo 4.3. (i) Sea V' un espacio vectorial real. Recordemos que un conjuAt@s con-
vexo si para cualquiera,b € A tenemos|a,b] C A. Recordemos que el segmento
[a,b] denota el conjunto

la,0] = {ta+ (1 —t)b;0 <t <1},

tambien recordemos que un conjuntbes en forma de estrella, si existe unc A

tal que para cualquieb € A, el segmentofa, b esta contenida end. Un conjunto
convexo no vdo es en forma de estrella y una forma de estrella es éatitr De hecho,
elijaun a € A. Entoncesh(t,z) = ta+ (1 —t)x es unahomotdp. En particular,
sea~y C V un cono cerrado no vao. Entoncesy es contéctil. De hecho,y esen
forma de estrella a0.
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(i) Sea X = S" la esfera unitaria del espacio euclidian®&"™ y Y = R"*\{0}.
La inmersbn f : S®™ — R"™\{0} es una equivalencia de homotapDe he-
cho, denotamos poy = R"*\{0} — S la aplicacion =z — z/||z||. Entonces
gof=1idx y fog eshomdipico a idy. La homotofa es dada por la aplicadin
h(z,t) = (t/||z|| +1—t)x.

(iif) Considere el cono truncado cerrado
A={r = (v1,9,23) €R*; 2% + 25 =230 < 23 < 1}
Est claro que es homopica al origen, la homotdp viene dada porz — tx. Sin
embargo, el tculo {z,2? + 3 = 1} no es homdtpica a un punto.
Espacios Arco-conexo:

Definicion 4.4. SeaX espacio topdgico.

(@) Una curva en X es una aplicadn continua~y : [0,1] — X. Uno llamadas~(0) y
v(1) los extremos de la curva. Uno targbillama ~(0) elinicioy~(1) elfinal de la
curva.

(b) Se dice queX es un arco conexo si para cualquiar y y en X, existe una curva en
X con z y y como sus extremos.

(c) Se dice queX localmente arco conexo si cada € X admite un sistema fundamental
de vecindades arco -conexas.

Con frecuencia se identifica un camino con suimagél, 1]) en X Una camino es conexo
por la Proposicion 4.3.

Lema 4.2. La relacion en X dado por xq ~ z; Si hay una camino que comienza ep Yy
termina enx; es unareladn de equivalencia.

Demostracbn. Denote porpt a un conjunto con un solo punto. Un puntoe X puede
ser considerado como un aplicacion continfia pt — X. Por dicha identificacion, una
curvadex, a z; puede ser considerada considerada como una homotopia paiecacion
constantef, : pt — X, fo = o, ala aplicacion constantg; : pt — X, fi(pt) = z;.
por lo tanto,el resultado se deduce por el Lema 4.1.

Proposicion 4.6. Si X es un arco-conexo, entonce$ es conexo.
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Demostracbn. Podemos asumir qué no es vacid. Sear, € X. Por la hipbtesis, para
cualquier r € X, existe una curvay, con extremosz, y z. EntoncesX = (J, .y 7. €S
conexo por la Proposicion 4.4.

|
Proposicion 4.7. Si X es localmente arco conexo y conexo, enton&eses arco conexo.

Demostracbn. Asumamos queX es novacia. Sea, € X y se denota pord al conjunto
de puntosz tal que existe una curva con extremog y .

(i) Por la hipotesis, para cualquier € X existe una vecindad abiertél, de = tal que
cualquier puntoy € U, pueden estar unidos a X por un curva. Por lo tanta; & A
y y € U,, y puede estar unido &, por una curva, lo que demuestra que es
abierto.

(i) Falta demostrar quel es cerrado. Sea € A y sea U, dos vecindades arco conexas
de 2. Seay € V, N A. existe una curva con externasy y Y existe una curva con
extremosz, y y. Por lo tanto, existe una curva con extremgsy z.

Considere la hipotesis 4.7 es localmente arco conexo.
Definicion 4.5. El conjunto de componentes conexasdlees denotada porr,(X).

Sea X y Y dos espacios topologicos satisfaciendo 4.7 y geaX — Y una aplicacion
continua. Entonceg’ define una aplicacion.

mo(f) + mo(X) — mo(Y) (4.1)

Es decir, siz; y 22 en X sonconexo porunacurva : I — X, entoncesf(z;) y
f(z2) en 'Y son conexos por el caming o ~.

= Si fy y fi son homotbpicos, ellos definen el mismo aplicacion:

mo(fo) = mo(f1) + mo(X, 20) — mo(Y, v0), (4.2)

Es decir, considere una homotopi{d; }.co1 para f, a fi. Sear € X. Entonces
fo(z) y fi(x) pertenecen a la misma componente conectadd dga que ellos son
conexos por el arcoy dondev(t) = fi(x).
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» Si g : Y — Z esunaaplicacion continuay satisface 4.7, entonces

mo(g o f) = mo(g) o mo(f) (4.3)

Esto significa que para € X, la componente conexa dg o f)(x) es laimagen por
g de la componente conexa déz), que es evidente.

Usando (4.2) y (4.3), obtenemos que el grupg(-) es una invariancia homotopica. Mas
precisamente:

Proposicion 4.8.Sea X y Y dos espacios topodicos satisfaciendo 4.7. Asuma quieX
y Y son homdipicos. Entonces los conjuntog (X) y m(Y) sonisomorfos.

En otras palabras, los cardinales del conjunto de las coempes conexas d& y Y son
iguales.




Capitulo 5
Apéndice B

A continuacion definiremos a gunos conceptos de suma importancia.

5.1 Cilindro de una aplicacion

Definicion 51. Sea f : X — Y una aplicacion continua. Consideremos la suma to-
polégica W = X x I +Y. Paracada = € X, identificamoslospuntos (z,1) € X x {1}
con f(x) € Y. El espacio cociente Z = Z(f) esllamado € cilindro de la aplicacion
f: X—Y.

Sea 7 : W — Z laproyeccion canonica. Consideremos los espacios X e Y como
subespacios de Z por medio de lasincrustaciones @ : X — Z, y h : Y — Z,
definidas por i(z) = n(x,0) y h(y) = n(y), respectivamente. Deestaforma X e Y
pueden ser considerados subespacios disjuntosde Z.

Lema 5.1. El subespacio Y de Z(f) esun retracto de deformacion fuerte.

Demostracion. Geoméricamente, =(X x 1) seretractasobrelapartede Y correspondiente
a f(X). Paradéfinir laretraccion consideremoslaaplicacion d, : Z — Z definida por

m(z,s+t(1—3)) siz = «w(z,s) € m(X xI),

di(z) = .
# szeY.

Esclaroque dy, = Id yque d, aplica Z en Y, ahoraesinmediato ver que d;(z) = =

paratodo z €Y ycada t € I.

88
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5.2 Cono deuna aplicacion

Definicion 52. Sea f : X — Y unaaplicacion continua, y sea Z(f) € cilindrode f.
S identificamos & subespacio X de Z(f) aunpunto, digamos u , obtenemos un espacio
cociente, C(f) llamado € cono de la aplicacion f. El punto u es llamado € vértice de

c(f).
Sea w : Z(f) — C(f) laproyeccion canbnica.

Observacion 5.1. El cono C(f) de f puede ser obtenido directamente definiendo el espa-
ciococientede W = X x [ +Y eidentificando X x {0} ~u y (z,1) ~ f(x), paracada
x € X.

Sea p : w— C(f) laproyeccion candnica. Tenemos p = w o 7. El espacioY puede ser
considerado como subespacio de C'(f) por medio delaaplicacion P(f) : Y — C(f)
definidapor P(f)(y) = p(y). Laaplicacion P(f) esllamada inscrustacion asociada ala
aplicacion f : X — Y. Como P(f) = p|Y y h = p|Y setiened siguiente diagrama
conmutativo

Y
P

Z(f) - c(f)

Paracada n > 0, € siguiente diagrama es conmutativo

H,(Y)

he P(f).
Z(f)/ = \C(f)

Proposicion 5.1. Sea f : X — Y, con X # (), entoncesparacada n > (. lasucesion

P(f)

H(X) —L— f.(Y) H,(C(f))

es exacta.




5.2. Cono de una gplicacion 920

Demostracion. Consideremos la aplicacion del cilindro Z = Z(f) de f junto con los
subespaci os definidos de la siguiente manera

K = {n(z,t) : z€ X, 0<t<1/2}
H = Int(K) = {=(z;t) : € X, 0<t<1/2}
B = 0K = 4n(a,t) : v X, t = 1/2}
T = Z—H
Laparte

H,(B) —2— H,(T) —=

H,(T, B)

de la sucesion exactaddl par (7, B) esexacta, esdecir, Im(c.) = ker(d.), donde ¢ :
B—Tvyd:T< (T, B) sonlagplicacion inclusion. Sea k£ : X — B definida por
k(x) = m(x,1/2). Consideremosel diagrama

f

X —=Y
J | incusien
B—~-T
setieneque cok # go f. Porotrapate, FF : X x I — T definidapor F(z,t) =
7(x, (t + 1)/2) sdtisface F(x,0) = cok(z) y F(x,1) = go f(z). Luego & diagrama
siguiente es conmutativo
H, (X)L~ H,(Y)
al lg* inclusion
H,.(B) = Ho(T)
Ahora, como k& esunhomeomorfismoe Y esunretracto dedeformacionde 7', setieneque
k. y g. sonisomorfismos. Luego Im(f.) = g,'(I'm(c,)). Ahorasean M, U C C(f)
los subespacios definidospor U = w(K) y M = w(H). Consideremos e diagrama

T ‘ Z(f) C(f)
y lj
(T, B) > (C(f) = M, U — M) — (C(f).U)

donde ¢ es definido por la proyeccion w y d, e, j, | son las respectivas inclusiones.
Tenemos que el rectangulo es conmutativo, es decir, eofod = jowol. Luego, tenemos
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¢ rectangulo conmutativo

H,(T) - H,(Z(f)) H,(C(f))
H,(T, B) s H.((C(f) - M,U — M)) == H,((C(f),U))

Tenemos que e, esunisomorfismo. Como U escontractivo, setieneque j, esunisomor-
fismo. Finamente, 6, es un isomorfismo, pues ¢ es homeomorfismo. Luego, ker(d,) =
I;'(ker(w,)). Como P(f) = wolog sesigueque P(f), = w,ol.,og, ysiendo [, y
g, isomorfismos, tenemos que

Ker(P(f).) = g, ' (I, (Ker(w)))

5.3 Sucesion de homologia de Puppe

Durante toda |la presente seccion, consideremos una aplicacion arbitraria f @ X — Y.
Para esta aplicacion, tenemos |a siguiente sucesi6n de Puppe:

/ P(f) S(f)

X y c(f) Q(f)

S(X) SY)

de aplicaciones, donde P(f) eslainmersion asociadode Y sobrelaaplicacion cono C'(f)
de f, Q(f) eslaproyeccion natura de C(f) sobre su espacio cociente S(X) obtenido
mediante laidentificacionde [P(f)|(Y) aunsolopunto v, y S(f) eslasuspensionde f.

Proposicion 5.2. Paracualquier n € Z, la sucesion

[P()]- Q)] [S(f)]-

H,[S(Y)]

H,(X) —L— H,(Y) H,[C(f)] H,[S(X)]

de homomorfismos inducidos es exacta.
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Demostracbn. Considere la siguiente sucesion

X—t—y 2 o) —L—sCly) ———C(h)

de espacios y aplicaciones, donde= P(f), h = P(g), y « = P(h) denota las inmersio-
nes asociadas a las aplicaciongs g y h respectivamente. Sea

w: (Y xI)+C(f) — C(g)

representa la proyeccion natural de | sumatopolog@ical)+C( f) sobre su espacio cociente
C(g). Si identificamos el subespacio(Y x I) de C(g) a un solo puntov, obtenemos
S(X) como el espacio cociente. Sea

k:C(g) — S(X)
denota la proyeccion natural d8(g) sobre su espacio cocient& X') del mismo modo, sea
71 [C(f) x 1]+ Cg) — C(h)

denota la proyeccion natural. Si identificamos el subéspa@’(f) x I] de C'(h) como un
solo punto, obtenemos'(Y’) como el espacio cociente.Sea

I:C(h) — S(Y)

denota la proyeccion natural d€(h) sobre su espacio cocient&(Y’). Asi obtenemos el
siguiente diagrama:

C(g) ———=C(h)

Dado que ambos)(f) y k son proyecciones naturales, el triangulo es claramente co
mutativo. El cuadrado es no conmutativo;sin embargo estesrdificultosos demostrar que
S(f)ok y loi son homotbpicos.En otras palabras, uno también se peedestrar facilmen-
te que £ y [ son equivalencia homotbpicos.Por lo tanto, este diagdaragar al siguiente
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diagrama de homomorfismos inducidos:

donde los homomorfismos,, [, son isomorfismos y tanto el triangulo como el cuadrado
son conmutativa, es decir,

(Q(f)]« = k0 hs, [S(f)]s0ky =1, 01,

Debidoag = P(f), h= P(g), y i = P(h), se deduce a partir de La proposicion 4.1 que
la secuencia de la parte superior

es también exacta. Puesto qye= P(f) y n € Z, esto demuestra dicha proposicion.

Para cada entera € Z, sea

=0 0 [Q(f)). : Hi[C(f)] — Hyr(X)

donde o : H,_,(X) — H,[S(X)] denota la suspension isombrfica. A continuacion, el
siguiente corolario es una consecuencia inmediata de lpppi@on 4.2.

Corolario 5.1. La siguiente sucedn infinita

o (X)L 1, () B ()~ Ha (X)) e

es exacta y se refiere a la sudgaside la homolota de Puppe de la aplicagn f.
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Como una aplicacion del corolario anterior, consideremi@spacio adjuncionX obtenido
por adjuncion del n-simplex unitaridA™ a un espacio topologico dado A por medio de un
mapa dada

f:0A" — A.

En otras palabrasX es el espacio cociente de la suma disjunta topolodgica= A™ + A
obtenido por identificacion para cualquier puntoc dA™ con f € A. Puesto queA”™
puede ser considerado como el co6en(0A™) sobre 0A™, X es esencialmente la apli-
cacion conoC(f) de la aplicacion f; en simbolos tenemosX = C(f). La aplicacion
f:0A™ — A serallamada la aplicacion caracteristica del espadoa@ion de X. El par
topolodgico (X, A) es usualmente llamada — cell relativo.

5.4 Sucesin de Mayer -Vietoris

Con el fin de construir la sucesion de Mayer Vietoris de uiaal#rexacta(X; A, B) con
X =AUB, C=AnNB,
primero estableceremos el siguiente lema.

Lema 5.2. (EL LEMA HEXAGONAL.) Si en el siguiente diagrama de gruposliabos y
homomorfismos

C
/ \
Al f AQ
k1 /G\ ko
B1 9 BZ
X\ /

los triangulos son conmutativos, y k, son isomorfismos, y

Im(iy) = Ker(js), Im(iy) = Ker(j1),
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entonces tenemos
hlokl_lol1+igok2_lol2:gof.

Demostracbn. Primero demostraremos que el homomorfisme i, o ki +iy0ky 07y -
G — G es el homomorfismo identidad d€'. Para este proposito, sea un elemento
arbitrario de GG. luego el homomorfismap = i; + i, : B; & B, — G es un isomorfismo.
Por lo tanto existe un elemento, € By Yy us € By talque x = ¢(uq, ug) = i1 (u1+i2(usg)).
Por medio de las condiciones del lema, obtenemos

(iroki'oji)(x) = (i1oky" ojioir)(ur)+ (i1 0 k' ojiois)(us)
= (iyok;'ojy)

== il(ul).
Similarmente también tenemds; o k, ' o j,)(x) = iy(us). Por lo tanto obtenemos

e(r) = (inokitog)(x)+ (i20ky" o jfy)(x)
= d1(u) + i2(ug)

= T

Esto demuestra que es el automorfismo identidad del gruge.
La composicion dee con f y ¢ , obtenemos

gof = goeof
= goioki'ojiof+goizoky ojaof
= hlol{;l_loli—i—th/{:;lOlQ-

Aplicando para el caso en que la diagonal vertical, es seattaxobtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 5.2. Si g o f = 0 mantiene adeas de las condiciones del Lema 4.2,entonces
tenemos

—hlokl_loll :hgokglolg.
Ahora consideremos una triada topologica exéataA, B) tal que

X =AUB, C=ANB,
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y construimos su sucesion de Mayer- Vietoris de la sigaiemhnera. En primer lugar, para
cada entero n, defina un homomorfisgho H,,(C) — H,(A) ® H,(B) tomandoy(u) =
[Hy,(hi(w)) — Hp(he(uw))] Vu € H,(C), donde

H,(hy) : Hy(C) —s Ho(A),  Hy(h): H,(C) — H,(B)

son los homomorfismos inducidos por la aplicacion indagi, : C — Ay hy : C — B.
A continuacion, para cada entero n, defina un homomorfismb,,(A)® H,,(B) — H,(X)
tal que

¢(&n) = Hy[m](&) + Hn[mo](n)

para cualquie(¢,n) € H,(A)® H,(B),dondeH,,(m,) : H,(A) — H,(X), H,(m3) :
H,(B) — H,(X) son los homomorfismos inducidos de las aplicacion incheson; :
A — X ymy: B — X. Por Ultimo, para cada entero n, considere el siguientadmno
de homomorfismos:

H,(X)
11* K
H,(X, A) e H,(X,B)
X Jox
kl* Hn()(7 C) k2*

~
iy
*
.
N
*

H,(B,C) 5 Ho (A, O)

/
A\

H, 1(C)
Aqui 0, 01, 0, son operadores fronteras, mientras que los restantes samarfismos indu-
cidos por las aplicaciones de inclusion. Las condiciorsdsd.éma 5.2 y corolario 5.2 son
obviamente probadas. Por lo tanto podemos definir un honfeamar A : H,(X) —
H,_,(C) tomando
AN=—-0_0 k:;kl oliy =0y 0 k;kl 0 lg,

debido al corolario 5.2. De esta forma obtenemos una secuiafiaita

s H, (C) —= Hy(A) & Hy(B) —" Ho(X) =25 H, oy (C) — -+

llamada la sucesion de Mayer -Vietoris de la triada togicié exactd X ; A, B).
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Lema 5.3.Si H,(C) —Y~ H,(A) ® H,(B) —2~ H,(X) entoncedm(y) C Ker(¢).

Demostracibn. Sea cualquier element(€, n) € Im(y) C H,(A) ® H,(B). Por definicion,
existe un elementa: € H,(C) tal que (£,7) = ¥(u) = [h1.(u), —ha(u)]. Esto implica

£ = hu(u) Yy n= —hy(u). Puesto que los dos triangulos en el siguiente diagrama sde lo
homomorfismos inducidos de las aplicaciones de inclusiarcenmutativa

H,(C)
H,(A) i H,(B)
1x Hn(X) 24
tenemos
o(&,n) = mi(§) + ma(n)
= mu[hi(u)] — mas[ho.(u)]
= i.(u) — i (u)
= 0.

Por lo tanto(¢, n) € Ker(¢).

Lema5.4.Si H,(C)—Y~ H,(A) @ H,(B) —2>~ H,(X) entoncesKer(¢) C Im()).

Demostracbn. Sea un elemento arbitrari¢¢, n) € ker(¢) C H,(A) & H,(B). Entonces
tenemos (&, n) = my.(§) + ma.(n). Esto implica

i [nac ()] 4 i2e[n1:(§)] = Julman(n)] 4 Ji[ma.(S)]
= Ja[mau(§) + mau(n)]
= 0
El homomorfismoi,, + is. : H,(B,C) & H,(A,C) — H,(X,C) esunisomorfismo. Por
lo tanto tenemos,.(§) = 0, na.(n) = 0. Por las exactitudes de las sucesiones de homologia
delospares(A,C) y (B,C), hayelementosyvde H,(C) talque h.(u) =&, ha(v) =
n. Por lo tanto, obtenemos
0 = o(&n)
= ma[hi(u)] + ma.fha.(v)]
= i.(u+0).
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Por la exactitud de la sucesion de homologia del p&r C), existe un elementar €
H,1(X,C) con 9(X) = u + v. por ser espacios separados , existe un eleméhte
H,.(A,C)y n' e H,(B,C) satisfaciendor = i1, (n') + i2.(¢’). Entonces tenemos

ut+v = 8<X)
= Oire (1)) + 2 (&)
= 0 (77/) + Oax <§/)

Seaw =u— 0y(§') = —[v — 0 (n')]. Entonces obtenemos
hl*(w) = h*<u) - hl*[82<§/)] = h1*<u) = 57

hao(w) = —ha. (v) + ha.[01 (1)) = —hau(v) = —.
Esto implicay(w) = [hi.(w) — hoo(w)] = (§,7n). Porlotanto (&,n) € Im(3).

Lema5.5.Si H,(A)& H,(B) —¢>Hn(X) 2. H,_,(C) entoncesIm(¢) C Ker(A).

Demostracbn. Sea un elemento arbitrarie € Im(¢) C H,(X). Por definicion, existe
un elemento(§,n) € H,(A) @ H,(B). con z = (§,n) = my.(§) + ma.(n). Debido a la
exactitud de las secuencias de homologiade los paXesl) y (X, B), tenemosl;,om;, =
0y Iy, 0oms, = 0. Porlotanto obtenemos

A(z) = Almi(§)] + Alma.(n)]
O 0 k' ol omy,)(€) + (92 0 ky,!' o Ly, 0 ma)(n)

= (-
= 0.
Por lo tantar € Ker(A).

Lema 5.6.Si H,(A) @ H,(B) —2= H,(X)—2~ H,_(C) entoncesKer(A) C Im(¢).

Demostracbn. Sea un elemento arbitraric € Ker(A) C H,(X). Entonces tenemos
A(z) = 0. Esto implica 0, {k;;}[l1.(7)]} = 0 = 9o{k;, [l2«(z)]}. Debido a la exactitud de
las sucesiones de homologia de los pardsC) y (B, C), existen elementog € H,(A)

y n € H,(B) que satisface

n1(§) = ka [ ()], mau(n) = Kyl ()],
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Donde ny, y no, son homomorfismos inducidos de las aplicaciones de imalusi: A —
(A,C), ng:B — (B,C).Como en la demostracion de (1.1), el homomorfismo
€= il* o k;kl Ojl* + i2* o k;} OjZ*
es el automorfismo identidad dg&,(X, C). Por lo tanto obtenemos
Jo(x) = elj(x)]
= (il* © k;kl Ojl* Oj* + 7;2* © k;kl Oj2* O]*)(x>
= (i 0 k! 0 11)(2) + (i 0 kgl 0 o) (2)
= ine[n2.(n)] + d2:[n1.(€)]
debido a las relaciones obviag o n, = j o my, i;0n; = jom,. Estoimplica j,[z —
mi. (&) — may(n)] = 0. Por exactitud de la sucesion de homologia del p&r C'), existe
una elementou € H,(C) tal que i,(u) = x — my.(§) — max(n).
Sea¢ =&+ hi.(u) y n =n. Entonces tenemos
o(€n) = mu() +ma(n)
= m1(§) + ma[ho(u)] + mau(n)
=i () + mu(§) + mai(n)
= X.
Por lo tantox € Im(¢).

Lema5.7.Si Hyy1(X) —2= H,(C) —~ H,(A) & H,(B) entoncesIm(A) C Ker(1).

Demostracbn. Sea un elemento arbitrario € Im(A) C H,_1(C). Por definicion, hay un
elementoz € H,(X) con u = A(z). Debido a la exactitud de las sucesiones de homologia
de los pares(A,C) y (B,C), tenemoshy, 09, =0 Yy hy, 0 9; = 0. De ahi obtenemos

hie(u) = hiu[A(2)] = (i 0 0y 0 k3, o l,)(2) = 0,
hoe(u) = hoo[A(2)] = —(hae 0 Oy 0 kyl 0 l1)(2) = 0.
Esto implica
V() = [h(u), —ho(u)]
= (0,0)
= 0.

Por lo tantou € Ker(v).
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Lema5.8.Si Hyy1(X) —2= H,(C) —~ H,(A) & H,(B) entoncesKer() C Im(A).

Demostracbn. Sea un elemento arbitrariar € Ker(y) C H,(C). Entonces tenemos
Y(u) = [h1.(u), —ho.(u)] = 0. Estoimplicahy,(u) =0y ho,(u) = 0.

Por exactitud de la homologia de las sucesiones de los gateS) y (B,C), existe un
elementoa € H,.1(A,C) y b € H,1(B,C) que satisfacer);(b) = u, dx(a) = —u.
Esto implica

i1« (b) + iox(a)] = Oli1«(b)] + [igs(a)]
= 81 (b) —+ 82(a)
= 0.

Por la exactitud de la sucesion de la homologia del Q&rC'), existe un elementar €
H,1(X) tal j.(z) = —i1.(b)] —i2.(a). Entonces obtenemos

Alz) = —(roky oly)(x)
= —(B1 ok, 0 j1s 0 ji)()
= (D1 0k, 0 j1)[ire(b) + izi(a)]
okt oo i)(B) + (B 0 kit o i 0 i) (a)
— (Brokilok)(b)+0
= 0i(b)

= u,
Ya que ji. 0 i1. = k1x Y 14 0 G2, = 0. Porlotantou € Im(A).
[ |

Teorema 5.1.La suceshn de Mayer - Vietories para cualquier triada topglica exacta
(X;A,B)conX = AU B es exacta.

Demostracbn. Para demostrar que una sucesion de Mayer - Vietories patquier triada
topologica(X; A, B) con X = A U B sea exacta es equivalente a demostrar los siguientes
resultados:

1. Im(¢) = Ker(¢)
Por el lema 5.3y 5.4 la premisa se satisface.
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2. Im(¢) = Ker(A)

Por el lema 5.5y 5.6 la premisa se satisface.

3. Im(A) = Ker(y)

Por el lema 5.7 y 5.8 la premisa se satisface.




Conclusiones

[ —

. Sea alogrado definir lo que es una categoria admisible co@subcategorias de todos
los pares topologicos con ciertas propiedades.

. Sea alogrado definir lo que son los axiomas de Eilembeegn8id y las consecuencias
gue de ellas se desprenden.

Sea a construido una teoria de homolbgica singulavagme funtores entre dos cate-
gorias como la categoria de espacios topologicos y ¢émodt de grupos Abelianos.

Sea a demostrado que la homologia singular satisfaegilm®as de Eilemberg- Steen-
rod.

Se a logrado calcular los grupos de homologia para ebplang¢sfera, el plano proyec-
tivo real y el toro.
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