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Resumen

En este trabajo estudiamos el efecto de la disipacién puntual para la ecuacion de onda,
ecuacion que modela el movimiento producido por vientos fuertes o sismos, para estruc-
turas altas, como por ejemplo edificios, oficinas, hospitales, hoteles,, etc. Esta disipacion
puntual hace que la energia acumulada en dicha estructura se disipe, por ende no sufra
danos.

En cuanto a la parte matematica, mostramos la buena colocacién del problema
usando la Teoria de semigrupos, esto es, caracterizamos los puntos estratégicos donde la
disipacion es efectiva en el sentido de que produce un decaimiento a cero de la energia total
del sistema. Extendemos este resultado para el caso de n-disipaciones puntuales y damos
condiciones necesarias y suficientes para que exista decaimiento a cero del correspondiente

modelo.
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Abstract

In this work we consider the effect of the pointwise dissipative mechanism over the wave
equation. We show the well possedness of the corresponding models by using the semi-
group theory and we study the asymptotic behaviour of the model. We introduce a
characterization of the strategical points, that is the points for which the pointwise dis-
sipation is effective and we show that when applied the dissipative mechanism in such
points the total energy of the system goes to zero. That is we show that the correspond-
ing semigroup is strongly stable. Finally, we extend our result to the case of n pointwise

dissipative mechanism.
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Introduccion

Es sabido que nuestro pais, se encuentra en una zona altamente sismica, debido al pro-
ceso de subduccion de la placa ocednica (Nazca) bajo la placa continental (Sudamericana).
Este proceso genera una constante acumulacion de energia que se libera en forma de sis-
mos, segun los estudios realizados en el 2012 se han registrado 225 sismos leves, principal-
mente en la costa peruana. Un sismo se manifiesta, generalmente, cuando las diferentes
placas tecténicas chocan o se separan, produciendo un efecto de resonancia, fenémeno
que se produce cuando un cuerpo capaz de vibrar es sometido a la accién de una fuerza
periédica, cuyo periodo de vibracién coincide con el periodo de vibracion caracteristico de
dicho cuerpo, en el cual una fuerza relativamente pequena es aplicada en forma repetida,
hace que una amplitud de un sistema oscilante se haga muy grande. Entre muchos de los
paises propensos a sismos se encuentra Japén, Indonesia, México, Estados Unidos, Chile
y Per.

El terremoto de Ica en el ano 2007, de magnitud 8 M,,. dejé danos econémicos,
laborales y personales, 595 fallecidos, 2291 heridos, 76 000 viviendas destruidas e inhabit-
ables y 431 000 personas afectadas, si hacemos una comparacién con lo que pasé en Chile
el 27 de febrero del 2010, a pesar de que ésta fue de magnitud 8,8 M, los danos fueron
un tanto menores, pero aqui la gran diferencia es que hubieron edificios que no sufrieron

danos, entonces la pregunta es ;Por qué algunos edificios se derrumbaron y otros no?.

Gracias a la matematica, hoy existe una tecnologia que protege a las construcciones
contra los sismos, esta consiste en agregar un mecanismo disipativo de energia en los
edificios, es una de las soluciones més efectivas en la construccion de los mismos, logrando
que el movimiento disminuya hasta en un 80%, por suerte Chile contaba con este tipo de

tecnologia en algunos de sus edificios.
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Estos mecanismos disipativos protegen por lo general estructuras altas o esbeltas,
como ejemplo edificios, multifamiliares, oficinas, hospitales, hoteles, centros comerciales,
ete.

En nuestro pais, actualmente hay varias edificaciones con disipadores de energia,
como por ejemplo, la Universidad de ingenieria y tecnologia, la Universidad Nacional de
Ingenieria, en su facultad de ingenieria Civil, inmobiliarias las cuales ofrecen departamen-

tos antisismicos, entre otros.

En este trabajo estudiamos la ecuacién de onda, modelo de oscilaciones en estruc-
turas por efecto de la resonancia, agregando disipaciones puntuales. KEste mecanismo
puntual ayuda a disipar la energia cinética y potencial de las estructuras modeladas por
la ecuacion de onda, dicha disipacién puntual estd modelada a través del Delta de Dirac
d(z), que es una distribucién en el sentido estricto de ese concepto. En el caso unidimen-
sional tenemos que d(z) estéd en el espacio H~*(0,1) que es el espacio dual de H!, el cual
es un espacio de Hilbert, esto dificulta el problema, por lo que tratamos estos modelos
definiendo un problema equivalente que nos posibilite usar la teoria de semigrupos para
mostrar su buena colocacién. Finalmente siguiendo los mismos argumentos verificamos
la generalizacion de la ecuacion de onda para “n” disipaciones puntuales.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma.

En el primer capitulo mostramos la ecuacion de onda, resonancia y disipadores, esto
con el fin de conocer los conceptos bésicos y poder relacionarlos con las estructuras en la
que se aplica la matematica, también mostramos resultados importantes que utilizamos en
este trabajo, como Teoria de Distribuciones, Espacios de Sobolev, Teoria de Semigrupos,

resultados de estabilizacion, entre otros.

En el segundo capitulo, estudiamos la funciéon generalizada Delta de Dirac, su car-
acterizacion mediante dos funciones importantes que nos permite visualizar la deduccién
de la distribucién Delta de Dirac como derivada de una funcién discontinua de primera
especie.

En el tercer capitulo estudiamos la ecuacién de onda con disipacion puntual, se
muestra la buena colocacion del problema usando teoria de semigrupos, ya que se trabaja

con un problema equivalente. La estabilidad fuerte se obtiene como consecuencia del



teorema 9, de Batty-Duyckaerts [27].

En el cuarto capitulo, extendemos este resultado para el caso de n-disipaciones pun-
tuales y damos condiciones necesarias y suficientes para que exista decaimiento a cero de la
energia asociada al modelo correspondiente. Finalmente obtenemos puntos estratégicos,
no necesariamente iguales, que producen el decaimiento a cero de la energia total del

sistema.

El nimero de disipaciones puntuales es secundario en relaciéon a la ubicacion de
los mismos, la posicion de dichos puntos es lo mas importante y no la cantidad, en pal-
abras simples, pueden haber millones de disipaciones puntuales, pero si no estan ubicado

estratégicamente no garantiza estabilidad.
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Figura 0.2: Demostracién de un edificio convencional y otro con disipadores de energia
sismica
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Figura 0.3: Disipador sismico.

Figura 0.4: Disipador sismico en curso.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Ecuacion de onda

La ecuacion de onda es una ecuacién de tipo hiperbdlico, este tipo de ecuaciones con-
ducen a problemas de tipo oscilatorio (problemas de la cuerda, membrana, de oscilaciones
electromagnéticas, etc). La particularidad caracteristica de los procesos descritos por las

ecuaciones de tipo hiperbdlico es la velocidad finita de propagacién de las perturbaciones.

La ecuacion de onda es la que describe la transmision de ondas en un medio, Como
caso concreto se va a analizar la siguiente situacién: se tiene una cuerda tensa sujeta
entre los puntos © = 0y x = L, la cual se somete a una deformacion inicial representada
por una curva plana f(x). La forma de la cuerda va a cambiar en funcién del tiempo y,
por consiguiente, vendré representada por una funcién y = y(z;t). Tras hacer algunas
hipétesis basadas en principios fiscos se encuentra que la ecuacion del movimiento de los
puntos de la cuerda es la siguiente

Py 0%y

oz~ " ox2
en la cual a es una constante que depende de las caracteristicas fisicas del problema, aqui
por ejemplo se tiene que a? = %, donde H es la componente horizontal de la tension (que
es constante si se asume que solo hay movimiento transversal) y p es la densidad. Este

problema se denomina ecuacion de la cuerda vibrante o ecuacion de ondas unidimensional.
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A continuacién veremos un ejemplo sencillo, por ejemplo la cuerda de un violin

Figura 1.1: Cuerda tensa - cuerda alzada

En el tiempo ¢t = 0 la cuerda se alza por el punto medio, segun la figura (1.2), una
distancia que designamos por h. A continuacién la cuerda se suelta. El problema, que
involucra la vibracién que se produce, es describir el movimiento resultante cuyo modelo
matematico esta dado por la ecuaciéon de onda.

El efecto de las vibraciones sobre una estructura debe ser tenido en cuenta siempre,
ya que suponen un serio problema, una vibracién en términos muy generales es una fuerza
aplicada ciclicamente, puede ocurrir que se produzca una resonancia y, en ese caso, los

efectos suelen ser fulminantes.

1.2 Resonancia

La resonancia es un fenémeno que se produce cuando un sistema capaz de vibrar u os-
cilar, es sometido a la acciéon de una fuerza periddica externa, cuya frecuencia de vibracion
coincide con alguna de las frecuencias naturales del sistema. El sistema vibra aumentando
progresivamente la amplitud del movimiento.

Un caso de resonancia, es cuando un cantante dirige su voz hacia una copa de
cristal; es sabido que la copa es una estructura elastica que vibra a frecuencias claramente
reconocibles por el oido humano, por tanto, si el cantante entona sonidos de la misma
frecuencia, y los lanza contra la copa con un sonido potente se produce el fenémeno de

resonancia que puede llegar a romper la copa.
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Otro ejemplo muy conocido es, imaginar a un nino en un columpio. Este estd
oscilando en el columpio con un frecuencia concreta. A esta frecuencia se la denominara
frecuencia natural de oscilaciéon. A continuacion aparece el padre del nino y comienza
a empujarle. ;Que ocurre? La amplitud de la oscilacion cada vez sera mayor y el nino
llegara mas alto. Si se aplica una fuerza periédica sobre un oscilador tendremos una
oscilacién forzada. En el caso de que la frecuencia de la fuerza periédica aplicada coincida

con la frecuencia natural del oscilador aparecera la denominada resonancia.

Figura 1.2: Ejemplos sobre el efecto de la resonancia

Ahora veremos un ejemplo desde el punto de vista matematico, consideremos la

EDO lineal de segundo orden no homogénea

uau +bu=f

De la teoria de EDO lineales, sabemos que la solucién general de esta EDO depende de
la funcién f. Esta funcion puede ser vista como una fuerza externa, que actia pertur-
bando, por ejemplo, las oscilaciones de un sistema masa-resorte. Si esta fuerza es grande
(pequena), nuestro sentido comin nos dice que la solucién correspondiente de la EDO
también debe ser grande (pequena), en el sentido de las oscilaciones. Sin embargo, esto
no es asi, ya que para ciertas funciones f que son acotadas, las soluciones que se obtienen
de la EDO resultan no ser acotadas. En el ambito de las vibraciones mecanicas, este
fenémeno se conoce como resonancia. El fenémeno fisico de la resonancia se manifiesta

cuando movimientos armoénicos son perturbados por fuerzas externas que poseen la misma
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frecuencia que dicho movimiento. En particular, nos referimos por resonancia mecénica,
a la tendencia de un sistema mecanico a absorber energia cuando la frecuencia de las

oscilaciones es igual a la frecuencia natural de las vibraciones. Por ejemplo, consideremos

la EDO
u"—l—ﬁu:() (1.1)

que modela un sistema masa-resorte, donde k es la constante de elasticidad del resorte y

m es la masa en kg. Su solucién general es

k k
u(t) = Acosy/—t + Bsen/ —t
m m

| k
El término 4/ — nos da la frecuencia del movimiento del sistema. Si agregamos una fuerza
m

externa que posea la misma frecuencia, por ejemplo

aparece un problema de resonancia. En la practica, en una estructura modelada por
esta EDO, ocurriria que las amplitudes de las oscilaciones crecerian de manera indeter-

minada, haciendo colapsar la estructura.

Este hecho es una de las razones que motiva la inclusién de mecanismos disipativos
en estructuras elasticas. Veamos un ejemplo concreto. Supongamos que en 1.1, la masa
es m = 1Kg, la constante del resorte es kK = 5, y que actia una fuerza externa dada por

f(t) = cos V/5t, es decir, tenemos el problema

u” + 5u = cos V/5t (1.2)

sujeto a las condiciones iniciales u(0) = 0,03 «'(0) = 0. La solucién de la EDO homogénea
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asociada a este problema esta dada por
up(t) = Cy cos V5t 4 Cysen /5t

Notemos que la fuerza externa f tiene la misma frecuencia que el sistema, por lo
que en este problema existe una resonancia. La teoria de EDO lineales nos dice que en
este caso, para encontrar la soluciéon general de este problema, debemos hallar primero

una solucién particular de la forma

u,(t) = tAcos V5t + Bsen /5t

con A y B constantes por determinar, para lo cual se usa el método de coeficientes

1
indeterminados. Usando este método, vemos que A =0, B = ﬁ, por lo que

1
u(t) = Cy cos V5t 4+ Cysen /5t + 2_\/St sen /5t

y usando las condiciones iniciales, determinamos que las constantes son C; = 0,03 y

C5 = 0, obteniéndose

1
u(t) = 0,03COS\/5t—|— —tsen/5t
) 2v/5

La figura 1.3 muestra la grafica de esta soluciéon. Se observa la presencia de resonancia en

el hecho que al aumentar ¢, aumenta lineal e indefinidamente la amplitud de las ondas.

Figura 1.3: Gréafica de u(t) = 0,03 cos v/5t + —L~t sen /5t

2v/5
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Existen mecanismos disipativos de energia, de modo que las oscilaciones de estos
sistemas se amortiguan, disminuyendo la amplitud en el transcurso del tiempo hasta que

finalmente desaparecen.

1.2.1 Disipacion de energia

La disipacion de energia se logra mediante la introduccion de dispositivos especiales en una
estructura, con el fin de reducir las deformaciones y esfuerzos sobre ella. Estos dispositivos
reducen la demanda de deformacion y esfuerzos producidos por el sismo mediante el
aumento del amortiguamiento estructural.

La idea de implementar estos disipadores de energia sismica ubicados en puntos
estratégicos en una estructura, radica en amplificar la capacidad de disipar energia du-
rante un evento sismico, ya que permitird construir construcciones de alto nivel de se-
guridad, también son disenados para disipar fenémenos de fuertes vientos, huracanes u
otras solicitaciones de origen dindmico. Cabe decir que toda estructura disenada sismore-
sistentemente, tiene la propiedad de disipar energia mediante las deformaciones. Este
dispositivo también llamado amortiguador sismico, no impide el paso de las vibraciones a
la estructura, si no que permite que la energia se concentre en los disipadores reduciendo
paulatinamente el movimiento de la estructura.

Cuando hablamos de disipacion puntual, nos referimos a que este dispotivo elegido
para disipar la energia sea muy pequeno en comparacién con la estructura, figura (1.4). En
matematica se puede modelar una fuerza puntual, esto nos brinda una idea para modelar
una disipacion puntual mediante la funcién generalizada “Delta De Dirac”, para su mejor

entendimiento se detallard este ultimo concepto en el capitulo 2.

1.3 Espacios L?

Como es habitual, si p y ¢ son ntmeros reales tales que % + % =1,conl < p,q < oo,
diremos que p y ¢ son exponentes conjugados entre si. Por otro lado, diremos que 1 y oo

son exponentes conjugados.
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Figura 1.4: Edificio con disipaciones puntuales.

Definicién 1 Sea p > 1, Q@ C R" dendtese por LP(Q)) a la clase de todas las funciones

medibles u, para las cuales |ulP es una funcion integrable sobre ). Es decir,

LP(Q)) = {u Q= Ryues medible/ lu(x)]P < oo}, 1<p<o0
Q

En LP(Q2) se define a norma

4]l ) = / u(@)Pdz, 1< p < oo,

con esta norma LP()) es un espacio de Banach. En el caso de p = 0o, L>(2) es un espacio
formado por todas las funciones u, esencialmente limitadas sobre €2, esto es, funciones que
son limitadas casi siempre. De esta forma L>(Q2) es un espacio de Banach y estd dotada

de la siguiente norma

|[u|| Lo () = supess|u(x)]|.
z€Q)

Cuando p = 2, L?(2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(1, v) = /Q w(@)(z)dz
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y norma

JulP = [ Ju(o)ds.
Q
Desigualdad de Young

Si a, b son numeros reales no negativos, entonces
al bl
ab < — + —,
p q
siempreque1<p<ooy%+%:1

DEMOSTRACION.- Ver [4], pdg 46. [3].

Desigualdad de Holder
Seau e LP(Q),ve LI(Q)conl1<p, g<ooy ]l) + % =1, entonces uv € L'(Q) y

/QIU(SC)U(SC)W < lullr@lv]lLace-

DEMOSTRACION.- Ver [4] pag. 41, [3].

Topologia débil estrella

La topologia débil estrella es una topologia que se utiliza en los espacios duales. Dado
un espacio normado FE, podemos construir su espacio dual E*, como un espacio formado
por todos los funciones lineales y continuos definidos sobre E. Este espacio dual a su vez
es un espacio normado, por tanto en este espacio podemos definir tanto la convergencia

fuerte como la convergencia débil.

Definicién 2 (Fuerte y débil * convergencia de una secuencia de Funcionales).
Sea f, una secuencia de funcionales lineales acotados en Un espacio normado E. En-

tonces:

a). La convergencia fuerte de f, significa que existe un f € E*’tal que ||f, — f|| — 0.

Esto se escribe

Jon— [
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b). La convergencia débil de f, significa que eziste un f € E* tal que f,(z) — f(z)
para todo x € E. Esto se escribe

fo f

fena) yb) sellama limite fuerte y limite débil de f,, respectivamente.

Ademas, el dual de E denotado por E* es un espacio normado, con una norma dada por

1 f1l« = supjja)ip=1|f ()]

Definicién 3 Diremos que un espacio normado E es separable, se existe un subconjunto

numerable denso en E.

Por ejemplo los espacios LP(2) son separables para p > 1. En cambio el espacio
L*>(€) no es separable. La topologia débil estrella es introducida porque ella nos brinda
un criterio de compacidad. El siguiente teorema es de fundamental importancia en el

Anadlisis Funcional.

Teorema 1 Toda sucesion limitada de funciones lineales y continuas definidos sobre un

espacio normado, posee una sub-sucesion que converge débil estrella.

DEMOSTRACION.- Ver [4] pag 33.

Espacios reflexivos

Los espacios reflexivos tienen un papel muy importante en el Anadlisis Funcional. Son
aquellos espacios donde la bola cerrada y limitada es compacta con relacion a la topologia
débil. Dado un espacio normado E siempre podemos construir su correspondiente espacio

dual de la siguiente forma

E*={f:E — R, con f lineal y continua},
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claramente este es un espacio vectorial. Podemos definir una norma es este espacio vec-

torial

flls = sup  [f(g)l

geE ||gl«<1
Es simple de verificar que la funciéon definida anteriormente es una norma. Asi tenemos
que el espacio dual E* es un espacio normado. Es importante recordar que el espacio dual
asi definido es siempre un espacio completo, a pesar de que el espacio original £ no lo
sea. De la misma forma podemos construir el espacio bidual, que lo denotaremos como

E** que es definido de forma semejante al espacio dual, es decir

E*™ ={f:E*— R,con f lineal y continua},

donde podemos definir la norma

fllsx = sup[f(g)].

geL,|lgll<1

Un espacio normado esta relacionado con su bidual de una forma natural a través

de la siguiente funcién linear, conocida como proyeccion candnica:

J:E— E™, z— J(x) € B,

donde
(J(x), [) = f(z), V[feE,

note que J es una isometria entre los espacios £ y E**. De hecho

1S @)l = sup  (J(x),f)= sup (fx) =]z,
reB || fll.<1 seB |IfIl<1

esta ultima identidad es una consecuencia del Teorema de Hahn - Banach. La aplicacion
J es llamada proyeccion candnica. No es verdad en general que J sea sobreyectiva. Los

espacios en la que J es sobreyectiva son llamados FEspacios reflexivos

Definicién 4 Un espacio E es llamado reflezivo si su proyeccion candnica sobre su bidual
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J es sobreyectiva..

Propiedades

Si 1l < p < oo entonces LP es reflexivo.

e ! 1o es reflexivo.

L no es reflexivo.

12(9) = (L)

Gracias a esta ultima caracterizacién podemos afirmar que toda secuencia de fun-

ciones limitadas en L>°(€)) posee una subsecuencia que converge débil estrella.

Series de Fourier

Las series e integrales de Fourier constituyen un tema clasico del Anélisis Matemaético.
Desde su aparicion en el siglo XVIII en el estudio de las vibraciones de una cuerda, las
series de Fourier se han convertido en un instrumento indispensable en el andlisis de
ciertos fenémenos periddicos de la Fisica y la Ingenierfa. La idea fundamental se basa en
aproximar la funcién, no por una serie de potencias (desarrollo de Taylor), sino por una
serie de funciones periédicas (senos y cosenos). En lo que sigue consideraremos que las
funciones con las que se trabaja son Riemann integrables en el intervalo correspondiente
(bastaria, por ejemplo, suponer que son continuas salvo en un nimero finito de puntos
donde presentan discontinuidades de salto).

El conjunto de funciones

T 2w 3 T 2T
{1,cos —x,cos —z,cos —ux, ..., sen —x, sen —x, ...}, (1.3)
p

es ortogonal en el intervalo [—p, p]. Asi una funcién f definida en [—p, p] puede escribirse

como una serie de Fourier.
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Definicién 5 Serie de Fourier

La serie de Fourier de una funcion f definida en el intervalo [-p,p] se determina mediante

f(z) = % + i (an cos (%m) + b, sen (%x)) ,

donde

1 /7

a = — | flz)dz
PJ-p
1 [P

a, = — [ f(x)cos " d
PJ-p
1 [P

b, = — [ f(x)sen " d
PJ-p

Definicién 6 Condiciones de convergencia

Sean f y f' continuas en tramos en el intervalo [—p, p|, esto es, sean continuas excepto
en un numero finito de puntos en el intervalo y con discontinuidad sélo finitas en esos
puntos. FEntonces, la serie de Fourier de f en el intervalo converge hacia f(x) en un
punto de continuidad. En un punto de discontinuidad la serie de Fourier converge hacia

el promedio

flat) + flz—)
5 ,

en donde f(x+) y f(x—) representan el limite de f en x, desde la derecha y la izquierda

respectivamente.
Definicién 7 Series de Fourier de cosenos y senos

e La serie de Fourier de una funcion par en el intervalo [—p, p| es la serie de cosenos

T nw
f(x) = 5 T ;(an cos ?x dzx),
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donde

2 P
ap = 2—9/0 f(z)dz,

2 P
a, = —/ f(z) cos " da.
P Jo p

e La serie de Fourier de una funcion impar en el intervalo (—pp) es la serie de senos

donde
9 [P
b, = —/ f(x)sennlxdm
PJp p

Observacién 1 En conjunto definido en (1.3) es ortogonal y completo.

El teorema que sigue especifica las condiciones suficientes de convergencia de una serie de

Fourier en un punto.

1.4 Distribuciones

Las distribuciones fueron introducidas por Serguei Sébolev en 1935. Esta teoria fue mo-
tivada por la aparicién de la funcién Delta de Dirac 6(x) para modelar fuerzas puntuales.

El objetivo de esta teoria es definir correctamente lo que se entiende por funciones del
tipo de Delta de Dirac, y extender el célculo a una clase de nuevos objetos (distribuciones),
mas amplia que la clase de las funciones diferenciables. A finales de la década de 1940
Laurent Schwartz formalizo6 la teoria de distribuciones, lo que le valié la medalla Fields
en 1950.

Empezamos esta seccion con la siguiente definicion

Definicién 8 Llamaremos multiindice a o = (o, o, ..., o) € N7,
Six = (x1,22,...,0,) € R", o =31, a4, el un operador D* derivada de orden |o,

definido por
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olel

D% =
o (6% ?
QL] QX" ...0xo"

Cuando o = (0,0, ...,0) se define Du := u.

Sea (2 un abierto de R® y u : 2 — R una funcién dada. El soporte de u es el

conjunto que se define de la siguiente manera

supp(u) = {z €/ u(z) £ 0} -

Asi mismo se define
Cy () ={u:Q— R/u e C®(Q) con supp(u) compacto C Q},

donde los elementos que estdn en C3°(€2) son denominados “funciones de prueba”.

Definicién 9 Consideremos la sucesion (¢, ),>1 C C5°(Q2) y ¢ € C§°(R2). Se dice que la

sucesion (¢, )y>1 converge hacia ¢ si y solamente si:

1. Existe un subconjunto K compacto de Q) tal que supp(yp, —¢) C K, Vv >1

2. D%, — D%p uniformemente en K, Vo € N, es decir:
mc%:|Dagpl,(x) — D%(z)] = 0, siv— o0, VaeN"
TE

Observacion 2 El espacio C$°(2), dotado de la convergencia dada en la definicion an-
terior se llama “Espacio de funciones de prueba”, denotado por D(S), es decir D(Q2) :=

(C§°(2), =) con la convergencia anterior.

Proposiciéon 1 El espacio D(2) es denso en LP(2), V1 < p < oo es decir

D)@ = [2(Q), V1< p< oo

La aplicacion
T: D)— R

o—  T(p)
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es continua en el sentido de la convergencia definida en D(2) se llama distribucion en €.

Mas precisamente, la aplicacién T': D(£2) — R es una distribucién si

i) T(ap+¢) =aT(p)+T(), YaeRyVp, € D).

ii) Si(p,) CD(Q)y p € D) tal que p, — ¢ en D(2), entonces

T(py) = T(p)

El conjunto de las distribuciones es denotada por

D'(Q) :={T:D(Q) — R/T lineal y continua}.

Ejemplo 1 Sea la funcion sen : (—oo,00) — [—1,1]. Entonces asociamos a la funcion

seno una distribucion que la denotaremos como Tie,.

Es inmediato que la integral impropia siguiente converge ya que

[ st < [ sm@leiae < [ e < .
luego, tiene sentido definir la distribucién sen
T D=0, 50) = B tal que, Ten() = [ sen(©)o(€)de

La distribucién Ty, significa que a cada curva de D(—o0, oo), usando la convergencia
de la integral impropia, se le asocia un numero real. La propiedad de linealidad de T,

es consecuencia inmediata de las propiedades de las integrales convergencias y se tiene

Tsen(@ + 1/}) = Tsen(@) + Tsen(d})

Tsen<0480) = aTsen(SO)a aeR

La distribucién T, se llama funcion seno generalizada.
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1.5 Espacios de Sobolev

Toda funcion u € LP(Q2) posee derivadas distribucionales de todos los érdenes, donde las
derivadas de u no siempre pertenecen al espacio LP(€2), eso llevé a Serguéi Sébolev en

1936, a idealizar una nueva clase de espacios vectoriales llamados “FEspacios de Sobolev”.

Consideramos {2 un abierto acotado de R™ con frontera 02 regular. Definimos el

espacio de Sébolev como

Wme(Q) = {u € LP(Q), D®u € LP(Q), |a] < m} C LP(Q),

donde D® es el operador de derivacion de orden «, en el sentido de las distribuciones.

Este espacio esta dotado de la siguiente norma

il = 3 [ D@ e

la<m

HUHI;VWOO(Q) = supess Z | D%u()].

laj<m

e Algunas propiedades: Ver [5].

a) El espacio de Sébolev W?(Q) = LP(Q).
b) WmrQ — WkP(Q), si m > k.
c) C™(Q) — W™P(Q).

d) C=(Q) NW™P(Q) es denso en W™P(Q).

Esta ultima propiedad permite definir un subespacio de clases de equivalencia de

funciones que se anulan sobre la frontera, a partir de la clausura topoldgica,

WIP(Q) = Wme () 0 O () = O ()&,

Cuando p = 2, W™2(Q) es denotado por H™ () este es un espacio de Hilbert
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H™(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(), Ya,|a] < m},

cuyo producto interno se define por

(U, V) o = /Da x)D%(x)dx,

|| <m

con la siguiente norma
ke = 32 [ 10wt
|| <m

Observacion 3 Sea Q2 un abierto limitado en R™, de forma andloga al caso de Wy"*(2)

se define

Hy" () = H™(€) 0 C5o(Q).

Desigualdad de Poincaré clasica
Sea p, tal que 1 < p < oo y €2 un conjunto abierto limitado en R"™, al menos en una
direccién. Entonces existe una constante C', dependiendo sélo de €2 y p , tal que para

cada funcién u del Espacio de Sébolev W, ?(Q) se tiene

lullzr0) < ClIVull o).

Para que la desigualdad de Poincaré sea valida es suficiente que u se anule en una
componente abierta de la frontera de ().

DEMOSTRACION.- Ver [4], pdg 125.

. s e 1 .
Observacién 4 La expresion |Vul2qy es una norma en Wy (Q), equivalente a la norma

|[ullwirq), en Wol’p(Q).

1.5.1 Lema de Lax-Milgram

Lema 1 Laz-M:ilgram

Sea H un espacio de Hilbert real, H* su espacio dual y sea a : H X H — C una forma
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bilineal, acotada y fuertemente coerciva con constantes M y «, respectivamente. Entonces,

para cada F' € H*, existe un unico u € H tal que
a(u,v) = F(v),Yv € H,
que ademdas implica la dependencia continua de los datos, mediante la desigualdad
1
ul| < =|F
[lull < ~ 1]

donde a es la constante de la elipticidad.

DEMOSTRACION.- Ver [23]

1.6 Teoria de semigrupos

En esta seccién mostraremos algunos resultados importantes en el estudio de la teoria de

semigrupos. Aqui denotaremos a X como un espacio de Banach.

Definicién 10 Una familia de operadores continuos T(t) : X — X, t € RT que satisface
i) T(0)=1
ii) T(t)oT(s)=T(t+s)

es llamado semigrupo.

Note que la funcién exponencial f(t) = e, t € R* verifica las condiciones de familia

de semigrupos para X = R.

Observacién 5 Otra propiedad importante es que si A : X — X es un operador limitado,

entonces el semigrupo T(t) definido por
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es también un semigrupo definido sobre X . De hecho, si A es limitado ||A]| < oo, tenemos

luego definimos

Es simple verificar que S, es una sucecion de Cauchy, pues

l

m Aiti m ||A||ztz
|Sm_Sn‘:’Z7’§Z | — 0,

pues
o0 141
nae _ N Al
¢ _Z; T
1=

En este caso decimos que

es un semigrupo generado por A.

Observacion 6 FEl operador T'(t) es un semigrupo generado por el operador limitado A.
Es simple verificar las derivadas de orden k
d? d*

() = AT (t), () = AT (t).

Por tanto, para calcular la derivada de orden k del operador T', basta componer el semi-

grupo con el operador A. Luego se puede escribir

j—;T(t) _ [AT (%)]k 0 j—;T(t) _ {%T (é)r

De las definiciones anteriores vemos que un semigrupo 7'(¢) es una familia de op-
eradores continuos para cada valor t € R. Interesa clasificar los semigrupos por la con-
tinuidad con relacién a la variable ¢. Consideraremos dos casos. El primero cuando la

funcién ¢ — T'(t), o sea el semigrupo visto como una funcién de R en £(X) sea continuo.
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El segundo cuando la funcién t — T'(t)z, es visto como una funcién de R en X para
x € X sea una funcién continua.
En el primer caso diremos que el semigrupo es uniformemente continuo. En el

segundo caso diremos que el semigrupo es fuertemente continuo. Esto es,

Definicién 11 Un semigrupo T (t) es uniformemente continuo, o de clase Cy si

limT(t) =1, en L(X).

t—0

Definicién 12 Un semigrupo T'(t) es fuertemente continuo, o de clase Cy, si

limT(t)r =z, en X.

t—0

Es simple verificar que todo semigrupo uniformemente continuo es de la clase Cp, su
reciproco no es verdadero. Para semigrupos uniformemente continuos tenemos la siguiente

caracterizacion.

Teorema 2 Un semigrupo T'(t) es uniformemente continuo si y solamente si A es limi-

tado.

DEMOSTRACION.- Ver [13]

Definicién 13 Un semigrupo T'(t) es limitado, si existe M < 1, tal que

T(1)]] < M.t

Si M =1, se dice que T(t) es un semigrupo de contracciones.

Otra definicién importante es
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Definicién 14 Un operador A es generador infinitesimal de un semigrupo T, si

T(t)x —

D(A) ={z € X;lim , existe en X, }
t—0

y para cada x € D(A) tenemos

T(t)x — d
Az = limM =—T()x
t—0 t dt t=0

Es simple verificar que dado un semigrupo podemos encontrar su generador, para
esto es suficiente con evaluar el limite de la definiciéon de generador infinitesimal.
El problema es su reciproco, es decir, ;Dado un operador A es posible que la funciéon
exponencial e’ esté bien definida?. Verificamos que cuando A es un operador continuo
esto es verdad. El problema es verificar en que condiciones existe este exponencial cuando
el operador A no es limitado. Esta caracterizacion es dada por el teorema de Hille - Yosida.

Antes de mostrar el teorema de Hille - Yosida, veremos algunas definiciones importantes.

Definicién 15 Sea A un operador definido sobre un espacio de Banach X. Denotamos

por p(A), al conjunto resolvente de A definido como
p(A)={AeC;(A\[-A) e LX)}
El espectro de A, denotado por o(A), es definido como

o(A) = C\p(A).

Lema 2 Sea A un operador de X, entonces p(A) es un conjunto abierto, y por tanto, el

espectro de A, 0(A), es un conjunto cerrado en C.

DEMOSTRACION.- Ver [5] pag 108.
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Lema 3 Suponga que A es un operador continuo entonces, el espectro de A es un conjunto

cerrado y limitado, esto es, un conjunto compacto. Mds precisamente

p(A) C Byay(0) = {z € C; ||| < [|A]l}
DEMOSTRACION.- Ver [5] pag 108.
Observacién 7 Todo operador A limitado o no, conmuta con el operador resolvente.

En efecto,

AN = A) = —(M =AM — A) "+ AN — A)7!
= (AT — A= A) + (M — A\
= [(AI = A)7'[=(M — A) + A
=\ —-A)"A

Definicién 16 Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A es disipativo si
Re(AU,U)g <0, YU € D(A).

En siguiente teorema se establece una condicién necesaria y suficiente para que un

operador no limitado A sea el generador infinitesimal de un semigrupo Cj de contracciones.

Teorema 3 (Hille - Yosida)
Un operador lineal A no limitado es generador infinitesimal de un semigrupo de clase C

de contracciones si y solamente si

a) A es cerrado y D(A) = X.

b) Los reales positivos estdn contenidos en el resolvente de A, RY C p(A) y para todo
A > 0 es vdlido,
(AT =AY <

> =
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DEMOSTRACION.- Ver [13] pag 8.

Otro resultado muy 1til, es el siguiente

Teorema 4 (Lummer Phillips)

Sea A un operador lineal con dominio denso en X. Entonces

a) Si A es disipativo y eziste Ao > 0 tal que Im(Xgl —A) = X, entonces A es generador

infinitesimal de un semigrupo de clase Cy de contracciones.

b) Si A es generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones sobre X, en-

tonces Im(AI — A) = X para todo A > 0 y A es disipativo.

DEMOSTRACION.- Ver [13] pdg 14.

Teorema 5 Sea H un espacio de Hilbert y T(t) un semigrupo generado por A, entonces

T es un semigrupo de contracciones si y solamente si A es disipativo.

DEMOSTRACION.-  Suponga que T'(t) es un semigrupo de contracciones, entonces

|T()|] <1y ademds

(T(hyw —w,wyg = (T(h)w, w)g — (w,w)z < [Jwl[f — |lw][z =0.

Dividiendo por h y tomando limite cuando h — 0, para w € D(A), entonces

(Aw,w)y < 0.

Reciprocamente, para w € D(A) se deduce que la funcién U(t) = T'(t)w verifica

U, = AU, U(0) = w,

aplicando producto interno con U en la ecuacion anterior , se obtiene

d
(U, V) = (AU U <0 = |Vl <0,
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de donde
HU®)|la < [U0)]l,

luego recordando la definicion de U, tenemos
T wllr < [lwllzg = [Tz <1.

Por tanto, T" es un semigrupo de contracciones.

Lema 4 Sea T' : X — X wun operador lineal y continuo con inversa continua. St B €

L(B) es tal que

1
1Bl = w7
1]

entonces T'+ B es lineal continuo e inversible.
DEMOSTRACION.- Ver [5].

Teorema 6 Sea X un espacio de Banach y sea A generador infinitesimal de un semigrupo
de clase Cy, S(t) = e de X, satisfaciendo ||S(t)]| < Me*t. Si B es un operador lineal
limitado de X, entonces A+ B un generador infinitesimal de un semigrupo S(t) de clase
Co, satisfaciendo

SO < MelorMIBIDT,
DEMOSTRACION.- Ver [5].

Teorema 7 Sea A un operador lineal no limitado, disipativo y con dominio denso en X.
Si 0 € p(A), entonces A es un generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contrac-

ciones.

DEMOSTRACION.- Ver [5].

1.7 El problema de Cauchy abstracto

Aqui aplicaremos los resultados del Teorema de Hille - Yosida para la resoluciéon de los

problemas de Cauchy.
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Teorema 8 (Teorema de la buena colocacion)
Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy, entonces el problema de

valor inicial

U, = AU, U(0) = U,

posee una unica solucion U, tal que

SiUpgeH=UecC0,T;H),y
Si Uy € D(A) = U € CH0,T;H)NC(0,T; D(A)).

DEMOSTRACION.- Ver [5].

Definicién 17 FEl radio espectral del operador T', denotado por
R,(T),

se define como el radio del menor circulo inferior centrado en el origen, que contiene al

espectro de T

Lema 5 (Formula de Gerlfand)

Para todo T un operador lineal y continuo, se tiene que Ry (T) = klzm || T%]|%.
—00

DEMOSTRACION.- Ver [5].
Observacién: Notemos que si ¢\, con A € R es un autovalor de A, generador
infinitesimal de un semigrupo 7'(t). Entonces Aw = iAw, aplicando e ambos lados, se

tiene

luego

1T (ywl]] = [le*w]] = [le™w]| = [|wl],

asi, se concluye que

Lim|[T (t)w|| = [[w]| = [[T(0)w]]. (1.4)
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En resumen, si i\ € 0(A) entonces existen datos iniciales que conservan la enegia como
(1.4). SiiRNo(A) =0, entonces
T(t)x — 0.

El resultado que caracteriza la estabilidad fuerte, que utilizamos en este trabajo es el

siguiente

Teorema 9 Batty-Duyckaerts

Sea T(t) = e un semigrupo de contracciones en un espacio de Hilbert H.

iR C p(A) & T(t)xr — 0, cuando t — 00 Vo € H.

DEMOSTRACION.- Ver [27].

Finalizaremos este capitulo introductoério enunciando el teorema de punto Fijo de Banach.

Teorema 10 Sea X un espacio de Banach y F': X — X wuna contraccion. Entonces F

posee un unico punto fijo, esto es, existe un unico punto x € X, tal que F(z) = x.
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Delta de Dirac

Delta de Dirac es una distribucién o funciéon generalizada, introducida por primera vez
por el fisico inglés Paul Dirac, en tanto que ésta distribucion define un funcional en forma
de integral sobre un cierto espacio de funciones. La funcién delta de Dirac es un concepto
que es util tanto en la matematica como en la fisica. Por ejemplo, la densidad de carga
asociada con una carga puntual puede representarse mediante la funcién Delta De Dirac.

Podemos visualizar la “funcion” Delta de Dirac, en el estudio de fuerzas distribuidas
como la resistencia de materiales o equilibrio de cuerpos, muchas veces las funciones estan
definidas por unidades de longitud, area o volumen. Por ejemplo, cuando se considera el
problema de equilibrio de una cuerda atada a sus extremos, la cuerda se deforma por la
accion de su propio peso, que varia segtn la longitud de la misma. Es decir, si la cadena
es homogénea, el peso se considera que es una fuerza constante distribuido de manera

uniforme a lo largo de ella.

En la figura anterior el peso de la cuerda se puede considerar como una fuerza

constante distribuida en cada centimetro cuadrado. La fuerza neta en la cuerda es igual

27
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al drea de la gréafica, es decir, pL, que actia sobre el centro de masa de la longitud de
cuerda de L. En general, si la funcién no es homogénea entonces la funcién p no sera
constante, por lo que la fuerza resultante por cada unidad de longitud dx es igual a

f(x)dx, sumando cada uno de estas unidades, encontramos que la resultante estda dada

L
por la integral/ f(z)dz.
0

Consideremos ahora una fuerza distribuida sélo en una parte de la longitud de la
barra L, considere la longitud de la barra despreciable en comparacion de otra masa colo-

cada encima de la barra.

f(x)=p/L, — fx)=p/L,
| Yivbuvvuvyy 1 ‘ |
IIL—Lo)/QI Lo I(L_Lo)/ai | !
| L | e T T
AR
f (X ) = p/ L,
l o |
| Loye Lo, (L2 |
| 1 |
| L |
| |

Tenga en cuenta que para cada una de las figuras mostradas, la fuerza aplicada
resultante de la barra es igual a p. De hecho, teniendo nuestro sistema de referencia en el
extremo inicial de la barra tendremos que la fuerza resultante que actiia sobre ella esta

dada por

p/Lo, siwe[(L—Lo)/2, (L+Lo)/2

fLo(x) = .
0, siz@[(L—Lo)/2, (L+ Lo)/2|

La diferencia es que ella se aplica en regiones més pequenas en amplitud por encima del
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Jix)=pIL,

]

- T T

T T E >
(L—Lg)/2 (L—Lg)/2 L X

arco. Una fuerza puntual en la barra es el limite cuando Ly — 0. Esto significa que la

densidad de fuerza o fuerza distribuida estda dado por

oo, sixz=1L/2
0, six#L/2

fo(z) =
Sin embargo, segun lo anterior desarrollado, tenemos

b (L—Lo)/2 p
F = / fo(z)dx = lim —dzx = p.
a Lo—=0 J(p—rg)2 Lo

Una funcién F' con las propiedades anteriores no es una funcién en el sentido del
calculo clasico. Pero las propiedades de una fuerza de un punto que actian sobre una
barra de longitud L estd dada por los limites de la funcién fr, como se define anterior-
mente, entonces tenemos que ampliar nuestro concepto de funciones para las llamadas

funciones generalizadas o distribuciones de Schwartz.

Definicién 18 [a funcion delta de Dirac se define por la siguiente propiedad

con

/ 0z —&)dx =1, Vi, xs

1
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2.1 Delta de Dirac como distribucion

Delta de Dirac fue introducida por Dirac en el siglo XX, su formalizacion matematica
ocurre bastante despues, hacia los anos 50, por un joven de 35 anos, Laurent Schwartz

con la introduccion de la teoria de distribuciones.

Definicién 19 Sea a € R, Q = (—o0, 00). La aplicacion Delta de Dirac es simple-

mente la distribucion definida por

0g: O — R
¢ = ) = ¢(a)
Observacién 8 Geométricamente, Delta de Dirac d,, es la distribucion que asocia, a

cada curva p € C*(Q) a la seqgunda coordenada del punto (a,y) de la curva. Ndtese que

el Delta de Dirac no considera los puntos con abscisa x # a.

Sabemos que la distribucion Delta de Dirac no es una funcién en el sentido del

calculo, entonces

/00 d(x —a)p(x)dr = d.(p) = p(a), Yo € () a€R.

e La funcion d,, es llamada funcion generalizada. La integral anterior no es una

integral en el sentido usual, es llamada de dualidad.

e Note que por la definicién anterior, el resultado de la integral es simplemente el
unico valor puntual que considera el Delta de Dirac, es decir, la imagen en el punto

a de la funcién.

Esto se puede extender a funciones continuas y se tiene

[e.e]

fECgo(Q):>/ 5z —a)f(x)dx := f(a), a€R

oo
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2.2 Caracterizacion la funcion Delta de Dirac

El objetivo de esta seccion es caracterizar la funcion Delta de Dirac, a través de la derivada

de una funcion discontinua.

2.2.1 La Funcion Valor Absoluto

Nuestro punto de partida serd la funcién f(z) = |z|. Sabemos que ella es una funcién
diferenciable en el conjunto | —1,0[U]0, 1[. Pasaremos a calcular su derivada distribucional
=l

Por definicion,

11 f)glta) do = | ol a) do =~ ) do+ / aef(z) do.

-1
Integrando por partes

0

-/ ' agl(a) du+ / ) dr = (1) — (1) + | ewae- | (o) d

-1 -1

Como la funcién ¢ se anula en los extremos del intervalo | — 1, 1] obtenemos que
0 1 0 1
—/ ' () do + / ' (z) do = / o(x) dr — / o(x) dz.
1 0 -1 0
Considerando
1 si x>0,
sign(z) =
-1 si <0,

concluimos que

/11 J@)¢(@) de = /0 plz) do — /01 p(e) de = — /1 sign(z)¢(x) da.

-1

Por lo tanto
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2.2.2 La Funcion de Heaviside

Consideremos la funcién de Heaviside, esto es una funcion

0, si —1<z<0
1

H{(x) =
, si 0<z<1

La funcién es discontinua en el punto cero e infinitamente diferenciable en el conjunto

| —1,0[U]0, 1[. Asi tenemos que

%H(m) =0, en |—1,0U]0,1],

es una funcién §(z).

Calculemos la derivada distribucional. Para esto tomamos ¢ € D(] — 1, 1]) por lo tanto

d 1 1
(G o) = [ B @) de = [ @) do= o) +40),
-1 0
como la funcién ¢ se anula en los extremos del intervalo | — 1, 1], obtenemos que

(SLH, ) = 9(0) = (5(2), ),

de donde concluimos que la derivada distribucional de H es la funcién Delta de Dirac.
—H(z) = d(z), en el sentido distribucional.

Por tanto la funcién Delta de Dirac aparece cuando derivamos funciones discontinuas.
De forma analoga concluimos que
d

—sign(x) = 20(x), en el sentido distribucional.

dx
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AY
y=H(x)

>
X

\j

Figura 2.1: Grafica de la funcién Heaviside.

4 AY
g(x)=sinal(x)
fix)=Ixl
< > - L
X
v

Figura 2.2: Gréafica de la funcién valor absoluto y la funcién signo.
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Capitulo 3

Disipacion puntual para la ecuacion

de onda

El objetivo de este capitulo es mostrar al lector la ecuacién de onda con una sola disipacion
puntual, usando la teoria de semigrupos. Antes de ir a la resoluciéon de la ecuaciéon con
disipacion, veremos una pequena introduccion para mostrar la solucién de una ecuacion

diferencial y la equivalencia de sistemas extrayendo el punto de discontinuidad.

3.1 Solucion de una ecuacion diferencial

De acuerdo a lo que vimos en el capitulo anterior tenemos que la funcién v = |z| — 1
satisface

Vg = 26(x), x€]—1,1]. (3.1)

v(—1) =v(1) = 0. (3.2)

Observe que v, () = sign(x). De esta forma tenemos que v,(07) = —1, v,(07) = 1. Asi
tenemos

v(07) — v, (07) = 2.

Si definimos la solucién sobre el intervalo I =] — 1,0[U]0, 1], tendremos que v verifica

Ve =0, x€1=]—1,0[U]0,1] (3.3)
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v(—=1)=wv(1) =0. (3.4)
v(07) =v(07),  v(07) = (07) =2. (3.5)

Reciprocamente tenemos que

Az + b, + cv = ad(x), z€]—1,1]. (3.6)
v(—=1) =v(1) =0, (3.7)
lo cual es equivalente a
AUy + b, +cv =0, x€l=]—1,0[U]0,1] (3.8)
v(=1)=v(1)=0 (3.9)
v(07) = v(07), v:(07) — v, (07) =« (3.10)

Lema 6 El problema (3.6)-(3.7) es equivalente al problema (3.8)-(3.10).

DEMOSTRACION.-  Como v,, = 0 se anula en | — 1,0[U]0, 1| tenemos que

ve(x) =c¢1, en |—1,0]

vz(x) =g, en ]0,1[.

Integrando una vez mas obtenemos

v(x) =cx+b, en |—1,0]

v(z) = cox + by, en 0, 1].

De la condicién de contorno (3.9) tenemos

’U(—l) = —c; + b1 = 0, U(l) =Co + bg = 0.
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Usando la condicién (3.10) obtenemos que

v(0T) = by =v(07) = by.

De esta forma tenemos que v satisface

v(r) =biz+by, en |—1,0]

v(z) = —byx — by, en 0,1]

Finalmente, usando la segunda condicién en (3.10) tenemos

0,(07) — 0, (0F) = =2, = —2b = —2.

Por tanto

v(z)=x+1, en |—1,0]

v(r)=—x—1, en ]0,1]

de donde obtenemos que v(z) = |z| — 1.

37

Usando los mismos argumentos podemos afirmar que el problema (3.6)—(3.7) es

equivalente al problema (3.8)—(3.10).

3.2 Resoluciéon de la ecuacion de onda con disipacion

puntual

En este capitulo estudiaremos la ecuacion de onda con una disipacion puntual. El objetivo

de este capitulo es mostrar la buena colocacion del modelo, esto es mostrar la existencia,

unicidad y regularidad de la ecuacion de ondas con disipaciéon puntual. Para tal efecto

consideremos la ecuacién

Py — gy +v0(x — Euy(§,8) =0, en  ]0,1[x]0, 00|

(3.11)
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u(0,t) =u(l,t) =0, en ]0,00] (3.12)

con las condiciones iniciales

u(z,0) = up(x), w(z,0)=wui(x), en 0, (3.13)

Este problema en su forma original no es posible de tratar en el contexto de semigrupos.
Es necesario introducir un problema equivalente donde no aparezca de forma implicita el

Delta de Dirac. De esta forma consideramos el problema

puy — g, =0, en 0, &[UJE, I[x]0, o0] (3.14)
u(0,t) = u(l,t) =0, (3.15)

y agregamos la condicién

afug(§7) = ua(§7)] = —yue(&, 1) (3.16)

Aqui la condicién inicial es la misma que en (3.13). Lo que hemos hecho es apenas retirar
el punto £ de la ecuacién donde se concentra el Delta de Dirac y hemos acrecentado la
discontinuidad de la derivada de primer orden en el punto &.

Consideramos el conjunto disconexo I =0, &[UJE, [ y recordamos la definicién del delta

de Dirac

oo, stx=¢
0, six#¢E

Antes de probar la equivalencia entre ambos sistemas, mostraremos un lema que

o(z — &) =

trata sobre la integracién por partes cuando la funcion es discontinua en un punto &. Este

resultado se usard en repetidas ocasiones.

Lema 7 Sea ¢ una funcion diferenciable excepto en el punto & donde es discontinua, se

tiene

/0 oot = w(E)(P(E7) — (€)) — / o, Yw € C2(0,1).
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DEMOSTRACION.-  Sea w € C§°(0,1). Integrando sobre |0; £~ [U]¢T, I[, tenemos

l = !
0 0 et

€ &
= gpw’ - / PWs + PW
0 0

1 l
— w
&t /£+90 ’
l

.
— (€ Yw(e) - / oy — p(E () - /{ oot

+

l
— (€ w(E) — (€ u(e") - / ow, utilizando w(E+) = w(¢)

—w(€)((€) — p(€")) — / .

A continuacion se muestra un teorema que prueba la equivalencia de los problemas
(3.11)—(3.13) y (3.14)—(3.16). La idea de la demostracion es probar que los dos problemas
tienen la misma formulacién variacional. Iniciamos probando que la solucién de (3.11)-

(3.13) es también solucién de la ecuacién del problema (3.14)—(3.16).
Teorema 11 FEl sistema (3.11)-(3.13) es equivalente al sistema (3.14)-(3.16).

DEMOSTRACION.- =] Suponemos que u es la solucién del sistema (3.11)—(3.13), cuya

formulacién variacional en una dimensién, esta dada por

d l

!
pr prugwdx + a/ uzwedr + yu (€, t)w(§) =0, (3.17)
0 0

para todo w € D(0,1). Recordemos que I = ]0,&[U]¢, [ por lo tanto D(I) C D(]0,1]).
Luego, tomando w € D(I)

d l l
—/ prugwdx + a/ uzwydr = 0,
dt J, 0

luego obtenemos

P1Utt — QUgy = 0.

Integrando la expresién anterior sobre I, resulta

I3 l
auggw’ + ozugcw‘5 +yu (&, )w(€) = 0.
0
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Usando las condiciones de contorno, tenemos

O‘um(g_) - aux(€+) = _7ut(€7t)'

Como u es continua, entonces

u(§) = u(g").

Se puede observar que mediante una serie de pasos justificados, hemos llegado al sistema
de ecuaciones (3.14)—(3.16), asi concluimos que la solucién de (3.11)—(3.13) es solucién de

(3.14)(3.16).

<] Reciprocamente, supongamos que u es solucién de (3.14)—(3.16).

Multiplicamos a (3.14)—(3.16) por w € D(0,[) e integramos sobre |0, [[ obteniendo
!
/ prugwdx + uzwedr + yu (€, t)w(§) =0, (3.18)
0

puesto que w(§)afug(§7) — ua(§7)] = —yu(&, t)w(§).
Observamos que la ecuacién (3.18) es la formulacién variacional de (3.14)—(3.16) lo que

verifica que u es solucién de (3.11)—(3.12)

Teorema 12 La energia del sistema del sistema (3.14)-(3.16) estd dada por

1 l
B0 = | [ plul + alus ],
0

y satisface

d 2
SB(t) = (e, 1)

DEMOSTRACION.-  Multiplicando por u; a la ecuacién (3.14) e integrando sobre

l !
/ PU U — a/ Ugpty = 0.
0 0

I, se tiene
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Integrando sobre ]0, [ y luego sobre |€, [

A
Q_dtp i |ug|*dx — o |uzuy

¢ 3
—/ uxumdx] (3.19)
0 0

d /l ) |: 1 l
—p | |w]dr — o |uuy —/ Uy Uyt AT | (3.20)
2dt" Je € ¢

Sumando (3.19)—(3.20) tenemos

d l ) 1 l
7. dx — T - x :z:d :07
thp/o lug|“dxr — [u Uy . /0 Ug Uzt I}

como u es continua u;(§7) = w(§7) y u(0) = u(l) = 0, tenemos

3
+ Uzl
0

d l

2dt . (p’ut|2 - O‘|Ux|)2d1’ — () (ua(§7) — Uw(er) =0,

usando (3.16) se tiene

d

_ 2
S B0 = (€D,

1
Asi la energia del sistema es E(t) = 5/ plug|*dx + alu,|*dz.
0

3.3 Buena colocacién del problema

Nuestro punto de partida es introducir el espacio de fase H = H; (0, ) x L?*(0, [) dotado

del producto interno

U g ! l
, = / QUL U AT + / pvvrde,
v V1 0 0
el cual induce la norma
l
U1, = [ ploP +alufds, YU = (o)’ € %
0

Haciendo v = wu, tenemos que el problema de valor inicial (3.14)—(3.16) puede ser
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reducido al siguiente problema de valor inicial abstracto para una ecuacién de evolucion

de primer orden

%U(t) —AU(t), U(0)=Us >0, (3.21)

donde U = (u, v)t'y Uy = (ug, u1)", esto es

y el operador lineal A: D(A) C H — H estd dado por

0 I
(Jez O

Por otra parte, el dominio del operador A es

D(A) = {(u, v) € H:u € H*(I), v € H3(0,1), au(£7) — au (1) = —yv(€)}

Teorema 13 Sea H = H}(0, 1) x L?(0, 1) un espacio de Hilbert. El operador A es disi-
pativo Si

Re(AU,U) g = —v|w(€,1)]* <0, YU € D(A).

DEMOSTRACION.-

<AU,U>=< ", u> (3.22)

a
=-U (%
p lxw

! !
(AU, U) = « (u,ﬁ — / umﬁ) + a/ VUL dT.
0 0

Integrando la ecuacién (4.8) sobre I =]0,£[U]E, [, v utilizando integracién por partes,

o (umﬁ
Q (uﬁ
3

l !
l_/g uxv_:c> +a/€ v Ugzdx, en |€,[[x]0, 00]. (3.24)

tenemos
3

0

3 13
—/ uzv_x> —|—a/ v lpdx, en ]0,&[x]0, 0] (3.23)
0 0
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Sumando (3.23)—(3.24) evaluando y agrupando términos, tenemos

l
(AU U) = al(us(§)0(67) — us(0)0(0) — (ua(€7)0(ET) — ua(D)u(1))] + a/o (ueTy — Vo) d

(AUU) = alu€ )~ wal NN + o [ (075 - wr

Usando u(§1) = w(§7), (3.15)—(3.16) y tomando la parte real, tenemos
(AU, U) = (€, D + 20Tm(u75),

luego, tomando la parte real

Re (AU U) = —yu(&,t)]> <0, VU € H.
Teorema 14 A es el generador infinitesimal de un semigrupo T(t) de contracciones de

clase Cy.

DEMOSTRACION.-  Dado que A cumple las hipdtesis del teorema 7, basta probar
que 0 € p(A), esto es, dado F' = (f1, fo) € H, existe un unico U € D(A) tal que
—AU = F.

—v=f; en H}(0,]) (3.25)

—QUg, = fo  en L*(0,1) (3.26)

Para esto consideremos la siguiente formulacién variacional de (3.25)—(3.26)

! !
/ QU Wy, dx:/ fow dx — v (vé(z — &), w).
0 0

Como v = f; la ecuacién anterior puede ser escrita como

l l
0 0
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Notemos que fo + v fid(x — &) € H~L. Por otro lado la bilineal estd definida por

!
a(u,w) :/ au,w, dz,
0

la cual verifica todas las hipétesis del Lema de Lax-Milgran en el espacio H}(0,1). En-

tonces podemos probar que existe una tinica solucién u € H}(0,1) que verifica,

o(u, w) = / fow dx — 7 (fi6(z — €), w).

Usando nuestra férmula de integracion por partes generalizada, dada en el lema 7 encon-

tramos que

! !
afug(€7) — ug (€M) w(&) — /0 Uy W dr = /0 fow dx — v(fid(x — &), w).

Tomando w € C§°(I) encontramos que

! !
—/ QU dx = / fow dz Yw e C3°(1),
0 0

de donde sigue que u verifica au,, = fo en I. Finalmente tomando w € C§°(0,1) encon-

tramos que

afue(§7) = ua(EN)]w (&) = =y {f1d(z — &), w),

de donde sigue la condicion

alug(§7) = ua(§7)] = =7f1(8)-

Por regularidad eliptica, tenemos que el problema (3.25)—(3.26) tiene tinica solucién para
u € H*(I). Asi, se concluye la prueba.
A continuacién mostraremos que el semigrupo que define la ecuacion de ondas con disi-

pacién puntual es fuertemente estable.
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Teorema 15 (Estabilidad fuerte)

Sea T(t) = e un semigrupo en el espacio de Hilbert H.
iIRCp(A) e THtw—0, YweH

En particular

1/
E(t) = —/ plu* + alu,|*dz,
0

2
lim E(t) = 0.
t—00
DEMOSTRACION.-  Demostraremos que no existen autovalores imaginarios puros

en el espectro de A, es decir iIRN o(A) = (). Razonando por contradiccién, supongamos

que existe w # 0 tal que si existe autovalores imaginarios, entonces

2w = Aw.

Si aplicamos el producto interno a la ecuacién anterior con w tenemos

iMw]* = (Aw, w)y =0,

tomando la parte real, tenemos

Re{Aw,w)3 = 0.

Esto implica que v(§) = 0y, por tanto, que u,(§7) = u,(£7). Asi tenemos que u verifica

iu—v=0, en |0, (3.27)
iIApU — Uz, =0, en 0,1] (3.28)
u(0) =u(l) =0,

con u, € C(0,1). Puesto que por la disipacion se tiene v(§) = 0. Luego, despejando v de
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(4.9) y reemplazando en (4.10) obtenemos

)\2
—Upy = —U (3.29)
a

u(0) = u(l) =0.

Usando el método de coeficientes constantes, tenemos que la solucién u de (3.29)es de la
forma

u(zr) = Csen—=x + D cos—=x

Va Va

Verificando las condiciones de contorno, tenemos

luego

C’senil:O@il:fm, con k € Z,

Vil ="" v
Ky am
l

de aqui tenemos que A = , son todos los autovalores.

A parte debemos verificar que u(£) = 0, entonces
Kkmé Km&
l

sen— =0 &

] =jm, j €L,

de donde se obtiene

Cuando ¢ € [Q existen autovalores imaginarios no nulos. Pero como no queremos
autovalores imaginarios no nulos, debemos hacer que £ ¢ lQ, en ese caso C' debe ser cero,
pero esto hace que w’ = (0,0), lo cual contradice a la hipGtesis tomada con w # 0.

Por lo que podemos concluir que el sistema va para cero, si £ no es multiplo racional de .



Capitulo 4

Ecuacién de onda para “n”

disipaciones puntuales

4.1 Resolucién de la ecuacién de onda para n disipa-

ciones puntuales

Ahora veremos el caso cuando la ecuacién de onda tiene “n” disipaciones puntuales.
Mostraremos que agregar mas mecanismos disipativos no mejora necesariamente el de-
caimiento de la energia. Nuevamente aqui esto dependera de la posiciéon que los mecan-

ismos disipativos. Consideramos la siguiente ecuacién de onda

Py — Qg + Xm0 (2 — &ug(&,1) =0, en  ]0,1[x]0, 00| (4.1)
uw(0,t) = u(l,t) =0, en ]0,00] (4.2)

esto unido a las condiciones iniciales (3.13). Note que el modelo anterior es equivalente

al siguiente sistema

puy — Qg =0, en Ix]0,00] (4.3)
u(0,t) = u(l,t) =0, en 0,00 (4.4)

47
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au(gi_7t) - Ozu(fj,t) = _%ut(givt)v (45)

donde
I =]0,& (U6, £2[U]&, E[U - - - UL, 1.

En lo que sigue mostramos la equivalencia de ambos sistemas

Teorema 16 FEl sistema (4.1)-(4.2) es equivalente al sistema (4.3)-(4.5)

DEMOSTRACION.-

=] Multiplicamos a la ecuacién (4.1) por w € D(0,1) e integramos sobre |0, [[ obteniendo

! ! I n
p/ uttw—oz/ umw—i—%/ E di(x — & u(&, t)w = 0
0 0 P

d l l
7 PUtIde— [aumw) —Oé/ wax} +%/ Z5i($—§z‘)ut(§i,t)w =0
0 =1

Observamos que auxw’ =0 pues w € C§°(Q2), luego
0

d l l
pr putwdx + a/ Uy Wy + %/ —&w(&,)w = 0, Yw e D0, 1)
0

Recordar que I =10, &[UJ¢1, &[U]€2, &5[U - - - Ul I por lo que D(I) € D(0,1).
Luego tomando w € D(I) tenemos

d l

!
pr putwdx + oz/ Ugwydr =0, (4.6)
0

cuya ecuacion general es puy — atig, = 0

En efecto, se tiene (4.6) escrita de la siguiente forma
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! !
p/ uttwdx+a/ uzwydr = 0,
0 0
!

1
—/ Ugpwdx] = 0,
0 0

l !
p/ uttwdx—i-oz/ Ugewdr = 0
0 0

La cual es la formulacién variacional del sistema de ecuaciones (4.3)—(4.5).

!
p/ ugwdr + afu,w
0

Es necesario mostrar la condicion de trasmision para verificar la equivalencia, cuya
condicién se encontrara resolviendo la ecuacién que contiene a u,, dado que ésta es dis-

continua, integramos sobre I =]0, & [U]¢q, &2[U]Es, &3[U - - - UL, I[.

QU W = Z%d(&, tw.

=1

<] Por otro lado, tenemos la férmula variacional de (4.3)—(4.5)

l 1 n
p/ uttwdx+oz/ UgWodx + Z%é(&, Hw(&) = 0 (4.7)
y B i=1

debemos tener en cuenta que w es una funcién continua con soporte compacto, por lo que
a consecuencia de (4.5) se tiene, aw(&)[u. (&) — ur(§7)] = —yu (&, t)w(&;). Luego, (4.7)

es la formulacion variacional de (4.3)-(4.5), lo que verifica que u es solucién de (4.1)—(4.2).

Teorema 17 La energia del sistema (4.3)-(4.5) estd dada por

1 l
B(t) =1 [ / oluel? + afus*de]

y satisface

d n
%E(f) = =37 yilue (&, )]

DEMOSTRACION.-  Multiplicando por u; a la ecuacién (4.3) e integrando sobre

I =0, &UJ&r, &[U)E, &[U - - - UJE,, 1], se tiene

o [ i el [ ]
— w|“dr — o |ugue|  — UgpUgpdr | = 0.
2dt" J, 0 0
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d &2 & £2
— / lug|?dx — {umut — / uxuxtdx} =0.
2dt & 131 &

d /l ) l l
|ug|“dxr — luxut —/ uxumtdx] = 0.
2dt €n €

Sumando las ecuaciones anteriores y evaluando, tenemos

/0 (e P+ s ) — (1 (€)ue(€1) — (0 (0))
+ (e (§2)u (&2) — ue(§1)ue(&1))

+ ((Due(l) = (€ )ue(€))] = 0.

Dado que u es continua u:(§7) = u(§7) v w(0) = u(l) = 0, tenemos

d l

i [, (luel? = e ) — () (e (€) — (&)

+ (&) [(ua(85) — ua (&)

+ auy(§2)[(ua (85 ) — ua(85))] =

Sumando se tiene

d 2 +
o [ ol = alue e = Zau (&) — alE))]
d l

2t ; (P|Ut| a|“x| Z%|Ut &, t)

Por lo que

d
SSE(t) = —ful€, 0
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1
Asf la energia del sistema es E(t) = 5/ plug|*dz + alu,|*dx.
0

4.2 Buena colocacién del problema

Consideremos H = H}(0, 1) x L*(0, 1), luego hacemos un cambio de variable para trabajar

con el problema de Cauchy. Haciendo v = u; tenemos

%mw:Amm U(0) = Up, ¥t >0

Donde U = (u,v)' y Uy = (ug,uy)" y el mismo operador A descrita en el capitulo anterior,

mas es preciso denotar el dominio de dicho operador

D(A) = {(u, v) € H:u € H*(I), v € Hy(0,1), ofus(§) — ua(§)] = —70(&)}

Teorema 18 Sea H un espacio de Hilbert, el operador A es disipativo si
Re(AU,U)g = =S 1yiluy (&, 1)]? <0, YU € D(A).

DEMOSTRACION.-

mam:< . “> (4.8)

! !
(AU, U) = « (uﬁ— / ux@) + 04/ VUl dT.
0 0

Integrando la ecuacion (4.8) sobre I =0, & [U]&1, £]U)€2, &3]U -+ - UJE,, (., v utilizando in-

tegracién por partes, tenemos

&1 &1
(AU, U) = « (uﬁ— / UIE) + 04/ VUl dT.
0 0
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&2 &2
(AU, U) = « (ux@ — / ux@) + a/ Vy Uz dT.
&1 &
l !
(AU, U) = « (uﬁ— / uxm) + a/ vV Upd.
&n én

Sumando los términos anteriores , evaluando y agrupando, tenemos

(AU.U) = al(u(ET(Er) ~ ux(0)500)) — (a(65)0(65) — el )61 ) —
— (0T~ ENTEN] + o [ (07 = o)

(AU U) = afug(§)0(&) — ua(&7)0(&N)] + a[ux(g)l@(&‘) —u,(§5)0(63)]
et alun ()76 — wlEDTEN] — o [ (0 = v

Usando u, (1) = u(€7), (3.15)—(3.16) y tomando la parte real, tenemos
(AU, U) = =5 vilue (&, 1) * + 20 0m (u,v7),
luego, tomando la parte real

Re (AU, U) = =S 1yilui(&, )P <0, YU € H.

4.3 Estabilidad fuerte

Corolario 1 Sea T(t) = e un semigrupo en el espacio de Hilbert H.

iRCp(A) < T(t)r—0, VreH

En particular

1
E(t) = 5/ plug|* 4 olu,|Pd
0

lim E(t) =0

t—o00

DEMOSTRACION.-
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Gracias al teorema 15, en el capitulo 3,podemos garantizar que el sistema es fuerte-
mente estable, pues trabajamos con el mismo espacio de Hilbert, la misma energia, por
ende el mismo producto interno y norma. Siguiente los mismos argumentos hemos probado
la estabilidad del sistema.

Es necesario ademas analizar la posicién de los puntos estratégicos en los cuales la

energia va para cero y para ello enunciamos el siguiente teorema.
Teorema 19 iR C p(A) < Fip € {1,...,n} tal que &, ¢ 1Q

DEMOSTRACION.-  Demostraremos que no existen autovalores imaginarios puros
en el espectro de A, es decir iR N o(A) = (). Razonando por absurdo, supongamos que

existe w # 0 tal que si existe autovalores imaginarios, entonces

2w = Aw.

Si aplicamos el producto interno a la ecuacién anterior con w tenemos

iM|w]]* — (Aw, w)y = 0,
tomando la parte real, tenemos

Re(Aw, w)3 = 0.

Esto implica que v(&;) = 0 y por tanto que u, () = u,(&; ). Asi tenemos que u verifica

iu—v=0, en 0, (4.9)
IApU — Qg =0, en ]0,(] (4.10)
u(0) =u(l) =0,

con u, € C(0,1), puesto que por la disipacién se tiene v(§;) = 0. Luego, despejando v de

(4.9) y reemplazando en (4.10) obtenemos
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u(0) = u(l) = 0. (4.11)

Usando el método de coeficientes constantes, tenemos que la solucion es de la forma

u(z) = C sen—x + D cos—=x

Va Va

Verificando las condiciones de contorno, tenemos

luego

C’senil:()(:)il:mr, con Kk € 7,

Va Va

, Kky/am
de aqui tenemos que A = — son todos los autovalores.

A parte debemos verificar que u(;) = 0, entonces

senmlr& =0« /{7;& =jm, j € Z,
de donde se obtiene
&="21.
K

Cuando &; € [Q existen autovalores imaginarios no nulos. Pero como no queremos
autovalores imaginarios no nulos, debemos hacer que &; ¢ [Q, en ese caso A debe ser cero,
pero esto hace que w' = (0,0), lo cual contradice a la hipétesis tomada con w # 6)

Por lo que podemos concluir que el sistema va para cero, si & no es multiplo racional de

.



Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo fundamental de la tesis es estudiar la ecuacién de onda con disipacién puntual
(Delta de Dirac) para luego generalizarla con n-disipaciones puntuales, en el contexto
de la teoria de semigrupos, lo cual nos ayuda a verificar la existencia y unicidad de las
soluciones. Para demostrar la estabilidad fuerte introducimos el concepto de puntos es-
tratégicos, que podemos resumirlo como siendo los puntos en donde aplicadas los mecan-
ismos disipativos puntuales, producen la estabilidad fuerte. Es decir, si £ es un punto
estratégico entonces el sistema es fuertemente estable. Generalizamos este resultado para
el caso de n disipaciones puntuales, y nuestro interés es saber donde deben ser aplicados
estos mecanismos disipativos para mejorar la estabilidad fuerte. En otras palabras, el
numero de disipaciones puntuales es secundario en relacién a la ubicacién de los mismos,
por lo que concluimos que si agregamos n disipaciones, lo importante es la posicién de

dichos puntos, mas no la cantidad.

25
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Sugerencias

El presente trabajo, como se puede notar, es de gran interés no solo matemaético, sino
tambien para aquellos alumnos de ingenierias, siempre se desea que haya una mejora

continua del mismo, por ello se sugiere:

a). Analizar las propiedades asintoticas, existen dos tipos, estabilizacién exponencial
y estabilizaciéon polinomial. Para la estabilizacién exponencial existe el Teorema
de Pruess [13], que caracte- rizan la estabilidad exponencial de semigrupos sobre
espacios de Hilbert, mientras que para la estabilidad polinomial existe un reciente
teorema de Borichev y Tomilov [19], que caracteriza la estabilidad polinomial de

semigrupos en espacios de Banach.

b). Analizar los experimentos numéricos, usando el método de diferencias finitas o de

elementos finitos.

¢). Analizar tipos de vigas curva, modelada por el sistema de Bresse con disipaciones

puntuales.
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