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notable dedicación para con nosotros sus alumnos, por el gran apoyo brindado a lo largo

de la tesis, por los conocimientos compartidos, por su tiempo y dedicación.

¡A todos los que de alguna manera me han apoyado, a todos ellos, muchas gracias!

v





Resumen

En este trabajo estudiamos el efecto de la disipación puntual para la ecuación de onda,

ecuación que modela el movimiento producido por vientos fuertes o śısmos, para estruc-

turas altas, como por ejemplo edificios, oficinas, hospitales, hoteles,, etc. Esta disipación

puntual hace que la enerǵıa acumulada en dicha estructura se disipe, por ende no sufra

daños.

En cuanto a la parte matemática, mostramos la buena colocación del problema

usando la Teoŕıa de semigrupos, esto es, caracterizamos los puntos estratégicos donde la

disipación es efectiva en el sentido de que produce un decaimiento a cero de la enerǵıa total

del sistema. Extendemos este resultado para el caso de n-disipaciones puntuales y damos

condiciones necesárias y suficientes para que exista decaimiento a cero del correspondiente

modelo.
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Abstract

In this work we consider the effect of the pointwise dissipative mechanism over the wave

equation. We show the well possedness of the corresponding models by using the semi-

group theory and we study the asymptotic behaviour of the model. We introduce a

characterization of the strategical points, that is the points for which the pointwise dis-

sipation is effective and we show that when applied the dissipative mechanism in such

points the total energy of the system goes to zero. That is we show that the correspond-

ing semigroup is strongly stable. Finally, we extend our result to the case of n pointwise

dissipative mechanism.
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Introducción

Es sabido que nuestro páıs, se encuentra en una zona altamente śısmica, debido al pro-

ceso de subducción de la placa oceánica (Nazca) bajo la placa continental (Sudamericana).

Este proceso genera una constante acumulación de enerǵıa que se libera en forma de sis-

mos, según los estudios realizados en el 2012 se han registrado 225 śısmos leves, principal-

mente en la costa peruana. Un sismo se manifiesta, generalmente, cuando las diferentes

placas tectónicas chocan o se separan, produciendo un efecto de resonancia, fenómeno

que se produce cuando un cuerpo capaz de vibrar es sometido a la acción de una fuerza

periódica, cuyo periodo de vibración coincide con el periodo de vibración caracteŕıstico de

dicho cuerpo, en el cual una fuerza relativamente pequeña es aplicada en forma repetida,

hace que una amplitud de un sistema oscilante se haga muy grande. Entre muchos de los

páıses propensos a sismos se encuentra Japón, Indonesia, México, Estados Unidos, Chile

y Perú.

El terremoto de Ica en el año 2007, de magnitud 8 Mw. dejó daños económicos,

laborales y personales, 595 fallecidos, 2291 heridos, 76 000 viviendas destruidas e inhabit-

ables y 431 000 personas afectadas, si hacemos una comparación con lo que pasó en Chile

el 27 de febrero del 2010, a pesar de que ésta fue de magnitud 8,8 Mw los daños fueron

un tanto menores, pero aqúı la gran diferencia es que hubieron edificios que no sufrieron

daños, entonces la pregunta es ¿Por qué algunos edificios se derrumbaron y otros no?.

Gracias a la matemática, hoy existe una tecnoloǵıa que protege a las construcciones

contra los sismos, esta consiste en agregar un mecanismo disipativo de enerǵıa en los

edificios, es una de las soluciones más efectivas en la construcción de los mismos, logrando

que el movimiento disminuya hasta en un 80%, por suerte Chile contaba con este tipo de

tecnoloǵıa en algunos de sus edificios.
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Estos mecanismos disipativos protegen por lo general estructuras altas o esbeltas,

como ejemplo edificios, multifamiliares, oficinas, hospitales, hoteles, centros comerciales,

etc.

En nuestro páıs, actualmente hay varias edificaciones con disipadores de enerǵıa,

como por ejemplo, la Universidad de ingenieŕıa y tecnoloǵıa, la Universidad Nacional de

Ingenieŕıa, en su facultad de ingenieŕıa Civil, inmobiliarias las cuales ofrecen departamen-

tos antiśısmicos, entre otros.

En este trabajo estudiamos la ecuación de onda, modelo de oscilaciones en estruc-

turas por efecto de la resonancia, agregando disipaciones puntuales. Este mecanismo

puntual ayuda a disipar la enerǵıa cinética y potencial de las estructuras modeladas por

la ecuación de onda, dicha disipación puntual está modelada a través del Delta de Dirac

δ(x), que es una distribución en el sentido estricto de ese concepto. En el caso unidimen-

sional tenemos que δ(x) está en el espacio H−1(0 , l) que es el espacio dual de H1, el cual

es un espacio de Hilbert, esto dificulta el problema, por lo que tratamos estos modelos

definiendo un problema equivalente que nos posibilite usar la teoŕıa de semigrupos para

mostrar su buena colocación. Finalmente siguiendo los mismos argumentos verificamos

la generalización de la ecuación de onda para “n” disipaciones puntuales.

Este trabajo está organizado de la siguiente forma.

En el primer caṕıtulo mostramos la ecuación de onda, resonancia y disipadores, esto

con el fin de conocer los conceptos básicos y poder relacionarlos con las estructuras en la

que se aplica la matemática, también mostramos resultados importantes que utilizamos en

este trabajo, como Teoŕıa de Distribuciones, Espacios de Sobolev, Teoŕıa de Semigrupos,

resultados de estabilización, entre otros.

En el segundo caṕıtulo, estudiamos la función generalizada Delta de Dirac, su car-

acterización mediante dos funciones importantes que nos permite visualizar la deducción

de la distribución Delta de Dirac como derivada de una función discontinua de primera

especie.

En el tercer caṕıtulo estudiamos la ecuación de onda con disipación puntual, se

muestra la buena colocación del problema usando teoŕıa de semigrupos, ya que se trabaja

con un problema equivalente. La estabilidad fuerte se obtiene como consecuencia del



teorema 9, de Batty-Duyckaerts [27].

En el cuarto caṕıtulo, extendemos este resultado para el caso de n-disipaciones pun-

tuales y damos condiciones necesarias y suficientes para que exista decaimiento a cero de la

enerǵıa asociada al modelo correspondiente. Finalmente obtenemos puntos estratégicos,

no necesariamente iguales, que producen el decaimiento a cero de la enerǵıa total del

sistema.

El número de disipaciones puntuales es secundario en relación a la ubicación de

los mismos, la posición de dichos puntos es lo más importante y no la cantidad, en pal-

abras simples, pueden haber millones de disipaciones puntuales, pero si no están ubicado

estratégicamente no garantiza estabilidad.



Figura 0.2: Demostración de un edificio convencional y otro con disipadores de enerǵıa
śısmica



Figura 0.3: Disipador śısmico.

Figura 0.4: Disipador śısmico en curso.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Ecuación de onda

La ecuación de onda es una ecuación de tipo hiperbólico, este tipo de ecuaciones con-

ducen a problemas de tipo oscilatorio (problemas de la cuerda, membrana, de oscilaciones

electromagnéticas, etc). La particularidad caracteŕıstica de los procesos descritos por las

ecuaciones de tipo hiperbólico es la velocidad finita de propagación de las perturbaciones.

La ecuación de onda es la que describe la transmisión de ondas en un medio, Como

caso concreto se va a analizar la siguiente situación: se tiene una cuerda tensa sujeta

entre los puntos x = 0 y x = L, la cual se somete a una deformación inicial representada

por una curva plana f(x). La forma de la cuerda va a cambiar en función del tiempo y,

por consiguiente, vendrá representada por una función y = y(x; t). Tras hacer algunas

hipótesis basadas en principios fiscos se encuentra que la ecuación del movimiento de los

puntos de la cuerda es la siguiente

∂2y

∂t2
− a2 ∂

2y

∂x2
= 0

en la cual a es una constante que depende de las caracteŕısticas f́ısicas del problema, aqui

por ejemplo se tiene que a2 = H
ρ

, donde H es la componente horizontal de la tension (que

es constante si se asume que solo hay movimiento transversal) y ρ es la densidad. Este

problema se denomina ecuación de la cuerda vibrante o ecuación de ondas unidimensional.
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2 Caṕıtulo 1. Preliminares

A continuación veremos un ejemplo sencillo, por ejemplo la cuerda de un vioĺın

Figura 1.1: Cuerda tensa - cuerda alzada

En el tiempo t = 0 la cuerda se alza por el punto medio, según la figura (1.2), una

distancia que designamos por h. A continuación la cuerda se suelta. El problema, que

involucra la vibración que se produce, es describir el movimiento resultante cuyo modelo

matemático esta dado por la ecuación de onda.

El efecto de las vibraciones sobre una estructura debe ser tenido en cuenta siempre,

ya que suponen un serio problema, una vibración en términos muy generales es una fuerza

aplicada ćıclicamente, puede ocurrir que se produzca una resonancia y, en ese caso, los

efectos suelen ser fulminantes.

1.2 Resonancia

La resonancia es un fenómeno que se produce cuando un sistema capaz de vibrar u os-

cilar, es sometido a la acción de una fuerza periódica externa, cuya frecuencia de vibración

coincide con alguna de las frecuencias naturales del sistema. El sistema vibra aumentando

progresivamente la amplitud del movimiento.

Un caso de resonancia, es cuando un cantante dirige su voz hacia una copa de

cristal; es sabido que la copa es una estructura elástica que vibra a frecuencias claramente

reconocibles por el óıdo humano, por tanto, si el cantante entona sonidos de la misma

frecuencia, y los lanza contra la copa con un sonido potente se produce el fenómeno de

resonancia que puede llegar a romper la copa.
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Otro ejemplo muy conocido es, imaginar a un niño en un columpio. Éste está

oscilando en el columpio con un frecuencia concreta. A esta frecuencia se la denominará

frecuencia natural de oscilación. A continuación aparece el padre del niño y comienza

a empujarle. ¿Que ocurre? La amplitud de la oscilación cada vez será mayor y el niño

llegará mas alto. Si se aplica una fuerza periódica sobre un oscilador tendremos una

oscilación forzada. En el caso de que la frecuencia de la fuerza periódica aplicada coincida

con la frecuencia natural del oscilador aparecerá la denominada resonancia.

Figura 1.2: Ejemplos sobre el efecto de la resonancia

Ahora veremos un ejemplo desde el punto de vista matemático, consideremos la

EDO lineal de segundo orden no homogénea

u′′ + au′ + bu = f

De la teoŕıa de EDO lineales, sabemos que la solución general de esta EDO depende de

la función f. Esta función puede ser vista como una fuerza externa, que actúa pertur-

bando, por ejemplo, las oscilaciones de un sistema masa-resorte. Si esta fuerza es grande

(pequeña), nuestro sentido común nos dice que la solución correspondiente de la EDO

también debe ser grande (pequeña), en el sentido de las oscilaciones. Sin embargo, esto

no es aśı, ya que para ciertas funciones f que son acotadas, las soluciones que se obtienen

de la EDO resultan no ser acotadas. En el ámbito de las vibraciones mecánicas, este

fenómeno se conoce como resonancia. El fenómeno f́ısico de la resonancia se manifiesta

cuando movimientos armónicos son perturbados por fuerzas externas que poseen la misma
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frecuencia que dicho movimiento. En particular, nos referimos por resonancia mecánica,

a la tendencia de un sistema mecánico a absorber enerǵıa cuando la frecuencia de las

oscilaciones es igual a la frecuencia natural de las vibraciones. Por ejemplo, consideremos

la EDO

u′′ +
k

m
u = 0 (1.1)

que modela un sistema masa-resorte, donde k es la constante de elasticidad del resorte y

m es la masa en kg. Su solución general es

u(t) = A cos

√
k

m
t+B sen

√
k

m
t

El término

√
k

m
nos da la frecuencia del movimiento del sistema. Si agregamos una fuerza

externa que posea la misma frecuencia, por ejemplo

u′′ +
k

m
u = cos

√
k

m
t

aparece un problema de resonancia. En la práctica, en una estructura modelada por

esta EDO, ocurriŕıa que las amplitudes de las oscilaciones creceŕıan de manera indeter-

minada, haciendo colapsar la estructura.

Este hecho es una de las razones que motiva la inclusión de mecanismos disipativos

en estructuras elásticas. Veamos un ejemplo concreto. Supongamos que en 1.1, la masa

es m = 1Kg, la constante del resorte es k = 5, y que actúa una fuerza externa dada por

f(t) = cos
√

5t, es decir, tenemos el problema

u′′ + 5u = cos
√

5t (1.2)

sujeto a las condiciones iniciales u(0) = 0, 03 u′(0) = 0. La solución de la EDO homogénea
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asociada a este problema está dada por

uh(t) = C1 cos
√

5t+ C2 sen
√

5t

Notemos que la fuerza externa f tiene la misma frecuencia que el sistema, por lo

que en este problema existe una resonancia. La teoŕıa de EDO lineales nos dice que en

este caso, para encontrar la solución general de este problema, debemos hallar primero

una solución particular de la forma

up(t) = tA cos
√

5t+B sen
√

5t

con A y B constantes por determinar, para lo cual se usa el método de coeficientes

indeterminados. Usando este método, vemos que A = 0, B =
1

2
√

5
, por lo que

u(t) = C1 cos
√

5t+ C2 sen
√

5t+
1

2
√

5
t sen

√
5t

y usando las condiciones iniciales, determinamos que las constantes son C1 = 0, 03 y

C2 = 0, obteniéndose

u(t) = 0, 03 cos
√

5t+
1

2
√

5
t sen

√
5t

La figura 1.3 muestra la gráfica de esta solución. Se observa la presencia de resonancia en

el hecho que al aumentar t, aumenta lineal e indefinidamente la amplitud de las ondas.

Figura 1.3: Gráfica de u(t) = 0, 03 cos
√

5t+ 1

2
√

5
t sen

√
5t
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Existen mecanismos disipativos de enerǵıa, de modo que las oscilaciones de estos

sistemas se amortiguan, disminuyendo la amplitud en el transcurso del tiempo hasta que

finalmente desaparecen.

1.2.1 Disipación de enerǵıa

La disipación de enerǵıa se logra mediante la introducción de dispositivos especiales en una

estructura, con el fin de reducir las deformaciones y esfuerzos sobre ella. Estos dispositivos

reducen la demanda de deformación y esfuerzos producidos por el sismo mediante el

aumento del amortiguamiento estructural.

La idea de implementar estos disipadores de enerǵıa śısmica ubicados en puntos

estratégicos en una estructura, radica en amplificar la capacidad de disipar enerǵıa du-

rante un evento śısmico, ya que permitirá construir construcciones de alto nivel de se-

guridad, también son diseñados para disipar fenómenos de fuertes vientos, huracanes u

otras solicitaciones de origen dinámico. Cabe decir que toda estructura diseñada sismore-

sistentemente, tiene la propiedad de disipar enerǵıa mediante las deformaciones. Este

dispositivo también llamado amortiguador śısmico, no impide el paso de las vibraciones a

la estructura, si no que permite que la enerǵıa se concentre en los disipadores reduciendo

paulatinamente el movimiento de la estructura.

Cuando hablamos de disipación puntual, nos referimos a que este dispotivo elegido

para disipar la enerǵıa sea muy pequeño en comparación con la estructura, figura (1.4). En

matemática se puede modelar una fuerza puntual, esto nos brinda una idea para modelar

una disipación puntual mediante la función generalizada “Delta De Dirac”, para su mejor

entendimiento se detallará este último concepto en el caṕıtulo 2.

1.3 Espacios Lp

Como es habitual, si p y q son números reales tales que 1
p

+ 1
q

= 1, con 1 < p, q < ∞,

diremos que p y q son exponentes conjugados entre śı. Por otro lado, diremos que 1 y ∞

son exponentes conjugados.
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Figura 1.4: Edificio con disipaciones puntuales.

Definición 1 Sea p ≥ 1, Ω ⊆ Rn denótese por Lp(Ω) a la clase de todas las funciones

medibles u, para las cuales |u|p es una función integrable sobre Ω. Es decir,

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R;u es medible

∫
Ω

|u(x)|p <∞
}
, 1 ≤ p <∞

En Lp(Ω) se define a norma

||u||pLp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|pdx, 1 ≤ p <∞,

con esta norma Lp(Ω) es un espacio de Banach. En el caso de p =∞, L∞(Ω) es un espacio

formado por todas las funciones u, esencialmente ĺımitadas sobre Ω, esto es, funciones que

son limitadas casi siempre. De esta forma L∞(Ω) es un espacio de Banach y está dotada

de la siguiente norma

||u||L∞(Ω) = supess
x∈Ω

|u(x)|.

Cuando p = 2, L2(Ω) es un espacio de Hilbert con producto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx
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y norma

||u||2 =

∫
Ω

|u(x)|2dx.

Desigualdad de Young

Si a, b son números reales no negativos, entonces

ab ≤ ap

p
+
bq

q
,

siempre que 1 < p <∞ y 1
p

+ 1
q

= 1

Demostración.- Ver [4], pág 46. [3].

Desigualdad de Hölder

Sea u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) con 1 ≤ p, q ≤ ∞ y 1
p

+ 1
q

= 1, entonces uv ∈ L1(Ω) y

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lq(Ω).

Demostración.- Ver [4] pág. 41, [3].

Topoloǵıa débil estrella

La topoloǵıa débil estrella es una topoloǵıa que se utiliza en los espacios duales. Dado

un espacio normado E, podemos construir su espacio dual E∗, como un espacio formado

por todos los funciones lineales y continuos definidos sobre E. Este espacio dual a su vez

es un espacio normado, por tanto en este espacio podemos definir tanto la convergencia

fuerte como la convergencia débil.

Definición 2 (Fuerte y débil * convergencia de una secuencia de Funcionales).

Sea fn una secuencia de funcionales lineales acotados en Un espacio normado E. En-

tonces:

a). La convergencia fuerte de fn significa que existe un f ∈ E∗’tal que ||fn − f || → 0.

Esto se escribe

fn → f.
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b). La convergencia débil de fn significa que existe un f ∈ E∗ tal que fn(x) → f(x)

para todo x ∈ E. Esto se escribe

fn
∗−→ f

f en a). y b). se llama ĺımite fuerte y ĺımite débil de fn, respectivamente.

Además, el dual de E denotado por E∗ es un espacio normado, con una norma dada por

||f ||∗ = sup||x||E=1|f(x)|.

Definición 3 Diremos que un espacio normado E es separable, se existe un subconjunto

numerable denso en E.

Por ejemplo los espacios Lp(Ω) son separables para p ≥ 1. En cambio el espacio

L∞(Ω) no es separable. La topoloǵıa débil estrella es introducida porque ella nos brinda

un criterio de compacidad. El siguiente teorema es de fundamental importancia en el

Análisis Funcional.

Teorema 1 Toda sucesión limitada de funciones lineales y continuas definidos sobre un

espacio normado, posee una sub-sucesión que converge débil estrella.

Demostración.- Ver [4] pág 33.

Espacios reflexivos

Los espacios reflexivos tienen un papel muy importante en el Análisis Funcional. Son

aquellos espacios donde la bola cerrada y limitada es compacta con relación a la topoloǵıa

débil. Dado un espacio normado E siempre podemos construir su correspondiente espacio

dual de la siguiente forma

E∗ = {f : E → R, con f lineal y continua},
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claramente este es un espacio vectorial. Podemos definir una norma es este espacio vec-

torial

||f ||∗ = sup
g∈E∗,||g||∗≤1

|f(g)|.

Es simple de verificar que la función definida anteriormente es una norma. Aśı tenemos

que el espacio dual E∗ es un espacio normado. Es importante recordar que el espacio dual

aśı definido es siempre un espacio completo, a pesar de que el espacio original E no lo

sea. De la misma forma podemos construir el espacio bidual, que lo denotaremos como

E∗∗ que es definido de forma semejante al espacio dual, es decir

E∗∗ = {f : E∗ → R, con f lineal y continua},

donde podemos definir la norma

||f ||∗∗ = sup
g∈E,||g||≤1

|f(g)|.

Un espacio normado está relacionado con su bidual de una forma natural a través

de la siguiente función linear, conocida como proyección canónica:

J : E → E∗∗, x 7→ J(x) ∈ E∗∗,

donde

〈J(x), f〉 = f(x), ∀f ∈ E∗,

note que J es una isometŕıa entre los espacios E y E∗∗. De hecho

||J(x)||∗∗ = sup
f∈E∗,||f ||∗≤1

〈J(x), f〉 = sup
f∈E∗,||f ||∗≤1

〈f, x〉 = ||x||,

esta última identidad es una consecuencia del Teorema de Hahn - Banach. La aplicación

J es llamada proyección canónica. No es verdad en general que J sea sobreyectiva. Los

espacios en la que J es sobreyectiva son llamados Espacios reflexivos

Definición 4 Un espacio E es llamado reflexivo si su proyección canónica sobre su bidual
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J es sobreyectiva..

Propiedades

• Si 1 < p <∞ entonces Lp es reflexivo.

• L1 no es reflexivo.

• L∞ no es reflexivo.

• L∞(Ω) = [L1(Ω)]∗.

Gracias a esta última caracterización podemos afirmar que toda secuencia de fun-

ciones limitadas en L∞(Ω) posee una subsecuencia que converge débil estrella.

Series de Fourier

Las series e integrales de Fourier constituyen un tema clásico del Análisis Matemático.

Desde su aparición en el siglo XVIII en el estudio de las vibraciones de una cuerda, las

series de Fourier se han convertido en un instrumento indispensable en el análisis de

ciertos fenómenos periódicos de la F́ısica y la Ingenieŕıa. La idea fundamental se basa en

aproximar la función, no por una serie de potencias (desarrollo de Taylor), sino por una

serie de funciones periódicas (senos y cosenos). En lo que sigue consideraremos que las

funciones con las que se trabaja son Riemann integrables en el intervalo correspondiente

(bastaŕıa, por ejemplo, suponer que son continuas salvo en un número finito de puntos

donde presentan discontinuidades de salto).

El conjunto de funciones

{1, cos
π

p
x, cos

2π

p
x, cos

3π

p
x, ..., sen

π

p
x, sen

2π

p
x, ...}, (1.3)

es ortogonal en el intervalo [−p, p]. Aśı una función f definida en [−p, p] puede escribirse

como una serie de Fourier.
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Definición 5 Serie de Fourier

La serie de Fourier de una función f definida en el intervalo [-p,p] se determina mediante

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

(
nπ

p
x

)
+ bn sen

(
nπ

p
x

))
,

donde

a0 =
1

p

∫ p

−p
f(x) dx

an =
1

p

∫ p

−p
f(x) cos

nπ

p
x dx

bn =
1

p

∫ p

−p
f(x) sen

nπ

p
x dx

Definición 6 Condiciones de convergencia

Sean f y f ′ continuas en tramos en el intervalo [−p, p], esto es, sean continuas excepto

en un número finito de puntos en el intervalo y con discontinuidad sólo finitas en esos

puntos. Entonces, la serie de Fourier de f en el intervalo converge hacia f(x) en un

punto de continuidad. En un punto de discontinuidad la serie de Fourier converge hacia

el promedio
f(x+) + f(x−)

2
,

en donde f(x+) y f(x−) representan el ĺımite de f en x, desde la derecha y la izquierda

respectivamente.

Definición 7 Series de Fourier de cosenos y senos

• La serie de Fourier de una función par en el intervalo [−p, p] es la serie de cosenos

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos
nπ

p
x dx),



1.4. Distribuciones 13

donde

a0 =
2

p

∫ p

0

f(x) dx,

an =
2

p

∫ p

0

f(x) cos
nπ

p
x dx.

• La serie de Fourier de una función impar en el intervalo (−p p) es la serie de senos

f(x) =
∞∑
n=1

bn sen
nπ

p
x,

donde

bn =
2

p

∫ p

−p
f(x) sen

nπ

p
x dx

Observación 1 En conjunto definido en (1.3) es ortogonal y completo.

El teorema que sigue especifica las condiciones suficientes de convergencia de una serie de

Fourier en un punto.

1.4 Distribuciones

Las distribuciones fueron introducidas por Serguei Sóbolev en 1935. Esta teoŕıa fue mo-

tivada por la aparición de la función Delta de Dirac δ(x) para modelar fuerzas puntuales.

El objetivo de esta teoria es definir correctamente lo que se entiende por funciones del

tipo de Delta de Dirac, y extender el cálculo a una clase de nuevos objetos (distribuciones),

más amplia que la clase de las funciones diferenciables. A finales de la década de 1940

Laurent Schwartz formalizó la teoŕıa de distribuciones, lo que le valió la medalla Fields

en 1950.

Empezamos esta sección con la siguiente definición

Definición 8 Llamaremos multíındice a α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn,

Si x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, |α| =
∑n

i=1 αi, el un operador Dα derivada de orden |α|,

definido por
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Dα =
∂|α|

αxα1
1 αx

α2
2 ...αx

αn
n

,

Cuando α = (0, 0, ..., 0) se define Dαu := u.

Sea Ω un abierto de Rn y u : Ω → R una función dada. El soporte de u es el

conjunto que se define de la siguiente manera

supp(u) = {x ∈ Ω/ u(x) 6= 0}
Ω
.

Aśı mismo se define

C∞0 (Ω) = {u : Ω→ R/u ∈ C∞(Ω) con supp(u) compacto ⊆ Ω},

donde los elementos que están en C∞0 (Ω) son denominados “funciones de prueba”.

Definición 9 Consideremos la sucesión (ϕν)ν≥1 ⊆ C∞0 (Ω) y ϕ ∈ C∞0 (Ω). Se dice que la

sucesión (ϕν)ν≥1 converge hacia ϕ si y solamente si:

1. Existe un subconjunto K compacto de Ω tal que supp(ϕν − ϕ) ⊆ K, ∀ν ≥ 1

2. Dαϕν → Dαϕ uniformemente en K, ∀α ∈ Nn, es decir:

max
x∈K
|Dαϕν(x)→ Dαϕ(x)| → 0, si ν →∞, ∀α ∈ Nn

Observación 2 El espacio C∞0 (Ω), dotado de la convergencia dada en la definición an-

terior se llama “ Espacio de funciones de prueba”, denotado por D(Ω), es decir D(Ω) :=

(C∞0 (Ω),→) con la convergencia anterior.

Proposición 1 El espacio D(Ω) es denso en Lp(Ω), ∀ 1 ≤ p <∞ es decir

D(Ω)
|.|Lp(Ω)

= Lp(Ω), ∀ 1 ≤ p <∞.

La aplicación

T : D(Ω)→ R

ϕ→ T (ϕ)
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es continua en el sentido de la convergencia definida en D(Ω) se llama distribución en Ω.

Más precisamente, la aplicación T : D(Ω)→ R es una distribución si

i) T (αϕ+ ψ) = αT (ϕ) + T (ψ), ∀α ∈ R y ∀ϕ, ψ ∈ D(Ω).

ii) Si (ϕν) ⊂ D(Ω) y ϕ ∈ D(Ω) tal que ϕν → ϕ en D(Ω), entonces

T (ϕν)→ T (ϕ)

El conjunto de las distribuciones es denotada por

D′(Ω) := {T : D(Ω)→ R/T lineal y continua}.

Ejemplo 1 Sea la función sen : (−∞,∞) → [−1, 1]. Entonces asociamos a la función

seno una distribución que la denotaremos como Tsen.

Es inmediato que la integral impropia siguiente converge ya que

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

sin(ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞
| sin(ξ)||ϕ(ξ)|d(ξ) ≤

∫ ∞
−∞
|ϕ(ξ)|d(ξ) <∞,

luego, tiene sentido definir la distribución sen

Tsen : D(−∞, ∞)→ R, tal que, Tsen(ϕ) =

∫ ∞
−∞

sen(ξ)ϕ(ξ)dξ.

La distribución Tsen significa que a cada curva deD(−∞, ∞), usando la convergencia

de la integral impropia, se le asocia un número real. La propiedad de linealidad de Tsen,

es consecuencia inmediata de las propiedades de las integrales convergencias y se tiene

 Tsen(ϕ+ ψ) = Tsen(ϕ) + Tsen(ψ)

Tsen(αϕ) = αTsen(ϕ), α ∈ R
,

La distribución Tsen, se llama función seno generalizada.
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1.5 Espacios de Sobolev

Toda funćıon u ∈ Lp(Ω) posee derivadas distribucionales de todos los órdenes, donde las

derivadas de u no siempre pertenecen al espacio Lp(Ω), eso llevó a Serguéi Sóbolev en

1936, a idealizar una nueva clase de espacios vectoriales llamados “Espacios de Sóbolev”.

Consideramos Ω un abierto acotado de Rn con frontera ∂Ω regular. Definimos el

espacio de Sóbolev como

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m} ⊆ Lp(Ω),

donde Dα es el operador de derivación de orden α, en el sentido de las distribuciones.

Este espacio está dotado de la siguiente norma

||u||pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pLp(Ω).

||u||pWm,∞(Ω) = supess
∑
|α|≤m

|Dαu(x)|.

• Algunas propiedades: Ver [5].

a) El espacio de Sóbolev W 0,p(Ω) = Lp(Ω).

b) Wm,pΩ ↪→ W k,p(Ω), si m ≥ k.

c) Cm(Ω) ↪→ Wm,p(Ω).

d) C∞(Ω) ∩Wm,p(Ω) es denso en Wm,p(Ω).

Esta última propiedad permite definir un subespacio de clases de equivalencia de

funciones que se anulan sobre la frontera, a partir de la clausura topológica,

Wm,p
0 (Ω) = Wm,p(Ω) ∩ C∞0 (Ω) ' C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)
.

Cuando p = 2, Wm,2(Ω) es denotado por Hm(Ω) este es un espacio de Hilbert
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Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω), Dαu ∈ L2(Ω), ∀α, |α| ≤ m},

cuyo producto interno se define por

〈u, v〉m,2 =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx,

con la siguiente norma

||u||2m,2 =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx.

Observación 3 Sea Ω un abierto limitado en Rn, de forma análoga al caso de Wm,p
0 (Ω)

se define

Hm
0 (Ω) = Hm(Ω) ∩ C∞0 (Ω).

Desigualdad de Poincaré clásica

Sea p, tal que 1 ≤ p <∞ y Ω un conjunto abierto limitado en Rn, al menos en una

dirección. Entonces existe una constante C, dependiendo sólo de Ω y p , tal que para

cada función u del Espacio de Sóbolev W 1,p
0 (Ω) se tiene

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω).

Para que la desigualdad de Poincaré sea válida es suficiente que u se anule en una

componente abierta de la frontera de Ω.

Demostración.- Ver [4], pág 125.

Observación 4 La expresión |∇u|L2(Ω) es una norma en W 1,p
0 (Ω), equivalente a la norma

||u||W 1,p(Ω), en W 1,p
0 (Ω).

1.5.1 Lema de Lax-Milgram

Lema 1 Lax-Milgram

Sea H un espacio de Hilbert real, H∗ su espacio dual y sea a : H × H → C una forma
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bilineal, acotada y fuertemente coerciva con constantes M y α, respectivamente. Entonces,

para cada F ∈ H∗, existe un único u ∈ H tal que

a(u, v) = F (v),∀v ∈ H,

que además implica la dependencia continua de los datos, mediante la desigualdad

||u|| ≤ 1

α
||F ||

donde α es la constante de la elipticidad.

Demostración.- Ver [23]

1.6 Teoŕıa de semigrupos

En esta sección mostraremos algunos resultados importantes en el estudio de la teoŕıa de

semigrupos. Aqúı denotaremos a X como un espacio de Banach.

Definición 10 Una familia de operadores continuos T (t) : X → X, t ∈ R+ que satisface

i) T (0) = I

ii) T (t) ◦ T (s) = T (t+ s)

es llamado semigrupo.

Note que la función exponencial f(t) = eAt, t ∈ R+ verifica las condiciones de familia

de semigrupos para X = R.

Observación 5 Otra propiedad importante es que si A : X → X es un operador limitado,

entonces el semigrupo T (t) definido por

eAt =
∞∑
i=0

Aiti

i!
,
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es también un semigrupo definido sobre X. De hecho, si A es limitado ||A|| <∞, tenemos

eAt =
∞∑
i=0

Aiti

i!
,

luego definimos

Sn =
m∑
i=0

Aiti

i!
.

Es simple verificar que Sn es una suceción de Cauchy, pues

|Sm − Sn| = |
m∑
i=n

Aiti

i!
| ≤

m∑
i=n

||A||iti

i!
→ 0,

pues

e||A||t =
∞∑
i=0

||A||iti

i!
.

En este caso decimos que

eAt =
∞∑
i=0

Aiti

i!
,

es un semigrupo generado por A.

Observación 6 El operador T (t) es un semigrupo generado por el operador limitado A.

Es simple verificar las derivadas de orden k

d2

dt2
T (t) = A2T (t),

dk

dtk
T (t) = AkT (t).

Por tanto, para calcular la derivada de orden k del operador T , basta componer el semi-

grupo con el operador A. Luego se puede escribir

dk

dtk
T (t) =

[
AT

(
t

k

)]k
, o

dk

dtk
T (t) =

[
d

dt
T

(
t

k

)]k
.

De las definiciones anteriores vemos que un semigrupo T (t) es una familia de op-

eradores cont́ınuos para cada valor t ∈ R. Interesa clasificar los semigrupos por la con-

tinuidad con relación a la variable t. Consideraremos dos casos. El primero cuando la

función t 7→ T (t), o sea el semigrupo visto como una función de R en L(X) sea continuo.
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El segundo cuando la función t 7→ T (t)x, es visto como una función de R en X para

x ∈ X sea una función continua.

En el primer caso diremos que el semigrupo es uniformemente continuo. En el

segundo caso diremos que el semigrupo es fuertemente cont́ınuo. Esto es,

Definición 11 Un semigrupo T (t) es uniformemente continuo, o de clase C0 si

lim
t→0

T (t) = I, en L(X).

Definición 12 Un semigrupo T (t) es fuertemente continuo, o de clase C0, si

lim
t→0

T (t)x = x, en X.

Es simple verificar que todo semigrupo uniformemente continuo es de la clase C0, su

rećıproco no es verdadero. Para semigrupos uniformemente cont́ınuos tenemos la siguiente

caracterización.

Teorema 2 Un semigrupo T (t) es uniformemente continuo si y solamente si A es limi-

tado.

Demostración.- Ver [13]

Definición 13 Un semigrupo T (t) es limitado, si existe M ≤ 1, tal que

||T (t)|| ≤M.∀t

Si M = 1, se dice que T (t) es un semigrupo de contracciones.

Otra definición importante es
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Definición 14 Un operador A es generador infinitesimal de un semigrupo T , si

D(A) = {x ∈ X; lim
t→0

T (t)x− x
t

, existe en X, }

y para cada x ∈ D(A) tenemos

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

=
d

dt
T (t)x

∣∣∣
t=0

.

Es simple verificar que dado un semigrupo podemos encontrar su generador, para

esto es suficiente con evaluar el ĺımite de la definición de generador infinitesimal.

El problema es su rećıproco, es decir, ¿Dado un operador A es posible que la función

exponencial eAt esté bien definida?. Verificamos que cuando A es un operador continuo

esto es verdad. El problema es verificar en que condiciones existe este exponencial cuando

el operador A no es limitado. Esta caracterización es dada por el teorema de Hille - Yosida.

Antes de mostrar el teorema de Hille - Yosida, veremos algunas definiciones importantes.

Definición 15 Sea A un operador definido sobre un espacio de Banach X. Denotamos

por ρ(A), al conjunto resolvente de A definido como

ρ(A) = {λ ∈ C; (λI − A)−1 ∈ L(X)}.

El espectro de A, denotado por σ(A), es definido como

σ(A) = C\ρ(A).

.

Lema 2 Sea A un operador de X, entonces ρ(A) es un conjunto abierto, y por tanto, el

espectro de A, σ(A), es un conjunto cerrado en C.

Demostración.- Ver [5] pág 108.
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Lema 3 Suponga que A es un operador continuo entonces, el espectro de A es un conjunto

cerrado y limitado, esto es, un conjunto compacto. Más precisamente

ρ(A) ⊂ B||A||(0) = {z ∈ C; ||z|| ≤ ||A||}

Demostración.- Ver [5] pág 108.

Observación 7 Todo operador A limitado o no, conmuta con el operador resolvente.

En efecto,

A(λI − A)−1 = −(λI − A)(λI − A)−1 + λ(λI − A)−1

= −(λI − A)−1(λI − A) + (λI − A)−1λI

= [(λI − A)−1][−(λI − A) + λI]

= (λI − A)−1A

Definición 16 Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A es disipativo si

Re(AU,U)H ≤ 0, ∀U ∈ D(A).

En siguiente teorema se establece una condición necesaria y suficiente para que un

operador no limitado A sea el generador infinitesimal de un semigrupo C0 de contracciones.

Teorema 3 (Hille - Yosida)

Un operador lineal A no limitado es generador infinitesimal de un semigrupo de clase C0

de contracciones śı y solamente si

a) A es cerrado y D(A) = X.

b) Los reales positivos están contenidos en el resolvente de A, R+ ⊂ ρ(A) y para todo

λ > 0 es válido,

||(λI − A)1|| ≤ 1

λ
.
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Demostración.- Ver [13] pág 8.

Otro resultado muy útil, es el siguiente

Teorema 4 (Lummer Phillips)

Sea A un operador lineal con dominio denso en X. Entonces

a) Si A es disipativo y existe λ0 > 0 tal que Im(λ0I−A) = X, entonces A es generador

infinitesimal de un semigrupo de clase C0 de contracciones.

b) Si A es generador infinitesimal de un semigrupo C0 de contracciones sobre X, en-

tonces Im(λI − A) = X para todo λ > 0 y A es disipativo.

Demostración.- Ver [13] pág 14.

Teorema 5 Sea H un espacio de Hilbert y T (t) un semigrupo generado por A, entonces

T es un semigrupo de contracciones si y solamente si A es disipativo.

Demostración.- Suponga que T (t) es un semigrupo de contracciones, entonces

||T (t)|| ≤ 1 y además

〈T (h)w − w,w〉H = 〈T (h)w,w〉H − 〈w,w〉H ≤ ||w||2H − ||w||2H = 0.

Dividiendo por h y tomando ĺımite cuando h→ 0, para w ∈ D(A), entonces

〈Aw,w〉H ≤ 0.

Rećıprocamente, para w ∈ D(A) se deduce que la función U(t) = T (t)w verifica

Ut = AU, U(0) = w,

aplicando producto interno con U en la ecuación anterior , se obtiene

〈Ut, U〉H = 〈AU,U〉H ≤ 0 ⇒ d

dt
||U ||2H ≤ 0,
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de donde

||U(t)||H ≤ ||U(0)||H ,

luego recordando la definición de U, tenemos

||T (t)w||H ≤ ||w||H ⇒ ||T (t)||H ≤ 1.

Por tanto, T es un semigrupo de contracciones.

Lema 4 Sea T : X → X un operador lineal y continuo con inversa continua. Si B ∈

L(B) es tal que

||B|| = 1

||T−1||
,

entonces T +B es lineal continuo e inversible.

Demostración.- Ver [5].

Teorema 6 Sea X un espacio de Banach y sea A generador infinitesimal de un semigrupo

de clase C0, S(t) = eAt de X, satisfaciendo ||S(t)|| ≤Mewt. Si B es un operador lineal

limitado de X, entonces A+B un generador infinitesimal de un semigrupo S(t) de clase

C0, satisfaciendo

||S(t)|| ≤Me(w+M ||B||)t .

Demostración.- Ver [5].

Teorema 7 Sea A un operador lineal no limitado, disipativo y con dominio denso en X.

Si 0 ∈ ρ(A), entonces A es un generador infinitesimal de un semigrupo C0 de contrac-

ciones.

Demostración.- Ver [5].

1.7 El problema de Cauchy abstracto

Aqúı aplicaremos los resultados del Teorema de Hille - Yosida para la resolución de los

problemas de Cauchy.
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Teorema 8 (Teorema de la buena colocación)

Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase C0, entonces el problema de

valor inicial

Ut = AU, U(0) = U0,

posee una única solución U , tal que

Si U0 ∈ H ⇒ U ∈ C(0, T ;H), y

Si U0 ∈ D(A)⇒ U ∈ C1(0, T ;H) ∩ C(0, T ;D(A)).

Demostración.- Ver [5].

Definición 17 El radio espectral del operador T , denotado por

Rσ(T ),

se define como el radio del menor circulo inferior centrado en el origen, que contiene al

espectro de T .

Lema 5 (Fórmula de Gerlfand)

Para todo T un operador lineal y continuo, se tiene que Rσ(T ) = lim
k→∞
||T k|| 1k .

Demostración.- Ver [5].

Observación: Notemos que si iλ, con λ ∈ R es un autovalor de A, generador

infinitesimal de un semigrupo T (t). Entonces Aw = iλw, aplicando e ambos lados, se

tiene

eAtw = eiλtw,

luego

||T (t)w|| = ||eAtw|| = ||eiλtw|| = ||w||,

aśı, se concluye que

lim
t→0
||T (t)w|| = ||w|| = ||T (0)w||. (1.4)
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En resumen, si iλ ∈ σ(A) entonces existen datos iniciales que conservan la eneǵıa como

(1.4). Si iR ∩ σ(A) = ∅, entonces

T (t)x→ 0.

El resultado que caracteriza la estabilidad fuerte, que utilizamos en este trabajo es el

siguiente

Teorema 9 Batty-Duyckaerts

Sea T (t) = eAt un semigrupo de contracciones en un espacio de Hilbert H.

iR ⊂ ρ(A)⇔ T (t)x→ 0, cuando t→ +∞ ∀x ∈ H.

Demostración.- Ver [27].

Finalizaremos este caṕıtulo introductório enunciando el teorema de punto Fijo de Banach.

Teorema 10 Sea X un espacio de Banach y F : X → X una contracción. Entonces F

posee un único punto fijo, esto es, existe un único punto x ∈ X, tal que F (x) = x.
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Delta de Dirac

Delta de Dirac es una distribución o función generalizada, introducida por primera vez

por el f́ısico inglés Paul Dirac, en tanto que ésta distribución define un funcional en forma

de integral sobre un cierto espacio de funciones. La función delta de Dirac es un concepto

que es útil tanto en la matemática como en la f́ısica. Por ejemplo, la densidad de carga

asociada con una carga puntual puede representarse mediante la función Delta De Dirac.

Podemos visualizar la “función” Delta de Dirac, en el estudio de fuerzas distribuidas

como la resistencia de materiales o equilibrio de cuerpos, muchas veces las funciones están

definidas por unidades de longitud, área o volumen. Por ejemplo, cuando se considera el

problema de equilibrio de una cuerda atada a sus extremos, la cuerda se deforma por la

acción de su propio peso, que vaŕıa según la longitud de la misma. Es decir, si la cadena

es homogénea, el peso se considera que es una fuerza constante distribuido de manera

uniforme a lo largo de ella.

En la figura anterior el peso de la cuerda se puede considerar como una fuerza

constante distribuida en cada cent́ımetro cuadrado. La fuerza neta en la cuerda es igual

27
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al área de la gráfica, es decir, ρL, que actúa sobre el centro de masa de la longitud de

cuerda de L. En general, si la función no es homogénea entonces la función ρ no será

constante, por lo que la fuerza resultante por cada unidad de longitud dx es igual a

f(x)dx, sumando cada uno de estas unidades, encontramos que la resultante está dada

por la integral

∫ L

0

f(x)dx.

Consideremos ahora una fuerza distribuida sólo en una parte de la longitud de la

barra L, considere la longitud de la barra despreciable en comparación de otra masa colo-

cada encima de la barra.

Tenga en cuenta que para cada una de las figuras mostradas, la fuerza aplicada

resultante de la barra es igual a ρ. De hecho, teniendo nuestro sistema de referencia en el

extremo inicial de la barra tendremos que la fuerza resultante que actúa sobre ella está

dada por

fL0(x) =

 ρ/L0, si x ∈ [(L− L0)/2 , (L+ L0)/2]

0, si x 6∈ [(L− L0)/2 , (L+ L0)/2]

La diferencia es que ella se aplica en regiones más pequeñas en amplitud por encima del
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arco. Una fuerza puntual en la barra es el ĺımite cuando L0 → 0. Esto significa que la

densidad de fuerza o fuerza distribuida está dado por

f0(x) =

 ∞, si x = L/2

0, si x 6= L/2

Sin embargo, según lo anterior desarrollado, tenemos

F =

∫ b

a

f0(x)dx = lim
L0→0

∫ (L−L0)/2

(L−L0)/2

ρ

L0

dx = ρ.

Una función F con las propiedades anteriores no es una función en el sentido del

cálculo clásico. Pero las propiedades de una fuerza de un punto que actúan sobre una

barra de longitud L está dada por los ĺımites de la función fL0 como se define anterior-

mente, entonces tenemos que ampliar nuestro concepto de funciones para las llamadas

funciones generalizadas o distribuciones de Schwartz.

Definición 18 la función delta de Dirac se define por la siguiente propiedad

δ(x− ξ ) =

 ∞, x = ξ

0, x 6= ξ
,

con ∫ x2

x1

δ(x− ξ)dx = 1, ∀x1, x2
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2.1 Delta de Dirac como distribución

Delta de Dirac fue introducida por Dirac en el siglo XX, su formalización matemática

ocurre bastante despues, hacia los años 50, por un joven de 35 años, Laurent Schwartz

con la introducción de la teoŕıa de distribuciones.

Definición 19 Sea a ∈ R, Ω = (−∞, ∞). La aplicación Delta de Dirac es simple-

mente la distribución definida por

δa : Ω → R

ϕ 7→ δa(ϕ) = ϕ(a)

Observación 8 Geométricamente, Delta de Dirac δa, es la distribución que asocia, a

cada curva ϕ ∈ C∞0 (Ω) a la segunda coordenada del punto (a, ϕ) de la curva. Nótese que

el Delta de Dirac no considera los puntos con abscisa x 6= a.

Sabemos que la distribución Delta de Dirac no es una función en el sentido del

cálculo, entonces

∫ ∞
−∞

δ(x− a)ϕ(x)dx := δa(ϕ) = ϕ(a), ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) a ∈ R.

• La función δa, es llamada función generalizada. La integral anterior no es una

integral en el sentido usual, es llamada de dualidad.

• Note que por la definición anterior, el resultado de la integral es simplemente el

único valor puntual que considera el Delta de Dirac, es decir, la imagen en el punto

a de la función.

Esto se puede extender a funciones continuas y se tiene

f ∈ C∞0 (Ω)⇒
∫ ∞
∞

δ(x− a)f(x)dx := f(a), a ∈ R
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2.2 Caracterización la función Delta de Dirac

El objetivo de esta sección es caracterizar la función Delta de Dirac, a través de la derivada

de una función discont́ınua.

2.2.1 La Función Valor Absoluto

Nuestro punto de partida será la función f(x) = |x|. Sabemos que ella es una función

diferenciable en el conjunto ]−1, 0[∪]0, 1[. Pasaremos a calcular su derivada distribucional

d
dx
|x|.

Por definición,

∫ 1

−1

f(x)ϕ′(x) dx =

∫ 1

−1

|x|ϕ′(x) dx = −
∫ 0

−1

xϕ′(x) dx+

∫ 1

0

xϕ′(x) dx.

Integrando por partes

−
∫ 0

−1

xϕ′(x) dx+

∫ 1

0

xϕ′(x) dx = ϕ(−1)− ϕ(1) +

∫ 0

−1

ϕ(x) dx−
∫ 1

0

ϕ(x) dx.

Como la función ϕ se anula en los extremos del intervalo ]− 1, 1[ obtenemos que

−
∫ 0

−1

xϕ′(x) dx+

∫ 1

0

xϕ′(x) dx =

∫ 0

−1

ϕ(x) dx−
∫ 1

0

ϕ(x) dx.

Considerando

sign(x) =

 1 si x > 0,

−1 si x < 0,

conclúımos que

∫ 1

−1

f(x)ϕ′(x) dx =

∫ 0

−1

ϕ(x) dx−
∫ 1

0

ϕ(x) dx = −
∫ 1

−1

sign(x)ϕ(x) dx.

Por lo tanto

d

dx
|x| = sign(x).
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2.2.2 La Función de Heaviside

Consideremos la función de Heaviside, esto es una función

H(x) =

 0, si −1 < x < 0

1, si 0 ≤ x < 1

La función es discont́ınua en el punto cero e infinitamente diferenciable en el conjunto

]− 1, 0[∪]0, 1[. Aśı tenemos que

d

dx
H(x) = 0, en ]− 1, 0[∪]0, 1[,

es una función δ(x).

Calculemos la derivada distribucional. Para esto tomamos ϕ ∈ D(]− 1, 1[) por lo tanto

〈 d
dx
H, ϕ〉 = −

∫ 1

−1

H(x)ϕ′(x) dx = −
∫ 1

0

ϕ′(x) dx = −ϕ(1) + ϕ(0),

como la función ϕ se anula en los extremos del intervalo ]− 1, 1[, obtenemos que

〈 d
dx
H, ϕ〉 = ϕ(0) = 〈δ(x) , ϕ〉,

de donde concluimos que la derivada distribucional de H es la función Delta de Dirac.

d

dx
H(x) = δ(x), en el sentido distribucional.

Por tanto la función Delta de Dirac aparece cuando derivamos funciones discont́ınuas.

De forma análoga concluimos que

d

dx
sign(x) = 2δ(x), en el sentido distribucional.
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Figura 2.1: Gráfica de la función Heaviside.

Figura 2.2: Gráfica de la función valor absoluto y la función signo.
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Caṕıtulo 3

Disipación puntual para la ecuación

de onda

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar al lector la ecuación de onda con una sola disipación

puntual, usando la teoŕıa de semigrupos. Antes de ir a la resolución de la ecuación con

disipación, veremos una pequeña introducción para mostrar la solución de una ecuación

diferencial y la equivalencia de sistemas extrayendo el punto de discontinuidad.

3.1 Solución de una ecuación diferencial

De acuerdo a lo que vimos en el caṕıtulo anterior tenemos que la función v = |x| − 1

satisface

vxx = 2δ(x), x ∈]− 1, 1[. (3.1)

v(−1) = v(1) = 0. (3.2)

Observe que vx(x) = sign(x). De esta forma tenemos que vx(0
−) = −1, vx(0

+) = 1. Aśı

tenemos

vx(0
−)− vx(0+) = 2.

Si definimos la solución sobre el intervalo I = ]− 1, 0[∪]0, 1[, tendremos que v verifica

vxx = 0, x ∈ I =]− 1, 0[∪]0, 1[ (3.3)



36 Caṕıtulo 3. Disipación puntual para la ecuación de onda

v(−1) = v(1) = 0. (3.4)

v(0−) = v(0+), vx(0
−)− vx(0+) = 2. (3.5)

Rećıprocamente tenemos que

avxx + bvx + cv = αδ(x), x ∈]− 1, 1[. (3.6)

v(−1) = v(1) = 0, (3.7)

lo cual es equivalente a

avxx + bvx + cv = 0, x ∈ I =]− 1, 0[∪]0, 1[ (3.8)

v(−1) = v(1) = 0. (3.9)

v(0−) = v(0+), vx(0
−)− vx(0+) = α. (3.10)

Lema 6 El problema (3.6)–(3.7) es equivalente al problema (3.8)–(3.10).

Demostración.- Como vxx = 0 se anula en ]− 1, 0[∪]0, 1[ tenemos que

vx(x) = c1, en ]− 1, 0[

vx(x) = c2, en ]0, 1[.

Integrando una vez mas obtenemos

v(x) = c1x+ b1, en ]− 1, 0[

v(x) = c2x+ b2, en ]0, 1[.

De la condición de contorno (3.9) tenemos

v(−1) = −c1 + b1 = 0, v(1) = c2 + b2 = 0.
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Usando la condición (3.10) obtenemos que

v(0+) = b1 = v(0−) = b2.

De esta forma tenemos que v satisface

v(x) = b1x+ b1, en ]− 1, 0[

v(x) = −b1x− b1, en ]0, 1[

Finalmente, usando la segunda condición en (3.10) tenemos

vx(0
−)− vx(0+) = −2, ⇒ −2b1 = −2.

Por tanto

v(x) = x+ 1, en ]− 1, 0[

v(x) = −x− 1, en ]0, 1[

de donde obtenemos que v(x) = |x| − 1.

Usando los mismos argumentos podemos afirmar que el problema (3.6)–(3.7) es

equivalente al problema (3.8)–(3.10).

3.2 Resolución de la ecuación de onda con disipación

puntual

En este capitulo estudiaremos la ecuación de onda con una disipación puntual. El objetivo

de este capitulo es mostrar la buena colocación del modelo, esto es mostrar la existencia,

unicidad y regularidad de la ecuación de ondas con disipación puntual. Para tal efecto

consideremos la ecuación

ρutt − αuxx + γδ(x− ξ)ut(ξ, t) = 0, en ]0, l[×]0,∞[ (3.11)
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u(0, t) = u(l, t) = 0, en ]0,∞[ (3.12)

con las condiciones iniciales

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), en ]0, l[. (3.13)

Este problema en su forma original no es posible de tratar en el contexto de semigrupos.

Es necesario introducir un problema equivalente donde no aparezca de forma impĺıcita el

Delta de Dirac. De esta forma consideramos el problema

ρutt − αuxx = 0, en ]0, ξ[∪]ξ, l[×]0,∞[ (3.14)

u(0, t) = u(l, t) = 0, (3.15)

y agregamos la condición

α[ux(ξ
−)− ux(ξ+)] = −γut(ξ, t). (3.16)

Aqúı la condición inicial es la misma que en (3.13). Lo que hemos hecho es apenas retirar

el punto ξ de la ecuación donde se concentra el Delta de Dirac y hemos acrecentado la

discontinuidad de la derivada de primer orden en el punto ξ.

Consideramos el conjunto disconexo I =]0, ξ[∪]ξ, l[ y recordamos la definición del delta

de Dirac

δ(x− ξ) =

 ∞, śı x = ξ

0, śı x 6= ξ

Antes de probar la equivalencia entre ambos sistemas, mostraremos un lema que

trata sobre la integración por partes cuando la función es discontinua en un punto ξ. Este

resultado se usará en repetidas ocasiones.

Lema 7 Sea ϕ una función diferenciable excepto en el punto ξ donde es discontinua, se

tiene

∫ l

0

ϕxw = w(ξ)(ϕ(ξ−)− ϕ(ξ+))−
∫ l

0

ϕwx, ∀w ∈ C∞0 (0, l).
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Demostración.- Sea w ∈ C∞0 (0, l). Integrando sobre ]0; ξ−[∪]ξ+, l[, tenemos

∫ l

0

ϕxw =

∫ ξ−

0

ϕxw +

∫ l

ξ+

ϕxw

= ϕw
∣∣∣ξ−
0
−
∫ ξ−

0

ϕwx + ϕw
∣∣∣l
ξ+
−
∫ l

ξ+

ϕwx

= ϕ(ξ−)w(ξ−)−
∫ ξ−

0

ϕwx − ϕ(ξ+)w(ξ+)−
∫ l

ξ+

ϕxwx

= ϕ(ξ−)w(ξ−)− ϕ(ξ+)w(ξ+)−
∫ l

0

ϕw, utilizando w(ξ+) = w(ξ−)

= w(ξ)(ϕ(ξ−)− ϕ(ξ+))−
∫ l

0

ϕwx.

A continuación se muestra un teorema que prueba la equivalencia de los problemas

(3.11)–(3.13) y (3.14)–(3.16). La idea de la demostración es probar que los dos problemas

tienen la misma formulación variacional. Iniciamos probando que la solución de (3.11)–

(3.13) es también solución de la ecuación del problema (3.14)–(3.16).

Teorema 11 El sistema (3.11)–(3.13) es equivalente al sistema (3.14)–(3.16).

Demostración.- ⇒] Suponemos que u es la solución del sistema (3.11)–(3.13), cuya

formulación variacional en una dimensión, está dada por

d

dt

∫ l

0

ρ1utwdx+ α

∫ l

0

uxwxdx+ γut(ξ, t)w(ξ) = 0, (3.17)

para todo w ∈ D(0, l). Recordemos que I = ]0, ξ[∪]ξ, l[ por lo tanto D(I) ⊂ D(]0, l[).

Luego, tomando w ∈ D(I)

d

dt

∫ l

0

ρ1utwdx+ α

∫ l

0

uxwxdx = 0,

luego obtenemos

ρ1utt − αuxx = 0.

Integrando la expresión anterior sobre I, resulta

αuxw
∣∣∣ξ
0

+ αuxw
∣∣∣l
ξ

+ γut(ξ, t)w(ξ) = 0.
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Usando las condiciones de contorno, tenemos

αux(ξ
−)− αux(ξ+) = −γut(ξ, t).

Como u es continua, entonces

u(ξ−) = u(ξ+).

Se puede observar que mediante una serie de pasos justificados, hemos llegado al sistema

de ecuaciones (3.14)–(3.16), aśı concluimos que la solución de (3.11)–(3.13) es solución de

(3.14)–(3.16).

⇐] Rećıprocamente, supongamos que u es solución de (3.14)–(3.16).

Multiplicamos a (3.14)–(3.16) por w ∈ D(0, l) e integramos sobre ]0, l[ obteniendo

∫ l

0

ρ1uttwdx+ uxwxdx+ γut(ξ, t)w(ξ) = 0, (3.18)

puesto que w(ξ)α[ux(ξ
−)− ux(ξ+)] = −γut(ξ, t)w(ξ).

Observamos que la ecuación (3.18) es la formulación variacional de (3.14)–(3.16) lo que

verifica que u es solución de (3.11)–(3.12)

Teorema 12 La enerǵıa del sistema del sistema (3.14)–(3.16) está dada por

E(t) =
1

2

[∫ l

0

ρ|ut|2 + α|ux|2dx
]
,

y satisface
d

dt
E(t) = −γ|ut(ξ, t)|2.

Demostración.- Multiplicando por ut a la ecuación (3.14) e integrando sobre

I, se tiene

∫ l

0

ρuttut − α
∫ l

0

uxxut = 0.
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Integrando sobre ]0, ξ[ y luego sobre ]ξ, l[

d

2dt
ρ

∫ ξ

0

|ut|2dx− α
[
uxut

∣∣∣ξ
0
−
∫ ξ

0

uxuxtdx

]
. (3.19)

d

2dt
ρ

∫ l

ξ

|ut|2dx− α
[
uxut

∣∣∣l
ξ
−
∫ l

ξ

uxuxtdx

]
. (3.20)

Sumando (3.19)–(3.20) tenemos

d

2dt
ρ

∫ l

0

|ut|2dx− α
[
uxut

∣∣∣ξ
0

+ uxut

∣∣∣l
ξ
−
∫ l

0

uxuxtdx

]
= 0,

como u es continua ut(ξ
−) = ut(ξ

+) y u(0) = u(l) = 0, tenemos

d

2dt

∫ l

0

(ρ|ut|2 − α|ux|)2dx− ut(ξ)(ux(ξ−)− ux(ξ+) = 0,

usando (3.16) se tiene
d

2dt
E(t) = −γ|ut(ξ, t)|2.

Aśı la enerǵıa del sistema es E(t) =
1

2

∫ l

0

ρ|ut|2dx+ α|ux|2dx.

3.3 Buena colocación del problema

Nuestro punto de partida es introducir el espacio de fase H = H1
0 (0, l)× L2(0, l) dotado

del producto interno

〈u
v

 ,

u1

v1

〉 =

∫ l

0

αuxu1xdx+

∫ l

0

ρvv1dx,

el cual induce la norma

‖U‖2
H =

∫ l

0

ρ |v|2 + α |ux|2dx, ∀U = (u, v)t ∈ H.

Haciendo v = ut, tenemos que el problema de valor inicial (3.14)–(3.16) puede ser
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reducido al siguiente problema de valor inicial abstracto para una ecuación de evolución

de primer orden
d

dt
U(t) = AU(t), U(0) = U0, t > 0, (3.21)

donde U = (u, v)t y U0 = (u0, u1)t, esto es

A

u
v

 =

 v

α
ρ
uxx


.

y el operador lineal A : D(A) ⊂ H ↪→ H está dado por

 0 I

(.)xx 0

 .

Por otra parte, el dominio del operador A es

D(A) = {(u, v) ∈ H : u ∈ H2(I), v ∈ H1
0 (0, l), αux(ξ

−)− αux(ξ+) = −γv(ξ)}

.

Teorema 13 Sea H = H1
0 (0, l) × L2(0, l) un espacio de Hilbert. El operador A es disi-

pativo si

Re(AU,U)H = −γ|ut(ξ, t)|2 ≤ 0, ∀U ∈ D(A).

Demostración.-

〈AU,U〉 =

〈 v

α
ρ
uxx

 ,

u
v

〉 (3.22)

〈AU,U〉 = α

(
uxv −

∫ l

0

uxxv

)
+ α

∫ l

0

vxuxdx.

Integrando la ecuación (4.8) sobre I =]0, ξ[∪]ξ, l[, y utilizando integración por partes,

tenemos

α

(
uxv
∣∣∣ξ
0
−
∫ ξ

0

uxvx

)
+ α

∫ ξ

0

vxuxdx, en ]0, ξ[×]0,∞[ (3.23)

α

(
uxv
∣∣∣l
ξ
−
∫ l

ξ

uxvx

)
+ α

∫ l

ξ

vxuxdx, en ]ξ, l[×]0,∞[. (3.24)
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Sumando (3.23)–(3.24) evaluando y agrupando términos, tenemos

〈AU,U〉 = α[(ux(ξ
−)v(ξ−)− ux(0)v(0))− (ux(ξ

+)v(ξ+)− ux(l)v(l))] + α

∫ l

0

(uxvx − vxux)dx

〈AU,U〉 = α[ux(ξ
−)v(ξ−)− ux(ξ+)v(ξ+)] + α

∫ l

0

(uxvx − vxux)dx.

Usando ut(ξ
+) = ut(ξ

−), (3.15)–(3.16) y tomando la parte real, tenemos

〈AU,U〉 = −γ|ut(ξ, t)|2 + 2iIm(uxvx),

luego, tomando la parte real

Re 〈AU,U〉 = −γ|ut(ξ, t)|2 ≤ 0, ∀U ∈ H.

Teorema 14 A es el generador infinitesimal de un semigrupo T (t) de contracciones de

clase C0.

Demostración.- Dado que A cumple las hipótesis del teorema 7, basta probar

que 0 ∈ ρ(A), esto es, dado F = (f1, f2) ∈ H, existe un único U ∈ D(A) tal que

−AU = F .

−v = f1 en H1
0 (0, l) (3.25)

−αuxx = f2 en L2(0, l) (3.26)

Para esto consideremos la siguiente formulación variacional de (3.25)–(3.26)

∫ l

0

αuxwx dx =

∫ l

0

f2w dx− γ〈vδ(x− ξ), w〉.

Como v = f1 la ecuación anterior puede ser escrita como

∫ l

0

αuxwx dx =

∫ l

0

f2w dx− γ〈f1δ(x− ξ), w〉.
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Notemos que f2 + γf1δ(x− ξ) ∈ H−1. Por otro lado la bilineal está definida por

a(u,w) =

∫ l

0

αuxwx dx,

la cual verifica todas las hipótesis del Lema de Lax-Milgran en el espacio H1
0 (0, l). En-

tonces podemos probar que existe una única solución u ∈ H1
0 (0, l) que verifica,

a(u,w) =

∫ l

0

f2w dx− γ〈f1δ(x− ξ), w〉.

Usando nuestra fórmula de integración por partes generalizada, dada en el lema 7 encon-

tramos que

α[ux(ξ
−)− ux(ξ+)]w(ξ)−

∫ l

0

αuxxw dx =

∫ l

0

f2w dx− γ〈f1δ(x− ξ), w〉.

Tomando w ∈ C∞0 (I) encontramos que

−
∫ l

0

αuxxw dx =

∫ l

0

f2w dx ∀w ∈ C∞0 (I),

de donde sigue que u verifica αuxx = f2 en I. Finalmente tomando w ∈ C∞0 (0, l) encon-

tramos que

α[ux(ξ
−)− ux(ξ+)]w(ξ) = −γ〈f1δ(x− ξ), w〉,

de donde sigue la condición

α[ux(ξ
−)− ux(ξ+)] = −γf1(ξ).

Por regularidad eĺıptica, tenemos que el problema (3.25)–(3.26) tiene única solución para

u ∈ H2(I). Aśı, se concluye la prueba.

A continuación mostraremos que el semigrupo que define la ecuación de ondas con disi-

pación puntual es fuertemente estable.
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Teorema 15 (Estabilidad fuerte)

Sea T (t) = eAt un semigrupo en el espacio de Hilbert H.

iR ⊂ ρ(A)⇔ T (t)w → 0, ∀w ∈ H

En particular

E(t) =
1

2

∫ l

0

ρ|ut|2 + α|ux|2dx,

lim
t→∞

E(t) = 0.

Demostración.- Demostraremos que no existen autovalores imaginarios puros

en el espectro de A, es decir iR ∩ σ(A) = ∅. Razonando por contradicción, supongamos

que existe w 6= 0 tal que si existe autovalores imaginarios, entonces

iλw = Aw.

Si aplicamos el producto interno a la ecuación anterior con w tenemos

iλ‖w‖2 − 〈Aw,w〉H = 0,

tomando la parte real, tenemos

Re〈Aw,w〉H = 0.

Esto implica que v(ξ) = 0 y, por tanto, que ux(ξ
+) = ux(ξ

−). Asi tenemos que u verifica

iλu− v = 0, en ]0, l[ (3.27)

iλρv − αuxx = 0, en ]0, l[ (3.28)

u(0) = u(l) = 0,

con ux ∈ C(0, l). Puesto que por la disipación se tiene v(ξ) = 0. Luego, despejando v de
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(4.9) y reemplazando en (4.10) obtenemos

−uxx =
λ2

α
u (3.29)

u(0) = u(l) = 0.

Usando el método de coeficientes constantes, tenemos que la solución u de (3.29)es de la

forma

u(x) = C sen
λ√
a
x+D cos

λ√
a
x

Verificando las condiciones de contorno, tenemos

0 = u(0) = D,

0 = u(l) = C sen
λ√
a
l,

luego

C sen
λ√
a
l = 0⇔ λ√

a
l = κπ, con κ ∈ Z,

de aqúı tenemos que λ =
κ
√
aπ

l
, son todos los autovalores.

A parte debemos verificar que u(ξ) = 0, entonces

sen
κπξ

l
= 0⇔ κπξ

l
= jπ, j ∈ Z,

de donde se obtiene

ξ =
j

κ
l.

Cuando ξ ∈ lQ existen autovalores imaginarios no nulos. Pero como no queremos

autovalores imaginarios no nulos, debemos hacer que ξ /∈ lQ, en ese caso C debe ser cero,

pero esto hace que wt = (0, 0), lo cual contradice a la hipótesis tomada con w 6= −→0 .

Por lo que podemos concluir que el sistema va para cero, si ξ no es múltiplo racional de l.



Caṕıtulo 4

Ecuación de onda para “n”

disipaciones puntuales

4.1 Resolución de la ecuación de onda para n disipa-

ciones puntuales

Ahora veremos el caso cuando la ecuación de onda tiene “n” disipaciones puntuales.

Mostraremos que agregar mas mecanismos disipativos no mejora necesariamente el de-

caimiento de la enerǵıa. Nuevamente aqúı esto dependerá de la posición que los mecan-

ismos disipativos. Consideramos la siguiente ecuación de onda

ρutt − αuxx + Σn
i=1γiδ(x− ξi)ut(ξi, t) = 0, en ]0, l[×]0,∞[ (4.1)

u(0, t) = u(l, t) = 0, en ]0,∞[ (4.2)

esto unido a las condiciones iniciales (3.13). Note que el modelo anterior es equivalente

al siguiente sistema

ρutt − αuxx = 0, en I×]0,∞[ (4.3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, en ]0,∞[ (4.4)

47
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αu(ξ−i , t)− αu(ξ+
i , t) = −γiut(ξi, t), (4.5)

donde

I =]0, ξ1[∪]ξ1, ξ2[∪]ξ2, ξ3[∪ · · · ∪]ξn, l[.

En lo que sigue mostramos la equivalencia de ambos sistemas

Teorema 16 El sistema (4.1)–(4.2) es equivalente al sistema (4.3)–(4.5)

Demostración.-

⇒] Multiplicamos a la ecuación (4.1) por w ∈ D(0, l) e integramos sobre ]0, l[ obteniendo

ρ

∫ l

0

uttw − α
∫ l

0

uxxw + γi

∫ l

0

n∑
i=1

δi(x− ξi)ut(ξi, t)w = 0

d

dt

∫ l

0

ρutwdx−
[
αuxw

∣∣∣l
0
− α

∫ l

0

uxwx

]
+ γi

∫ l

0

n∑
i=1

δi(x− ξi)ut(ξi, t)w = 0

Observamos que αuxw
∣∣∣l
0

= 0 pues w ∈ C∞0 (Ω), luego

d

dt

∫ l

0

ρutwdx+ α

∫ l

0

uxwx + γi

∫ l

0

n∑
i=1

δi(x− ξi)ut(ξi, t)w = 0, ∀w ∈ D(0, l)

Recordar que I = ]0, ξ1[∪]ξ1, ξ2[∪]ξ2, ξ3[∪ · · · ∪]ξn, l[. por lo que D(I) ⊂ D(0, l).

Luego tomando w ∈ D(I) tenemos

d

dt

∫ l

0

ρutwdx+ α

∫ l

0

uxwxdx = 0, (4.6)

cuya ecuación general es ρutt − αuxx = 0

En efecto, se tiene (4.6) escrita de la siguiente forma
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ρ

∫ l

0

uttwdx+ α

∫ l

0

uxwxdx = 0,

ρ

∫ l

0

uttwdx+ α[uxw
∣∣∣l
0
−
∫ l

0

uxxwdx] = 0,

ρ

∫ l

0

uttwdx+ α

∫ l

0

uxxwdx = 0

La cual es la formulación variacional del sistema de ecuaciones (4.3)–(4.5).

Es necesario mostrar la condición de trasmisión para verificar la equivalencia, cuya

condición se encontrará resolviendo la ecuación que contiene a ux, dado que ésta es dis-

continua, integramos sobre I =]0, ξ1[∪]ξ1, ξ2[∪]ξ2, ξ3[∪ · · · ∪]ξn, l[.

αuxxw =
n∑
i=1

γiδ(ξi, t)w.

⇐] Por otro lado, tenemos la fórmula variacional de (4.3)–(4.5)

ρ

∫ l

0

uttwdx+ α

∫ l

0

uxwxdx+
n∑
i=1

γiδ(ξi, t)w(ξi) = 0 (4.7)

debemos tener en cuenta que w es una función continua con soporte compacto, por lo que

a consecuencia de (4.5) se tiene, αw(ξi)[ux(ξ
−
i )−ux(ξ+

i )] = −γut(ξi , t)w(ξi). Luego, (4.7)

es la formulación variacional de (4.3)–(4.5), lo que verifica que u es solución de (4.1)–(4.2).

Teorema 17 La enerǵıa del sistema (4.3)–(4.5) está dada por

E(t) =
1

2

[∫ l

0

ρ|ut|2 + α|ux|2dx
]
,

y satisface
d

dt
E(t) = −Σn

i=1γi|ut(ξi, t)|2.

Demostración.- Multiplicando por ut a la ecuación (4.3) e integrando sobre

I =]0, ξ1[∪]ξ1, ξ2[∪]ξ2, ξ3[∪ · · · ∪]ξn, l[, se tiene

d

2dt
ρ

∫ ξ1

0

|ut|2dx− α
[
uxut

∣∣∣ξ1
0
−
∫ ξ1

0

uxuxtdx

]
= 0.
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d

2dt
ρ

∫ ξ2

ξ1

|ut|2dx− α
[
uxut

∣∣∣ξ2
ξ1
−
∫ ξ2

ξ1

uxuxtdx

]
= 0.

...

d

2dt
ρ

∫ l

ξn

|ut|2dx− α
[
uxut

∣∣∣l
ξn
−
∫ l

ξn

uxuxtdx

]
= 0.

Sumando las ecuaciones anteriores y evaluando, tenemos

∫ l

0

(ρ|ut|2+α|ux|2)dx− α[(ux(ξ1)ut(ξ1)− ux(0)ut(0))

+ (ux(ξ2)ut(ξ2)− ux(ξ1)ut(ξ1))

...

+ (ux(l)ut(l)− ux(ξn)ut(ξn))] = 0.

Dado que u es continua ut(ξ
−) = ut(ξ

+) y u(0) = u(l) = 0, tenemos

d

2dt

∫ l

0

(ρ|ut|2 − α|ux|2)dx− αut(ξ1)[(ux(ξ
−
1 )− ux(ξ+

1 ))]

+ αut(ξ2)[(ux(ξ
−
2 )− ux(ξ+

2 ))]

...

+ αut(ξ2)[(ux(ξ
−
2 )− ux(ξ+

2 ))] = 0

Sumando se tiene

d

2dt

∫ l

0

(ρ|ut|2 − α|ux|2)dx =
n∑
i=1

αut(ξi)[ux(ξ
−
i )− ux(ξ+

i )]

d

2dt

∫ l

0

(ρ|ut|2 − α|ux|2)dx = −
n∑
i=1

γi|ut(ξi , t)|2

Por lo que
d

2dt
E(t) = −γ|ut(ξ, t)|2.
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Aśı la enerǵıa del sistema es E(t) =
1

2

∫ l

0

ρ|ut|2dx+ α|ux|2dx.

4.2 Buena colocación del problema

Consideremos H = H1
0 (0, l)×L2(0, l), luego hacemos un cambio de variable para trabajar

con el problema de Cauchy. Haciendo v = ut tenemos

d

dt
U(t) = AU(t), U(0) = U0, ∀t > 0

Donde U = (u, v)t y U0 = (u0 , u1)t y el mismo operador A descrita en el capitulo anterior,

más es preciso denotar el dominio de dicho operador

D(A) = {(u, v) ∈ H : u ∈ H2(I), v ∈ H1
0 (0, l), α[ux(ξ

−
i )− ux(ξ+

i )] = −γiv(ξi)}

.

Teorema 18 Sea H un espacio de Hilbert, el operador A es disipativo si

Re(AU,U)H = −Σn
i=1γi|ut(ξi, t)|2 ≤ 0, ∀U ∈ D(A).

Demostración.-

〈AU,U〉 =

〈 v

α
ρ
uxx

 ,

u
v

〉 (4.8)

〈AU,U〉 = α

(
uxv −

∫ l

0

uxvx

)
+ α

∫ l

0

vxuxdx.

Integrando la ecuación (4.8) sobre I =]0, ξ1[∪]ξ1, ξ2[∪]ξ2, ξ3[∪ · · · ∪]ξn, l[., y utilizando in-

tegración por partes, tenemos

〈AU,U〉 = α

(
uxv −

∫ ξ1

0

uxvx

)
+ α

∫ ξ1

0

vxuxdx.
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〈AU,U〉 = α

(
uxv −

∫ ξ2

ξ1

uxvx

)
+ α

∫ ξ2

ξ1

vxuxdx.

...

〈AU,U〉 = α

(
uxv −

∫ l

ξn

uxvx

)
+ α

∫ l

ξn

vxuxdx.

Sumando los términos anteriores , evaluando y agrupando, tenemos

〈AU,U〉 = α[(ux(ξ
−
1 )v(ξ−1 )− ux(0)v(0))− (ux(ξ

−
2 )v(ξ−2 )− ux(ξ+

1 )v(ξ+
1 ))− ...

− (ux(l)v(l)− ux(ξ+
n )v(ξ+

n ))] + α

∫ l

0

(uxvx − vxux)dx

〈AU,U〉 = α[ux(ξ
−
1 )v(ξ−1 )− ux(ξ+

1 )v(ξ+
1 )] + α[ux(ξ

−
2 )v(ξ−2 )− ux(ξ+

2 )v(ξ+
2 )]

+ ...+ α[ux(ξ
−
n )v(ξ−n )− ux(ξ+

n )v(ξ+
n )]− α

∫ l

0

(uxvx − vxux)dx.

Usando ut(ξ
+) = ut(ξ

−), (3.15)–(3.16) y tomando la parte real, tenemos

〈AU,U〉 = −Σn
i=1γi|ut(ξi, t)|2 + 2iIm(uxvx),

luego, tomando la parte real

Re 〈AU,U〉 = −Σn
i=1γi|ut(ξi, t)|2 ≤ 0, ∀U ∈ H.

4.3 Estabilidad fuerte

Corolario 1 Sea T (t) = eAt un semigrupo en el espacio de Hilbert H.

iR ⊂ ρ(A)⇔ T (t)x→ 0, ∀x ∈ H

En particular

E(t) =
1

2

∫ l

0

ρ|ut|2 + α|ux|2dx

lim
t→∞

E(t) = 0

Demostración.-
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Gracias al teorema 15, en el caṕıtulo 3,podemos garantizar que el sistema es fuerte-

mente estable, pues trabajamos con el mismo espacio de Hilbert, la misma enerǵıa, por

ende el mismo producto interno y norma. Siguiente los mismos argumentos hemos probado

la estabilidad del sistema.

Es necesario además analizar la posición de los puntos estratégicos en los cuales la

enerǵıa va para cero y para ello enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 19 iR ⊂ ρ(A)⇔ ∃ i0 ∈ {1, ..., n} tal que ξi0 /∈ lQ

Demostración.- Demostraremos que no existen autovalores imaginarios puros

en el espectro de A, es decir iR ∩ σ(A) = ∅. Razonando por absurdo, supongamos que

existe w 6= 0 tal que si existe autovalores imaginarios, entonces

iλw = Aw.

Si aplicamos el producto interno a la ecuación anterior con w tenemos

iλ‖w‖2 − 〈Aw,w〉H = 0,

tomando la parte real, tenemos

Re〈Aw,w〉H = 0.

Esto implica que v(ξi) = 0 y por tanto que ux(ξ
+
i ) = ux(ξ

−
i ). Aśı tenemos que u verifica

iλu− v = 0, en ]0, l[ (4.9)

iλρv − αuxx = 0, en ]0, l[ (4.10)

u(0) = u(l) = 0,

con ux ∈ C(0, l), puesto que por la disipación se tiene v(ξi) = 0. Luego, despejando v de

(4.9) y reemplazando en (4.10) obtenemos

−uxx =
λ2

α
u
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u(0) = u(l) = 0. (4.11)

Usando el método de coeficientes constantes, tenemos que la solución es de la forma

u(x) = C sen
λ√
a
x+D cos

λ√
a
x

Verificando las condiciones de contorno, tenemos

0 = u(0) = C,

0 = u(l) = D sen
λ√
a
l,

luego

C sen
λ√
a
l = 0⇔ λ√

a
l = κπ, con κ ∈ Z,

de aqúı tenemos que λ =
κ
√
aπ

l
, son todos los autovalores.

A parte debemos verificar que u(ξi) = 0, entonces

sen
κπξi
l

= 0⇔ κπξi
l

= jπ, j ∈ Z,

de donde se obtiene

ξi =
j

κ
l.

Cuando ξi ∈ lQ existen autovalores imaginarios no nulos. Pero como no queremos

autovalores imaginarios no nulos, debemos hacer que ξi /∈ lQ, en ese caso A debe ser cero,

pero esto hace que wt = (0, 0), lo cual contradice a la hipótesis tomada con w 6= −→0 .

Por lo que podemos concluir que el sistema va para cero, si ξi no es múltiplo racional de

l.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

El objetivo fundamental de la tesis es estudiar la ecuación de onda con disipación puntual

(Delta de Dirac) para luego generalizarla con n-disipaciones puntuales, en el contexto

de la teoŕıa de semigrupos, lo cual nos ayuda a verificar la existencia y unicidad de las

soluciones. Para demostrar la estabilidad fuerte introducimos el concepto de puntos es-

tratégicos, que podemos resumirlo como siendo los puntos en donde aplicadas los mecan-

ismos disipativos puntuales, producen la estabilidad fuerte. Es decir, si ξ es un punto

estratégico entonces el sistema es fuertemente estable. Generalizamos este resultado para

el caso de n disipaciones puntuales, y nuestro interés es saber donde deben ser aplicados

estos mecanismos disipativos para mejorar la estabilidad fuerte. En otras palabras, el

numero de disipaciones puntuales es secundario en relación a la ubicación de los mismos,

por lo que concluimos que si agregamos n disipaciones, lo importante es la posición de

dichos puntos, más no la cantidad.

55
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Sugerencias

El presente trabajo, como se puede notar, es de gran interés no solo matemático, sino

tambien para aquellos alumnos de ingenierias, siempre se desea que haya una mejora

continua del mismo, por ello se sugiere:

a). Analizar las propiedades aśıntoticas, existen dos tipos, estabilización exponencial

y estabilización polinomial. Para la estabilización exponencial existe el Teorema

de Pruess [13], que caracte- rizan la estabilidad exponencial de semigrupos sobre

espacios de Hilbert, mientras que para la estabilidad polinomial existe un reciente

teorema de Borichev y Tomilov [19], que caracteriza la estabilidad polinomial de

semigrupos en espacios de Banach.

b). Analizar los experimentos numéricos, usando el método de diferencias finitas o de

elementos finitos.

c). Analizar tipos de vigas curva, modelada por el sistema de Bresse con disipaciones

puntuales.



58 Caṕıtulo 5. Conclusiones



Bibliografia

[1] Ammar Khodja, F., Benabdallah, A., Muñoz Rivera, J.E., Racke, R.; Energy decay
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[4] Muñoz-Rivera, J. E. Distribuções e Equações Diferenciais Parciais. LNCC, Petró-
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