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Resumen

En esta investigación se exploró la eficacia de los B-Splines cúbicos en la solución de

ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler. El objetivo principal fue evaluar la

precisión de este método en casos particulares de funciones polinómicas, exponenciales y

trigonométricas. La metodología que se empleó consiste en el análisis de B-Splines y su

aplicación en la resolución de estas ecuaciones, tomando en cuenta valores de frontera y

un dominio discreto homogéneo. Los resultados demostraron que la precisión del método

aumenta con el número de puntos en el dominio discreto. Se observó una disminución

constante del error relativo, especialmente cuando la cantidad de puntos aumenta. Además,

el error relativo para diferentes parámetros y combinaciones de constantes mostró una

naturaleza similar, lo que sugiere que el método es robusto y consistente. Estos hallazgos

tienen implicaciones significativas para la solución precisa y eficiente de una familia de

ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler.

Palabras clave: B-Splines cúbicos, Ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler,

Precisión numérica, Error relativo.
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Abstract

This research explores the efficacy of cubic B-Splines in solving ordinary Cauchy-Euler

differential equations. The primary objective is to evaluate the accuracy of this method

in particular cases of polynomial, exponential, and trigonometric functions. The metho-

dology employed involves the analysis of B-Splines and their application in solving these

equations, taking into account boundary values and a homogeneous discrete domain. The

results demonstrate that the method’s accuracy increases with the number of points in

the discrete domain. A consistent decrease in relative error is observed, especially as the

number of points increases. Furthermore, the relative error for different parameters and

combinations of constants exhibits a similar nature, suggesting that the method is robust

and consistent. These findings have significant implications for the precise and efficient

solution of a family of ordinary Cauchy-Euler differential equations.

Keywords: Cubic B-Splines, Ordinary Cauchy-Euler Differential Equations, Numerical

Accuracy, Relative Error.
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Introducción

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Cauchy-Euler es una forma especial de una

ecuación diferencial ordinaria lineal con coeficientes variables que se utiliza en diver-

sos campos de la ciencia y la ingeniería, como en vibraciones armónicas de tiempo de

una varilla elástica delgada, problemas de disco sólido y anual, mecánica ondulatoria; que

muchas veces son difíciles de resolver analíticamente debido a su complejidad de solución.

Una de las formas de solucionar ecuaciones diferenciales ordinarias es utilizando los

B-Splines; que son curvas que se construyen a partir de funciones básicas las cuales gene-

ran una curva paramétrica polinómica a trozos a través de un número de puntos de control

(Ver Ávila Torres, 2012).

Los B-Splines cúbicos es un método que se utiliza para solucionar ecuaciones diferenciales

ordinarias; pero de que manera utilizamos este método para solucionar las ecuaciones di-

ferenciales ordinarias de Cauchy-Euler. Esto nos lleva a plantear la siguiente interrogante

¿Cómo usar los B-Splines cúbicos en la solución de ecuaciones diferenciales ordina-

rias de Cauchy-Euler con precisión en casos particulares de funciones cero, polinómicas,

exponenciales y trigonométricas?. Para ello nos planteamos como objetivo usar los B-

Splines cúbicos para la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler

con precisión en casos particulares de funciones cero, polinómicas, exponenciales y tri-

gonométricas.

La hipótesis que comprobar fue: Si usamos los B-Splines cúbicos entonces solucionaremos

ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler con precisión en casos particulares

de funciones cero, polinómicas, exponenciales y trigonométricas.

xv



ÍNDICE GENERAL xvi

Esta investigación nos ha permitido comprender de manera analítica y numérica el desa-

rrollo de ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler y hacemos una comparación

de los resultados, detallando el proceso del desarrollo del método de los B-Spline cúbicos.

El presente trabajo de investigación está estructurado de la siguiente manera: En el capítulo

1 se tiene los preliminares el cual comienza con la interpolación, interpolación polinó-

mica, Error del polinomio de interpolación, polinomios de Bernstein, curvas de Bézier y

B-Splines. En el capítulo 2 trata sobre las ecuaciones de Cauchy-Euler y sus métodos de

solución. En el capítulo 3 se presenta la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias

de Cauchy-Euler por el Método de los B-Splines Cúbicos, se detalla el proceso iterativo y

se presenta 4 aplicaciones donde se detalla la solución del método de B-Splines cúbico.

Finalmente se encuentran las conclusiones, recomendaciones, referencias bibliográficas y

anexo.



Capitulo 1

Diseño Teórico

En este primer capítulo se introducen los antecedentes y algunas definiciones las cuales

serán una herramienta principal para analizar la solución de las ecuaciones diferenciales

ordinarias de Cauchy-Euler utilizando los B-splines cúbicos.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Antecedentes internacionales

Chand et al., 2022 en su artículo “Cubic spline fractal solutions of two-point

boundary value problems with a non-homogeneous nowhere differentiable term" , cuyo

objetivo fue emplear las funciones de interpolación fractal splines cúbicos atravez de mo-

mentos para las solución de un problema de valor límite de dos puntos que involucra una

función complicada no suave en la ecuación diferencial de segundo orden no homogénea.

Obtuvo que el método propuesto es convergente en base a su análisis de error de trunca-

miento en los puntos de la cuadrícula.

Aly y Bader, 2019 en su artículo “The particular solutions of some types of Euler-Cauchy

ODE using the differential transform method" se propusieron como objetivo aplicar la

transformada diferencial para encontrar la solución particular de algunos tipos de ecua-

ciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler. Dicho estudio mostró que este método es

eficinte para encontrar la solución particular para Cauchy-Euler ODE y capaz de reducir

el tamaño de los cálculos en comparación con otros métodos.

1
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Shaa-Eldeen, 2019 en su tesis “Solving Cauchy-Euler ODEs Using the Frobenius

and Differential Transformation method" cuyo propósito fue resolver la ecuación lineal

de Cauchy-Euler con coeficientes variables usando el Método de Frobenius para resolver

ecuaciones diferenciales de segundo orden. Concluyó que al comparar el método de Fro-

benius y el método de conversión diferencial, el método de conversión diferencial es capaz

de resolver la mayoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias de forma más eficiente,

precisa y sencilla.

Chehlabi, 2022 en su artículo “Solving Second-Order Fuzzy Cauchy-Euler Initial

Value Problems Under Generalized Differentiability" cuyo objetivo fue resolver ecuacio-

nes difusas de Cauchy-Euler de segundo orden con valores iniciales bajo diferenciabilidad

generalizada. obteniendo la representación de la función solución explícitamente y la con-

diciones de su existencia a una clase de ecuaciones diferenciales difusas de segundo orden,

bajo diferenciabilidad generalizada.

Osadchyi y Yeremieiev, 2021 en su artículo “Construction of cubic splines for

interpolating functional dependencies and processing the results of experimental studies”

cuyo objetivo fue crear algoritmos que permitan la construcción de splines cúbicos para

interpolar dependencias funcionales y procesar los resultados de estudios experimentales.

obtuvieron que la segunda derivada toma valores arbitrarios en los extremos de la spline.

Un caso especial es el spline natural cuando la derivada de orden 2 en los extremos del

spline es igual a cero. Además, en un extremo del spline se da la primera derivada y en el

extremo opuesto se encuentra la segunda derivadas.

1.1.2. Antecedentes nacionales

Sosa Castillo, 2022 en su tesis “Diseño de una pieza de ajedrez usando splines

cúbicos” tuvo como objetivo realizar el diseño geométrico de una pieza de ajedrez usando

splines cúbicos. Concluyendo que los splines cúbicos con condiciones particulares pueden



1.2. BASE TEÓRICA 3

diseñar una pieza de ajedrez.

Cruz y Alberto, 2013 en su tesis “Regresión no paramétrica utilizando spline para

la suavización de la estructura de la mortalidad en el Perú” su objetivo fue investigar

la regresión no paramétrica con enfoque en modelos spline, identificar sus ventajas en

términos de suavizado de curvas y aplicarla a la estructura de mortalidad peruana. obtuvo

que los splines o polinomios por segmentos, permiten modelar la estructura de mortalidad

por edad simple, curva que una vez suavizada forman la base para construir tablas de

mortalidad o tablas de vida de la población.

1.1.3. Antecedentes locales

Alberto y David, 2021 en su tesis “Solución de ecuaciones diferenciales ordina-

rias de segundo orden por el método de splines cúbicos, asistido con matlab” tuvieron

como objetivo solucionar ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden utilizando

el método de splines cúbicos, asistido por Matlab. Concluyeron que las ecuaciones dife-

renciales ordinarias lineales con coeficiente constante homogéneas y no homogéneas se

pueden resolver analíticamente utilizando métodos variacionales paramétricos y métodos

splines cúbicos, comparando numéricamente los resultados para aproximar la solución

verdadera con un margen de error mínimo.

1.2. Base Teórica

1.2.1. Interpolación

La interpolación es el proceso de hallar una función cuya gráfica pase por un número

de puntos dados. En la figura (1,1) los puntos representan los (𝑛+1) pares de números

(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), ..., (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), (1.1)
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y la curva representa una función continua 𝑦 = 𝑓 (𝑥) tal que 𝑦𝑖 = 𝑓 (𝑥𝑖) para los pares de

números (figura 1.1). (Arévalo-Ovalle et al., 2021)

Figura 1.1

Interpolación

1.2.2. Interpolación polinómica

La interpolación polinómica es una técnica utilizada para aproximar los valores que

toma una función, casi siempre desconocida en su expresión, siendo conocida sólo su

imagen en un número finito de abscisas. Enunciamos la siguiente definición y teorema

según (Casparri et al., 2011)

Definición 1.2.1 Sean (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), ..., (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), un conjunto de 𝑛+1 puntos

(llamados nodos) tal que 𝑥𝑖 < 𝑥 𝑗 para 𝑖 < 𝑗 . Una función de interpolación correspondiente

a estos datos es una función continua 𝑓 tal que 𝑓 (𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, para todo 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Teorema 1.2.1 Sean (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), ..., (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), un conjunto de 𝑛+1 puntos. Si

𝑥𝑖 < 𝑥 𝑗 para 𝑖 < 𝑗 entonces existe un único polinomio 𝑝 (llamado polinomio interpolador)

de grado menor o igual que 𝑛 tal que 𝑝(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, para todo 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
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Demostración.

1. Unicidad

Supongamos que existe 𝑝 y 𝑞 polinomios distintos de grado menor o igual que 𝑛,

con 𝑝(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 = 𝑞(𝑥𝑖) para todo 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, luego 𝑝− 𝑞 tendría 𝑛+1 raices y por el

teorema fundamental del álgebra 𝑝− 𝑞 = 0 que implica que 𝑝 = 𝑞.

2. Existencia

Para 𝑛 = 0 la existencia es obvia, ya que la función constante 𝑝0(𝑥) = 𝑦0 verifica que

𝑝(𝑥0) = 𝑦0, y es un polinomio de grado a lo sumo 0.

Supongamos ahora que ya se ha obtenido un polinomio 𝑝𝑘−1(𝑥) de grado menor

igual que 𝑘 −1, que verifica 𝑝𝑘−1(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 para 𝑖 = 0,1, ..., 𝑘 −1. Construimos 𝑝𝑘 de

la forma:

𝑝𝑘 (𝑥𝑘 ) = 𝑝𝑘−1(𝑥𝑘 ) + 𝑐𝑘 (𝑥𝑘 − 𝑥0) (𝑥𝑘 − 𝑥1)...(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

Observamos que este polinomio 𝑝𝑘 es de grado a lo sumo 𝑘 , e interpola los mismos

datos que 𝑝𝑘−1, ya que

𝑝𝑘 (𝑥𝑖) = 𝑝𝑘−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑘 (𝑥𝑖 − 𝑥0) (𝑥𝑖 − 𝑥1)...(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖)...(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘−1) = 𝑝𝑘−1(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖,

para 𝑖 = 0,1, ..., 𝑘 − 1, ya que para algún 𝑖 entre 0 y 𝑘 − 1 va a ser cero. Queda por

determinar el coeficiente 𝑐, que debe ser único. Para ello, se utiliza el dato 𝑝(𝑥𝑘 ) = 𝑦𝑘 ,

lo que nos lleva a la ecuación:

𝑦𝑘 = 𝑝𝑘−1(𝑥𝑘 ) + 𝑐𝑘 (𝑥𝑘 − 𝑥0) (𝑥𝑘 − 𝑥1)...(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)
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y despejando 𝑐 se obtiene

𝑐𝑘 =
𝑦𝑘 − 𝑝𝑘−1(𝑥𝑘 )

(𝑥𝑘 − 𝑥0) (𝑥𝑘 − 𝑥1)...(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)
,

el denominador de esta fracción es no nulo puesto que 𝑥𝑖 ≠ 𝑥 𝑗 para todo 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘.

Asi el polinomio anterior 𝑝(𝑥) satisface 𝑝𝑘 (𝑥𝑖) = 𝑦𝑖

Note que los polinomios 𝑝0, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛 generados en la demostración anterior tienen

la propiedad que cada 𝑝𝑘 se obtiene a partir de 𝑝𝑘−1 agregándole un sumando, con

ello al final del proceso 𝑝𝑛 estará formado por una suma de términos y cada 𝑝𝑖 será

visible en la expresión de 𝑝𝑛. El 𝑘-ésimo polinomio se puede expresar como:

𝑝𝑘 (𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1(𝑥− 𝑥0) + 𝑐2(𝑥− 𝑥0) (𝑥− 𝑥1) + ...+ 𝑐𝑘 (𝑥− 𝑥0) (𝑥− 𝑥1)...(𝑥− 𝑥𝑘−1)

Ejemplo 1.1 Calcular el polinomio de interpolación para los siguientes datos.

𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3

x -1 1 3 4

y 2 5 8 12

𝑦0 𝑦1 𝑦2 𝑦3

Solución

𝑐0 = 2 𝑝0(𝑥) = 2, 𝑐1 =
5−2
1+1 = 3

2 , 𝑝1 = 2+ 3
2 (𝑥 +1)

𝑝1(𝑥) = 𝑝2(𝑥), 𝑐2 = 0, 𝑝2(4) = 19
2 , 𝑐3 =

12−19/2
(5) (3) (1) =

1
6

El polinomio de interpolación es: 𝑝3 = 2+ 3
3 (𝑥 +1) + 1

6 (𝑥 +1) (𝑥−1) (𝑥−3).

Para la interpolación matricial, la forma usual de un polinomio es:

𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ...+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖
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Si el polinomio interpola los puntos se cumple que:

𝑝(𝑥𝑘 ) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥𝑘 + 𝑎2𝑥
2
𝑥 + ...+ 𝑎𝑛𝑥𝑛𝑘 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖
𝑘 = 𝑦𝑘

Para todo 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, lo que conlleva a un sistema de 𝑛+ 1 ecuaciones lineales con

𝑛+1 incógnitas representado en forma matricial por

©«

1 𝑥0 𝑥2
0 · · · 𝑥𝑛0

1 𝑥1 𝑥2
1 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥2
2 · · · 𝑥𝑛2

...
...

. . .
...

1 𝑥𝑛 𝑥2
𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛

ª®®®®®®®®®®¬

©«

𝑎0

𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
=

©«

𝑦0

𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
(1.2)

que tiene solución única debido a que el determinante de la matriz es diferente de 0

puesto que los 𝑥𝑖 son todos distintos.

©«

𝑎0

𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
=

©«

1 𝑥0 𝑥2
0 · · · 𝑥𝑛0

1 𝑥1 𝑥2
1 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥2
2 · · · 𝑥𝑛2

...
...

. . .
...

1 𝑥𝑛 𝑥2
𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛

ª®®®®®®®®®®¬

−1 ©«

𝑦0

𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
(1.3)

Ejemplo 1.2 Hallar el polinomio de interpolación de los siguientes puntos.

𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3

x -2 1 0 3

y 4 0 5 -5

𝑦0 𝑦1 𝑦2 𝑦3
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Solución

©«

𝑎0

𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
=

©«

1 −1 4 · · · −8

1 1 1 · · · 1

1 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

1 3 9 · · · 27

ª®®®®®®®®®®¬

−1 ©«

4

0

5
...

−5

ª®®®®®®®®®®¬
=

©«

5
−127

30
−13
10
...

8
13

ª®®®®®®®®®®¬
Así, el polinomio de interpolación es: 𝑝(𝑥) = 5− 127

30 𝑥−
13
10𝑥

2 + 8
15𝑥

3

1.2.3. Error del poliomio de interpolación

En este apartado analizaremos el error en la interpolación polinómica de una función

𝑓 (𝑥). El teorema que introduciremos a continuación permite estudiar el error de la inter-

polación por polinomios cuando la función dada posee derivadas de hasta orden (𝑛+1).

Mediante este resultado se puede obtener una estimación del error que estamos cometiendo

al aproximar 𝑓 (𝑥) por 𝑃𝑛 (𝑥). Según (Casparri et al., 2011)

Teorema 1.2.2 Sea 𝑓 : [𝑎.𝑏] → R, {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ [𝑎, 𝑏], 𝑥𝑖 ≠ 𝑥 𝑗 para 𝑖 ≠ 𝑗 y supongamos

que 𝑓 es derivable 𝑛 + 1 veces en [𝑎, 𝑏] con derivada continua, entonces para todo

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], existe un 𝜉𝑥 que pertenece al menor de los intervalos que contiene a los puntos

𝑥, 𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 tal que:

𝐸 = 𝑓 (𝑥) − 𝑝(𝑥) = 𝑓 (𝑛+1) (𝜉𝑥)
(𝑛+1)! (𝑥− 𝑥0) (𝑥− 𝑥1)...(𝑥− 𝑥𝑛)

donde 𝑝(𝑥) es el polinomio que interpola a 𝑓 en {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0.

Demostración. Si 𝑥 es uno de los puntos 𝑥𝑘 no hay nada que probar ya que ambos

miembros se anulan para cualquier 𝜉.

Si 𝑥 es un valor fijo diferente de los 𝑥𝑘 , consideramos la función auxiliar 𝐹 = 𝐹 (𝑡)

definida por:

𝐹 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) − 𝑝(𝑡) − 𝑐𝐿(𝑡), 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒𝑐 = 𝑓 (𝑥) − 𝑝(𝑥)
𝐿 (𝑥) (1.4)
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y donde estamos llamando 𝐿 (𝑥) = (𝑥− 𝑥0) (𝑥− 𝑥1)...(𝑥− 𝑥𝑛) =
∏𝑛

𝑖=0(𝑥− 𝑥𝑖).

Tenemos 𝐹 (𝑥𝑘 ) = 𝑓 (𝑥𝑘 ) − 𝑝(𝑥𝑘 ) − 𝑐𝐿 (𝑥𝑘 ) = 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘 −0 = 0 para 𝑘 = 0,1,2, ..., 𝑛 y también

𝐹 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑝(𝑥) − 𝑐𝐿(𝑥) = 0, por definición de 𝑐.

La función 𝐹 tiene entonces al menos 𝑛+2 ceros distintos en el intervalo 𝐼. Por el teorema

de Rolle, 𝐹′ debe tener por lo menos 𝑛+1 ceros en el menor de los intervalos que contiene

a 𝑥 y los 𝑥𝑘 , la segunda derivada 𝐹′′ debe tener no menos de 𝑛 ceros, ... ,la (𝑛+1)-ésima

derivada debe tener por lo menos un cero. Sea 𝜉𝑥 tal cero. Derivando (𝑛 + 1) veces la

ecuación (1.4) y haciendo 𝑡 = 𝜉𝑥:

0 = 𝐹 (𝑛+1) (𝜉𝑥) = 𝑓 (𝑛+1) (𝜉𝑥) − 𝑐(𝑛+1)! (1.5)

ya que la derivada (𝑛+1)-ésima de 𝑝(𝑥) es cero. Por tanto, usando (1.5) tenemos:

𝑐𝐿(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑝(𝑥) = 1
(𝑛+1)! 𝑓

(𝑛+1) (𝜉𝑥)𝐿 (𝑥)

Ejemplo 1.3 Cúal es el error máximo que puede presentarse con dos puntos de interpo-

lación?

Solución. Supongamos dos puntos de interpolación (𝑥0, 𝑓 (𝑥0)), (𝑥1, 𝑓 (𝑥1)). Entonces el

polinomio es:

𝑝(𝑥) = 𝑓 (𝑥0)
𝑥− 𝑥1
𝑥0 − 𝑥1

+ 𝑓 (𝑥1)
𝑥− 𝑥0
𝑥1 − 𝑥0

=
(𝑥1 − 𝑥) 𝑓 (𝑥0) + (𝑥− 𝑥0) 𝑓 (𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0

y por otra parte:

𝐸 = 𝑓 (𝑥) − 𝑝(𝑥) = (𝑥− 𝑥0) (𝑥− 𝑥1)
2!

𝑓 ′′(𝜉𝑥)

Supongamos que | 𝑓 ′′(𝑥) | ≤ 𝑀,∀𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1]. El máximo de la función | 12 (𝑥−𝑥0) (𝑥−𝑥1) |
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entre 𝑥0 y 𝑥1 se presenta en 𝑥 = 1
2 (𝑥0 + 𝑥1) con valor 1

8 (𝑥1 − 𝑥0)2. Por tanto:

| 𝑓 (𝑥) − 𝑝(𝑥) | ≤ (𝑥1 − 𝑥0)2

8
𝑀

Ejemplo 1.4 ¿Con qué grado de exactitud podemos calcular
√

115 mediante interpo-

lación polinómica para la función 𝑦 =
√
𝑥 si elegimos los puntos 𝑥0 = 100, 𝑥1 = 121,

𝑥2 = 144?

Solución. Tenemos 𝑦′ = 1
2𝑥

− 1
2 , 𝑦′′ = −1

4𝑥
− 3

2 , 𝑦′′′ = 3
8𝑥

− 5
2 . Entonces:

𝑀 = 𝑚𝑎𝑥 |𝑦′′|
100≤𝑥≤144

=
3
8

1
√

1005
=

3
8

10−5 (1.6)

Entonces:

|𝐸 | ≤ 3
8
×10−5× 1

3!
| (115−100) (115−121) (115−144) | = 1

16
×10−5×15×6×29≈ 1,6×10−3
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1.2.4. Polinomios de Bernstein

Según (Loredo Villalobos, 2007)

Los polinomios son útiles herramientas matemáticas que además se definen de forma sen-

cilla. Pueden calcularse rápidamente en sistemas computacionales y permiten representar

una gran variedad de funciones. Pueden ser derivados e integrados fácilmente y pueden

ser unidos para formar curvas que aproximen una función tanto como se desee.

Sabemos que un polinomio real de una variable de la forma:

𝑝(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎𝑥𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ...+ 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑥𝑛

puede ser representado como una combinación lineal de elementos de la base canónica

𝛽 = {1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛}

del espacio de polinomios. Esta base es tan solo una de un número infinito de bases para

el espacio de polinomios. En lo siguiente discutiremos otra de las bases recientemente

usadas del espacio de polinomios: los polinomios de Bernstein.

Según (Prautzsch et al., 2005)

Sea △𝑁 : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏 una partición del intervalo [𝑎, 𝑏] y ℎ = 𝑏−𝑎
𝑛

el

tamaño de la malla de la partición (figura 1.2).

Figura 1.2

Definición 1.2.2 El polinomio de Bernstein de grado 𝑛 asociado con la función 𝑓 :

[𝑎, 𝑏] ⊂ R→ R está definido por
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𝐵𝑛 ( 𝑓 ;𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=0

(
𝑛

𝑖

)
(𝑥− 𝑎)𝑖 (𝑏− 𝑥)𝑛−𝑖 𝑓 (𝑥𝑖) (1.7)

donde 𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ = 𝑎 + 𝑖
𝑛
(𝑏− 𝑎), 𝑖 = 0,1,2, ..., 𝑛

En el caso especial donde el intervalo es el [0,1], la ecuación (1.7) se reduce a

𝐵𝑛 ( 𝑓 ;𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=0

(
𝑛

𝑖

)
(𝑥)𝑖 (1− 𝑥)𝑛−𝑖 𝑓 ( 𝑖

𝑛
) (1.8)

Definición 1.2.3 Los polinomios básicos de Bernstein se definen como

𝐵𝑛
𝑖 (𝑥) =

(
𝑛

𝑖

)
(𝑥)𝑖 (1− 𝑥)𝑛−𝑖 (1.9)

con 𝑖 = 0,1,2, ..., 𝑛; 𝑛 = 0,1,2, ...

Por conveniencia diremos que 𝐵𝑛
𝑖
= 0 si 𝑖 < 0 ó 𝑖 > 𝑛. Además observamos de (1.9) que

hay 𝑛+1 polinomios básicos de Bernstein de grado 𝑛. En la figura (1.3) observamos los

polinomios de Berstein de grado 4.

A lo largo de este trabajo nos enfocaremos en la aproximación de una función 𝑓 sobre

[0,1].

Según ésta observación y como veremos más adelante:

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐵𝑛
𝑖 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=0

(
𝑛

𝑖

)
𝑥𝑖 (1− 𝑥)𝑛−𝑖 = (𝑥 + (1− 𝑥))𝑛 = 1 (1.10)

Ejemplo 1.5 .

1. Polinomios básicos de Bernstein de grado 1.

𝐵1
0(𝑥) = 1− 𝑥, 𝐵1

1(𝑥) = 𝑥 𝑐𝑜𝑛 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
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Figura 1.3

Representación de los polinomios de Bernstein de grado 4 sobre [0,1]

Figura 1.4

Polinomios de Bernstein de grado 1

2. Polinomios básicos de Bernstein de grado 2.

𝐵2
0(𝑥) = (1− 𝑥)2, 𝐵2

1(𝑥) = 2𝑥(1− 𝑥) 𝐵2
2(𝑥) = 𝑥2

3. Polinomios básicos de Bernstein de grado 3.

𝐵3
0(𝑥) = (1− 𝑥)3, 𝐵3

1(𝑥) = 3𝑥(1− 𝑥)2, 𝐵3
2(𝑥) = 3𝑥2(1− 𝑥), 𝐵3

3(𝑥) = 𝑥3

Mostraremos a continuación algunas propiedades de los polinomios básicos de Bernstein.

Satisfacen la relación de recurrencia.

𝐵𝑛
𝑘 (𝑥) = (1− 𝑥)𝐵𝑛−1

𝑘 (𝑥) + 𝑥𝐵𝑛−1
𝑘−1(𝑥) (1.11)
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Figura 1.5

Polinomios de Bernstein de grado 2

Figura 1.6

Polinomios de Bernstein de grado 3

En efecto.

(1− 𝑥)𝐵𝑛−1
𝑘 (𝑥) + 𝑥𝐵𝑛−1

𝑘−1(𝑥) = (1− 𝑥)
(
𝑛−1
𝑘

)
(𝑥)𝑘 (1− 𝑥)𝑛−1−𝑘 + 𝑥

(
𝑛−1
𝑘 −1

)
(𝑥)𝑘−1(1− 𝑥)𝑛−1−(𝑘−1)

=

(
𝑛−1
𝑘

)
(𝑥)𝑘 (1− 𝑥)𝑛−𝑘 +

(
𝑛−1
𝑘 −1

)
(𝑥)𝑘 (1− 𝑥)𝑛−𝑘)

=

[(
𝑛−1
𝑘

)
+
(
𝑛−1
𝑘 −1

)]
(𝑥)𝑘 (1− 𝑥)𝑛−𝑘)

=

(
𝑛

𝑘

)
(𝑥)𝑘 (1− 𝑥)𝑛−𝑘)

= 𝐵𝑛
𝑘 (𝑥)
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Son positivos en [0,1].

En efecto.

i) Para 𝑛 = 1. En este caso es inmediato que los polinomios básicos de Bernstein

𝐵1
0(𝑥) = (1− 𝑥) y 𝐵1

1(𝑥) = 𝑥 son no negativos si 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

ii) Supongamos ahora que todos los polinomios básicos de Bernstein de grado 𝑚 < 𝑛

son no negativos. Luego, a partir de (1.11) tomando 𝑚 = 𝑛

𝐵𝑚
𝑖 (𝑥) = (1− 𝑥)𝐵𝑚−1

𝑖 (𝑥) + 𝑥𝐵𝑚−1
𝑖−1 (𝑥)

Entonces 𝐵𝑚
𝑖
(𝑥) ≥ 0 para 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, ya que por hipótesis de inducción los elementos

del lado derecho de esta igualdad son no negativos.

Forman una partición de la unidad.

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐵𝑛
𝑖 (𝑥) = 1 (𝑘 = 1,2, ...) (1.12)

En efecto.

La comprobación se hace de (1.10).

Son simétricos.

𝐵𝑛
𝑖 (𝑥) = 𝐵𝑛

𝑛−𝑖 (1− 𝑥) (1.13)

En efecto.

𝐵𝑛
𝑛−𝑖 (1− 𝑥) =

(
𝑛

𝑛− 𝑖

)
(1− 𝑥)𝑛−𝑖 [1− (1− 𝑥)]𝑛−(𝑛−𝑖)

=

(
𝑛

𝑖

)
𝑥𝑖 (1− 𝑥)𝑛−𝑖

= 𝐵𝑛
𝑖 (𝑥)
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Las únicas raíces son 0 y 1.

𝐵𝑛
𝑖 (0) = 𝐵𝑛

𝑛−𝑖 (1) =


1, si 𝑖 = 0

0; si 𝑖 > 0
(1.14)

En efecto.

Para 𝑖 = 0.

𝐵𝑛
0 (𝑥) =

(
𝑛

0

)
(𝑥)0(1− 𝑥)𝑛−0

= 1,1.(1− 𝑥)𝑛

= (1− 𝑥)𝑛

Si 𝑥 = 0, entonces 𝐵𝑛
0 (0) = 1.

Para 𝑖 > 0.

𝐵𝑛
1 (𝑥) =

(
𝑛

1

)
(𝑥)1(1− 𝑥)𝑛−1

= 𝑛.𝑥.(1− 𝑥)𝑛−1

Si 𝑥 = 0, entonces 𝐵𝑛
1 (0) = 0.

Analogamente se prueba que 𝐵𝑛
𝑛−𝑖 (1) = 1, si 𝑖 = 0 y 𝐵𝑛

𝑛−𝑖 (1) = 0, si 𝑖 > 0.

Observación 1.1

𝐵𝑛
𝑘 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=𝑘

(−1)𝑖−𝑘
(
𝑛

𝑖

) (
𝑖

𝑘

)
𝑥𝑖 (1.15)

En efecto.
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𝐵𝑛
𝑘 (𝑥) =

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1− 𝑥)𝑛−𝑘

=

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘

𝑛−𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
(
𝑛− 𝑘

𝑖

)
𝑥𝑖

=

𝑛−𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
(
𝑛

𝑘

) (
𝑛− 𝑘

𝑖

)
𝑥𝑖+𝑘

=

𝑛∑︁
𝑖=𝑘

(−1)𝑖−𝑘
(
𝑛

𝑘

) (
𝑛− 𝑘

𝑖− 𝑘

)
𝑥𝑖

=

𝑛∑︁
𝑖=𝑘

(−1)𝑖−𝑘
(
𝑛

𝑖

) (
𝑖

𝑘

)
𝑥𝑖

Según (Loredo Villalobos, 2007) los polinomios básicos de Bernstein forman una base

ya que:

1. Cualquier polinomio de grado menor o igual a 𝑛 puede escribirse como combinación

lineal de polinomios básicos de Bernstein. Puesto que la base 𝛽 = 1, 𝑥, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛

genera el espacio de polinomios y cualquier miembro de 𝛽 puede escribirse como

combinación lineal de polinomios básicos de Bernstein.

2. Son linealmente independientes, pues para todo 𝑥.

0 = 𝑐0𝐵
𝑛
0 (𝑥) + 𝑐1𝐵

𝑛
1 (𝑥) + ...+ 𝑐𝑛𝐵

𝑛
𝑛 (𝑥)

= 𝑐0

𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
(
𝑛

𝑖

) (
𝑖

0

)
𝑥𝑖 + 𝑐1

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1
(
𝑛

𝑖

) (
𝑖

1

)
𝑥𝑖 + ...+ 𝑐𝑛

𝑛∑︁
𝑖=𝑛

(−1)𝑖−𝑛
(
𝑛

𝑖

) (
𝑖

𝑛

)
𝑥𝑖

= 𝑐0 +
[ 1∑︁
𝑖=0

𝑐1

(
𝑛

1

) (
1
1

)]
𝑥 + ...+

[
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖

(
𝑛

𝑛

) (
𝑛

𝑛

)]
𝑥𝑛
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Como 𝛽 es base se tiene que

𝑐0 = 0
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐1

(
𝑛

1

) (
1
1

)
= 0

...

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖

(
𝑛

𝑛

) (
𝑛

𝑛

)
= 0

De donde se obtiene que 𝑐0 = 𝑐1 = ... = 𝑐𝑛 = 0

Según los resultados anteriores tenemos que, dado un polinomio de grado 𝑛 podemos

escribirlo como combinación lineal de polinomios básicos de Bernstein de grado 𝑛:

𝑝(𝑥) = 𝑐0𝐵
𝑛
0 (𝑥) + 𝑐1𝐵

𝑛
1 (𝑥) + ...+ 𝑐𝑛𝐵

𝑛
𝑛 (𝑥) (1.16)

Entonces podemos escribir a 𝑝(𝑥) como:

𝑝(𝑥) = (𝐵𝑛
0 (𝑥) 𝐵𝑛

1 (𝑥)... 𝐵𝑛
𝑛 (𝑥))

©«

𝑐0

𝑐1

𝑐2
...

𝑐𝑛

ª®®®®®®®®®®¬

𝑝(𝑥) = (1 𝑥 𝑥2... 𝑥𝑛)

©«

𝑏0,0 0 0 · · · 0

𝑏1,0 𝑏1,1 0 · · · 0

𝑏2,0 𝑏2,1 𝑏2,2 · · · 0
...

...
... · · ·

...

𝑏𝑛,0 𝑏𝑛,1 𝑏𝑛,2 · · · 𝑏𝑛,𝑛

ª®®®®®®®®®®¬

©«

𝑐0

𝑐1

𝑐2
...

𝑐𝑛

ª®®®®®®®®®®¬
(1.17)

donde los 𝑏𝑖, 𝑗 son los coeficientes de la base 𝛽 que son usados para determinar el

polinomio básico de Bernstein respectivo. Obsérvese que la matriz es triangular inferior.
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Ejemplo 1.6 En el caso cuadrático (𝑛 = 2).

𝐵2
0(𝑥) =

(
2
0

)
(𝑥)0(1− 𝑥)2−0

= (1− 𝑥)2

= 1−2𝑥 + 𝑥2

𝐵2
1(𝑥) =

(
2
1

)
(𝑥)1(1− 𝑥)2−1

= 2𝑥(1− 𝑥)

= 2𝑥−2𝑥2

𝐵2
2(𝑥) =

(
2
2

)
(𝑥)2(1− 𝑥)2−2

= 𝑥2

la representación matricial es.

𝑝(𝑥) = (1 𝑥 𝑥2)
©«

1 0 0

−2 2 0

1 −2 1

ª®®®®¬
©«
𝑐0

𝑐1

𝑐2

ª®®®®¬
1.2.5. Curvas de Bézier

Los polinomios de Bernstein 𝐵𝑛
𝑖

de grado 𝑛 forman una base para el espacio vectorial

de polinomios de grado igual o menor que 𝑛. Por lo tanto toda curva polinómica 𝑏(𝑢)

de grado menor o igual que 𝑛 tiene una única representación de Bézier. (Prautzsch et al.,

2005)

𝑏(𝑢) =
𝑛∑︁
0
𝑐𝑖𝐵

𝑛
𝑖 (𝑥) (1.18)

La transformación afín

𝑢 = 𝑎(1+ 𝑡) + 𝑏𝑡, 𝑎 ≠ 𝑏

deja invariante el grado de 𝑏, por lo tanto 𝑏(𝑢(𝑡)) también tiene una única representación
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de grado 𝑛, en términos de los polinomios de Bernstein 𝐵𝑛
𝑖
(𝑡)

𝑏(𝑢(𝑡)) =
𝑛∑︁
0
𝑏𝑖𝐵

𝑛
𝑖 (𝑡) (1.19)

Los coeficientes 𝑏𝑖 se denominan puntos de Bézier y son los vértices del polígono de

Bézier de 𝑏(𝑢) sobre el intervalo [𝑎, 𝑏]. Nos referimos a 𝑡 como parámetro local y a 𝑢

como parámetro global de 𝑏 como se muestra en la figura 1.7

Figura 1.7

Curva cúbica con su polígono de Bézier sobre [𝑎, 𝑏]

1.2.6. B-Splines

Según (Ávila Torres, 2012), el término spline en computación gráfica y modelado

geométrico se refiere a la representación paramétrica a trozos de una geometría con un

nivel específico de continuidad paramétrica. La letra 𝐵 antepuesta a la palabra spline hace

alusión a las funciones básicas. A diferencia de las funciones básicas de las curvas de

Bézier, que usan polinomios de Bernstein, las funciones básicas de las curvas B-spline

generan una curva paramétrica polinómica a trozos a través de un número de puntos de

control. El grado de las funciones básicas controla el grado de la curva B-spline resultante;

dichas curvas exhiben control local, esto significa que si movemos un punto de control

solo algunos de los segmentos de la curva se verán afectados y el resto de la curva no

variará,



1.2. BASE TEÓRICA 21

Prautzsch et al., 2005 enuncia la siguiente definición y observación.

Definición 1.2.4 Dado △𝑁 : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏, una partición del intervalo

[𝑎, 𝑏] y ℎ = 𝑏−𝑎
𝑛

el tamaño de la malla de la partición (figura 1.2). Una función polinomial

por partes 𝑠 en el intervalo [𝑎, 𝑏] se llama spline de grado 𝑘 si 𝑠 ∈ 𝐶𝑘−1 [𝑎, 𝑏] y 𝑠 es un

polinomio de grado como máximo 𝑘 en cada subintervalo [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1].

Observación 1.2 En analogía a la representación de curvas polinómicas de Bézier, tam-

bién es conveniente expresar un spline 𝑠(𝑢) como una combinación afín de ciertos puntos

de control 𝑐𝑖, es decir:

𝑠(𝑥) =
∑︁

𝑐𝑖𝑁
𝑛
𝑖 (𝑥) (1.20)

Donde los 𝑁𝑛
𝑖
(𝑥) son funciones polinómicas por trozos con soporte finito (se anula fuera

de un intervalo finito) y satisfacen ciertas condiciones de continuidad. Shoenberg intro-

dujo el nombre de B-splines para estas funciones.

Los B-splines se definen mediante una relación recursiva introducida por Carl de Boor

(1972, 1978) a principios de la década de 1970.

Según (Munguia y Bhatta, 2015)

Los B-splines de grado cero están definidas por

𝑁0
𝑖 (𝑥) =


1, si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1

0, 𝑒𝑛 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜
(1.21)

y los de grado 𝑘 ∈ Z+ se definen recursivamente en términos de B-splines de grado 𝑘 −1

por

𝑁 𝑘
𝑖 (𝑥) =

(
𝑥− 𝑥𝑖

𝑥𝑖+𝑘 − 𝑥𝑖

)
𝑁 𝑘−1
𝑖 (𝑥) +

(
𝑥𝑖+𝑘+1 − 𝑥

𝑥𝑖+𝑘+1 − 𝑥𝑖+1

)
𝑁 𝑘−1
𝑖+1 (𝑥), (1.22)
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Para 𝑖 = 0,1,2,3, .... Las funciones base 𝑁 𝑘
𝑖

definidas por (1.19) se denominan B-splines

de grado 𝑘 .

Usando la relación de recurrencia (1.19) y asumiendo la partición △𝑁 , los B-splines

lineales, cuadráticos y cúbicos están dadas por:

a) B-spline lineal:

𝑁1
𝑖 (𝑥) =



𝑥− 𝑥𝑖

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
, si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1,

𝑥𝑖+2 − 𝑥

𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖+1
, si 𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+2

0, en caso contrario

(1.23)

b) B-spline cuadrático:

𝑁2
𝑖 (𝑥) =



(𝑥−𝑥𝑖)2
(𝑥𝑖+2−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+1−𝑥𝑖) , si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1,

(𝑥−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+2−𝑥)
(𝑥𝑖+2−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+2−𝑥𝑖+1) +

(𝑥𝑖+3−𝑥) (𝑥−𝑥𝑖+1)
(𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+2−𝑥𝑖+1) , si 𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+2

(𝑥𝑖+3−𝑥)2
(𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+2) , si 𝑥𝑖+2 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+3,

0 , en caso contrario

(1.24)



1.2. BASE TEÓRICA 23

c) B-spline cúbico:

𝑁3
𝑖 (𝑥) =



(𝑥−𝑥𝑖)3
(𝑥𝑖+3−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+2−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+1−𝑥𝑖) , si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1,

(𝑥−𝑥𝑖)2 (𝑥𝑖+2−𝑥)
(𝑥𝑖+3−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+2−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+2−𝑥𝑖+1) +

(𝑥−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+3−𝑥) (𝑥−𝑥𝑖+1)
(𝑥𝑖+3−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+2−𝑥𝑖+1)

+ (𝑥𝑖+4−𝑥) (𝑥−𝑥𝑖+1)2
(𝑥𝑖+4−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+2−𝑥𝑖+1) , si 𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+2

(𝑥−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+3−𝑥)2
(𝑥𝑖+3−𝑥𝑖) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+2) +

(𝑥𝑖+4−𝑥) (𝑥−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+3−𝑥)
(𝑥𝑖+4−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+2)

+ (𝑥𝑖+4−𝑥)2 (𝑥−𝑥𝑖+2)
(𝑥𝑖+4−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+4−𝑥𝑖+2) (𝑥𝑖+3−𝑥𝑖+2) , si 𝑥𝑖+2 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+3

(𝑥𝑖+4−𝑥)3
(𝑥𝑖+4−𝑥𝑖+1) (𝑥𝑖+4−𝑥𝑖+2) (𝑥𝑖+4−𝑥𝑖+3) , si 𝑥𝑖+3 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+4,

0 , en caso contrario

.

(1.25)

La ecuación (1.25) es una spline cúbica con nudos 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2, 𝑥𝑖+3, 𝑥𝑖+4. Note que la

B-spline cúbica es cero excepto en el intervalo [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+4 >. Esto se cumple para todas las

B-splines.

En adelante cuando nos referimos a B-spline de grado 3, escribiremos 𝑁𝑖 en lugar de

𝑁3
𝑖
(𝑥). Si restringimos a nudos igualmente espaciados e incluimos cuatro nudos adicio-

nales y asumimos que (Kalyani y Rama Chandra Rao, 2013) △𝑁 : 𝑥−2 < 𝑥−1 < 𝑥0 < 𝑥1 <

... < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1 < 𝑥𝑛+2 es una partición uniforme. Usando (1.25) y sea ℎ = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖,

para cualquier 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, se tiene que:

Si 𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖−1

(𝑥− 𝑥𝑖−2)3

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖−2)
=

(𝑥− 𝑥𝑖−2)3

(3ℎ) (2ℎ) (ℎ) =
(𝑥− 𝑥𝑖−2)3

6ℎ3 (1.26)

Si 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖

(𝑥− 𝑥𝑖−2)2(𝑥𝑖 − 𝑥)
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

+ (𝑥− 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖+1 − 𝑥) (𝑥− 𝑥𝑖−1)
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)
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Figura 1.8

B-spline cúbico en el intervalo [𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1 >

Figura 1.9

B-spline cúbico en el intervalo [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 >

+ (𝑥𝑖+2 − 𝑥) (𝑥− 𝑥𝑖−1)2

(𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)
=

[ℎ+ (𝑥− 𝑥𝑖−1)]2 [ℎ− (𝑥− 𝑥𝑖−1)]
(3ℎ) (2ℎ) (ℎ) + [ℎ+ (𝑥− 𝑥𝑖−1)] [2ℎ− (𝑥− 𝑥𝑖−1)] (𝑥− 𝑥𝑖−1)

(3ℎ) (2ℎ) (ℎ)

+ [3ℎ− (𝑥− 𝑥𝑖−1)] (𝑥− 𝑥𝑖−1)2

(3ℎ) (2ℎ) (ℎ) =

ℎ3 + ℎ2(𝑥− 𝑥𝑖−1) − ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1)2 − (𝑥− 𝑥𝑖−1)3

6ℎ3 + 2ℎ2(𝑥− 𝑥𝑖−1) + ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1)2 − (𝑥− 𝑥𝑖−1)3

6ℎ3

+3ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1)2 − (𝑥− 𝑥𝑖−1)3

6ℎ3 =
−3(𝑥− 𝑥𝑖−1)3 +3ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1)2 +3ℎ2(𝑥− 𝑥𝑖−1) + ℎ3

6ℎ3 (1.27)

Si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1
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Figura 1.10

B-spline cúbico en el intervalo [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1 >

(𝑥− 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖+1 − 𝑥)2

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−2) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)
+ (𝑥𝑖+2 − 𝑥) (𝑥𝑖−1 − 𝑥) (𝑥𝑖+1 − 𝑥)
(𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

+ (𝑥𝑖+2 − 𝑥)2(𝑥− 𝑥𝑖)
(𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖) (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

=

[3ℎ− (𝑥𝑖+1 − 𝑥)] (𝑥𝑖+1 − 𝑥)2

(3ℎ) (2ℎ) (ℎ) + [(𝑥+1 − 𝑥) + ℎ] [2ℎ− (𝑥𝑖+1 − 𝑥)] (𝑥𝑖+1 − 𝑥)
(3ℎ) (2ℎ) (ℎ)

+ [ℎ+ (𝑥𝑖+1 − 𝑥)]2 [ℎ− (𝑥𝑖+1 − 𝑥)]
(3ℎ) (2ℎ) (ℎ) =

3ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2 − (𝑥𝑖+1 − 𝑥)3

6ℎ3 + ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2 +2ℎ2(𝑥𝑖+1 − 𝑥) − (𝑥𝑖+1 − 𝑥)3

6ℎ3

+ℎ
3 + ℎ2(𝑥𝑖+1 − 𝑥) − ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2 − (𝑥𝑖+1 − 𝑥)3

6ℎ3

=
−3(𝑥𝑖+1 − 𝑥)3 +3ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2 +3ℎ2(𝑥𝑖+1 − 𝑥) + ℎ3

6ℎ3 (1.28)

Si 𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+2

(𝑥𝑖+2 − 𝑥)3

(𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖−1) (𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖) (𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖+1)
=

(𝑥𝑖+2 − 𝑥)3

(3ℎ) (2ℎ) (ℎ) =
(𝑥𝑖+2 − 𝑥)3

6ℎ3 (1.29)

De (1,26), (1,27), (1,28) y (1,29) definimos el B-spline cúbico uniforme 𝑁𝑖 (𝑥) como:
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Figura 1.11

B-spline cúbico en el intervalo [𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2 >

(Khalid et al., 2019)

𝑁𝑖 (𝑥) =
1

6ℎ3



(𝑥− 𝑥𝑖−2)3 , si 𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖−1,

−3(𝑥− 𝑥𝑖−1)3 +3ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1)2 +3ℎ2(𝑥− 𝑥𝑖−1) + ℎ3 , si 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖

−3(𝑥𝑖+1 − 𝑥)3 +3ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2 +3ℎ2(𝑥𝑖+1 − 𝑥) + ℎ3 , si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1

(𝑥𝑖+2 − 𝑥)3 , si 𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+2,

0 , en caso contrario

.

(1.30)

Si elegimos ℎ = 1, entonces en el intervalo [−2;2], tenemos lo siguiente:

𝑁0(𝑥) =
1
6



(𝑥− 𝑥−2)3 , si 𝑥−2 ≤ 𝑥 < 𝑥−1,

−3(𝑥− 𝑥−1)3 +3(𝑥− 𝑥−1)2 +3(𝑥− 𝑥−1) +1 , si 𝑥−1 ≤ 𝑥 < 𝑥0

−3(𝑥1 − 𝑥)3 +3(𝑥1 − 𝑥)2 +3(𝑥1 − 𝑥) +1 , si 𝑥0 ≤ 𝑥 < 𝑥1

(𝑥2 − 𝑥)3 , si 𝑥1 ≤ 𝑥 < 𝑥2,

0 , en caso contrario

. (1.31)

reeplazando los valores en (1,30) se tiene:
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Figura 1.12

Intervalo [𝑥−2, 𝑥2)

𝑁0(𝑥) =
1
6



𝑥3 +6𝑥2 +12𝑥 +8 , si −2 ≤ 𝑥 < −1,

−3𝑥3 −6𝑥2 +4 , si −1 ≤ 𝑥 < 0

3𝑥3 −6𝑥2 +4 , si 0 ≤ 𝑥 < 1

−𝑥3 +6𝑥2 −12𝑥 +8 , si 1 ≤ 𝑥 < 2,

0 , en caso contrario

. (1.32)

y su gráfico se muestra en la Figura (1,13). Sabemos que 𝑁𝑖 se encuentra en el intervalo

[𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1). Este intervalo tiene contribuciones distintas de cero de 𝑁𝑖−1, 𝑁𝑖, 𝑁𝑖+1 y 𝑁𝑖+2.

Tenemos una mejor comprensión de esto en la Figura (1,14).

Figura 1.13

Gráfica de B-spline cúbico 𝑁0(𝑥) en el intervalo [−2,2]
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.
Figura 1.14

Gráficos de los B-spline cúbicos necesarios para el intervalo [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1)

1.3. Base Conceptual
En esta sección veremos una ecuación diferencial lineal con coeficientes variables, es-

te tipo de ecuaciones diferenciales consideradas tienen una solución general que puede

expresarse siempre en términos de las potencias de 𝑥, senos, cosenos, funciones loga-

rítmicas y exponenciales. Además, su método de solución es muy similar al que se usa

en las ecuaciones con coeficientes constantes. Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones

diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler

Estudiaremos dichas ecuaciones según (Zill et al., 2012)

1.3.1. Ecuación de Cauchy-Euler

Definición 1.3.1 Una ecuación diferencial lineal de la forma

𝑎𝑛𝑥
𝑛 𝑑

𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 𝑑
𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + ...+ 𝑎1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 𝑔(𝑥) (1.33)

donde los coeficientes 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1, ..., 𝑎0 son constantes, se conoce como ecuación de Cauchy-

Euler.

La característica de este tipo de ecuación es que el grado de los coeficientes monomiales

𝑥𝑘 , 𝑘 = 𝑛,𝑛−1, ...,1,0 coincide con el orden 𝑘 de diferenciación 𝑑𝑘 𝑦

𝑑𝑥𝑘
.
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Desarrollaremos el método de resolución de la ecuación de Cauchy–Euler para el caso

de segundo orden, recordando que es posible extender el método a cualquier orden si-

guiendo el mismo razonamiento.

Iniciamos nuestro análisis con un estudio detallado de las formas de las soluciones

generales de la ecuación homogénea de segundo orden.

𝑎𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏𝑥 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑐𝑦 = 0 (1.34)

con 𝑎, 𝑏 y 𝑐 constantes.

Para resolver la ecuación no homogénea

𝑎𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏𝑥 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑥) (1.35)

con 𝑔(𝑥) ≠ 0, basta aplicar el método de variación de parámetros una vez que se ha

determinado la función complementaria 𝑦𝑐, es decir, la solución general de la ecuación

homogénea.

El coeficiente de 𝑑2𝑦/𝑑𝑥2 es cero en 𝑥 = 0. Por lo tanto, con el fin de garantizar que

los resultados fundamentales del teorema de existencia y unicidad sean aplicables a la

ecuación de Cauchy-Euler, limitamos nuestra atención a encontrar la solución general en

el intervalo (0,∞). Las soluciones en el intervalo (−∞,0) se pueden obtener por sustitución

de 𝑡 = −𝑥 en la ecuación diferencial.

1.3.2. Métodos de solución de las ecuaciones de Cauchy-Euler

Intentamos una solución de la forma 𝑦 = 𝑥𝑚, donde se va a determinar 𝑚. Parecido a

cuando sustituimos 𝑒𝑚𝑥 en una ecuación lineal con coeficientes constantes, después de

sustituir 𝑥𝑚 cada término de una ecuación de Cauchy-Euler se convierte en un polinomio

en 𝑚 multiplicado por 𝑥𝑚 dado que:
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𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘 𝑦

𝑑𝑥𝑘
= 𝑎𝑘𝑥

𝑘𝑚(𝑚−1) (𝑚−2)...(𝑚− 𝑘 +1)𝑥𝑚−𝑘

= 𝑎𝑘𝑚(𝑚−1) (𝑚−2)...(𝑚− 𝑘 +1)𝑥𝑚

Por ejemplo, al sustituir 𝑦 = 𝑥𝑚 la ecuación de segundo orden se convierte en

𝑎𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏𝑥 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑐𝑦 = 𝑎𝑥2 [𝑚(𝑚−1)]𝑥𝑚−2 + 𝑏𝑥 [𝑚𝑥𝑚−1] + 𝑐𝑥𝑘

= 𝑎𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚 + 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑐𝑥𝑚

= [𝑎𝑚(𝑚−1) + 𝑏𝑚 + 𝑐]𝑥𝑚

Así, 𝑦 = 𝑥𝑚 es una solución de la ecuación diferencial homogénea siempre que sea una

solución de la ecuación auxiliar

𝑎𝑚(𝑚−1) + 𝑏𝑚 + 𝑐 = 0 𝑜 𝑎𝑚2 + (𝑏− 𝑎)𝑚 + 𝑐 = 0 (1.36)

Existen tres diferentes casos a considerarse, dependiendo de si las raíces de esta ecuación

cuadrática son reales y distintas, reales e iguales, o complejas.

1.3.2.1. Caso I: Raíces reales y distintas

Sean 𝑚1 y 𝑚2 las raices reales de (2.4), tales que 𝑚1 ≠ 𝑚2. Entonces

𝑦1 = 𝑥𝑚1 𝑦 𝑦2 = 𝑥𝑚2

forman un conjunto fundamental de soluciones. El Wronskiano esta dado como

𝑊 =

������ 𝑥𝑚1 𝑥𝑚2

𝑚1𝑥
𝑚1−1 𝑚2𝑥

𝑚2−1

������ = 𝑚2𝑥
𝑚1+𝑚2−1 −𝑚1𝑥

𝑚2+𝑚1−1 ≠ 0 (1.37)

∀𝑥 ∈ (0,∞), entonces la solución general de la ecuación de Cauchy – Euler para 𝑥 > 0,

en el caso en el que las raíces son reales y distintas, es:
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𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑥
𝑚1 + 𝑐2𝑥

𝑚2 (1.38)

Ejemplo 1.7 Resolver

𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 −2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−4𝑦 = 0

Solución. En lugar de sólo memorizar la ecuación (2.4), algunas veces se prefiere

suponer como solución a 𝑦 = 𝑥𝑚 con el fin de entender el origen. Al diferenciar dos veces,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑚𝑥𝑚−1,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2,

y sustituir de nuevo en la ecuación diferencial

𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 −2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−4𝑦 = 𝑥2.𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2 −2𝑥𝑚𝑥𝑚−1 −4𝑥𝑚

= 𝑥𝑚 [𝑚(𝑚−1) −2𝑚−4]

= 𝑥𝑚 (𝑚2 −3𝑚−4) = 0

Si 𝑚2−3𝑚−4 = 0. Al factorizar se tiene (𝑚+1) (𝑚−4) = 0, lo cuál implica que 𝑚1 =−1

y 𝑚2 = 4 de manera que (2.6) proporciona la solución general 𝑦 = 𝑐1𝑥
−1 + 𝑐2𝑥

4.

1.3.2.2. Caso II: Raíces reales y repetidas

Si las raíces de (2.4) son repetidas, es decir 𝑚1 = 𝑚2, entonces se obtiene sólo una

solución particular

𝑦1 = 𝑥𝑚1 = 𝑥𝑚2 = 𝑥𝑚

Cuando las raíces de la ecuación auxiliar (2.4) son iguales, el discriminante necesariamente

es cero, es así que de (2.4) se deduce que las raíces deben ser

𝑚 = − (𝑏− 𝑎)
2𝑎



1.3. BASE CONCEPTUAL 32

Ahora podemos construir una segunda solución 𝑦2, tal que 𝑦1 y 𝑦2 formen un conjunto

fundamental de soluciones, puede ser determinada por la expresión (método de reducción

de orden)

𝑦2 = 𝑦1

∫
𝑒−

∫
𝑃(𝑥)𝑑𝑥

𝑦2
1

𝑑𝑥 (1.39)

Para usar este resultado escribamos a la ecuación de Cauchy – Euler en su forma estándar.

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏

𝑎𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑐

𝑎𝑥2 𝑦 = 0

e igualamos 𝑃(𝑥) = 𝑏
𝑎𝑥

, entonces
∫
𝑃(𝑥)𝑑𝑥 =

∫
𝑏
𝑎𝑥
𝑑𝑥 = 𝑏

𝑎
𝑙𝑛𝑥

Sustituyendo en (2.7) obtenemos lo siguiente

𝑦2 = 𝑥𝑚
∫

𝑒−
𝑏
𝑎
𝑙𝑛𝑥

𝑥2𝑚 𝑑𝑥

= 𝑥𝑚
∫

𝑥−
𝑏
𝑎

𝑥2𝑚 𝑑𝑥

= 𝑥𝑚
∫

𝑥−
𝑏
𝑎

𝑥2(− (𝑏−𝑎)
2𝑎 )

𝑑𝑥

= 𝑥𝑚
∫

𝑑𝑥

𝑥

= 𝑥𝑚𝑙𝑛𝑥

Entonces, la solución general es

𝑦 = 𝑐1𝑥
𝑚 + 𝑐2𝑥

𝑚𝑙𝑛𝑥 (1.40)

Para ecuaciones de orden superior, si 𝑚 es una raíz de multiplicidad 𝑘 , entonces se

puede demostrar que 𝑥𝑚, 𝑥𝑚𝑙𝑛𝑥, 𝑥𝑚 (𝑙𝑛𝑥)2, ..., 𝑥𝑚 (𝑙𝑛𝑥)𝑘−1 son 𝑘 soluciones linealmente

independientes. Asimismo, la solución general de la ecuación diferencial debe contener

entonces una combinación lineal de estas 𝑘 soluciones.
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Ejemplo 1.8 Resolver

4𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 +8𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 0

Solución. La sustitución 𝑦 = 𝑥𝑚 nos da

4𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 +8𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥𝑚 [4𝑚(𝑚−1) +8𝑚 +1]

= 𝑥𝑚 (4𝑚2 +4𝑚 +1) = 0

cuando 4𝑚2 + 4𝑚 + 1 = 0 0 (2𝑚 + 1)2. Dado que 𝑚 = −1
2 es una raíz repetida, (2.8) da la

solución general 𝑦 = 𝑐1𝑥
− 1

2 + 𝑐2𝑥
− 1

2 𝑙𝑛𝑥

1.3.2.3. Caso III: Raíces complejas conjugadas

Si las raices de (2.4) son el par conjugado 𝑚1 = 𝛼+ 𝑖𝛽, 𝑚2 = 𝛼− 𝑖𝛽, donde 𝛼 y 𝛽 >0 son

reales, entonces una solución es

𝑦 = 𝐶1𝑥
𝛼+𝑖𝛽 +𝐶2𝑥

𝛼−𝑖𝛽. (1.41)

Pero cuando las raíces de la ecuación auxiliar son complejas, como en el caso de

ecuaciones con coeficientes constantes, deseamos escribir una solución sólo en términos

de funciones reales. Observemos la identidad (Shaa-Eldeen, 2019)

𝑥𝑖𝛽 = (𝑒𝑙𝑛𝑥)𝑖𝛽 = 𝑒𝑖𝛽𝑙𝑛𝑥 ,

la cual, por la fórmula de Euler, es lo mismo que

𝑥𝑖𝛽 = 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥),

De manera similar, 𝑥−𝑖𝛽 = 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥) − 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥)
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Al sumar y restar los dos últimos resultados se tiene

𝑥𝑖𝛽 + 𝑥−𝑖𝛽 = 2𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥) 𝑦 𝑥𝑖𝛽 − 𝑥−𝑖𝛽 = 2𝑖𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥), (1.42)

Del hecho de que (2.9) es una solución para cualquier valor de las constantes, podemos

notar que si elegimos𝐶1 =𝐶2 = 1 y, por otro lado,𝐶1 = 1,𝐶2 =−1, obtenemos las siguientes

dos soluciones, respectivamente

𝑦1 = 𝑥𝛼 (𝑥𝑖𝛽 + 𝑥−𝑖𝛽) 𝑦 𝑦2 = 𝑥𝛼 (𝑥𝑖𝛽 − 𝑥−𝑖𝛽)

Usando (2.10) podemos escribir

𝑦1 = 2𝑥𝛼𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥) 𝑦 𝑦2 = 2𝑖𝑥𝛼𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥)

son también soluciones. Dado que𝑊 (𝑥𝛼𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥), 𝑥𝛼𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥)) = 𝛽𝑥2𝛼−1 ≠ 0, 𝛽 > 0, en

el intervalo (0,∞), concluimos que

𝑦1 = 𝑥𝛼𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥) 𝑦 𝑦2 = 𝑥𝛼𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥)

constituyen un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuación diferencial.

Por lo tanto, la solución general es

𝑦 = 𝑥𝛼 [𝑐1𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑙𝑛𝑥)] . (1.43)

Ejemplo 1.9 Resolver

𝑥3 𝑑
3𝑦

𝑑𝑥3 +5𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 +7𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+8𝑦 = 0

Solución. Las primeras tres derivadas de 𝑦 = 𝑥𝑚 son

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑚𝑥𝑚−1,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2,
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 = 𝑚(𝑚−1) (𝑚−2)𝑥𝑚−3
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de manera que la ecuación diferencial dada se convierte en

𝑥3 𝑑
3𝑦

𝑑𝑥3 +5𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 +7𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+8𝑦 = 𝑥3𝑚(𝑚−1) (𝑚−2)𝑥𝑚−3 +5𝑥2𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2 +7𝑥𝑚𝑥𝑚−1 +8𝑥𝑚

= 𝑥𝑚 [𝑚(𝑚−1) (𝑚−2) +5𝑚(𝑚−1) +7𝑚 +8]

= 𝑥𝑚 (𝑚3 +2𝑚2 +4𝑚 +8)

= 𝑥𝑚 (𝑚 +2) (𝑚2 +4) = 0

En este caso vemos que 𝑦 = 𝑥𝑚 será una solución de la ecuación diferencial para 𝑚1 = −2,

𝑚2 = 2𝑖 y 𝑚3 = −2𝑖. Por lo tanto, la solución general es

𝑦 = 𝑐1𝑥
−2 + 𝑐2𝑐𝑜𝑠(2𝑙𝑛𝑥) + 𝑐3𝑠𝑒𝑛(2𝑙𝑛𝑥).

Ejemplo 1.10 Consideremos el siguiente problema con valores en la frontera

𝑥2𝑦
′′ +3𝑥𝑦

′ +3𝑦 = 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 1 < 𝑥 < 2

con condiciones de contorno 𝑦(1) = 5, 𝑦(2) = 0.

Solución. Sea 𝑦 = 𝑥𝑚, solución de la ecuación dada. Al derivar dos veces, se tiene

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑚𝑥𝑚−1,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2,

Reemplazamos en la ecuación diferencial

𝑥2𝑦
′′ +3𝑥𝑦

′ +3𝑦 = 𝑥2 [𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2] +3[𝑚𝑥𝑚−1] +3𝑥𝑚

= 𝑥𝑚 [𝑚2 +2𝑚 +3] = 0

Observamos que 𝑦 = 𝑥𝑚 es una solución de la ecuación diferencial para 𝑚1 = −1− 𝑖
√

2 y
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𝑚2 = −1+ 𝑖
√

2. Por lo tanto la solución general es

𝑦 =
1
𝑥
[𝑐1𝑐𝑜𝑠(

√
2𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2𝑠𝑒𝑛(

√
2𝑙𝑛𝑥)]

Hallamos las constante 𝑐1 y 𝑐2 de las condiciones de contorno

𝑦(1) = 1
1
[𝑐1𝑐𝑜𝑠(

√
2𝑙𝑛1) + 𝑐2𝑠𝑒𝑛(

√
2𝑙𝑛1)]

5 = 1[𝑐1(1) +0]

5 = 𝐶1

𝑦(2) = 1
2
[𝑐1𝑐𝑜𝑠(

√
2𝑙𝑛2) + 𝑐2𝑠𝑒𝑛(

√
2𝑙𝑛2)]

0 =
1
2
[5𝑐𝑜𝑠(

√
2𝑙𝑛2) + 𝑐2𝑠𝑒𝑛(

√
2𝑙𝑛2)]

0 = 5𝑐𝑜𝑠(
√

2𝑙𝑛2) + 𝑐2𝑠𝑒𝑛(
√

2𝑙𝑛2)

𝑐2𝑠𝑒𝑛(
√

2𝑙𝑛2) = −5𝑐𝑜𝑠(
√

2𝑙𝑛2)

𝑐2 = −5𝑡𝑔(
√

2𝑙𝑛2)

Reemplazando en la solución general, se tiene

𝑦 =
5
𝑥
[𝑐𝑜𝑠(

√
2𝑙𝑛𝑥) − 𝑡𝑔(

√
2𝑙𝑛2)𝑠𝑒𝑛(

√
2𝑙𝑛𝑥)]

1.3.3. Caso no homogéneo

Para resolver la ecuación no homogénea (2.3) podemos aplicar el método de variación

de parámetros, pues basta encontrar el conjunto de soluciones 𝑦1, 𝑦2 de la ecuación homo-

génea asociada y con ello aplicar la fórmula de la solución particular, esto es

𝑦𝑝 = −𝑦1

∫
𝑦2𝑔(𝑥)

𝑊 (𝑦1, 𝑦2)
𝑑𝑥 + 𝑦2

∫
𝑦1𝑔(𝑥)

𝑊 (𝑦1, 𝑦2)
𝑑𝑥 (1.44)

Recordar que la función 𝑔(𝑥) se obtiene de la forma estándar de la ecuación diferen-
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cial.(Chehlabi, 2022)

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.11 Resolver la ecuación de Cauchy-Euler

𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 2𝑥, 𝑦(1) = 1; 𝑦

′ (1) = 3

Solución. Debemos hallar el conjunto fundamental de soluciones, así que primero

debemos resolver la ecuación homogénea asociada.

𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 0

Consideremos la solución 𝑦 = 𝑥𝑚 y sus derivadas

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑚𝑥𝑚−1,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2

Sustituimos en la ecuación homogénea asociada.

𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥2 [𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2] − 𝑥(𝑚𝑥𝑚−1) + 𝑥𝑚

= 𝑥𝑚 [𝑚(𝑚−1) −𝑚 +1]

= 𝑥𝑚 (𝑚2 −2𝑚 +1) = 0

de donde 𝑚1 = 𝑚2 = 1, así la solución complementaria es

𝑦𝑐 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥𝑙𝑛𝑥

Las funciones 𝑦1 = 𝑥, 𝑦2 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 conforman al conjunto fundamental de soluciones. Para

determinar el Wronskiano vamos a considerar la primer derivada de cada solución.
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𝑑𝑦1
𝑑𝑥

= 1
𝑑𝑦2
𝑑𝑥

= 𝑙𝑛𝑥 +1

Sustituimos en el Wronskiano

𝑊 =

������𝑥 𝑥𝑙𝑛𝑥

1 𝑙𝑛𝑥 +1

������ = 𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥− 𝑥𝑙𝑛𝑥 = 𝑥

Para determinar la función 𝑔(𝑥) dividamos entre 𝑥2 la ecuación diferencial y así escribirla

en su forma estándar.

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 1
𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 1
𝑥2 𝑦 =

2
𝑥

vemos que 𝑔(𝑥) = 2
𝑥

y sustituyendo en la solución particular (2.12).

𝑦𝑝 = −𝑥
∫

𝑥𝑙𝑛𝑥.( 2
𝑥
)

𝑥
𝑑𝑥 + 𝑥𝑙𝑛𝑥

∫
𝑥( 2

𝑥
)

𝑥
𝑑𝑥

= −2𝑥
∫

𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥 +2𝑥𝑙𝑛𝑥

∫
𝑑𝑥

𝑥

= −2𝑥
[𝑙𝑛𝑥]2

2
+2𝑥 [𝑙𝑛𝑥]2

= 𝑥 [𝑙𝑛𝑥]2

Por lo tanto, la solución general de la ecuación de Cauchy – Euler será la superposición

de ambas soluciones, esto es

𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 [𝑙𝑛𝑥]2

Hallamos las constantes 𝑐1 y 𝑐2 de las condiciones iniciales.

Si 𝑦(1) = 1, entonces 𝑐1 = 1.

Derivando se tiene que 𝑦
′
= 𝑐1 + 𝑐2(1+ 𝑙𝑛𝑥) +2𝑙𝑛𝑥 + (𝑙𝑛𝑥)2.

Si 𝑦′ (1) = 3, entonces 𝑐2 = 2.
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La solución para la ecuación diferencial con las condiciones iniciales es

𝑦 = 𝑥 +2𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 [𝑙𝑛𝑥]2

Ejemplo 1.12 Resolver

𝑥2𝑦
′′ −3𝑥𝑦

′ +3𝑦 = 2𝑥4𝑒𝑥 .

Solución. Dado que la ecuación es no homogénea, primero resolvemos la ecuación homo-

génea asociada.

𝑥2𝑦
′′ −3𝑥𝑦

′ +3𝑦 = 0

Consideremos la solución 𝑦 = 𝑥𝑚 y sus derivadas

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑚𝑥𝑚−1,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2

de manera que la ecuación diferencial dada se convierte en

𝑥2𝑦
′′ −3𝑥𝑦

′ +3𝑦 = 𝑥2𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2 −3𝑥𝑚𝑥𝑚−1 +3𝑥𝑚

= 𝑥𝑚 (𝑚2 −4𝑚 +3) = 0

A partir de la ecuación auxiliar (𝑚−1) (𝑚−3) = 0 encontramos 𝑦𝑐 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
3

Donde 𝑦1 = 𝑥, 𝑦2 = 𝑥3. Por lo tanto 𝑑𝑦1/𝑑𝑥 = 1 y 𝑑𝑦2/𝑑𝑥 = 3𝑥2

Hallamos el Wronskiano

𝑊 =

������𝑥 𝑥3

1 3𝑥2

������ = 2𝑥3

Determinanos la función 𝑔(𝑥) dividiendo entre 𝑥2 la ecuación diferencial y así escribirla

en su forma estándar.

𝑦
′′ − 3

𝑥
𝑦
′ + 3

𝑥2 𝑦 = 2𝑥2𝑒𝑥



1.3. BASE CONCEPTUAL 40

Sustituimos en la solución particular (2.12)

𝑦𝑝 = −𝑥
∫

𝑥3,2𝑥2𝑒𝑥

2𝑥3 𝑑𝑥 + 𝑥3
∫

𝑥,2𝑥2𝑒𝑥

2𝑥3 𝑑𝑥

= −𝑥
∫

𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥 + 𝑥3
∫

𝑒𝑥𝑑𝑥

= 2𝑥2𝑒𝑥 −2𝑥𝑒𝑥

Por último, tenemos

𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
3 +2𝑥2𝑒𝑥 −2𝑥𝑒𝑥

Ejemplo 1.13 Consideremos la ecuación diferencial ordinaria de Cauchy-Euler

𝑥2𝑦
′′ −5𝑥𝑦

′ +8𝑦 = 24, 𝑝𝑎𝑟𝑎 1 < 𝑥 < 2

con las condiciones de frontera

𝑦(1) = 3

𝑦(2) = 15

Solución. Consideremos como solución a 𝑦 = 𝑥𝑚; la cual al derivar hasta la segunda

derivada

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑚𝑥𝑚−1,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2

y reemplazando en la ecuación obtenemos

𝑥2𝑦
′′ −5𝑥𝑦

′ +8𝑦 = 𝑥2 [𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2] −5𝑥 [𝑚𝑥𝑚−1] +8𝑥𝑚

= 𝑥𝑚 [𝑚2 −6𝑚 +8] = 0
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donde se tiene que (𝑚−4) (𝑚−2) = 0, lo cual implica que 𝑚1 = 2 y 𝑚2 = 4.

La solución complementaria es 𝑦𝑐 = 𝑐1𝑥
2 + 𝑐2𝑥

4.

Las funciones correspondientes al conjunto fundamental de soluciones son

𝑦1 = 𝑥2 𝑦2 = 𝑥4

derivamos
𝑑𝑦1
𝑑𝑥

= 2𝑥 𝑦
𝑑𝑦2
𝑑𝑥

= 4𝑥3

hallamos el Wronskiano

𝑊 =

������𝑥2 𝑥4

2𝑥 4𝑥3

������ = 4𝑥5 −2𝑥5 = 2𝑥5

Al dividir la ecuación dada entre 𝑥2 obtenemos que 𝑔(𝑥) = 24
𝑥2 . Reemplazando en (2.12)

obtenemos que 𝑦𝑝 = 3.

La solución general de (3.35) es

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑥
2 + 𝑐2𝑥

4 +3

Aplicando las condiciones de frontera se obtiene 𝑐1 = −1, 𝑐2 = 1, de modo que la solución

será:

𝑦(𝑥) = −𝑥2 + 𝑥4 +3

1.3.4. Reducción a coeficientes constantes

Las similitudes entre las formas de las soluciones de ecuaciones de Cauchy – Eu-

ler y soluciones de ecuaciones con coeficientes constantes no son una coincidencia

(Segarra-Escandón, 2020). Por ejemplo, cuando las raíces de las ecuaciones auxiliares

para 𝑎𝑦
′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 y 𝑎𝑥2𝑦

′′ + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 son distintas y reales, las soluciones gene-

rales respectivas son
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𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑚1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑚2𝑥 𝑦 𝑦 = 𝑐1𝑥
𝑚1 + 𝑐2𝑥

𝑚2 , 𝑥 > 0 (1.45)

Usando la identidad 𝑒𝑙𝑛𝑥 = 𝑥, 𝑥 > 0, la segunda solución dada en (2.13) puede expresarse

de igual forma que la primera solución:

𝑦 = 𝑐1𝑥
𝑚1 + 𝑐2𝑥

𝑚2

= 𝑐1𝑒
𝑚1𝑙𝑛𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑚2𝑙𝑛𝑥

Si escribimos 𝑡 = 𝑙𝑛𝑥, entonces tenemos

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑚1𝑡 + 𝑐2𝑒

𝑚2𝑡 (1.46)

Este último resultado ilustra que toda ecuación de Cauchy-Euler siempre puede volver

a escribirse como una ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes mediante

la sustitución 𝑥 = 𝑒𝑡 . La idea es resolver la nueva ecuación diferencial en términos de la

variable 𝑡, usando los métodos de solución de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden

superior, y una vez obtenida la solución general se vuelve a sustituir 𝑡 = 𝑙𝑛𝑥.

Este método requiere del uso de la regla de la cadena. Si se hace la sustitución 𝑥 = 𝑒𝑡 , o

bien 𝑡 = 𝑙𝑛𝑥, obtenemos las siguientes expresiones para las derivadas.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡
.
𝑑𝑡

𝑑𝑥
=

1
𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(1.47)

y
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 =
𝑑

𝑑𝑥
.(1
𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) = − 1

𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 1
𝑥2

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
=

1
𝑥2 (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
− 𝑑𝑦

𝑑𝑡
) (1.48)

Sustituyendo en la ecuación de Cauchy – Euler obtenemos lo siguiente.
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𝑎𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏𝑥 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑐𝑦 = 𝑎𝑥2
[

1
𝑥2 (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
− 𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
]
+ 𝑏𝑥

[
1
𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡

]
+ 𝑐𝑦

= 𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ (𝑏− 𝑎) 𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦

Por lo tanto, haciendo la sustitución 𝑥 = 𝑒𝑡 reducimos la ecuación de Cauchy – Euler a

la ecuación

𝑎
𝑑2𝑦(𝑡)
𝑑𝑡2

+ (𝑏− 𝑎) 𝑑𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

+ 𝑐𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡) (1.49)

Ejemplo 1.14 Usar el cambio de variable 𝑥 = 𝑒𝑡 para convertir la ecuación de Cauchy-

Euler

𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 −3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+13𝑦 = 4+3𝑒𝑡

en una ecuación de coeficientes constantes y obtener la solución general.

Solución. Consideremos el cambio de variable 𝑥 = 𝑒𝑡 , usando los resultados (2.15) y

(2.16), la ecuación de Cauchy – Euler queda como

𝑥2
[

1
𝑥2 (

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
)
]
−3𝑥

[
1
𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡

]
+13𝑦 = 4+3𝑒𝑡

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−4𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+13𝑦 = 4+3𝑒𝑡

Ahora tenemos una ecuación no homogénea con coeficientes constantes. Comencemos

por resolver la ecuación homogénea.

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
−4𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+13𝑦 = 0

Es facil ver que la ecuación auxiliar es 𝑚2 − 4𝑚 + 13 = 0, las raices son 𝑚1 = 2 + 𝑖3 y

𝑚2 = 2− 𝑖3. Identificamos 𝛼 = 2 y 𝛽 = 3, entonces la solución complementaria, en la

variable 𝑡, es

𝑦𝑐 (𝑡) = 𝑐1𝑒
2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) + 𝑐2𝑒

2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)
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Las funciones correspondientes al conjunto fundamental de soluciones son

𝑦1 = 𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) 𝑦 𝑦2 = 𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)

Las derivadas correspondientes son

𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 2𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡)−3𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡) 𝑦
𝑑𝑦2
𝑑𝑡

= 2𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)+3𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡)

El Wronskiano esta dado por

𝑊 =

������ 𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) 𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)

2𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) −3𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡) 2𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡) +3𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡)

������ = 3𝑒4𝑡

La ecuación diferencial ya se encuentra en su forma estándar, así que 𝑔(𝑥) = 4+3𝑒𝑡 . Ahora

podemos sustituir las funciones correspondientes en la solución particular (2.12) para la

variable 𝑡.

𝑦𝑝 = −𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡)
∫

𝑒2𝑡𝑠𝑒(3𝑡) (4+3𝑒𝑡)
3𝑒4𝑡 𝑑𝑡 + 𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)

∫
𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) (4+3𝑒𝑡)

3𝑒4𝑡 𝑑𝑡

= −𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡)
[
4
3

∫
𝑠𝑒𝑛(3𝑡)
𝑒2𝑡 𝑑𝑡 +

∫
𝑠𝑒𝑛(3𝑡)

𝑒𝑡
𝑑𝑡

]
+ 𝑒2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)

[
4
3

∫
𝑐𝑜𝑠(3𝑡)
𝑒2𝑡 𝑑𝑡 +

∫
𝑐𝑜𝑠(3𝑡)

𝑒𝑡
𝑑𝑡

]
Resolviendo las integrales mediante integración por partes, los resultados correspondientes

son

∫
𝑠𝑒𝑛(3𝑡)
𝑒2𝑡 𝑑𝑡 = − 2

13
𝑒−2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡) − 3

13
𝑒−2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡)

∫
𝑠𝑒𝑛(3𝑡)

𝑒𝑡
𝑑𝑡 = − 3

10
𝑒−𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) − 1

10
𝑒−𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)

∫
𝑐𝑜𝑠(3𝑡)
𝑒2𝑡 𝑑𝑡 = − 2

13
𝑒−2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) + 3

13
𝑒−2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡)
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∫
𝑐𝑜𝑠(3𝑡)

𝑒𝑡
𝑑𝑡 =

3
10

𝑒−𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡) − 1
10

𝑒−𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡)

Sustituyendo estos resultados en 𝑦𝑝 y reduciendo la expresión obtendremos la solución

particular

𝑦𝑝 =
4
13

+ 3
10

𝑒𝑡

Por tanto, la solución general en términos de la variable 𝑡 es

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒
2𝑡𝑐𝑜𝑠(3𝑡) + 𝑐2𝑒

2𝑡𝑠𝑒𝑛(3𝑡) + 4
13

+ 3
10

𝑒𝑡

Si regresamos a la variable original 𝑥 = 𝑒𝑡 obtenemos finalmente que la solución general

de la ecuación de Cauchy – Euler es

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑥
2𝑐𝑜𝑠(3𝑙𝑛𝑥) + 𝑐2𝑥

2𝑠𝑒𝑛(3𝑙𝑛𝑥) + 4
13

+ 3
10

𝑥



Capitulo 2

Diseño Metodológico

2.1. Tipo de investigación
El tipo de investigación es cuantitativa.

2.2. Método de investigación
El método de esta investigación es cuantitativo, solucionamos las ecuaciones diferen-

ciales ordinarias de Cauchy-Euler teniendo en cuenta su grado y las funciones particulares

como cero, polinómica, exponencial y trigonométrica utilizando los B-Splines en cual

trataremos de elegir el tamaño adecuado del intervalo ℎ para su precisión.

2.3. Diseño de contrastación
El diseño de contrastación de hipótesis se muestra en la figura 2.1.

2.4. Población y muestra

2.4.1. Población

La población son las ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler homogéneas

y polinómicas para las cuales se evaluará la precisión del método.
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Figura 2.1

Diseño de Contrastación

2.4.2. Muestra

Se escogerán casos de pruebas específicos para demostrar como los B-Splines cúbicos

pueden aplicarse con precisión en diferentes escenarios.

2.5. Técnicas e instrumentos
B-Splines cúbicos.



Capitulo 3

Resultados

En este capítulo presentaremos las ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler

homogéneas y no homogéneas por el Método de B-plines cúbicos.

Desarrollaremos el método de resolución de las ecuaciones diferenciales ordinarias de

Cauchy–Euler por el método de B-splines cúbicos para el caso de segundo orden, recor-

dando que es posible extender el método a cualquier orden siguiendo el mismo razona-

miento.

3.1. E.D.O. de Cauchy-Euler por B-splines cúbicos
Consideremos la ecuación diferencial ordinaria de Cauchy-Euler

𝑎𝑥2𝑦
′′ + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑥) (3.1)

Consideremos la ecuación (3.1) con condiciones iniciales

𝑦(𝑎) = 𝛼 , 𝑦(𝑏) = 𝛽 (3.2)

Para 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] con un ancho de intervalo constante ℎ = 𝑥𝑖+1−𝑥𝑖. (Ware y Ashine, 2021)
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Según Munguia y Bhatta, 2015. Para aproximar la solución de este problema de valor de

frontera (3.1) usando B-splines cúbicos, dejamos que𝑌 (𝑥) sea un splines cúbico con nudos

△𝑁 . Entonces 𝑌 (𝑥) se puede escribir como combinaciones lineales de 𝑁𝑖(𝑥). Entonces

por (1.20), se tiene

𝑌 (𝑥) =
𝑁+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝑁𝑖 (𝑥) (3.3)

Donde determinaremos las constantes 𝑐𝑖; y los B-splines 𝑁𝑖 (𝑥) se definen en (1.30).

Se pretende que (3.3) satisfaga la ecuación (3.1) y las condiciones de frontera (3.2) en

𝑥 = 𝑥𝑖 donde 𝑥𝑖 es un punto interior de [𝑎, 𝑏]. Es decir

𝑎𝑥2
𝑖 𝑌

′′ (𝑥𝑖) + 𝑏𝑥𝑖𝑌
′ (𝑥𝑖) + 𝑐𝑌 (𝑥𝑖) = 𝑔(𝑥𝑖) (3.4)

con condiciones de frontera

𝑌 (𝑥0) = 𝛼 , 𝑌 (𝑥𝑁 ) = 𝛽 𝑐𝑜𝑛 𝑥0 = 𝑎,𝑥𝑁 = 𝑏 (3.5)

De (3.3) tenemos (Tung et al., 2022)

𝑌 (𝑥𝑖) = 𝑐𝑖−1𝑁𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖𝑁𝑖 (𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+1𝑁𝑖+1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+2𝑁𝑖+2(𝑥𝑖)

𝑌
′ (𝑥𝑖) = 𝑐𝑖−1𝑁

′

𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖𝑁
′
𝑖 (𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+1𝑁

′

𝑖+1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+2𝑁
′

𝑖+2(𝑥𝑖)

𝑌
′′ (𝑥𝑖) = 𝑐𝑖−1𝑁

′′

𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖𝑁
′′
𝑖 (𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+1𝑁

′′

𝑖+1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+2𝑁
′′

𝑖+2(𝑥𝑖)

(3.6)

Reemplazando (3.6) en (3.4), se tiene

𝑎𝑥2
𝑖

[
𝑐𝑖−1𝑁

′′

𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖𝑁
′′
𝑖 (𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+1𝑁

′′

𝑖+1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+2𝑁
′′

𝑖+2(𝑥𝑖)
]

+𝑏𝑥𝑖
[
𝑐𝑖−1𝑁

′

𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖𝑁
′
𝑖 (𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+1𝑁

′

𝑖+1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+2𝑁
′

𝑖+2(𝑥𝑖)
]

+𝑐 [𝑐𝑖−1𝑁𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖𝑁𝑖 (𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+1𝑁𝑖+1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖+2𝑁𝑖+2(𝑥𝑖)] = 𝑔(𝑥𝑖)
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Factorizando y ordenando, tenemos

𝑐𝑖−1 [𝑎𝑥2
𝑖
𝑁

′′

𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑏𝑥𝑖𝑁
′

𝑖−1(𝑥𝑖) + 𝑐𝑁𝑖−1(𝑥𝑖)] + 𝑐𝑖 [𝑎𝑥2
𝑖
𝑁

′′
𝑖
(𝑥𝑖) + 𝑏𝑥𝑖𝑁

′
𝑖
(𝑥𝑖) + 𝑐𝑁𝑖 (𝑥𝑖)]+

𝑐𝑖+1 [𝑎𝑥2
𝑖 𝑁

′′

𝑖+1(𝑥𝑖)+𝑏𝑥𝑖𝑁
′

𝑖+1(𝑥𝑖)+𝑐𝑁𝑖+1(𝑥𝑖)] +𝑐𝑖+2 [𝑎𝑥2
𝑖 𝑁

′′

𝑖+2(𝑥𝑖)+𝑏𝑥𝑖𝑁
′

𝑖+2(𝑥𝑖)+𝑐𝑁𝑖+2(𝑥𝑖)] = 𝑔(𝑥𝑖)

(3.7)

Derivamos (1.30) hasta la segunda derivada. (Alberto y David, 2021)

𝑁
′
𝑖 (𝑥) =

1
6ℎ3



3(𝑥− 𝑥𝑖−2)2 , si 𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖−1,

−9(𝑥− 𝑥𝑖−1)2 +6ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1) +3ℎ2 , si 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖

−9(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2 +6ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥) +3ℎ2 , si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1

3(𝑥𝑖+2 − 𝑥)2 , si 𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+2,

0 , en caso contrario

. (3.8)

𝑁
′′
𝑖 (𝑥) =

1
6ℎ3



6(𝑥− 𝑥𝑖−2) , si 𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖−1,

−18(𝑥− 𝑥𝑖−1) +6ℎ , si 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖

−18(𝑥𝑖+1 − 𝑥) +6ℎ , si 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1

6(𝑥𝑖+2 − 𝑥) , si 𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+2,

0 ,en caso contrario

. (3.9)

De (3.9) se tiene
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𝑁
′′

𝑖−1(𝑥𝑖) =
1

6ℎ3 6(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖−2) =
1

6ℎ3 6ℎ =
1
ℎ2

𝑁
′′
𝑖 (𝑥𝑖) =

1
6ℎ3 [−18(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) +6ℎ] = 1

6ℎ3 [−18ℎ+6ℎ] = −2
ℎ2

𝑁
′′

𝑖+1(𝑥𝑖) =
1

6ℎ3 [6(𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖+1)] =
1

6ℎ3 [6ℎ] =
1
ℎ2

𝑁
′′

𝑖+2(𝑥𝑖) =
1

6ℎ3 (0) = 0

(3.10)

Análogamente de (3.8) y de (1.30), se tiene

𝑁
′

𝑖−1(𝑥𝑖) =
−1
2ℎ

𝑁𝑖−1(𝑥𝑖) =
1
6

𝑁
′
𝑖 (𝑥𝑖) = 0 𝑁𝑖 (𝑥𝑖) =

2
3

𝑁
′

𝑖+1(𝑥𝑖) =
1
2ℎ

𝑁𝑖+1(𝑥𝑖) =
1
6

𝑁
′

𝑖+2(𝑥𝑖) = 0 𝑁𝑖+2(𝑥𝑖) = 0

(3.11)

Reemplazando (3.10) y (3.11) en (3.7), se tiene

𝑐𝑖−1 [𝑎𝑥2( 1
ℎ2 ) + 𝑏𝑥( −1

2ℎ ) + 𝑐( 1
6 )] + 𝑐𝑖 [𝑎𝑥2( −2

ℎ2 ) + 𝑏𝑥(0) + 𝑐( 2
3 )] + 𝑐𝑖+1 [𝑎𝑥2( 1

ℎ2 ) + 𝑏𝑥( 1
2ℎ ) +

𝑐( 1
6 )]

+𝑐𝑖+2 [𝑎𝑥2(0) + 𝑏𝑥(0) + 𝑐(0)] = 𝑔(𝑥𝑖)

𝑐𝑖−1 [
6𝑎𝑥2

𝑖
−3ℎ𝑏𝑥𝑖+ℎ2𝑐

6ℎ2 ] + 𝑐𝑖 [
−6𝑎𝑥2

𝑖
−+2ℎ2𝑐

3ℎ2 ] + 𝑐𝑖+1 [
6𝑎𝑥2

𝑖
+3ℎ𝑏𝑥𝑖+ℎ2𝑐

6ℎ2 ] = 𝑔(𝑥𝑖)

𝑐𝑖−1 [6𝑎𝑥2
𝑖 −3ℎ𝑏𝑥𝑖 + ℎ2𝑐] + 𝑐𝑖 [−12𝑎𝑥2

𝑖 +4ℎ2𝑐] + 𝑐𝑖+1 [6𝑎𝑥2
𝑖 +3ℎ𝑏𝑥𝑖 + ℎ2𝑐] = 6ℎ2𝑔(𝑥𝑖)

(3.12)



3.1. E.D.O. DE CAUCHY-EULER POR B-SPLINES CÚBICOS 52

Hacemos

𝑝𝑖 = 6𝑎𝑥2
𝑖 −3ℎ𝑏𝑥𝑖 + ℎ2𝑐

𝑞𝑖 = −12𝑎𝑥2
𝑖 +4ℎ2𝑐

𝑟𝑖 = 6𝑎𝑥2
𝑖 +3ℎ𝑏𝑥𝑖 + ℎ2𝑐

(3.13)

Reemplazando la expresión (3.13) en la ecuación (3.12), se tiene

𝑐𝑖−1𝑝𝑖 + 𝑐𝑖𝑞𝑖 + 𝑐𝑖+1𝑟𝑖 = 6ℎ2𝑔(𝑥𝑖) (3.14)

Ahora aplicamos las condiciones de contorno (3.5) en (3.6)

𝑌 (𝑥0) = 𝑐−1𝑁−1(𝑥0) + 𝑐0𝑁0(𝑥0) + 𝑐1𝑁1(𝑥0) + 𝑐2𝑁2(𝑥0) = 𝛼

𝑌 (𝑥𝑁 ) = 𝑐𝑁−1𝑁𝑁−1(𝑥𝑁 ) + 𝑐𝑁𝑁𝑁 (𝑥𝑁 ) + 𝑐𝑁+1𝑁𝑁+1(𝑥𝑁 ) + 𝑐𝑁+2𝑁𝑁+2(𝑥𝑁 ) = 𝛽

(3.15)

Encontramos el valor de 𝑁𝑖 (𝑥) de (1.30). (Caglar y Caglar, 2009)

Para 𝑥 = 𝑥0

𝑁−1(𝑥0) =
1

6ℎ3 (𝑥−1 − 𝑥−2)3 =
1

6ℎ3 (ℎ)
3 =

1
6

𝑁0(𝑥0) =
1

6ℎ3 [−3(𝑥0 − 𝑥−1)3 +3ℎ(𝑥0 − 𝑥−1)2 +3ℎ2(𝑥0 − 𝑥−1) + ℎ3]

=
1

6ℎ3 [−3ℎ3 +3ℎ3 +3ℎ3 + ℎ3]

=
1

6ℎ3 (4ℎ
3)

=
4
6

𝑁1(𝑥0) =
1

6ℎ3 (𝑥2 − 𝑥1)3 =
1

6ℎ3 .ℎ
3 =

1
6

𝑁2(𝑥0) =
1

6ℎ3 (0) = 0

(3.16)
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Análogamente

𝑁𝑁−1(𝑥𝑁 ) =
1
6
, 𝑁𝑁 (𝑥𝑁 ) =

4
6
, 𝑁𝑁+1(𝑥𝑁 ) =

1
6
, 𝑁𝑁+2(𝑥𝑁 ) = 0 (3.17)

Reemplazando (3.14) y (3.15) en (3.13), se tiene

𝑐−1(
1
6
) + 𝑐0(

4
6
) + 𝑐1(

1
6
) + 𝑐2(0) = 𝛼

𝑐−1 +4𝑐0 + 𝑐1 = 6𝛼 (3.18)

𝑐𝑁−1(
1
6
) + 𝑐𝑁 (

4
6
) + 𝑐𝑁+1(

1
6
) + 𝑐𝑁+2(0) = 𝛽

𝑐𝑁−1 +4𝑐𝑁 + 𝑐𝑁+1 = 6𝛽 (3.19)

De (3.16), para 𝑖 = 0 se tiene

𝑐−1𝑝0 + 𝑐0𝑞0 + 𝑐1𝑟0 = 6ℎ2𝑔(𝑥0) (3.20)

De (3.20) obtenemos

𝑐−1 = 6𝛼−4𝑐0 − 𝑐1 (3.21)

Reemplazamos (3.21) en (3.20)

(6𝛼−4𝑐0 − 𝑐1)𝑝0 + 𝑐0𝑞0 + 𝑐1𝑟0 = 6ℎ2𝑔(𝑥0)

6𝛼𝑝0 −4𝑐0𝑝0 − 𝑐1𝑝0 + 𝑐0𝑞0 + 𝑐1𝑟0 = 6ℎ2𝑔(𝑥0)

(−4𝑝0 + 𝑞0)𝑐0 + (−𝑝0 + 𝑟0)𝑐1 = 6[ℎ2𝑔(𝑥0) −𝛼𝑝0] (3.22)
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Hacemos

𝑜1 = −4𝑝0 + 𝑞0 𝑜2 = −𝑝0 + 𝑟0 𝑧0 = ℎ2𝑔(𝑥0) −𝛼𝑝0 (3.23)

La ecuación (3.24) se reduce a

𝑜1𝑐0 + 𝑜2𝑐1 = 6𝑧0 (3.24)

De (3.16), para 𝑖 = 1 se tiene

𝑐0𝑝1 + 𝑐1𝑞1 + 𝑐2𝑟1 = 6ℎ2𝑔(𝑥1) (3.25)

De (3.16), para 𝑖 = 2 se tiene

𝑐1𝑝2 + 𝑐2𝑞2 + 𝑐3𝑟2 = 6ℎ2𝑔(𝑥2) (3.26)

De (3.16), para 𝑖 = 𝑁 −1 se tiene

𝑐𝑁−2𝑝𝑁−1 + 𝑐𝑁−1𝑞𝑁−1 + 𝑐𝑁𝑟𝑁−1 = 6ℎ2𝑔(𝑥𝑁−1) (3.27)

De (3.16), para 𝑖 = 𝑁 se tiene

𝑐𝑁−1𝑝𝑁 + 𝑐𝑁𝑞𝑁 + 𝑐𝑁+1𝑟𝑁 = 6ℎ2𝑔(𝑥𝑁 ) (3.28)

De (3.21) obtenemos

𝑐𝑁+1 = 6𝛽− 𝑐𝑁−1 −4𝑐𝑛 (3.29)

Reemplazamos (3.31) en (3.30)

𝑐𝑁−1𝑝𝑁 + 𝑐𝑁𝑞𝑁 + (6𝛽− 𝑐𝑁−1 −4𝑐𝑁 )𝑟𝑁 = 6ℎ2𝑔(𝑥𝑁 )
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𝑐𝑁−1𝑝𝑁 + 𝑐𝑁𝑞𝑁 +6𝛽𝑟𝑁 − 𝑐𝑁−1𝑟𝑁 −4𝑐𝑁𝑟𝑁 = 6ℎ2𝑔(𝑥𝑁 )

(𝑝𝑁 − 𝑟𝑁 )𝑐𝑁−1 + (𝑞𝑁 −4𝑟𝑁 )𝑐𝑁 = 6[ℎ2𝑔(𝑥𝑁 ) − 𝛽𝑟𝑁 ] (3.30)

Hacemos

𝑜3 = 𝑝𝑁 − 𝑟𝑁 𝑜4 = 𝑞𝑁 −4𝑟𝑁 𝑧𝑁 = ℎ2𝑔(𝑥𝑁 ) − 𝛽𝑟𝑁 (3.31)

La ecuación (3.32) se reduce a

𝑜3𝑐𝑁−1 + 𝑜4𝑐𝑁 = 6𝑧𝑁 (3.32)

De (3.13), (3.23) y (3.31) se tiene

𝑝𝑖 = 6𝑎𝑥2
𝑖 −3ℎ𝑏𝑥𝑖 + ℎ2𝑐

𝑞𝑖 = −12𝑎𝑥2
𝑖 +4ℎ2𝑐

𝑟𝑖 = 6𝑎𝑥2
𝑖 +3ℎ𝑏𝑥𝑖 + ℎ2𝑐

𝑜1 = −4𝑝0 + 𝑞0

𝑜2 = −𝑝0 + 𝑟0

𝑜3 = 𝑝𝑁 − 𝑟𝑁

𝑜4 = 𝑞𝑁 −4𝑟𝑁

𝑧0 = ℎ2𝑔(𝑥0) −𝛼𝑝0

𝑧𝑁 = ℎ2𝑔(𝑥𝑁 ) − 𝛽𝑟𝑁

(3.33)

Formamos el sistema (𝑁 +1) × (𝑁 +1) con las ecuaciones (3.14) y (3.33). (Latif et al.,

2021)
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©«

𝑜1 𝑜2 0 0 · · · 0 0 0 0

𝑝1 𝑞1 𝑟1 0 · · · 0 0 0 0

0 𝑝2 𝑞2 𝑟2 · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 𝑝𝑁−2 𝑞𝑁−2 𝑟𝑁−2 0

0 0 0 0 · · · 1 𝑝𝑁−1 𝑞𝑁−1 𝑟𝑁−1

0 0 0 0 · · · 1 0 𝑜3 𝑜4

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

©«

𝑐0

𝑐1

𝑐2
...

𝑐𝑁−2

𝑐𝑁−1

𝑐𝑁

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

= 6

©«

𝑧0

ℎ2𝑔(𝑥1)

ℎ2𝑔(𝑥2)
...

ℎ2𝑔(𝑥𝑁−2)

ℎ2𝑔(𝑥𝑁−1)

ℎ2𝑔(𝑥𝑁 )

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

(3.34)

Después de obtener el resultado se reemplaza en la ecuación (2.11).

𝑌 (𝑥) =
𝑁+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝑁
𝑛
𝑖 (𝑥)

Donde 𝑌 (𝑥) es una función cúbica por partes.
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3.2. Aplicaciones
Aplicación 1. Consideremos la ecuación diferencial ordinaria de Cauchy-Euler

𝑥2𝑦
′′ −5𝑥𝑦

′ +8𝑦 = 24 (3.35)

con las condiciones de frontera

𝑦(1) = 3

𝑦(2) = 15
(3.36)

La solución exacta a este problema de valores en la frontera es

𝑦(𝑥) = −𝑥2 + 𝑥4 +3 (3.37)

Vea el ejemplo 2.7

Solución.

Para 𝑁 = 10, ℎ = 2−1
10 = 0,1

𝑎𝑥2
𝑖
= 𝑥2

𝑖
𝑏𝑥𝑖 = −5𝑥𝑖 𝑐 = 8

𝛼 = 3 𝛽 = 15 𝑔(𝑥𝑖) = 24

𝑥0 = 1 𝑥1 = 1,1 𝑥2 = 1,2 𝑥3 = 1,3 𝑥4 = 1,4 𝑥5 = 1,5

𝑥6 = 1,6 𝑥7 = 1,7 𝑥8 = 1,8 𝑥9 = 1,9 𝑥10 = 2

Reemplazando en (3.33) y (3.34)

𝑝𝑖 = 6𝑥2
𝑖 +15ℎ𝑥𝑖 +8ℎ2

𝑞𝑖 = −12𝑥2
𝑖 +32ℎ2

𝑟𝑖 = 6𝑥2
𝑖 −15ℎ𝑥𝑖 +8ℎ2

Para 𝑖 = 0, ℎ = 0,1 y 𝑥0 = 1
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𝑝0 = 6𝑥2
0 +15ℎ𝑥0 +8ℎ2

= 6(1)2 +15(0,1) (1) +8(0,1)2

= 7,58

𝑞0 = −12𝑥2
0 +32ℎ2

= −12(1)2 +32(0,1)2

= −11,68

𝑟0 = 6𝑥2
0 −15ℎ𝑥0 +8ℎ2

= 6(1)2 −15(0,1) (1) +8(0,1)2

= 4,58

análogamente

Para 𝑖 = 1, ℎ = 0,1 y 𝑥1 = 1,1

𝑝1 = 8,99 𝑞1 = −14,2 𝑟1 = 5,69

Para 𝑖 = 2, ℎ = 0,1 y 𝑥2 = 1,2

𝑝2 = 10,52 𝑞2 = −16,96 𝑟2 = 6,92

Para 𝑖 = 3, ℎ = 0,1 y 𝑥3 = 1,3

𝑝3 = 12,17 𝑞3 = −19,96 𝑟3 = 8,27

Para 𝑖 = 4, ℎ = 0,1 y 𝑥4 = 1,4

𝑝4 = 13,94 𝑞4 = −23,2 𝑟4 = 9,74

Para 𝑖 = 5, ℎ = 0,1 y 𝑥5 = 1,5

𝑝5 = 15,83 𝑞5 = −26,68 𝑟5 = 11,33
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Para 𝑖 = 6, ℎ = 0,1 y 𝑥6 = 1,6

𝑝6 = 17,84 𝑞6 = −30,4 𝑟6 = 13,04

Para 𝑖 = 7, ℎ = 0,1 y 𝑥7 = 1,7

𝑝7 = 19,97 𝑞7 = −34,36 𝑟7 = 14,87

Para 𝑖 = 8, ℎ = 0,1 y 𝑥8 = 1,8

𝑝8 = 22,22 𝑞8 = −38,56 𝑟8 = 16,82

Para 𝑖 = 9, ℎ = 0,1 y 𝑥9 = 1,9

𝑝9 = 24,59 𝑞9 = −43 𝑟9 = 18,89

Para 𝑖 = 10, ℎ = 0,1 y 𝑥10 = 2

𝑝10 = 27,08 𝑞10 = −47,68 𝑟10 = 21,08

𝑜1 = −4𝑝0 + 𝑞0

= −4(7,58) + (−11,68)

= −42

𝑜2 = −𝑝0 + 𝑟0

= −7,58+4,58

= −3

𝑜3 = 𝑝10 − 𝑟10

= 27,08−21,08

= 6

𝑜4 = 𝑞10 −4𝑟10

= −47,68−4(21,08)

= −132
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𝑧0 = ℎ2𝑔(𝑥0) − 𝜌𝑝0

= (0,1)2(24) −3(7,58)

= −22,5

𝑧𝑁 = ℎ2𝑔(𝑥10) −𝜂𝑟10

= (0,1)2(24) −15(21,08)

= −315,96

(3.38)

Para 𝑁 = 10, formamos el sistema (11) × (11) y reemplazamos los valores encontrados en

(3.34)

©«

−42 −3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8,99 −14,2 5,69 0 0 0 0 0 0 0 0

0 10,52 −16,96 6,92 0 0 0 0 0 0 0

0 0 12,17 −19,96 8,27 0 0 0 0 0 0

0 0 0 13,94 −23,2 9,74 0 0 0 0 0

0 0 0 0 15,83 −26,68 11,33 0 0 0 0

0 0 0 0 0 17,84 −30,4 13,04 0 0 0

0 0 0 0 0 0 19,97 −34,36 14,87 0 0

0 0 0 0 0 0 0 22,22 −38,56 16,82 0

0 0 0 0 0 0 0 0 24,59 −43 18,89

0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 −132

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

©«

𝑐0

𝑐1

𝑐2

𝑐3

𝑐4

𝑐5

𝑐6

𝑐7

𝑐8

𝑐9

𝑐10

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

=

©«

−135

1,44

1,44

1,44

1,44

1,44

1,44

1,44

1,44

1,44

−1895,76

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬
Resolviendo con ayuda del programa Pythom obtenemos que el resultado del sistema es:

De la tabla (3.1) y de (3.18) y (3.19), se tiene

𝑐−1 +4𝑐0 + 𝑐1 = 6𝛼

𝑐−1 +4(2,9834) + (3,2327) = 6(3)

𝑐−1 +15,1663 = 18

𝑐−1 = 2,8337

𝑐𝑁−1 +4𝑐𝑁 + 𝑐𝑁+1 = 6𝛽

𝑐9 +4𝑐10 + 𝑐11 = 6(15)

12,3518++4(14,9233) + 𝑐11 = 90

𝑐11 = 17,955



3.2. APLICACIONES 61

Tabla 3.1

Resultados del sistema

𝑐0 2.9834
𝑐1 3.2327
𝑐2 3.6070
𝑐3 4.1339
𝑐4 4.8435
𝑐5 5.7682
𝑐6 6.9429
𝑐7 8.4049
𝑐8 10.1938
𝑐9 12.3518
𝑐10 14.9233

Luego los coeficientes son:

𝑐−1 = 2,83378288

𝑐2 = 3,6069992

𝑐5 = 5,76820198

𝑐8 = 10,1938123

𝑐11 = 17,95517646

𝑐0 = 2,98337829

𝑐3 = 4,13391052

𝑐6 = 6,94290911

𝑐9 = 12,35177377

𝑐1 = 3,23270396

𝑐4 = 4,84349137

𝑐7 = 8,40488603

𝑐10 = 14,92326244

Después de hallar los coeficientes se realiza el producto con la ecuación (2.11).

𝑌 (𝑥) =
𝑁+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝑁
𝑛
𝑖 (𝑥)

y por lo tanto se obtiene los polinomios cúbicos con ayuda del Pythom.
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𝑌 (𝑥) =



31,3427(𝑥−1)3 +0(𝑥−1)2 +2,2219(𝑥−1) +3 [1,0;1,1)

6,9116(𝑥−1,1)3 +9,4028(𝑥−1,1)2 +2,7796(𝑥−1,1) +3,2535 [1,1;1,2)

7,5134(𝑥−1,2)3 +11,4763(𝑥−1,2)2 +4,0964(𝑥−1,2) +3,6324 [1,2;1,3)

8,1150(𝑥−1,3)3 +13,7303(𝑥−1,3)2 +5,6957(𝑥−1,3) +4,1644 [1,3;1,4)

8,7167(𝑥−1,4)3 +16,1648(𝑥−1,4)2 +7,6016(𝑥−1,4) +4,8793 [1,4;1,5)

9,3183(𝑥−1,5)3 +18,7798(𝑥−1,5)2 +9,8380(𝑥−1,5) +5,8099 [1,5;1,6)

9,9199(𝑥−1,6)3 +21,5753(𝑥−1,6)2 +12,4292(𝑥−1,6) +6,9908 [1,6;1,7)

10,5215(𝑥−1,7)3 +24,5513(𝑥−1,7)2 +15,3991(𝑥−1,7) +8,4594 [1,7;1,8)

11,1230(𝑥−1,8)3 +27,7077(𝑥−1,8)2 +18,7718(𝑥−1,8) +10,2553 [1,8;1,9)

−103,4821(𝑥−1,9)3 +31,0446(𝑥−1,9)2 +23,7234(𝑥−1,9) +12,4207 [1,9;2,0]

.
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Solución utilizando los B-Splines cúbicos para h=0.10.

Tabla 3.2

Resultados

x B-Splines Cúbicos
1.0 3.00000000
1.1 3.25353222
1.2 3.63243522
1.3 4.16435544
1.4 4.87934633
1.5 5.80986807
1.6 6.99078741
1.7 8.45937759
1.8 10.25531817
1.9 12.42069497
2.0 15.00000000

Figura 3.1

Comparación de resultados de la solución real y B-Splines Cúbicos para un h=0.1

Como se puede observar en la figura (3.1) se concluye que mientras mas pequeño sea h se

aproxima mejor a la solución.
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Comparación de Resultados B-Splines con la solución real

Tabla 3.3

Resultados de B-spline cúbicos y errores absolutos y relativos para la aplicación 1.

x B-Spline Cúbico Solución real Error Absoluto Error relativo
1.0 3.00000000 3.0000 0.000000000 0.00000000
1.1 3.25353222 3.2541 0.000567776 0.00017448
1.2 3.63243522 3.6336 0.001164784 0.000320559
1.3 4.16435544 4.1661 0.001744557 0.000418751
1.4 4.87934633 4.8816 0.002253668 0.000461666
1.5 5.80986807 5.8125 0.002631935 0.000452806
1.6 6.99078741 6.9936 0.002812591 0.000402166
1.7 8.45937759 8.4621 0.002722413 0.000321718
1.8 10.25531817 10.2576 0.002281833 0.000222453
1.9 12.42069497 12.4221 0.00140503 0.000113107
2.0 15.00000000 15.0000 0.000000000 0.000000000

El porcentaje de error es:

| |𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 | | ×100% = 0,023460237930601004% (3.39)

Aplicación 2. Consideremos el siguiente problema con valores en la frontera

𝑥2𝑦
′′ +3𝑥𝑦

′ +3𝑦 = 0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 1 < 𝑥 < 2 (3.40)

con condiciones de contorno 𝑦(1) = 5, 𝑦(2) = 0.

La solución exacta a este problema de valores en la frontera es

𝑦 =
5
𝑥
[𝑐𝑜𝑠(

√
2𝑙𝑛𝑥) − 𝑐𝑡𝑔(

√
2𝑙𝑛2)𝑠𝑒𝑛(

√
2𝑙𝑛𝑥)] (3.41)

Vea el problema 2.4

Solución.

Para 𝑁 = 20 ℎ = 2−1
20 = 0,05 𝑔(𝑥) = 0

𝑎𝑥2
𝑖
= 𝑥2

𝑖
𝑏𝑥𝑖 = 3𝑥𝑖 𝑐 = 3 𝛼 = 5 𝛽 = 0
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Reemplazamos en (3.33) y (3.34)

𝑝𝑖 = 6𝑥2
𝑖 −9ℎ𝑥𝑖 +3ℎ2

𝑞𝑖 = −12𝑥2
𝑖 +12ℎ2

𝑟𝑖 = 6𝑥2
𝑖 +9ℎ𝑥𝑖 +3ℎ2

(3.42)

Para 𝑖 = 0, ℎ = 0,05 y 𝑥0 = 1

𝑝0 = 6𝑥2
0 −9ℎ𝑥0 +3ℎ2

= 6(1)2 −9(0,05) (1) +3(0,05)2

= 5,5575

𝑞0 = −12𝑥2
0 +12ℎ2

= −12(1)2 +12(0,05)2

= −11,97

𝑟0 = 6𝑥2
0 +9ℎ𝑥0 +3ℎ2

= 6(1)2 +9(0,05) (1) +3(0,05)2

= 6,4575

Análogamente

𝑝1 = 6,15

𝑝2 = 6,7725

𝑝3 = 7,425

𝑝4 = 8,1075

𝑝5 = 8,82

𝑝6 = 9,5625

𝑝7 = 10,335

𝑝8 = 11,1375

𝑝9 = 11,97

𝑝10 = 12,8325

𝑝11 = 13,725

𝑝12 = 14,6475

𝑞1 = −13,2

𝑞2 = −14,49

𝑞3 = −15,84

𝑞4 = −17,25

𝑞5 = −18,72

𝑞6 = −20,25

𝑞7 = −21,84

𝑞8 = −23,49

𝑞9 = −25,2

𝑞10 = −26,97

𝑞11 = −28,8

𝑞12 = −30,69

𝑟1 = 7,095

𝑟2 = 7,7625

𝑟3 = 8,46

𝑟4 = 9,1875

𝑟5 = 9,945

𝑟6 = 10,7325

𝑟7 = 11,55

𝑟8 = 12,3975

𝑟9 = 13,275

𝑟10 = 14,1825

𝑟11 = 15,12

𝑟12 = 16,0875
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𝑝13 = 15,6

𝑝14 = 16,5825

𝑝15 = 17,595

𝑝16 = 18,6375

𝑝17 = 19,71

𝑝18 = 20,8125

𝑝19 = 21,945

𝑝20 = 23,1075

𝑞13 = −32,64

𝑞14 = −34,65

𝑞15 = −36,72

𝑞16 = −38,85

𝑞17 = −41,04

𝑞18 = −43,29

𝑞19 = −45,6

𝑞20 = −47,97

𝑟13 = 17,085

𝑟14 = 18,1125

𝑟15 = 19,17

𝑟16 = 20,2575

𝑟17 = 21,375

𝑟18 = 22,5225

𝑟19 = 23,7

𝑟20 = 24,9075

𝑜1 = −4𝑝0 + 𝑞0

= −4(5,5575) + (−11,97)

= −34,2

𝑜2 = −𝑝0 + 𝑟0

= −5,5575+6,4575

= 0,9

𝑜3 = 𝑝20 − 𝑟20

= 23,1075−24,9075

= −1,8

𝑜4 = 𝑞20 −4𝑟20

= −47,97−4(24,9075)

= −147,6

𝑧0 = ℎ2𝑔(𝑥0) −𝛼𝑝0

= (0,05)2(0) −5(5,5575)

= −28,7875

𝑧20 = ℎ2𝑔(𝑥20) − 𝛽𝑟20

= (0,05)2(0) −0(24,9075)

= 0



©«

−34,2 0,9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6,15 −13,2 7,095 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 6,7725 −14,49 7,7625 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 7,425 −15,84 8,46 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 8,1075 −17,25 9,1875 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 8,82 −18,72 9,945 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 9,5625 −20,25 10,7325 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 10,335 −21,84 11,55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 11,1375 −23,49 12,3975 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 11,97 −25,2 13,275 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 12,8325 −26,97 14,1825 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13,725 −28,8 15,12 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 14,6475 −30,69 16,0875 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15,6 −32,64 17,085 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 16,5825 −34,65 18,1125 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17,595 −36,72 19,17 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18,6375 −38,85 20,2575 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 19,71 −41,04 21,375 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20,8125 −43,29 22,5225 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 21,945 −45,6 23,7
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1,8 −147,6

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

©«

𝑐0
𝑐1
𝑐2
𝑐3
𝑐4
𝑐5
𝑐6
𝑐7
𝑐8
𝑐9
𝑐10
𝑐11
𝑐12
𝑐13
𝑐14
𝑐15
𝑐16
𝑐17
𝑐18
𝑐19
𝑐20
𝑐21

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

=

©«

−166,725
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬



Resolviendo con ayuda del programa Pythom obtenemos que el resultado del sistema es:

𝑐0 = 4,994073274

𝑐3 = 3,685654832

𝑐6 = 2,645237403

𝑐9 = 1,820000442

𝑐12 = 1,164785437

𝑐15 = 0,643500436

𝑐18 = 0,227961883

𝑐1 = 4,524784412

𝑐4 = 3,311784751

𝑐7 = 2,348670027

𝑐10 = 1,584666183

𝑐13 = 0,977681805

𝑐16 = 0,494432924

𝑐19 = 0,109015687

𝑐2 = 4,089302834

𝑐5 = 2,965642493

𝑐8 = 2,074149336

𝑐11 = 1,366704832

𝑐14 = 0,804265806

𝑐17 = 0,356188065

𝑐20 = 0,001329460

Reemplazamos 𝑐0, 𝑐1, 𝑐19, 𝑐20 y 𝑐21 en (3.18) y (3.19), se tiene

𝑐−1 = 5,498922492 𝑐21 = 0,103697849

Ahora realizamos el producto con la ecuación (2.11)

𝑌 (𝑥) =
𝑁+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝑁
𝑛
𝑖 (𝑥)

y por lo tanto se obtiene los polinomios cúbicos con ayuda del Pythom.

𝑌 (𝑥) =



67,5410(𝑥−1,0)3 +0(𝑥−1,0)𝑥2 −9,5605(𝑥−1,0) +5,0 [1,0;1,05)

−3,9011(𝑥−1,05)3 +10,1312(𝑥−1,05)2 −9,2130(𝑥−1,05) +4,5304 [1,05;1,1)

−4,0821(𝑥−1,1)3 +9,5459(𝑥−1,1)2 −8,5469(𝑥−1,1) +4,0946 [1,1;1,15)

−4,0822(𝑥−1,15)3 +8,9337(𝑥−1,15)2 −7,9207(𝑥−1,15) +3,6906 [1,15;1,2)

−3,9707(𝑥−1,2)3 +8,3213(𝑥−1,2)2 −7,3356(𝑥−1,2) +3,3164 [1,2;1,25)

−3,7932(𝑥−1,25)3 +7,7257(𝑥−1,25)2 −6,7912(𝑥−1,25) +2,9699 [1,25;1,3)

−3,5795(𝑥−1,3)3 +7,1567(𝑥−1,3)2 −6,2862(𝑥−1,3) +2,6492 [1,3;1,35)

−3,3492(𝑥−1,35)3 +6,6198(𝑥−1,35)2 −5,8186(𝑥−1,35) +2,3523 [1,35;1,4)

.





−3,1151(𝑥−1,4)3 +6,1174(𝑥−1,4)2 −5,3862(𝑥−1,4) +2,0775 [1,4;1,45)

−2,8850(𝑥−1,45)3 +5,6501(𝑥−1,45)2 −4,9867(𝑥−1,45) +1,8231 [1,45;1,5)

−2,6639(𝑥−1,5)3 +5,2174(𝑥−1,5)2 −4,6178(𝑥−1,5) +1,5875 [1,5;1,55)

−2,4546(𝑥−1,55)3 +4,8178(𝑥−1,55)2 −4,2772(𝑥−1,55) +1,3693 [1,55;1,6)

−2,2585(𝑥−1,6)3 +4,4496(𝑥−1,6)2 −3,9626(𝑥−1,6) +1,1672 [1,6;1,65)

−2,0763(𝑥−1,65)3 +4,1108(𝑥−1,65)2 −3,6721(𝑥−1,65) +0,9799 [1,65;1,7)

−1,9077(𝑥−1,7)3 +3,7994(𝑥−1,7)2 −3,4036(𝑥−1,7) +0,8063 [1,7;1,75)

−1,7525(𝑥−1,75)3 +3,5132(𝑥−1,75)2 −3,1555(𝑥−1,75) +0,6454 [1,75;1,8)

−1,6099(𝑥−1,8)3 +3,2503(𝑥−1,8)2 −2,9260(𝑥−1,8) +0,4962 [1,8;1,85)

−1,4792(𝑥−1,85)3 +3,0088(𝑥−1,85)2 −2,7137(𝑥−1,85) +0,3578 [1,85;1,9)

−1,3595(𝑥−1,9)3 +2,7869(𝑥−1,9)2 −2,5171(𝑥−1,9) +0,2295 [1,9;1,95)

−17,2203(𝑥−1,95)3 +2,5830(𝑥−1,95)2 −2,2950(𝑥−1,95) +0,1104 [1,95;2,0]

.



Solución utilizando los B-Splines cúbicos para h=0.05.

Tabla 3.4

Resultados

x B-Splines Cúbicos
1.00 5.00000000
1.05 4.53041896
1.10 4.09460843
1.15 3.69061782
1.20 3.31640605
1.25 2.96993202
1.30 2.64921036
1.35 2.35234447
1.40 2.07754464
1.45 1.82313621
1.50 1.58756167
1.55 1.36937849
1.60 1.16725473
1.65 0.97996308
1.70 0.80637424
1.75 0.64545008
1.80 0.49623670
1.85 0.35785784
1.90 0.22950855
1.95 0.11044920
2.00 0.00000000



Comparación de Resultados B-Splines con la solución real.

Tabla 3.5

Resultados de B-spline cúbicos y errores absolutos y relativos para la aplicación 2.

x B-Splines Cúbico Solución Real Error Absoluto Error Relativo
1.0 5.00000000 5.00000000 0.00000000 0.00000000
1.05 4.53041896 4.530496232 0.000077272 0.000017056
1.1 4.09460843 4.09476935 0.00016092 0.000039298
1.15 3.69061782 3.690857197 0.000239378 0.000064856
1.2 3.31640605 3.316712611 0.000306556 0.000092427
1.25 2.96993202 2.970291726 0.000359705 0.000121101
1.3 2.64921036 2.649608428 0.000398072 0.000150238
1.35 2.35234447 2.352766548 0.000422073 0.000179394
1.4 2.07754464 2.077977396 0.000432761 0.000208261
1.45 1.82313621 1.823567715 0.000431501 0.000236624
1.5 1.58756167 1.587981442 0.000419774 0.000264345
1.55 1.36937849 1.369777548 0.000399056 0.000291329
1.6 1.16725473 1.16762548 0.000370749 0.000317524
1.65 0.97996308 0.980299222 0.000336144 0.000342899
1.7 0.80637424 0.806670653 0.000296408 0.000367447
1.75 0.64545008 0.645702658 0.000252578 0.000391168
1.8 0.4962367 0.496442265 0.000205565 0.000414077
1.85 0.35785784 0.358014008 0.000156163 0.000436193
1.9 0.22950855 0.229613605 0.000105058 0.000457541
1.95 0.1104492 0.110502031 0.000052836 0.000478145

2 0 0 0 nan

El porcentaje de error es:

| |𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 | | ×100% = 0,01217536420488539% (3.43)



Figura 3.2

Comparación de resultados de la solución real y B-Splines Cúbicos para un h=0.05

Aplicación 3. Consideremos el siguiente problema con valores en la frontera

𝑥2𝑦
′′ − 𝑥𝑦

′ −3𝑦 = 2𝑥2, (3.44)

con condiciones de contorno 𝑦(1) = 2, 𝑦(3) = 12.

La solución exacta a este problema de valores en la frontera es

𝑦(𝑥) = 81
40

𝑥−1 + 77
120

𝑥3 − 2
3
𝑥2 (3.45)

Solución.

Para 𝑁 = 20 ℎ = 3−1
20 = 0,10 𝑔(𝑥) = 2𝑥2

𝑎𝑥2
𝑖
= 𝑥2

𝑖
𝑏𝑥𝑖 = −𝑥𝑖 𝑐 = −3 𝛼 = 2 𝛽 = 12

Reemplazamos en (3.33) y (3.34)

𝑝𝑖 = 6𝑥2
𝑖 +3ℎ𝑥𝑖 − ℎ2

𝑞𝑖 = −12𝑥2
𝑖 −12ℎ2

𝑟𝑖 = 6𝑥2
𝑖 −3ℎ𝑥𝑖 −3ℎ2

(3.46)



Se obtiene:

𝑝0 = 6,27

𝑝1 = 7,56

𝑝2 = 8,97

𝑝3 = 10,5

𝑝4 = 12,15

𝑝5 = 13,92

𝑝6 = 15,85

𝑝7 = 17,82

𝑝8 = 19,95

𝑝9 = 22,2

𝑝10 = 24,57

𝑝11 = 27,06

𝑝12 = 29,67

𝑝13 = 32,4

𝑝14 = 35,25

𝑝15 = 38,22

𝑝16 = 41,31

𝑝17 = 44,52

𝑝18 = 47,85

𝑝19 = 51,3

𝑝20 = 54,87

𝑞0 = −12,12

𝑞1 = −14,64

𝑞2 = −17,4

𝑞3 = −20,4

𝑞4 = −23,64

𝑞5 = −27,12

𝑞6 = −30,84

𝑞7 = −34,8

𝑞8 = −39

𝑞9 = −43,44

𝑞10 = −48,12

𝑞11 = −53,04

𝑞12 = −58,2

𝑞13 = −63,6

𝑞14 = −69,24

𝑞15 = −75,12

𝑞16 = −81,24

𝑞17 = −87,6

𝑞18 = −94,2

𝑞19 = −101,04

𝑞20 = −108,12

𝑟0 = 5,67

𝑟1 = 6,90

𝑟2 = 8,25

𝑟3 = 9,72

𝑟4 = 11,31

𝑟5 = 13,02

𝑟6 = 14,85

𝑟7 = 16,8

𝑟8 = 18,87

𝑟9 = 21,06

𝑟10 = 23,37

𝑟11 = 25,8

𝑟12 = 28,35

𝑟13 = 31,02

𝑟14 = 33,81

𝑟15 = 36,72

𝑟16 = 39,75

𝑟17 = 42,9

𝑟18 = 46,16

𝑟19 = 49,56

𝑟20 = 53,07

𝑜1 =−37,2 𝑜2 =−0,6 𝑜3 = 1,8 𝑜4 =−320,4 𝑧0 =−12,52 𝑧20 =−636,66

Para 𝑁 = 20, formamos el sistema (21) × (21) y reemplazamos los valores encontrados en (3.34)



©«

−37,2 −0,6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7,56 −14,64 6,9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 8,97 −17,4 8,25 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 10,5 −20,4 9,72 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 12,15 −23,64 11,31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 13,92 −27,12 13,02 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 15,81 −30,84 14,85 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 17,82 −34,8 16,8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 19,95 −39 18,87 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 22,2 −43,44 21,06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 24,57 −48,12 23,37 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 27,06 −53,04 25,8 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 29,67 −58,2 28,35 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 32,4 −63,6 31,02 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 35,25 −69,24 33,81 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 38,22 −75,12 36,72 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 41,31 −81,24 39,75 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 44,52 −87,6 42,9 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 47,85 −94,2 46,17 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 51,3 −101,04 49,56
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,8 −320,4

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

©«

𝑐0
𝑐1
𝑐2
𝑐3
𝑐4
𝑐5
𝑐6
𝑐7
𝑐8
𝑐9
𝑐10
𝑐11
𝑐12
𝑐13
𝑐14
𝑐15
𝑐16
𝑐17
𝑐18
𝑐19
𝑐20

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

=

©«

−75,12
0,1452
0,1728
0,2028
0,2352
0,27

0,3072
0,3468
0,3888
0,4332
0,48

0,5292
0,5808
0,6348
0,6912
0,75

0,8112
0,8748
0,9408
1,0092

−3819,96

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬



Resolviendo con ayuda del programa Pythom obtenemos que el resultado del sistema es

𝑐0 = 1,98906647

𝑐3 = 1,8305644

𝑐6 = 2,17637033

𝑐9 = 3,04830749

𝑐12 = 4,51288586

𝑐15 = 6,6545566

𝑐18 = 9,56611847

𝑐1 = 1,87787909

𝑐4 = 1,89016352

𝑐7 = 2,4058149

𝑐10 = 3,46672113

𝑐13 = 5,14708055

𝑐16 = 7,53480297

𝑐19 = 10,72442949

𝑐2 = 1,82608803

𝑐5 = 2,00506703

𝑐8 = 2,69560948

𝑐11 = 3,9538599

𝑐14 = 5,85982016

𝑐17 = 8,50412227

𝑐20 = 11,98272151

Reemplazamos 𝑐0, 𝑐1, 𝑐19, 𝑐20 y 𝑐21 en (3.18) y (3.19), se tiene

𝑐−1 = 2,16585504 𝑐21 = 13,34468445

Ahora realizamos el producto con la ecuación (2.11)

𝑌 (𝑥) =
𝑁+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝑁
𝑛
𝑖 (𝑥)

y por lo tanto se obtiene los polinomios cúbicos con ayuda del Pythom.

𝑌 (𝑥) =



14,9772(𝑥−1,0)3 +0(𝑥−1,0)2 −1,2719(𝑥−1,0) +1,9999 [1,00;1,10)

−0,8277(𝑥−1,1)3 +4,4931(𝑥−1,1)2 −0,9641(𝑥−1,1) +1,8877 [1,10;1,20)

−0,3135(𝑥−1,2)3 +4,2448(𝑥−1,2)2 −0,3784(𝑥−1,2) +1,8354 [1,20;1,30)

0,0282(𝑥−1,3)3 +4,1507(𝑥−1,3)2 +0,1809(𝑥−1,3) +1,8397 [1,30;1,40)

0,2626(𝑥−1,4)3 +4,1592(𝑥−1,4)2 +0,7323(𝑥−1,4) +1,8993 [1,40;1,50)

0,4279(𝑥−1,5)3 +4,2380(𝑥−1,5)2 +1,2878(𝑥−1,5) +2,0144 [1,50;1,60)

0,5470(𝑥−1,6)3 +4,3664(𝑥−1,6)2 +1,8560(𝑥−1,6) +2,1860 [1,60;1,70)

0,6347(𝑥−1,7)3 +4,5305(𝑥−1,7)2 +2,4427(𝑥−1,7) +2,4158 [1,70;1,80)

.





0,7004(𝑥−1,8)3 +4,7209(𝑥−1,8)2 +3,0525(𝑥−1,8) +2,7060 [1,80;1,90)

0,7505(𝑥−1,9)3 +4,9311(𝑥−1,9)2 +3,6885(𝑥−1,9) +3,0592 [1,90;2,00)

0,7891(𝑥−2,0)3 +5,1562(𝑥−2,0)2 +4,3531(𝑥−2,0) +3,4781 [2,00;2,10)

0,8193(𝑥−2,1)3 +5,3930(𝑥−2,1)2 +5,0482(𝑥−2,1) +3,9658 [2,10;2,20)

0,8432(𝑥−2,2)3 +5,6388(𝑥−2,2)2 +5,7752(𝑥−2,2) +4,5254 [2,20;2,30)

0,8623(𝑥−2,3)3 +5,8918(𝑥−2,3)2 +6,5353(𝑥−2,3) +5,1601 [2,30;2,40)

0,8778(𝑥−2,4)3 +6,1505(𝑥−2,4)2 +7,3293(𝑥−2,4) +5,8734 [2,40;2,50)

0,8903(𝑥−2,5)3 +6,4138(𝑥−2,5)2 +8,1581(𝑥−2,5) +6,6688 [2,50;2,60)

0,9007(𝑥−2,6)3 +6,6809(𝑥−2,6)2 +9,0220(𝑥−2,6) +7,5496 [2,60;2,70)

0,9092(𝑥−2,7)3 +6,9511(𝑥−2,7)2 +9,9218(𝑥−2,7) +8,5195 [2,70;2,80)

0,9163(𝑥−2,8)3 +7,2239(𝑥−2,8)2 +10,8576(𝑥−2,8) +9,5821 [2,80;2,90)

−24,9962(𝑥−2,9)3 +7,4988(𝑥−2,9)2 +12,0891(𝑥−2,9) +10,7411 [2,90;3,00]

.



Solución utilizando los B-Splines cúbicos para h=0.10.

Tabla 3.6

Resultados

x B-Splines Cúbicos
1.0 2.00000000
1.1 1.88777848
1.2 1.83546593
1.3 1.83975152
1.4 1.89938092
1.5 2.01446700
1.6 2.18606054
1.7 2.41587324
1.8 2.70609338
1.9 3.05926010
2.0 3.47817532
2.1 3.96584110
2.2 4.52541398
2.3 5.16017137
2.4 5.87348630
2.5 6.66880826
2.6 7.54964846
2.7 8.51956842
2.8 9.58217094
2.9 10.74109299
3.0 12.00000000



Comparación de Resultados B-Splines con la solución real

Tabla 3.7

Resultados de B-spline cúbicos y errores absolutos y relativos para la aplicación 3

x B-Splines Cúbico Solución Real Error Absoluto Error Relativo
1.0 2.00000000 2.00000000 0.00000000 0.00000000
1.1 1.88777848 1.888300758 0.000522281 0.000276588
1.2 1.83546593 1.8363 0.000834065 0.00045421
1.3 1.83975152 1.840767308 0.001015785 0.000551827
1.4 1.89938092 1.900495238 0.001114322 0.000586332
1.5 2.014467 2.015625 0.001158005 0.000574514
1.6 2.18606054 2.187225 0.001164457 0.00053239
1.7 2.41587324 2.417018137 0.001144902 0.000473684
1.8 2.70609338 2.7072 0.001106616 0.000408768
1.9 3.0592601 3.060314474 0.001054378 0.000344533
2 3.47817532 3.479166667 0.000991348 0.000284938

2.1 3.9658411 3.966760714 0.000919619 0.000231831
2.2 4.52541398 4.526254545 0.000840566 0.000185709
2.3 5.16017137 5.160926449 0.000755077 0.000146306
2.4 5.8734863 5.87415 0.000663699 0.000112986
2.5 6.66880826 6.669375 0.000566745 0.000084977
2.6 7.54964846 7.550112821 0.000464362 0.000061504
2.7 8.51956842 8.519925 0.00035658 0.000041852
2.8 9.58217094 9.582414286 0.000243343 0.000025394
2.9 10.74109299 10.74121753 0.000124535 0.000011594
3.0 12.00000000 12.00000000 0.000000000 0.000000000

El porcentaje de error es:

| |𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 | | ×100% = 0,014239590876235093% (3.47)



Figura 3.3

Comparación de resultados de la solución real y B-Splines Cúbicos para un h=0.10

Aplicación 4. Consideremos el siguiente problema con valores en la frontera

4𝑥2𝑦
′′ +17𝑦 = 0, (3.48)

con condiciones de contorno 𝑦(1) = −1, 𝑦(1,6) = −0,746.

La solución exacta a este problema de valores en la frontera es

𝑦(𝑥) = 𝑥1/2 [−𝑐𝑜𝑠(2𝑙𝑜𝑔(𝑥)) −0,065𝑠𝑖𝑛(2𝑙𝑜𝑔(𝑥))] (3.49)

Solución.

Para 𝑁 = 20 ℎ =
1,6−1

20 = 0,03 𝑔(𝑥) = 0

𝑎𝑥2
𝑖
= 4𝑥2

𝑖
𝑏𝑥𝑖 = 0𝑥𝑖 𝑐 = 17 𝛼 = −1 𝛽 = −0,746

En esta aplicación utilizaremos el Python para resolver la ecuación de Cauchy-Euler con pro-

blema de valores en la frontera.



Reemplazando valores, de (3.33) y (3.34) obtenemos:

𝑐0 = −1,0006375

𝑐3 = −1,02911978

𝑐6 = −1,02778261

𝑐9 = −1,00101953

𝑐12 = −0,95286873

𝑐15 = −0,88695812

𝑐18 = −0,80650002

𝑐1 = −1,01372712

𝑐4 = −1,03176415

𝑐7 = −1,02147914

𝑐10 = −0,98715788

𝑐13 = −0,93270478

𝑐16 = −0,86160817

𝑐19 = 0,77694557

𝑐2 = −1,02316401

𝑐5 = −1,031264

𝑐8 = −1,01250819

𝑐11 = −0,97106282

𝑐14 = −0,91069494

𝑐17 = −0,83475408

𝑐20 = −0,74618577

Reemplazamos 𝑐0, 𝑐1, 𝑐19, 𝑐20 y 𝑐21 en (3.18) y (3.19), se tiene

𝑐−1 = −0,98372288 𝑐21 = −0,71431134

Ahora realizamos el producto con la ecuación (2.11)

𝑌 (𝑥) =
𝑁+1∑︁
𝑖=−1

𝑐𝑖𝑁
𝑛
𝑖 (𝑥)

y por lo tanto se obtiene los polinomios cúbicos.

𝑌 (𝑥) =



33,8226(𝑥−1,00)3 +0,0000(𝑥−1,00)2 −0,4677(𝑥−1,00) −0,9999 [1,00;1,03)

−1,5870(𝑥−1,03)3 +3,0440(𝑥−1,03)2 −0,4054(𝑥−1,03) −1,0131 [1,03;1,06)

−1,5699(𝑥−1,06)3 +2,9012(𝑥−1,06)2 −0,2851(𝑥−1,06) −1,0225 [1,06;1,09)

−1,5439(𝑥−1,09)3 +2,7599(𝑥−1,09)2 −0,1705(𝑥−1,09) −1,0285 [1,09;1,12)

−1,5110(𝑥−1,12)3 +2,6209(𝑥−1,12)2 −0,0615(𝑥−1,12) −1,0312 [1,12;1,15)

−1,4729(𝑥−1,15)3 +2,4849(𝑥−1,15)2 +0,0418(𝑥−1,15) −1,0307 [1,15;1,18)

−1,4310(𝑥−1,18)3 +2,3523(𝑥−1,18)2 +0,1399(𝑥−1,18) −1,0273 [1,18;1,21)

−1,3863(𝑥−1,21)3 +2,2235(𝑥−1,21)2 +0,2327(𝑥−1,21) −1,0210 [1,21;1,24)

.





−1,3399(𝑥−1,24)3 +2,0988(𝑥−1,24)2 +0,3203(𝑥−1,24) −1,0120 [1,24;1,27)

−1,2923(𝑥−1,27)3 +1,9782(𝑥−1,27)2 +0,4030(𝑥−1,27) −1,0006 [1,27;1,30)

−1,2441(𝑥−1,3)3 +1,86191(𝑥−1,30)2 +0,4809(𝑥−1,30) −0,9867 [1,30;1,33)

−1,1960(𝑥−1,33)3 +1,7499(𝑥−1,33)2 +0,5542(𝑥−1,33) −0,9707 [1,33;1,36)

−1,1481(𝑥−1,36)3 +1,6422(𝑥−1,36)2 +0,6231(𝑥−1,36) −0,9525 [1,36;1,39)

−1,1009(𝑥−1,39)3 +1,5389(𝑥−1,39)2 +0,6877(𝑥−1,39) −0,9324 [1,39;1,42)

−1,0545(𝑥−1,42)3 +1,4398(𝑥−1,42)2 +0,7483(𝑥−1,42) −0,9104 [1,42;1,45)

−1,0091(𝑥−1,45)3 +1,3449(𝑥−1,45)2 +0,8049(𝑥−1,45) −0,8867 [1,45;1,48)

−0,9649(𝑥−1,48)3 +1,2541(𝑥−1,48)2 +0,8577(𝑥−1,48) −0,8613 [1,48;1,51)

−0,9220(𝑥−1,51)3 +1,1673(𝑥−1,51)2 +0,9070(𝑥−1,51) −0,8345 [1,51;1,54)

−0,8804(𝑥−1,54)3 +1,0843(𝑥−1,54)2 +0,9528(𝑥−1,54) −0,8063 [1,54;1,57)

−11,167(𝑥−1,57)3 +1,0050(𝑥−1,57)2 +1,0046(𝑥−1,57) −0,7767 [1,57;1,60]

.



Solución utilizando los B-Splines cúbicos para h=0.03.

Tabla 3.8

Resultados

x B-Splines Cúbico
1 -1

1.03 -1.01311962
1.06 -1.0225864
1.09 -1.02857173
1.12 -1.03124518
1.15 -1.03077349
1.18 -1.02731986
1.21 -1.02104337
1.24 -1.01209857
1.27 -1.00063518
1.3 -0.98679793
1.33 -0.97072638
1.36 -0.9525549
1.39 -0.93241266
1.42 -0.91042366
1.45 -0.8867068
1.48 -0.86137597
1.51 -0.83454016
1.54 -0.80630359
1.57 -0.77676584
1.6 -0.74602198



Tabla 3.9

Resultados de B-spline cúbicos y errores absolutos y relativos para la aplicación 4

x B-Splines Cúbico Solución Real Error Absoluto Error Relativo
1.00 -1.00000000 -1.00000000 0.0000000 0.0000000
1.03 -1.01311962 -1.013116209 0.0000034 -0.0000033
1.06 -1.0225864 -1.022579643 0.00000675 -0.0000066
1.09 -1.02857173 -1.028561815 0.00000991 -0.00000964
1.12 -1.03124518 -1.03123237 0.00001281 -0.00001242
1.15 -1.03077349 -1.030758124 0.00001537 -0.00001491
1.18 -1.02731986 -1.027302322 0.00001754 -0.00001707
1.21 -1.02104337 -1.021024084 0.00001928 -0.00001888
1.24 -1.01209857 -1.01207799 0.00002057 -0.00002033
1.27 -1.00063518 -1.000613787 0.00002139 -0.00002138
1.30 -0.98679793 -0.986776194 0.00002173 -0.00002202
1.33 -0.97072638 -0.970704784 0.00002159 -0.00002224
1.36 -0.9525549 -0.952533924 0.00002097 -0.00002202
1.39 -0.93241266 -0.93239278 0.00001987 -0.00002131
1.42 -0.91042366 -0.910405341 0.00001831 -0.00002011
1.45 -0.8867068 -0.886690496 0.0000163 -0.00001838
1.48 -0.86137597 -0.861362119 0.00001385 -0.00001608
1.51 -0.83454016 -0.834529185 0.00001097 -0.00001315
1.54 -0.80630359 -0.806295893 0.00000769 -0.00000954
1.57 -0.77676584 -0.776761804 0.00000400 -0.00000519
1.60 -0.74602198 -0.746021984 0.00000000 0.00000000

El porcentaje de error es:

| |𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 | | ×100% = 0,014239590876235093% (3.50)



Figura 3.4

Comparación de resultados de la solución real y B-Splines Cúbicos para un h=0.03



Capitulo 4

Discuciones

4.1. Análisis de desempeño error versus puntos
Las aplicaciones 1, 2, 3 y 4 de ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler con proble-

mas de contorno vistas anteriormente se pueden aproximar con un mínimo error relativo. Por tal

motivo es conveniente ver cómo se comporta este error en dichas aplicaciones. Para ello mostrare-

mos la gráfica del error vs puntos de dichas aplicaciones.

Observación 4.1 En la figura (3.5) se observa la gráfica del error versus puntos de la aplicación

1, aplicación 2, aplicación 3 y aplicación 4.

Note que cuando mas grande es la cantidad de puntos más pequeño es el error.

si observamos la gráfica del error relativo de la aplicación 1 y del error relativo de la

aplicación 2, 3 y 4, notamos que el error relativo de la aplicación 2 disminuye más rapido

si la cantidad de puntos aumenta

El error relativo de dichas aplicaciones disminuyen de la misma forma. Es decir tienen la

misma naturaleza.
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Figura 4.1

Gráfica: análisis error vs puntos

Para un análisis mas profundo de la capacidad de este método en la solución de las ecuaciones

de Cauchy Euler hemos elegido la siguiente ecuación

𝑥2 𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 −3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑦
+3𝑦 = 2𝑥4𝑒𝑥

Con solución analítica 𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
3 +2𝑥2𝑒𝑥 −2𝑥𝑒𝑥 .

Para examinar la robustez y la consistencia del método de B-splines en la resolución de la ecuación

en cuestión, hemos decidido explorar nueve combinaciones distintas de los parámetros c1 y c2.

Estas pruebas incluyen la resolución de la ecuación en dominios discretos compuestos de diferentes

cantidades de puntos, acompañadas de un análisis del error relativo. La Figura 3.6 ilustra la familia

de soluciones generada para estos nueve conjuntos de parámetros, tomando un dominio discreto

de 400 puntos como referencia.

Al visualizar el error, definido como la discrepancia entre la solución analítica y la solución

obtenida, encontramos resultados reveladores (Figura 3.7). Es notable que los errores se solapan

entre sí, lo que sugiere que la magnitud del error no está condicionada por los valores de 𝑐1 y 𝑐2,



Figura 4.2

Familia de solución de la ecuación para diferentes valores de 𝑐1 y 𝑐2

sino más bien por la cantidad de puntos en el dominio discreto.

Para una comprensión más detallada de la evolución del error, hemos extendido nuestro análisis

a varios tamaños de dominios discretos, variando desde 50 hasta 400 puntos en intervalos de 20.

Hemos registrado el error relativo, definido como la norma del error dividida por la norma del

valor real, lo que nos brinda una estimación más precisa del error. La representación gráfica en

escala semilogarítmica permite una mejor visualización.

Cada curva en la gráfica representa una combinación única de 𝑐1 y 𝑐2, y lo que observamos

es que la incorporación de más puntos al dominio da como resultado una disminución del error.

Este fenómeno es constante para todas las combinaciones de 𝑐1 y 𝑐2 estudiadas, todas las cuales

muestran una pendiente negativa.



Figura 4.3

Error entre solución analítica y solución hallada para dominio discreto de 400 puntos

Adicionalmente, la naturaleza del error en función del número de puntos para todos los paráme-

tros resulta ser similar; es decir, las curvas parecen ser versiones desplazadas verticalmente entre

sí. Al comparar el error para una determinada cantidad de puntos, como 50 y 200, las diferencias

son mínimas (0.00032 y 0.00028 respectivamente). Tras realizar cálculos logarítmicos, se observa

que estas diferencias son casi constantes y rondan los 10 dB. Esta constancia sugiere que el mé-

todo de solución empleado es tanto robusto como consistente, y que su precisión es básicamente

determinada por los parámetros seleccionados.



Figura 4.4

Error en función de número de puntos del dominio y valores de 𝑐1 y 𝑐2



Capitulo 5

Conclusiones

1. En este trabajo de investigación se logró aplicar los B-Splines cúbicos para encontrar la

solución de las ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler.

2. Los B-Splines Cúbicos permitió explicar los resultados de una manera mas sencilla.

3. Se plantearon 4 aplicaciones, para el caso raices reales distintas y para el caso raíces com-

plejas, homogéneas y no homogéneas, en las cuales se contrastó los resultados de tal manera

que el uso de los B-Splines Cúbicos aproxima a la solución real con un mínimo margen de

error.

4. Se hizo un análisis de desempeño error relativo versus puntos, en la cuál se concluyó que

entre más grande es el número de puntos en el intervalo, más pequeño es el error. Además

también el error de dichas aplicaciones disminuyen de la misma forma, comprendiendose así

que tienen la misma naturaleza.
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Capitulo 6

Sugerencias

1. Proponer a los estudiantes y docentes de Matemática e ingeniería profundizar el uso de los

B-Splines Cúbicos para la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler

para un orden mayor que 2, y para problemas con valores iniciales.

2. Se recomienda investigar con mayor profundidad si el error de todas las soluciones de las

ecuaciones difrenciales ordinarias de Cuchy-Euler tienen la misma naturaleza.
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