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Presentado por: 

Bach. Mat. Jhaneder Jaquelin Rivera Mendoza 

Bach. Mat. Richard Omar Cercado Vásquez 

 
Asesora: 

Dra. Gloria María Ortiz Basauri 

 

 

LAMBAYEQUE − PER Ú 
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Los firmantes, por la presente certifican que han leído y recomiendan a la Facultad de Cien- 
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          Vocal Jurado de Tesis 

 

 

 

Fecha de Defensa: 12 de Diciembre – 2025 

 

 

 

 

 

 



 

UNIVERSIDAD NACIONAL 

“PEDRO RUIZ GALLO” 

FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICAS Y MATEMÁ TICA 
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Resumen 
 

 

 

La estructura de uniformidad en un conjunto es una herramienta matemática que permite de- 

finir y estudiar la noción de proximidad o cercan´ıa entre elementos del conjunto. Además, 

una uniformidad genera una topologia en el conjunto generando asi un estudio topologico del 

conjunto via uniformidad. Aprovechamos esta caracteristica para obtener la topologia pro- 

ducto. Más aún, la uniformidad permite definir una uniformidad en el producto cartesiano del 

conjunto y esto a su vez una topologia en el producto cartesiano, topologia que coincide con 

la topologia producto antes mencionada bajo ciertas condiciones. 

 

Estudiamos también si dada una topologia en un conjunto, se puede definir una uniformidad y 

que esta sea compatible con la topologia. Bajo las condiciones de Hausdorff y compacidad y 

también con pseudométricas definidas naturalmene por el espacio topológico se logró obtener 

una uniformidad compactible con la topologia y aun má s ser unica con dicha caracteristica. 

 

 

Palabras clave: Espacios topológicos, Espacios Hausdorff, Espacios compactos, Uniformidad,                

Existencia, Unicidad.  



 

 

 

Abstract 
 

 

 

The structure of uniformity in a set is a mathematical tool that allows defining and studying the notion 

of proximity or closeness between elements of the set. In addition, a uniformity generates a topology in 

the set, thus generating a topological study of the set via uniformity. We take advantage of this feature 

to get the product topology. Moreover, uniformity allows us to define a uniformity in the Cartesian 

product of the set, and this in turn allows us to define a topology in the Cartesian product, a topology 

that coincides with the aforementioned product topology under certain conditions. 

 

We also study whether given a topology in a set, a uniformity can be defined and that it is compatible 

with the topology. Under the conditions of Hausdorff and compactness and also with pseudometrics 

naturally defined by the topological space, it was possible to obtain a compactible uniformity with the 

topology and even more unique with this characteristic. 

 

 

Keywords: Topological spaces, Hausdorff spaces, Compact spaces, Uniformity, Existence, 

Uniqueness.



Introducción

El estudio de las uniformidad es comprender y formalizar de manera rigurosa la noción de proximidad

o cercanı́a entre elementos de un conjunto utilizando relaciones que cumplen propiedades como refle-

xividad, simetrı́a y transitividad generalizando la noción de distancia o métrica, permitiendo estudiar

la proximidad en estructuras más abstractas.

Otro aspecto importante, es que una uniformidad genera una topologia en el conjunto permitiendo un

estudio topologico del conjunto. Esta topologı́a a su vez, permite obtener la topologia producto sobre

el producto cartesiano del conjunto. Más aún, la uniformidad permite definir naturalmente una unifor-

midad en el producto cartesiano del conjunto y esto a su vez una topologia en el producto cartesiano,

es natural preguntarse ¿Qué relación guardan las dos topologias obtenidas en el producto cartesiano?.

Tambien, es natural preguntarse si dada una topologia en un conjunto, se puede definir una uniformi-

dad y que relación guarda la topologia generada por dicha uniformidad con la topologia inicial. Mas

especificamente, ¿Cuándo un espacio topológico es uniformizable?, refiriendonos al hecho de cuando

existe una uniformidad y que la topologia generada por dicha uniformidad sea igual la topologia ini-

cial que tenemos. Esto último, se dice que la uniformidad es compatible con la topologia ( inicial ).

Esto a su vez, permite preguntarse: ¿Si existe una uniformidad con dicha caracteristica es única?. Estas

preguntas son desarrolladas en este trabajo, y una clave para ello es que dado un espacio topológico

se define naturalmente una familia de pseudométricas la cual a su vez genera naturalmente una uni-

formidad sobre el conjunto dado y cuando el espacio topológico es Hausdorff compacto lo cual a su

vez implica ser completamente regular permite responder dichas preguntas. Uno de los motivos que

nos impulso a desarrollar este trabajo de tesis sobre de uniformización de espacios topológicos con

una unica estructura uniforme compatible con la topologia es debido al siguiente artı́culo [5] en el

cual se estudia la uniformización de espacios Hausdorff’s dando una condición necesaria y condición

suficiente para que la uniformidad sea determinadad de forma única por el espacio topologico. Mas

III



especificamente, considerando C(X) el álgebra de funciones continuas acotadas de valor real en el

espacio topologico X la cual es topologizada ( es decir, se define en dicha algebra una topologia ) por

la topologı́a de convergencia uniforme en el espacio espacio X y A(X) denotamos el subálgebra de

aquellas funciones continuas de valor real que son constantes en el complemento de algún compacto

en X . El espacio uniformizable de Hausdorff X admite solo uno estructura uniforme si y solo si A(X)

es denso en C(X). Estudiandose la unicidad de una estructura uniforme e obteniendose uma resultado

para verificarlo. Es ai la importancia y realización de nuestro trabajo de Tesis.
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Capı́tulo 1:

Preliminares

Se presentará la definción de espacios topológicos y sus propiedades asociadas con axiomas de sepa-

ración junto con la compacidad.

1.1 Espacios topológicos

La Topologı́a es una área de la matemática dedicada a los espacios topológicos y funciones continuas.

Definición 1.1. [7] Sea X un conjunto no vacı́o y T una colección de subconjuntos de X . T es una

topologı́a sobre X si:

1. ∅, X ∈ T .

2. Si A1, A2 ∈ T , entonces A1 ∩A2 ∈ T .

3. Dada una familia arbitraria (Aλ)λ∈L com Aλ ∈ T , ∀λ ∈ L, entonces
⋃

λ∈LAλ ∈ T .

El par (X, T ) es llamado espacio topológico y a los elementos de T son llamados subconjuntos abier-

tos.

Ejemplo 1.1.

a) Un conjunto X no vacı́o y Tind = {∅, X} es una topologı́a llamada la topologı́a indiscreta sobre

X . En este caso, el espacio topológico (X, Tind) es llamado espacio topológico indiscreto.

b) Un conjunto X no vacı́o y Tdis = {A : A ⊂ X} = P(X) es una topologı́a sobre X llamada la

topologı́a discreta sobre X . En este caso, el espacio topológico (X, Tdis) es llamado el espacio

topológico discreto.
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c) El conjunto binario X = {0, 1} y T = {∅, X, {0}} es una topologı́a sobre X llamada la

topologı́a de Sierpinski sobre X . Entonces, (X, T ) es un espacio topológico llamado el espacio

de Sierpinski.

d) Sea N el conjunto de los números naturales y la colección

TN = {∅,N} ∪ {Uk = {1, 2, ..., k} : k ∈ N}

es una topologı́a sobre N. En efecto, por definición de TN, se tiene que ∅,N ∈ TN. Sean

Uk1 , Uk2 ∈ TN con k1, k2 ∈ N. Tomando k = mı́n{k1, k2} se tiene que Uk1 ∩ Uk2 = Uk ∈ TN.

Sea la colecciónA = {Aλ}λ∈L ⊂ TN, donde L es un conjunto de ı́ndices arbitario. Ası́, se tiene

que:

o
⋃
λ∈L

Aλ = N ∈ TN o
⋃
λ∈L

Aλ ̸= N.

En este último caso, N\
⋃
λ∈L

Aλ ̸= ∅. Tomando

m0 = mı́n{l ∈ N : l ∈ N\
⋃
λ∈L

Aλ}

se tiene que: si m0 = 1, entonces
⋃
λ∈L

Aλ = ∅ ∈ TN y si m0 ≥ 2, entonces
⋃
λ∈L

Aλ = Um0−1 ∈

TN. Esto, concluye que TN es una topologı́a sobre N.

Ahora, se presenta un tipo especial de espacios topológicos introducidos por A.N. Kolmogoroff.

Definición 1.2. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es T0 si para cada par de puntos x, y ∈

X , con x ̸= y existe un subconjunto U ∈ T tal que: Si x ∈ U , entonces y ̸∈ U o si y ∈ U , entonces

x ̸∈ U .

Ejemplo 1.2. El espacio topológico

(N, TN = {∅,N} ∪ {Uk = {1, 2, ..., k} : k ∈ N})
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es un espacio T0. En efecto, sean n,m ∈ N con n ̸= m se tiene que n < m o m < n. Suponga que

n < m y tome Un ∈ TN. Luego, se tiene que:

n ∈ Un y m ̸∈ Un.

Análogamente, si m < n para Um ∈ TN se tiene que:

m ∈ Un y n ̸∈ Un.

El siguiente tipo de espacios topológicos que se definirá fue introduzido por F. Reinz en 1907([8]).

Definición 1.3. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es un espacio T1 si para cada par de

puntos x, y ∈ X , con x ̸= y existen U, V ∈ T tales que x ∈ U\V y y ∈ V \U .

Proposicición 1.1. [3] Si (X, T ) es un espacio T1, entonces (X, T ) es un espacio T0.

Demostración. Dados los puntos x, y ∈ X con x ̸= y existen subconjuntos U, V ∈ T tales que

x ∈ U\V, y ∈ V \U

ya que por hipótesis (X, T ) es un espacio T1. Por consiguiente, x ∈ U , y ̸∈ U con U ∈ T . Esto prueba

que (X, T ) es un espacio T0.

El siguiente teorema muestra que los subconjuntos unitarios en los espacios T1 son cerrados.

Teorema 1.1. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. Si (X,T ) es un espacio T1, entonces para todo

punto x ∈ X el subconjunto {x} es cerrado en X .

Demostración. Sea x,∈ X fijado arbitrariamente.

Afrmación: X\{x} ∈ T

Sea y ∈ X\{x} un punto fijado arbitrariamente. Dado que (X,T ) es un espacio T1, existen abiertos

Ux, Vy tales que x ∈ Ux\Vy, y ∈ Vy\Ux.

Dado que x ̸∈ Vy se tiene que Vy ⊂ X\{x} con y ∈ Vy. Luego, se obtiene:

X\{x} =
⋃

y∈X\{x}

{y} =
⋃

y∈X\{x}

Vy.

Consecuentemente, X\{x} es abierto por ser una unión de abiertos y por lo tanto {x} es cerrado en

X .
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Definición 1.4. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es de Hausdorff o T2 si para cada par

de puntos x, y ∈ X , x ̸= y existen Ux, Uy ∈ T tales que x ∈ Ux, y ∈ Uy, Ux ∩ Uy = ∅.

Ejemplo 1.3. Todo espacio topológico metrizable es un espacio T2.

En efecto, sea (X, Td) un espacio metrizable por la métrica d.

Afirmación: (X, Td) es un espacio T2.

Sean x, y ∈ X con x ̸= y. Considerando las bolas abiertas B(x, ϵ), B(y, ϵ) de centro x, y respectiva-

mente y radio ϵ = d(x,y)
2 . Se tiene que:

B(x, ϵ) ∩B(y, ϵ) = ∅

ya que de lo contario existiria un punto z ∈ B(x, ϵ) ∩B(y, ϵ) y esto a su vez d(z, x) < ϵ, d(y, z) < ϵ.

Como:

0 < d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y) < 2.ϵ = d(x, y)

entonces 0 < d(x, y) < d(x, y) lo cual es absurdo. Por lo tanto

B(x, ϵ) ∩B(y, ϵ) = ∅, con x ∈ B(x, ϵ) ∈ Td, y ∈ B(, ϵ) ∈ Td.

Ahora, se define los espacios topológicos completamente regulares.

Definición 1.5. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es completamente regular si para cada

subconjunto F cerrado de X y cualquier punto x ∈ X\F , existe una función continua f : X −→ [0, 1]

tal que f(F ) ⊂ {1} y f(x) = 0.

En el siguiente ejemplo se muestra la presencia de regularidad completa en espacios metrizables.

Ejemplo 1.4. Todo espacio topológico metrizable es completamente regular.

En efecto, sea (X, Td) un espacio metrizable por la métrica d.

Afirmación: (X, Td) es espacio completamente regular.
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Sea F ⊂ X un subconjunto cerrado y x ∈ X\F un punto arbitrario. Defina la función f : X −→ [0, 1]

dada por:

f(y) =
d(y, x)

d(y, x) + d(y, F )

donde d(y, F ) = ı́nf{d(y, a) : a ∈ F}. En primer lugar se observa que:

Si y ∈ F, entonces d(y, F ) = 0 y d(y, x) > 0 en consecuencia d(y, x) + d(y, F ) > 0.

Si y ̸∈ F, entonces d(y, F ) > 0 en consecuencia d(y, x) + d(y, F ) > 0.

Además,

f(x) =
d(x, x)

d(y, x) + d(x, F )
= 0, teniendo en cuenta que d(x, F ) > 0.

Ahora, para cada y ∈ F se tiene que d(y, F ) = 0 , d(y, x) > 0. En consecuencia,

f(y) =
d(y, x)

d(y, x) + d(y, F )
=

d(y, x)

d(y, x)
= 1.

En segundo lugar, las funciones contı́nuas f1, f2 : X −→ R, definidas por

f1(y) = d(y, x) para todo y ∈ X

f2(y) = d(y, F )para todo y ∈ X.

se tiene que:

f(y) =
f1(y)

f1(y) + f2(y)

Luego, f es contı́nua por ser el cociente de funciones continuas.

Esto prueba que (X, Td) es un espacio completamente regular.

Ahora, se define los espacios T3,5 o de Tychonoff .

Definición 1.6. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es T3,5 o de Tychonoff si es completa-

mente regular y T1.

En virtud del ejemplo 1.1 se tiene lo siguiente:

Ejemplo 1.5. Todo espacio metrizable es T3,5.

Acontinuación, se definen los espacios normales base para el presente trabajo.

Definición 1.7. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es normal si para cada par de subcon-

juntos cerrados F1, F2 de X disjuntos, es decir, F1 ∩ F2 = ∅, existen U1, U2 ∈ T con U1 ∩ U2 = ∅

tales que F1 ⊂ U1 y F2 ⊂ U2.
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En el siguiente ejemplo se muestra la presencia de normalidad en espacios métrizables.

Ejemplo 1.6. Todo espacio metrizable es normal.

En efecto, sea (X, Td) un espacio metrizable por la métrica d.

Afirmación: (X, Td) es espacio normal.

Sean F1, F2 ⊂ X subconjuntos cerrados y disjuntos, es decir:

X\F1, X\F2 ∈ Td y F1 ∩ F2 = ∅.

Por consiguiente F1 ⊆ X\F2, F2 ⊆ X\F1. De esto y siendo X\F1, X\F2 ∈ Td para cada x ∈ F1,

cada y ∈ F2 existen δx, δy > 0 tales que:

x ∈ B(x, δx) ⊆ X\F2

y ∈ B(y, δy) ⊆ X\F1

Esto último se debe a que X\F1, X\F2 ∈ Td. Ahora, defina los siguientes conjuntos:

UF1 =
⋃
x∈F1

B(x,
δx
2
)

VF2 =
⋃
y∈F2

B(y,
δy
2
)

para los cuales se tiene UF1 , VF2 ∈ Td por ser unión de bolas abiertas ( las cuales estan en Td ) y

UF1 ∩ VF2 = ∅. Si esto último es lo contrario, es decir, UF1 ∩ VF2 ̸= ∅ entonces, existirı́a un punto

z ∈ UF1 ∩ VF2 . En consecuencia existirı́an puntos a ∈ F1, b ∈ F2 tales que:

z ∈ B(a,
δa
2
) y z ∈ B(b,

δb
2
)

Por lo tanto, d(a, b) ≤ d(a, z) + d(z, b) < δa
2 + δb

2 < máx{δa, δb}. Entonces, a ∈ B(b, δb) o b ∈

B(a, δa) lo cual es absurdo ya que B(b, δb) ⊆ X\F1 y B(a, δa) ⊆ X\F2. Asi, UF1 y UF2 son

disjuntos. De esta manera se prueba que (X, Td) es un espacio normal.

Ahora, se define los espacios T4 introducidos por Heinrich Tietze en 1923 ( [10] ). Tambien fueron

introducidos por P. Alexandroff y P. Urysohn en 1924 ( [9] ).

Definición 1.8. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es T4 si es T1 y normal.

Consecuencia del ejemplo 1.1 se tiene lo siguiente:

Ejemplo 1.7. Todo espacio metrizable es T4.

Ahora, se presenta siguiente lema cuyo nombre y demostración se debe al matemático ruso Pavel

Samuelovich Urysohn ([11]).
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Lema 1.1. (Lema de Urysohn)[3] Sea (X, T ) un espacio topológico T4. Si F,G son subconjuntos

cerrados de X disjuntos, es decir, F ∩G = ∅. Entonces, existe una función continua f : X −→ [0, 1]

tal que f(F ) ⊂ {0} y f(G) ⊂ {1}.

Demostración. Ver el libro de Cassarrubias [3]

Una aplicación inmediata del Lema de Uryshon es la siguiente proposición.

Proposicición 1.2. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. Si (X, T ) es T4, entonces es completamente

regular. En consecuencia es T3,5.

Demostración. Sea F un subconjunto cerrado de X y x ∈ X\F . Como (X, T ) es T4, en particular es

T1 y por el Teorema 1.1 se tiene que {x} es un subconjunto cerrado de X . Además, F ∩ {x} = ∅, por

el Lema de Uryshon 1.1 existe una función continua

f : X −→ [0, 1] tal que f({x}) ⊂ {0} y (F ) ⊂ {1}.

Esto prueba que, el espacio es completamente regular y siendo T1 ( ya que es T4 ) se concluye que

(X, T ) es T3,5.

1.2 Compacidad

En esta seción se define la compacidad cuya esencia es una condición de finitud, ya que dichos

espacios presentan caracterı́sticas en común con los espacios finitos. Tambien se demuestra que la

compacidad es una condición complementaria para los espacios T2 para ser espacios completamente

regulares, espacios base para el presente trabajo.

Antes de ello, se define los siguientes conceptos para luego definir compacidad en un espacio

topológicos, y asi haber definidos los espacios compactos.

Definición 1.9. Dado un conjunto X . La colección A = {Aλ : Aλ ⊆ X}λ∈L es un cubrimiento de X

si ⋃
λ∈L

Aλ = X.
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Definición 1.10. Dado un conjunto X y un cubrimiento A = {Aλ : Aλ ⊆ X}λ∈L de X . La colección

AL1 = {Aλ1 : Aλ1 ⊆ X}λ1∈L1⊆L es una subcubrimiento del cubrimiento A si

⋃
λ∈L1

Aλ = X.

Se dice que el subcubrimiento es finito si L1 es un conjunto finito.

Definición 1.11. Sea (X, T ) un espacio toplógico y el cubrimiento A = {Aλ : Aλ ⊆ X}λ∈L de X .

A es abierto si Aλ ∈ T para todo λ ∈ L.

Definición 1.12. [3] Un espacio topológico es compacto si todo cubrimiento abierto admite un sub-

cubrimiento finito.

Ejemplo 1.9. Todo espacio topológico finito es compacto.

En efecto, sea (X, T ) un espacio topológico, donde X es finito. Sean x1, x2, ..., xn los elementos de

X donde n = card(X) ∈ N, es decir,

X = {x1, x2, ..., xn}.

Sea {Aλ : Aλ ⊆ X}λ∈L un cubrimiento abierto de X . Entonces, X =
⋃
λ∈L

Aλ y Aλ ∈ T para todo

λ ∈ L. Luego, para cada i = 1, 2, ..., n existe λi ∈ L tal que xi ∈ Aλi
. Ası́, se obtiene una subcobertura

finita {Aλ1 , Aλ2 , ..., Aλn} de X . En consecuencia, X es compacto.

Como consecuencia setiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.10. El espacio topológico ( 1.1 ) de Sierpinski (X = {0, 1}, T = {∅, X, {0}}) es compacto.

Ahora, se presenta una propiedad que poseen algunas familias de subespacios de un espacio to-

pológico.

Definición 1.13. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico y F ⊂ P (X) una familia de subconjuntos de

X . F tiene la propiedad de la intersección finita si para toda subfamilia finita F1, F2, ..., Fn no vacı́a

de F se tiene que:
n⋂

k=1

Fk ̸= ∅.

Ahora, se caracteriza la compacidad atráves de la propiedad de interseccı́on finita para familia de

subconjuntos cerrados.

Teorema 1.2. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es compacto si y sólo si toda familia de

subconjuntos cerrados de X con la propiedad de intersección finita tiene intersección no vacı́a.
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Demostración. Suponga que (X, T ) es compacto.

Afirmación: Toda familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de intersección finita tiene

intersección no vacı́a.

Suponga por el absurdo que, exista F = {Fλ : Fλ es un subconjunto cerrado de X}λ∈L una familia

con la propiedad de intersección finita tal que:

⋂
λ∈L

Fλ = ∅.

Entonces, la familia A = {X\Fλ : Fλ ∈ F}λ∈L es una cubrimiento abierto de X . Dado que (X, T )

es compacto, el cubrimiento A admite un subcubrimiento finito para X . Consecuentemente

existen λ1, λ2, ..., λn ∈ L tales que X =

n⋃
k=1

(X\Fλk
).

Esto a su vez, implica que:

∅ = X\X = X\(
n⋃

k=1

(X\Fλk
)) =

n⋂
k=1

Fλk
.

Lo cual no es posible, ya que la familia F posee la propiedad de intersección finita.

Ahora, suponga que toda familia de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la intersección

finita tiene intersección no vacı́a.

Afirmación (X, T ) es compacto.

Sea A = {Ai : Ai ∈ T }i∈I un cubrimiento abierto de X . Entonces, Ai ∈ T para todo i ∈ I y⋃
i∈I

Ai = X . De esto, se obtiene la familia L = {X\Ai}i∈I de subconjuntos cerrados en X tal que

⋂
i∈I

(X\Ai) = ∅.

En consecuencia, L no tiene la propiedad de la intersección finita ( ya que si la tuviera tendrı́a inter-

sección no vacı́a lo cual no es cierto). Por lo tanto,

existen i1, i2, ..., in ∈ I tales que:
n⋂

k=1

(X\Aik) = ∅.

Esto último, implica que
n⋃

k=1

Aik = X y en consecuencia la familia {Aik : k = 1, ..., n} es un

subcubrimiento finito de A.

Una aplicación inmediata del Teorema 1.2 es el siguiente colorario:
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Corolario 1.1. [3] Sea (X, T ) un espacio topologico compacto. Si F = {Fi}i∈N es una sucesión de

subconjuntos decrecientes cerrados de X , no vacı́os, entonces
∞⋂
i=1

Fi ̸= ∅

Demostración. Por hipótesis se tiene que:

F1 ⊇ F2 ⊇ F3 ⊇ F4... ⊇ Fi ⊇ ...

Luego, para cada n tome

Fn = {Fi1 , Fi2 , Fi3 , ..., Fin} y

k = mı́n{i1, i2, i3, ..., in}

Luego, se tiene que:
n⋂

j=1
Fij = Fik ̸= ∅. En consecuencia, la familia F tiene la propiedad de intersec-

ción finita. Luego, por el Teorema 1.2 se obtiene que:

∞⋂
i=1

Fi ̸= ∅

Ahora, se muestra que la compacidad es preservada en subconjuntos cerrados de espacios topológi-

cos compactos.

Proposicición 1.3. Sea (X, T ) un espacio topológico compacto y F ⊂ X un subconjunto. Si F es

cerrado en X , entonces F es compacto.

Demostración. Sea {Ai ∩ F}i∈I un cubrimiento abierto de F . Entonces, Ai ∈ T , para todo i ∈ I y

F =
⋃
i∈I

(Ai ∩ F ). Por hipotesis F es cerrado, entonces X\F ∈ T . Ası́, se obtiene un cubrimiento

abierto {Ai}i∈I ∪ {X\F} para X . En consecuencia:

X =
⋃
i∈I

Ai ∪X\F.

Como X un espacio compacto, existe un subcubrimiento abierto

{Aik : k = 1, ..., n} ∪ {X\F} con n ∈ N

para X . Luego, se tiene: X = (
n⋃

k=1

Aik) ∪X\F y por consiguiente:

F = X ∩ F =

n⋃
k=1

(Aik ∩ F ).
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Ahora, se muestra que el conjunto de Cantor es Compacto.

Ejemplo 1.10. Defina el conjunto de cantor por:

C =

∞⋂
i=0

Fi

donde:

F0 = [0, 1]

F1 = [0,
1

3
] ∪ [

2

3
, 1]

F2 = [0,
1

9
] ∪ [

2

9
,
3

9
] ∪ [

6

9
,
7

9
] ∪ [

8

9
, 1]

...

Fn = Fn−1 \
n−1⋃
i=0

(
1 + 3i

3i
,
2 + 3i

3i
), n ⩾ 1

Afirmación: C es un compacto no vacı́o.

En primer lugar el intervalo [0, 1] es compacto, además se tiene que:

F1 ⊇ F2 ⊇ F3 ⊇ F4... ⊇ Fi ⊇ ...

luego, por el corolario 1.1 se tiene que:

∞⋂
i=1

Fi ̸= ∅, es decir C ̸= ∅

También se tiene que, C es cerrado por ser intersección de cerrados. Esto a su vez, implica que C es

compacto ( Proposición 1.3 ) por ser subconjunto cerrado del compacto [0, 1].

Veamos el siguiente teorema:

Teorema 1.3. [1] Sea (X, T ) un espacio topológico y {Fλ}λ∈L ⊂ P(X) una colección de cerrados

en X con
⋂
λ∈L

Fλ ̸= ∅. Si U ∈ T con U ⊃
⋂
λ∈L

Fλ y existe λ0 ∈ L tal que Fλ0 es compacto, entonces

existen λ1, λ2, · · · , λn, n ∈ N tal que U ⊃
n⋂

i=1
Fλi

Demostración. Sea TFλ0
la topologı́a de subespacio de Fλ0 ⊂ X . Por hipótesis, Fλ0 es un subconjunto

compacto de X , es decir, (Fλ0 , TFλ0
) es un espacio topológico compacto. Dado que U ∈ T , entonces

Fλ0 ∩ U ∈ TFλ0
y asi:

Fλ0\U = Fλ0\(Fλ0 ∩ U) cerrado en Fλ0 .

De esto, asu vez se tiene que Fλ0\U es compacto en Fλ0 ( Proposición 1.3).
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Además, como Fλ es cerrado en X , para todo λ ∈ L se tiene que X\Fλ ∈ T para todo λ ∈ L. En

consecuencia:

Fλ0\Fλ = Fλ0 ∩ (X\Fλ) ∈ TFλ0
para todo λ ∈ L.

Ahora, como ∅ ≠
⋂
λ∈L

Fλ ⊂ U se tiene que:

X\U ⊂ X\
⋂
λ∈L

Fλ =
⋃
λ∈L

(X\Fλ) y Fλ0 ∩ U ̸= ∅.

Luego, se tiene que:

Fλ0\U = Fλ0 ∩ (X\U) ⊂ Fλ0 ∩ (
⋃
λ∈L

(X\Fλ)) =
⋃
λ∈L

(Fλ0 ∩ (X\Fλ)) =
⋃
λ∈L

(Fλ0\Fλ)

Se obtiene un cubrimiento abierto {Fλ0\Fλ}λ∈L de Fλ0\U . Luego, existen λ1, λ2, · · · , λn−1, n ∈ N

tal que Fλ0\U ⊂
n−1⋃
i=1

(Fλ0\Fλi
) y por lo tanto:

(
n−1⋂
i=1

Fλi
) ∩ Fλ0 =

n−1⋂
i=1

(Fλ0 ∩ Fλi
) = Fλ0\(

n−1⋃
i=1

(Fλ0\Fλi
)) ⊂ Fλ0\(Fλ0\U) = Fλ0 ∩ U ⊂ U.

Por último, tome: Fλn = Fλ0 se obtiene

n⋂
i=1

Fλi
= (

n−1⋂
i=1

Fλi
) ∩ Fλ0 ⊂ U.

Probando como se queria.

Para llegar al objetivo final de esta seción se define la regularidad en un espacio topológico y ası́ a

los llamados espacios regulares.

Definición 1.14. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es regular si para cada subconjunto

F ⊂ X cerrado y cada x ∈ X\F existen U, V ∈ T con U ∩ V = ∅ tales que x ∈ U y F ⊂ V .

Se mostrará, la presencia de la regularidad en espacios métrizables.

Ejemplo 1.11 Todo espacio metrizable es regular.

En efecto, sea (X, Td) un espacio metrizable por la métrica d.

Afirmación: (X, Td) es un espacio regular.

Sean F un cerrado y x ∈ X\F . Como (X, Td) es un espacio normal ( Ejemplo 1.1 ) y {x} un sub-

conjunto cerrado con F ∩ {x} = ∅, entonces existen abiertos U, V ∈ T tales {x} ⊂ U , F ⊂ V y

U ∩ V = ∅. De donde se concluye la demostración.

En el siguiente teorema se muestra que en los espacio T2 la compacidad implica regularidad, es

decir, todo espacio T2 y compacto es regular.
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Teorema 1.4. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico T2. Si (X, T ) es compacto, entonces (X, T ) es

un espacio regular.

Demostración. Sea F ⊂ X un subconjunto cerrado y x ∈ X\F un punto fijado arbitrariamente. Para

cada punto y ∈ F se tiene que y ̸= x. Además, siendo (X, T ) un espacio T2 existen abiertos disjuntos

que contienen a x y y. Es decir, existen:

Ux,y, Uy ∈ T tales que x ∈ Ux,y, y ∈ Uy y Ux,y ∩ Uy = ∅.

De esta manera, se tiene el cubrimiento abierto {Uy}y∈F de F . Por la Proposición 1.3 se tiene que

F compacto ( ya que F es cerrado, (X, T ) es compacto ), por consiguiente existe un subcubrimiento

finito para F , es decir:

existen y1, y2, . . . , yn ∈ F y abiertos Uy1 , Uy2 , . . . , Uyn ∈ T

tales que
n⋃

i=1
Uyi ⊇ F . Además, existen abiertos Ux,y1 , Ux,y2 , . . . , Ux,yn ∈ T tales que

x ∈ Ux,yi para todo i = 1, . . . , n y

Ux,yi ∩ Uyi = ∅, para todo i = 1, . . . , n.

Ahora, tome: Ux =
n⋂

i=1
Ux,yi y VF =

n⋃
i=1

Uyi para los cuales se tiene que:

Ux, VF ∈ T ,

Ux ∩ VF = ∅ y

x ∈ Ux, F ⊂ VF .

Por lo tanto (X, T ) es un espacio regular.

En realidad, en los espacios T2 la compacidad implica regularidad completa, es decir, todo espacio

T2 compacto es completamente regular. Antes de mostrar ello, se prueba que en dichos espacios se

tiene normalidad, es decir, los espacio T2 compactos son espacios normales.

Corolario 1.2. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico T2. Si (X, T ) es compacto, entonces (X, T ) es

un espacio normal. En consecuencia, es un espacio T4.

Demostración. Sean F1, F2 ⊂ X subconjuntos cerrados y disjuntos, es decir:

X\F1, X\F2 ∈ T y F1 ∩ F2 = ∅.
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Por el Teorema 1.4 el espacio (X, T ) es regular ( ya que por hipótesis, el espacio (X, T ) es T2 y

compacto ). Esto implica que, para cada x ∈ F1 ⊂ X\F2 existen Ux, Vx,F2 ∈ T tales que:

x ∈ Ux, F2 ⊂ Ux,F2 y Ux ∩ Ux,F2 = ∅.

De esta manera, se obtiene un cubrimiento abierto {Ux}x∈F1 para F1 y como F1 es compacto ( esto se

debe a que F1 es cerrado y por la Proposición 1.3 ) dicho cubrimiento admite un subcubrimiento finito,

es decir, existen x1, x2, x3, . . . , xn ∈ F1 tales que:

F1 ⊂
n⋃

i=1

Uxi

Además, existen Ux1,F1 , Ux2,F2 , . . . , Uxn,Fn ∈ T tales que Uxi ∩Uxi,F2 = ∅, para todo i = 1, 2, . . . , n.

Luego, tome: U =
n⋃

i=1
Uxi y V =

n⋂
i=1

Uxi,F2 se tiene que:

U, V ∈ T , F1 ⊂ U, F2 ⊂ V y U ∩ V = ∅

Se prueba de esta manera que (X, T ) un espacio normal y como todo espacio T2 es T1 se concluye

que dicho espacio es T4.

Corolario 1.3. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico T2. Si (X, T ) es compacto, entonces (X, T ) es

un espacio completamente regular. En consecuencia, es un espacio T3,5.

Demostración. Por hipotesis (X, T ) es un T2 y compacto. Por el Corolario 1.2 se tiene que (X, T ) es

T4 y por la proposición 1.2 se tiene que (X, T ) es un espacio completamente regular y siendo T1 ( ya

que es T2 ) es un espacio T3,5.



Capı́tulo 2:

Espacios uniformes

En este capı́tulo, se define la estructura de uniformidad en un conjunto arbitrario y los Espacios

Uniformes.

2.1 Bandas y uniformidad

En esta seción se definirá y estudiará: bandas y uniformidades sobre un conjunto arbitrario. Definien-

dose lo que es un espacio uniforme.

Definición 2.1. [4] Sea X un conjunto y V ⊂ X ×X un subconjunto. V es una banda en X si:

1. Para cada punto x ∈ X se tiene que: (x, x) ∈ V .

2. Para cada par de puntos x, y ∈ X se tiene que: (x, y) ∈ V si y sólo si (y, x) ∈ V .

En la definición 2.1, la colección de todas las bandas de X es denotada por BX , es decir,

BX = {V ⊂ X ×X : V es una banda en X}.

Ejemplo 2.1

1. Sea X un conjunto arbitrario. Se define el siguiente subconjunto del producto cartesiano X×X

∆ = {(x;x) : x ∈ X}.

De donde se tiene que ∆ es una banda en X , es decir, ∆ ∈ BX , la cual será llamada la banda

diagonal en X . Además, ∆ es la menor de todas las bandas en X .
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Afirmación: ∆ es una banda en X .

Por definición de ∆ se tiene que: (x, x) ∈ ∆, para todo x ∈ X . Además, para cada par de puntos

x, y ∈ X se tiene que:

(x, y) ∈ ∆ si y sólo si x = y

si y sólo si y = x

si y solo si (y, x) = (x, x) ∈ ∆

Afirmación: ∆ es la menor banda en X .

Sea V una banda en X arbitraria. Por definición de banda se cumple que:

(x, x) ∈ V para todo x ∈ X.

Esto a su vez , muestra que ∆ ⊂ V .

2. Sea R el conjunto de los números reales y V = ([1, 2]× R) ∪ (R× [1, 2]) ∪∆ un subconjunto

de R× R.

Afirmación: V es una banda en R.

En efecto, por definición de V se tiene que ∆ ⊂ V , es decir, (x, x) ∈ V , para todo x ∈ R.

Sean x, y ∈ X puntos tales que:

(x, y) ∈ V si y sólo si o (x, y) ∈ [1, 2]× R o (x, y) ∈ R× [1, 2] o (x, y) ∈ ∆

si y sólo si o (y, x) ∈ R× [1, 2] o (y, x) ∈ 1, 2]× R o (y, x) ∈ ∆

si y sólo si (y, x) ∈ V.

Mostrándose como se querı́a.

Ahora, se muestran las siguientes definiciones.

Definición 2.2. [4] Sea X un conjunto, M ⊂ X ×X y x, y ∈ X .

x esta M−próximo de y lo cual se denotará por d(x, y) < M si (x, y) ∈M .

Definición 2.3. [4] Sea X un conjunto. Dados M,N ⊂ X ×X , se define el siguiente subconjunto

M +N = {(x, y) ∈ X ×X : existe z ∈ X tal que (x, z) ∈M y (z, y) ∈ N} ⊂ X ×X.

Para el cual se cumple:
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Observación 2.1. 1. Si a, b, c ∈ X tal que d(a, c) < M y d(c, b) < N , entonces d(a, b) < M+N .

En efecto, d(a, c) < M y d(c, b) < N , entonces (a, c) ∈M y (c, b) ∈ N . Por la definición 2.3,

implica que (a, b) ∈M +N . Por la definición 2.2, d(a, b) < M +N

2. Dado A ⊂ X ×X , para cada n ∈ N, n ⩾ 2 se define:

nA = A+ . . .+A︸ ︷︷ ︸
n veces

Para el cual se cumple:

(n+m)A = nA+mA para todo n,m ∈ N.

Ahora, se mostrará las siguientes observaciones:

Observación 2.2. Sea X un conjunto y V ⊂ X ×X . Si V es una banda en X , entonces se tiene que:

1. Para cada x ∈ X , x esta V−próximo de x, es decir, d(x, x) < V .

En efecto, sea x ∈ X un punto arbitrario. Como V es una banda en X se tiene que (x, x) ∈ V

y por lo tanto d(x, x) < V .

2. Para cada x, y ∈ X se cumple: d(x, y) < V si y solo si d(y, x) < V .

En efecto, sean x, y ∈ X puntos arbitrarios, entonces.

d(x, y) < V si y sólo si (x, y) ∈ V

si y sólo si (y, x) ∈ V, ya que V es una banda en X

si y solo si d(y, x) < V.

3. 2V = V + V es una banda en X .

En efecto, sea x ∈ X un punto arbitrario. Por el Item 1 se tiene que d(x, x) < V . Por el Item 1

de la Observación 2.1 se tiene que d(x, x) < 2V , es decir , (x, x) ∈ 2V .

4. V ⊂ 2V . En general, V ⊂ nV , para todo n ∈ N.

Sean x, y ∈ X tales que (x, y) ∈ V , entonces d(x, y) < V . Además, por el Item 1 se tiene que

d(y, y) < V . En consecuencia, por el Item 1 de la Observación 2.1 d(x, y) < V + V y por lo

tanto (x, y) ∈ V + V = 2V .
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Definición 2.4. Sean X un conjunto, A ⊂ X y B ⊂ X ×X . A tiene diámetro menor que B lo cual

será denotado por d(A) < B si para cada par de puntos x, y ∈ A se tiene que d(x, y) < B.

En la definición 2.4, A tiene diámetro menor que B es equivalente a decir, que A×A ⊂ B.

Ejemplo 2.2 En R considere la banda V = ([1, 2] × R) ∪ (R × [1, 2]) ∪ ∆ ⊂ R × R ( Ejemplo 2,1

Item 2 ), donde ∆ es la banda diagonal en R. El conjunto [1, 2] ⊂ R tiene diámetro menor que V , ya

que [1, 2]× [1, 2] ⊂ V y en consecuencia, d([1, 2]) < V .

Definición 2.5. [4] Sea X un conjunto, BX la colección de bandas en X y U ⊂ BX una subcolección.

U es una uniformidad sobre X si:

1. Si V ∈ U y W ∈ BX tal que V ⊂W , entonces W ∈ U .

2. Si V,W ∈ U , entonces V ∩W ∈ U .

3. Si V ∈ U , entonces existe W ∈ U tal que 2W ⊂ V

El par (X,U) donde X es un conjunto y U es una uniformidad, es llamado espacio uniforme y

a los elementos de U se llamaran bandas uniformes. Una banda uniforme será aquella banda que se

encuentra en la uniformidad. Además, en la definición 2.5 la condición 1 se refiere a que toda banda

que contenga una banda uniforme tambien será una banda uniforme. En la condición 3, si V ∈ U ,

entonces para cada n ∈ N existe W ∈ U tal que nW ⊂ V .

Ejemplo 2.3

1. Sea X un conjunto y {X × X} ⊂ BX es una uniformidad llamada la uniformidad trivial. El

par (X, {X ×X}) es llamado espacio uniforme trivial.

2. Sea X un conjunto y BX = PX×X es una uniformidad llamada la uniformidad discreta. El par

(X,BX) es llamado espacio uniforme discreto.

Definición 2.6. [4] Sea X un conjunto, M ⊂ X ×X y x ∈ X un punto. La bola de centro x y radio

M la cual será denotada por BM (x) es el conjunto BM (x) = {y ∈ X : d(y, x) < M}

Ahora, se muestra que las bandas en un conjunto se comportan como los números reales y ası́ los

espacios uniformes como la forma ”primitiva” de los espacios métricos.

Proposicición 2.1. Sea X un conjunto.
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1. Si V es una banda en X , entonces d(BV (x)) < 2V .

En efecto, sean m,n ∈ BV (x). Entonces,

d(m,x) < V y d(n, x) < V.

Ahora, por el Item 2. de la Observación 2.1 se tiene que d(x, n) < V ( ya que V es una banda

en X ). Consecuentemente, d(m,n) < V + V = 2V . Siendo m,n arbitrarios se concluye

d(BV (x)) < 2V .

2. Si M,N ∈ X ×X con N ⊂M , entonces BN (x) ⊂ BM (x).

En efecto:

a ∈ BN (x) −→ d(a, x) < N

−→ (a, x) ∈ N

−→ (a, x) ∈M, ya que N ⊂M

−→ d(a, x) < M

−→ a ∈ BM (x).

3. Si M,N ∈ X ×X , entonces BM∩N (x) = BM (x) ∩BN (x).

En efecto:

a ∈ BM∩N (x)←→ d(a, x) < M ∩N

←→ (a, x) ∈M ∩N

←→ (a, x) ∈M y (a, x) ∈ N

←→ d(a, x) < M y d(a, x) < N

←→ a ∈ BM (x) y a ∈ BN (x)

←→ a ∈ BM (x) ∩BN (x).

4. Sean x ∈ X , N ∈ X ×X . Si M ⊂ X tal que BN (x) ⊂M , entonces existe R ⊂ X ×X talque

M = BR(x).

En efecto: Tome R = N ∪ {(y, x) : y ∈M} ⊂ X ×X .
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Afirmación: M ⊂ BR(x).

z ∈M −→ (z, x) ∈ {(y, x) : y ∈M}

−→ (z, x) ∈ R, ya que {(y, x) : y ∈M} ⊂= R

−→ d(z, x) < R

−→ z ∈ BR(x).

Afirmación: BR(x) ⊂M .

m ∈ BR(x) −→ d(m,x) < R

−→ (m,x) ∈ R

−→ (m,x) ∈ N o (m,x) ∈ {(y, x) : y ∈M}

−→ d(m,x) < N o m ∈M

−→ m ∈ BN (x) o m ∈M.

−→ m ∈M, ya que BN (x) ⊂M.

5. Sean x ∈ X , N ∈ BX . Si M ⊂ X tal que BN (x) ⊂ M , entonces existe R ∈ BX tal que

M = BR(x).

En efecto:

Defina R = N ∪ {(y, x) : y ∈M} ∪ {(x, y) : y ∈M} ⊂ X ×X .

Afirmación: R ∈ BX , es decir, R es una banda en X .

Como N ∈ BX , entonces (x, x) ∈ N , para todo x ∈ X . De esto último y como N ⊂ R se tiene

que:

(x, x) ∈ R, para todo x ∈ X.
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Además,

(m,n) ∈ R −→ (m,n) ∈ N o

m ∈M y n = x o

m = x y n ∈M

−→ (n,m) ∈ N, ya que N ∈ BX o

(n,m) = (x,m) donde m ∈M o

(n,m) = (n, x) donden ∈M

−→ (n,m) ∈ N ∪ {(x, y) : y ∈M} ∪ {(y, x) : y ∈M} = R.

Usando un procedimiento como el Item 4 se tiene que: M = BR(x).

6. Sean x ∈ X , N ∈ U . Si M ⊂ X tal que BN (x) ⊂ M , entonces existe R ∈ U tal que

M = BR(x).

En efecto:

Defina R = N ∪ {(y, x) : y ∈M} ⊂ X ×X . Como N ⊂ R ∈ BX , N ∈ U , entonces R ∈ U .

Por el item 5 se tiene que M = BR(x).

7. Sea BM (x). Si M ∈ U , entonces existe N ∈ U con N ⊂ M tal que para cada y ∈ BN (x) ⊂

BM (x) se tiene que BN (y) ⊂ BM (x).

En efecto: Como M ∈ U , entonces existe N ∈ U tal que 2N ⊂M dado que, N ⊂ 2N se tiene

que N ⊂M . De esto último, y por el Item 2 se tiene que Bx(N) ⊂ Bx(M). Además, para cada

y ∈ BN (x) ( de donde (y, x) ∈ N ) se tiene que:

z ∈ BN (y) −→ d(z, y) < N

−→ (z, y) ∈ N

−→ (z, x) ∈ 2N, por lo anterior y (y, x) ∈ N

−→ (z, x) ∈M, ya que 2N ⊂M

−→ d(z, x) < M

−→ z ∈ BM (x)

En consecuencia, BN (y) ⊂ BM (x).
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2.2 Topologia uniforme: Topologia generada por una

uniformidad

En esta seción, se mostrará que toda uniformidad en un conjunto induce una una topologı́a sobre dicho

conjunto estudiandose el especto topologico de los espacios uniformes. Mas precisamente, se estudiará

dicha topologia obtenida.

El siguiente teorema muestra como es la topologia generada por la uniformidad definida en un

conjunto.

Teorema 2.1. [4] Sea X un conjunto y U ⊂ BX . Si U es una uniformidad sobre X , entonces

TU ,X = {U ⊂ X : para cada x ∈ U existe V ∈ U para el cual BV (x) ⊂ U} ∪ {∅}

es una topologı́a sobre X . En este caso, TU ,X es llamada la topologia sobre X generada ( o inducida

) por la uniformidad U .

Demostración. Por definición de TU ,X se tiene que ∅ ∈ TU ,X . Además, se cumple que BV (x) ⊂ X

para cada x ∈ X y V ∈ U . Por consiguiente X ∈ TU ,X .

Sea {Ai}i∈I ⊂ TU ,X , donde I es un conjunto de indices. Ası́, Ai ∈ TU ,X para cada i ∈ I y por

consiguiente:

para cada i ∈ I, para cada x ∈ Ai existe V ∈ U para el cual BV (x) ⊂ Ai.

Ahora, para cada x ∈
⋃
i∈I

Ai existe ix ∈ I talque x ∈ Aix y en consecuencia, existe Vx ∈ U para el cual

BVx(x) ⊂ Aix ⊂
⋃
i∈I

Ai.

Por consiguiente,
⋃
i∈I

Ai ∈ TU ,X .

Sean A1, A2 ∈ TU ,X . O A1 ∩ A2 = ∅ ∈ TU ,X o A1 ∩ A2 ̸= ∅, en el segundo caso se tiene que: para

cada x ∈ A1 ∩A2 existen Vx,Wx ∈ U tales que BVx(x) ⊂ A1 y BWx(x) ⊂ A2. Como Vx,Wx ∈ U y

U es una uniformidad sobre X , entonces Vx ∩Wx ∈ U . En consecuencia, por la Proposición 2.1 Item

3 se tiene que:

BVx∩Wx(x) = BVx(x) ∩BWx(x) ⊂ A1 ∩A2
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y de esta manera

A1 ∩A2 ∈ TU ,X .

En conclusión, TU ,X es una topologı́a sobre X .

Tambien en algunas referencias bibliograficas TU ,X es llamada de topologı́a uniforme sobre X , es

decir una topologia sobre X que a sido generada apartir de la uniformidad U .

Por el Teorema 2.1, todo conjunto asociado a una estructura uniforme ( uniformidad ) se le puede

asociar una estructura topológica ( topologı́a: inducida), es decir, todo espacio uniforme induze un

espacio topológico.

Definición 2.7. El espacio uniforme (X,U) posee la propiedad de Hausdorff si se cumple la siguiente

condición: ⋂
V ∈U

V = ∆.

Proposicición 2.2. Sea (X,U) un espacio uniforme.

Si (X, TU ,X) es un espacio topológico T0, entonces (X,U) posee la propiedad de Hausdorff.

Demostración. Afirmación: ∆ ⊂
⋂

V ∈U
V .

Sea (x, x) ∈ ∆.

Sea W ∈ U . Como U ⊂ BX . Entonces, W ∈ BX y esto implica que (x, x) ∈ W ( Definición de

bandas en X ). Siendo W ∈ U arbitrario, se obtiene que (x, x) ∈
⋂

V ∈U
V .

Afirmación:
⋂

V ∈U
V ⊂ ∆.

Suponga que existe (a, b) ∈
⋂

V ∈U
V tal que (a, b) ̸∈ ∆. Esto último, implica que a ̸= b. Además, siendo

por hipotesis (X, TU ,X) un espacio topológico T0 entonces existe Ua,b ∈ TU ,X tal que:

a ∈ Ua,b con b ̸∈ Ua,b ó b ∈ Ua,b con a ̸∈ Ua,b.

Suponga que a ∈ Ua,b con b ̸∈ Ua,b. Por la definición de TU ,X se tiene que existe Va,Ua,b
∈ U tal

que BVa,Ua,b
(a) ⊂ Ua,b. Luego, b ̸∈ BVa,Ua,b

(a) y esto a su vez implica que (b, a) ̸∈ Va,Ua,b
y en

consecuencia (a, b) ̸∈ Va,Ua,b
( ya que si (a, b) ∈ Va,Ua,b

y siendo Va,Ua,b
∈ BX entonces (b, a) ∈

Va,Ua,b
lo cual no puede ser ). Por consiguiente, (a, b) ̸∈

⋂
V ∈U

V lo cual es absurdo( ya que contradice

la suposición inicial).

Analogamente, se tiene si se supone b ∈ Ua,b con a ̸∈ Ua,b. Por lo tanto, para todo (a, b) ∈
⋂

V ∈U
V se

tiene que (a, b) ̸∈ ∆, es decir a = b.
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Definición 2.8. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico y A ⊂ X un subconjunto. Se defina el interior

de A en X y denotado por intT (A) como:

intT (A) =
⋃
U∈T
U⊂A

U.

Proposicición 2.3. [3] Sea (X, T ) un espacio topológico. Entonces:

1. intT (A) ∈ T , para todo A ⊂ X .

2. intT (A) ⊂ A, para todo A ⊂ X .

3. Sea A ⊂ X . Si U ∈ T con U ⊂ A, entonces U ⊂ intT (A). Es decir, intT (A) es el mayor

conjunto abierto contenido en A.

4. Si A ∈ T , entonces A = intT (A).

5. Si A,B ⊂ X con A ⊂ B, entonces intT (A) ⊂ int,T (B).

6. Sea {Aj}j∈J una familia de subconjuntos de X . Entonces,
⋃
j∈J

intT (Aj) ⊂ intT (
⋃
j∈J

Aj)

Demostración. 1. Por definición de intT (A) se tiene que:

intT (A) =
⋃
U∈T
U⊂A

U

lo cual implica que intT (A) ∈ T por ser una9 unión de abiertos.

2. Sea x ∈ intT (A). Entonces, existe Ux ∈ T tal que x ∈ Ux ⊂ A. De esto último, se obtiene que

x ∈ A. Siendo x arbitrario, se concluye que intT (A) ⊂ A.

3. Sea U ∈ T con U ⊂ A. Luego,

U ⊂
⋃
V ∈T
V⊂A

V = intT (A).

4. Dado que, A ⊂ A y además, por hipótesis A ∈ T , esto a su vez implica que:

A ⊂
⋃
V ∈T
V⊂A

V = intT (A).

Además, por el Item 2 se tiene que: intT (A) ⊂ A. Por lo tanto, A = intT (A).
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5. Como A ⊂ B y dado que intT ,X(A) ⊂ A ( por el Item 2 ) entonces intT (A) ⊂ B. De esto

último, y dado que intT (A) ∈ T ( Item 1 ) se tiene que intT (A) ⊂ intT (B) ( Item 3 ).

6. Como ∪
j∈J

intT (Aj) ∈ T ( ya que intT (Aj) ∈ T , para j ∈ J ) y ∪
j∈J

intT (Aj) ⊂
⋃
j∈J

Aj ( ya

que por el Item 2 se tiene que intT (Aj) ⊂ Aj , para j ∈ J ) entonces por el Item 3 se obtiene

que ∪
j∈J

intT (Aj) ⊂ intT ( ∪
j∈J

Aj).

Proposicición 2.4. [6] Sea (X,U) un espacio uniforme, TU ,X la topologı́a sobre X inducida por U .

Si A ⊂ X un subconjunto, entonces

intTU,X
(A) = {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A}.

Demostración. Afirmación: {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A} ∈ TU ,X .

Sea y ∈ {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A}. Entonces, y ∈ A y existe V ∈ U tal que

BV (y) ⊂ A. Por la Proposición 2.1 Item 7 existe W ∈ U con W ⊂ V tal que:

para cada z ∈ BW (y) ⊂ BV (y) se tiene que BW (z) ⊂ BV (y).

Luego, BW (z) ⊂ A ( ya que BV (y) ⊂ A ) En consecuencia,

BW (y) ⊂ {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A}

Por lo tanto, {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A} ∈ TU ,X .

Afirmación: {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A} ⊂ intTU,X
(A).

Dado que:

{x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A} ∈ TU ,X y

{x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A} ⊂ A

por la Proposición 2.3 Item 3 se obtiene que:

{x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A} ⊂ intTU,X
(A).

Afirmación: intTU,X
(A) ⊂ {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A}.

Sea a ∈ intTU,X
(A). Entonces, existe Ua ∈ TU ,X tal que a ∈ Ua y Ua ⊂ A. Por definición de TU ,X ,

existe Va ∈ U tal que BVa(a) ⊂ Ua. En consecuencia, BVa(a) ⊂ A y ası́ a ∈ {x ∈ A : existe V ∈

U tal que BV (x) ⊂ A}. Siendo a arbitrario se obtiene que:

intTU,X
(A) ⊂ {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A}.
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De esta afirmación y la anterior se obtiene que:

intTU,X
(A) = {x ∈ A : existe V ∈ U tal que BV (x) ⊂ A}.

Proposicición 2.5. Sea (X,U) un espacio uniforme, TU ,X la topologı́a sobre X inducida por U y

x ∈ X . Si V ∈ U , entonces existe W ∈ U tal que

intTU,X
(BV (x)) = BW (x).

En particular, intTU,X
(BV (x)) ̸= ∅ con x ∈ intTU,X

(BV (x)),

Demostración. Por la Proposición 2.4 se tiene que:

intTU,X
(BV (x)) = {b ∈ BV (x) : existe R ∈ U tal que BR(b) ⊂ BV (x)}.

Como V ∈ U ( Por hipótesis ) por la Proposición 2.1 Item 7 existe M ∈ U con M ⊂ V tal que para

cada y ∈ BM (x) ⊂ BV (x) se tiene que BM (y) ⊂ BV (x). De esto último, y por la Proposición 2.4

y ∈ intTU,X
(BV (x)). Siendo y arbitrario se obtiene que:

BM (x) ⊂ intTU,X
(BV (x)).

Por la Proposición 2.1 Item 6, existe W ∈ U tal que intTU,X
(BV (x)) = BW (x).

Definición 2.9. [3] Sean (X, T ) un espacio topológico, V ⊂ X un subconjunto y x ∈ X . V es una

vecindad de x si existe U ∈ T tal que x ∈ U y U ⊂ V . En este caso, a la colección de vecindades de

x la denotamos por Vx, es decir, Vx = {V ⊂ X : V es una vecindad de x}

Ahora, se muestra propiedades de las vecindades.

Lema 2.1. [3] Sean (X, T ) un espacio topológico, V ⊂ X un subconjunto y x ∈ X .

1. Si V es una vecindad de x, entonces x ∈ V .

2. V es una vecindad de x si y solo si x ∈ intT (V ).

3. Si V ∈ T y x ∈ V , entonces V es una vecindad de x.

Demostración. 1. Por hipótesis, V es una vecindad de x. Luego, existe U ∈ T tal que x ∈ U y

U ⊂ V . De esto último, se tiene que x ∈ V .
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2. Por la hipótesis, se tiene que:

V es una vecindad de x −→ existe U ∈ T tal que x ∈ U y U ⊂ V

−→ U ⊂ intT (V ), por lo anterior y por la Proposición 2,3

−→ x ∈ intT (V ).

Ahora, se muestra la otra implicación

x ∈ intT (V ) −→ existe U ∈ T tal que x ∈ U y U ⊂ V

−→ V es una vecindad de x.

3. Por hipótesis V ∈ T . Luego, por la Proposición 2.3 Item 4 se tiene que: V = intT (V ). También,

por hipótesis se tiene que x ∈ V y en consecuencia x ∈ intT (V ).

Teorema 2.2. Sea (X,U) un espacio uniforme, TU ,X la topologı́a sobre X inducida por U y x ∈ X .

Entonces:

Vx = {BV (x) : V ∈ U}

Demostración. Afirmación: Vx ⊂ {BV (x) : V ∈ U}.

Sea W ∈ Vx. Entonces, W es una vecindad de x. Luego, por el Lema 2.1 Item 2 se tiene que x ∈

intTU,X
(W ). De esto último, y por la Proposición 2.4 se tiene que

intTU,X
(W ) = {z ∈W : existe V ∈ U tal que BV (z) ⊂W}.

En consecuencia, existe R ∈ U tal que BR(x) ⊂W . De esto último, y por el Item 6 de la Proposición

2.1 existe M ∈ U tal que W = BM (x). Por lo tanto W ∈ {BV (x) : V ∈ U}.

Afirmación: {BV (x) : V ∈ U} ⊂ Vx.

Sea BN (x) la bola de centro x ∈ X y radio N ∈ U . Por la Proposición 2.5 existe P ∈ U tal que

intTU,X
(BN (x)) = BP (x).

Luego, x ∈ intTU,X
(BN (x)) ya que x ∈ BP (x) ( y ası́ intTU,X

(BN (x)) ̸= ∅ ). Por el Item 2 del Lema

2.1 se tiene que BN (x) es una vecindad de x. En consecuencia, BN (x) ∈ Vx.
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2.3 Bases de uniformidad

Ahora, se definirá el concepto de base de una uniformidad y su implicación en el estudio uniforme y

topologico de un conjunto. Se define y estudia tambien la uniformidad producto y la topologia generada

por dicha uniformidad.

Definición 2.10. [4] Sea (X,U) un espacio uniforme y B ⊂ U una colección. B es una base de U si

para cada V ∈ U existe V ∈ B tal que V ⊂ U .

Ahora, vamos demostrar un resultado inmediato de esta definición establecida.

Proposicición 2.6. Sea (X,U) un espacio uniforme y B ⊂ U . Se B es una base de U , entonces⋂
B∈B

B =
⋂
V ∈U

V

Demostración. Afirmación:
⋂

B∈B
B ⊂

⋂
U∈U

U .

Seja x ∈
⋂

B∈B
B.

Seja U ∈ U . Entonces, existe VU ∈ B tal que VU ⊂ U . Dado que
⋂

B∈B
B ⊂ VU ( ya que VU ∈ B ), se

tiene que, x ∈ VU . Esto último, implica que x ∈ U . Siendo x arbitrario, se obtiene que
⋂

B∈B
B ⊂ U .

Nuevamente, siendo U ∈ U arbitrario se obtiene que
⋂

B∈B
B ⊂

⋂
U∈U

U .

Afirmación:
⋂

U∈U
U ⊂

⋂
B∈B

B.n

Seja y ∈
⋂

U∈U
U . Entonces, y ∈ U para todo U ∈ U . Esto, asu vez implica que y ∈ B para todo B ∈ B

( ya que B ⊂ U ). Luego, y ∈
⋂

B∈B
B. Mostrando lo que se queria.

Uma aplicación inmediata de esta proposición es el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea (X,U) un espacio uniforme y B ⊂ U una colección. Si B es una base de U y

(X, TU ,X) es un espacio T0, entonces ⋂
B∈B

B = ∆.

Demostración. Como por hipotesis (X, TU ,X) es un espacio T0, entonces por la proposición 2.2 se

tiene que (X,U) posee la propiedad de Hausdorff. Es decir,⋂
V ∈U

V = ∆.

Luego, por la Proposición 2.6 se tiene que
⋂

V ∈U
V =

⋂
B∈B

B. Por lo tanto,
⋂

B∈B
B = ∆.
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Tambien, se exibe la siguiente proposición inmediata del Teorema 2.2

Proposicición 2.7. Sea (X,U) un espacio uniforme. Si B una base para U , entonces:

{BV (x) : V ∈ B, x ∈ X} ⊂ Vx

Demostración. Por el Teorema 2.2 se tiene que

Vx = {BV (x) : V ∈ U}

Como B una base para U , en particular B ⊂ U . De esto, último se obtiene que:

{BV (x) : V ∈ B} ⊂ {BV (x) : V ∈ U} = Vx

De esta manera, se muestra tal como se queria.

También, se exhibe una caracterización de las bases de una uniformidad.

Teorema 2.3. [4] Sea (X,U) un espacio uniforme y B ⊂ U una colección. B es una base para U si y

solo si U = {U ∈ BX : existe V ∈ B tal que V ⊂ U}.

Demostración. Supongamos B es una base para U . Tome la colección:

MB = {U ∈ BX : existe V ∈ B tal que V ⊂ U}

Afirmación:MB = U

Sea A ∈ MB. Por definición de MB existe B ∈ B tal que B ⊂ A y por lo tanto A ∈ U ( ya

B ∈ B ⊂ U y U es una uniformidad sobre X ). Esto muestra que,MB ⊂ U .

Ahora, tome W ∈ U arbitrario. Como B es base de U existe N ∈ B tal que N ⊂ W y por lo tanto

W ∈MB. En consecuencia, U ⊂MB.

Ahora, suponga U = {U ∈ BX : existe V ∈ B tal que V ⊂ U}. Luego, para cada V ∈ U existe

V ∈ B tal que V ⊂ U . Por lo tanto, B es una base para U .

Corolario 2.2. Sea (X,U) un espacio uniforme, TU ,X la topologı́a sobre X inducida por U y B ⊂ U

una colección. Si B es una base para U , entonces,

TU ,X = {U ⊂ X : para cada x ∈ U existe V ∈ B para el cual BV (x) ⊂ U} ∪ {∅}.
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Demostración. Por el Teorema 2.1 se tiene que:

TU ,X = {U ⊂ X : para cada x ∈ U existe V ∈ U para el cual BV (x) ⊂ U} ∪ {∅}. (2.1)

Además, como B es una base para la uniformidad U por el Teorema 2.3 se tiene que

U = {U ∈ BX : existe V ∈ B tal que V ⊂ U}. (2.2)

Afirmación:

TU ⊂ {U ⊂ X : para cada x ∈ U existe V ∈ B para el cual BV (x) ⊂ U} ∪ {∅}.

Sea A ∈ TU ,X . Luego, por 2.1 se tiene que:

para cada x ∈ A existe R ∈ U para el cual BR(x) ⊂ A.

Como R ∈ U por 2.2, existe Vx ∈ B tal que Vx ⊂ R. De esto último y por la Proposición 2.1 Item 2 se

tiene que: BVx(x) ⊂ BR(x) y en consecuencia, BVx(x) ⊂ A.

Afirmación: {U ⊂ X : para cada x ∈ U existe V ∈ B para el cual BV (x) ⊂ U} ∪ {∅} ⊂ TU ,X

Sea W ⊂ X tal que:

para cada x ∈W existe Qx ∈ B para el cual BQx(x) ⊂W.

Como B ⊂ U , entonces Qx ∈ U . Consecuentemente, W ∈ TU ,X . Mostrandose como se querı́a.

En el siguiente teorema caracterizaremos colecciones que serán bases de alguna topologı́a de un

conjunto.

Teorema 2.4. [4] Sea X un conjunto no vacı́o y B ⊂ BX . B es base para alguna uniformidad sobre

X si y solo si B satisface las siguientes condiciones:

1. Si U, V ∈ B, existe W ∈ B tal que W ⊂ U ∩ V .

2. Si U ∈ B, entonces existe V ∈ B tal que 2V ⊂ U .

En este caso, la uniformidad es dada por:

UB,X = {U ∈ BX : existe V ∈ B tal que V ⊂ U}

la cual es llamada la uniformidad sobre X inducida ( o generada ) por B con B ⊂ UB,X .
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Demostración. Suponga que B es base para alguna uniformidad sobre X . Denote por U dicha unifor-

midad. Entonces, B ⊂ U y por el Teorema 2.3 se tiene que:

UB,X = {U ∈ BX : existe V ∈ B tal que V ⊂ U}.

Sean U, V ∈ B. Como B ⊂ U y U es una uniformidad sobre X , entonces U ∩ V ∈ U . Luego, existe

W ∈ B tal que

W ⊂ U ∩ V.

Ahora. Sea V ∈ B. Como B ⊂ U y U es una uniformidad, existe U ∈ U tal que

2U ⊂ V.

Además, existe W ∈ U tal que W ⊂ U y esto a su vez implica 2W ⊂ 2U . Por lo tanto, 2W ⊂ V .

Suponga que la colección B satisface las condiciones 1 y 2.

Afirmación: UB,X = {U ∈ BX : existe V ∈ B tal que V ⊂ U}. es una uniformidad sobre X .

Sean V ∈ U y W ∈ BX tal que V ⊂ W . Dado que existe U ∈ B tal que U ⊂ V y esto a su vez

implica que U ⊂W . Por lo tanto, W ∈ U .

Sean V,W ∈ U y W ∈ BX . Luego, existen M,N ∈ B tales que

M ⊂ V y N ⊂W

Por la condición 1 existe R ∈ B tal que

R ⊂M ∩N ⊂ V ∩W

Esto implica, que V ∩W ∈ U . Sea V ∈ U . Luego, existe U ∈ B talque U ⊂ V . Por el punto 2 existe

W ∈ B tal que 2W ⊂ U . Como B ⊂ U se tiene que W ∈ U y además 2W ⊂ V . Por lo tanto, se

muestra que U es una uniformidad sobre X . Por el Teorema 2.3 se concluye que B es una base para

UB,X .

Definición 2.11. [4] Sean X,Y conjuntos no vacios. Dadas las bandas V1 ∈ BX , V2 ∈ BY , se define

el siguiente subconjunto:

V1V2 = {((x1, x2), (y1, y2)) ∈ (X × Y )× (X × Y ) : d(x1, y1) < V1, d(x2, y2) < V2}

Proposicición 2.8. Sean X,Y conjuntos no vacios.

1. Si V1 ∈ BX , V2 ∈ BY , entonces V1V2 es una banda en X × Y , es decir, V1V2 ∈ BX×Y .
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2. BV1V2(x, y) = BV1(x)×BV2(y), donde x ∈ X, y ∈ Y , V1 ∈ BX , V2 ∈ BY

Demostración. 1. Sean x ∈ X , y ∈ Y puntos. Como V1 ∈ BX , V2 ∈ BY ,entonces (x, x) ∈

V1, (y, y) ∈ V2 y ası́ d(x, x) < V1, d(y, y) < V2 en consecuencia ((x, y), (x, y)) ∈ V1V2.

Sean x1, y1 ∈ X,x2, y2 ∈ Y tales que: ((x1, x2), (y1, y2)) ∈ V1V2. Entonces:

((x1, x2), (y1, y2)) ∈ V1V2 ←→ d(x1, y1) < V1, d(x2, y2) < V2

←→ d(y1, x1) < V1, d(y2, x2) < V2

←→ ((y1, y2), (x1, x2)) ∈ V1V2

Por lo tanto V1V2 es una banda en X × Y .

2. Sean x ∈ X, y ∈ Y , V1 ∈ BX , V2 ∈ BY .

Afirmación: BV1V2(x, y) ⊂ BV1(x)×BV2(y).

Sean a ∈ X, b ∈ Y tales que (a, b) ∈ BV1V2(x, y). Luego,

d((a, b), (x, y)) < V1V2 −→ ((a, b), (x, y)) ∈ V1V2

−→ d(a, x) < V1

d(b, y) < V2

−→ a ∈ BV1(x)

b ∈ BV2(y)

−→ (a, b) ∈ BV1(x)×BV2(y)

Afirmación: BV1(x)×BV2(y) ⊂ BV1V2(x, y).

Sean m ∈ X,n ∈ Y tales que (m,n) ∈ BV1(x)×BV2(y). Luego,

(m,n) ∈ BV1(x)×BV2(y) −→ m ∈ BV1(x)

n ∈ BV2(y)

−→ d(m,x) < V1

d(n, y) < V2

−→ ((m,n), (x, y)) ∈ V1V2

−→ d((m,n), (x, y)) < V1V2

−→ (m,n) ∈ BV1V2(x, y)
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Ahora, se muestra que existe una uniformidad natural en el producto de espacios uniformes.

Teorema 2.5. [4] Sean (X,M), (Y,N ) espacios uniformes. La colección:

MN = {V1V2 : V1 ∈M, V2 ∈ N} ⊂ BX×Y

es una base para una uniformidad sobre X×Y . Esta uniformidad será llamada la uniformidad produc-

to sobre X×Y inducida porMN la cual sera denotada por UMN ,X×Y . Además,MN sera llamada

la base uniforme producto sobre X × Y con MN ⊂ UMN ,X×Y y el par (X × Y,UMN ,X×Y ) es

llamado el espacio uniforme producto.

Demostración. Sean U, V ∈MN . Luego, existen U1, V1 ∈M, U2, V2 ∈M tales que

U = U1U2 = {((x1, x2), (y1, y2)) ∈ (X × Y )× (X × Y ) : d(x1, y1) < U1, d(x2, y2) < U2}

V = V1V2 = {((x1, x2), (y1, y2)) ∈ (X × Y )× (X × Y ) : d(x1, y1) < V1, d(x2, y2) < V2}.

Entonces, para

U ∩ V = {((m,n), (p, q)) ∈ (X × Y )× (X × Y ) : ((m,n), (p, q)) ∈ U ∩ V }.

se tiene que:

((m,n), (p, q)) ∈ U ∩ V ←→ ((m,n), (p, q)) ∈ U ∈ BU ,X×Y , ((m,n), (p, q)) ∈ V ∈ BU ,X×Y

←→ d(m, p) < U1 , d(n, q) < U2 , d(m, p) < V1 , d(n, q) < V2

←→ d(m, p) ∈ U1 , d(n, q) ∈ U2 , d(m, p) ∈ V1 , d(n, q) ∈ V2

←→ (m, p) ∈ U1 ∩ V1 , (n, q) ∈ U2 ∩ V2 , donde

U1 ∩ V1 ∈M, U2 ∩ V2 ∈ N , ya queM,N , son uniformidades

←→ (m, p) < U1 ∩ V1 , (n, q) < U2 ∩ V2 , donde

U1 ∩ V1 ∈M, U2 ∩ V2 ∈ N .

Ası́, se obtiene

U ∩ V = (U1 ∩ V1)(U2 ∩ V2) ∈ BU ,X×Y .

y además, U ∩ V ⊂ U ∩ V

Ahora, sea M ∈MN . Luego, existen M1 ∈M,M2 ∈ N tales que

M = {((x1, x2), (y1, y2)) ∈ (X × Y )× (X × Y ) : d(x1, y1) < M1, d(x2, y2) < M2}.
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Como M,N son uniformidades sobre X,Y respectivamente existen W1,M ∈ M,W2,M ∈ N tales

que 2W1,M ⊂M1 y 2W2,M ⊂M2. Luego, 2W1,M ∈M y 2W2,M ∈ N . Además,

W1,MW2,M = {((a, c), (b, d)) ∈ (X × Y )× (X × Y ) : d(a, c) < W1,M , d(b, d) < W2,M} ∈ MN

Afirmación: 2(W1,MW2,M ) = (2W1,M )(2W2,M ) En efecto:

((r, t), (s, u)) ∈ 2(W1,MW2,M )←→ existe (x, y) ∈ X × Y tal que

((r, t), (x, y)) ∈W1,MW2,M , ((x, y), (s, u)) ∈W1,MW2,M

←→ existe (x, y) ∈ X × Y tal que

d(r, x) < W1,M , d(t, y) < W2,M , d(x, s) < W1,M , d(y, u) < W2,M

←→ existe (x, y) ∈ X × Y tal que

(r, x) ∈W1,M , (x, s) ∈W1,M , (t, y) ∈W2,M , (y, u) ∈W2,M

←→ (r, s) ∈ 2W1,M , (t, u) ∈ 2W2,M

←→ d(r, s) < 2W1,M , d(t, u) < 2W2,M

←→ ((r, t), (s, u)) ∈ (2W1,M )(2W2,M )

Afirmación: 2(W1,MW2,M ) ⊂M En efecto:

((r, t), (s, u)) ∈ 2(W1,MW2,M )←→ ((r, t), (s, u)) ∈ (2W1,M )(2W2,M )

←→ d(r, s) < 2W1,M , d(t, u) < 2W2,M

←→ (r, s) ∈ 2W1,M , (t, u) ∈ 2W2,M

←→ (r, s) ∈M1, (t, u) ∈M2, ya que 2W1,M ⊂M1 y 2W2,M ⊂M2

←→ d(r, s) < M1, d(t, u) < M2

←→ ((r, t), (s, u)) ∈M

Por el Teorema 2.4MN es base para alguna uniformidad sobre X , la cual es dada por:

UMN ,X×Y = {U ∈ BX×Y : existe V ∈MN tal que V ⊂ U}

= {U ∈ BX×Y : existen V1,U ∈M, V2,U ∈ N tal que V1,UV2,U ⊂ U}

Teorema 2.6. [4] Sean X,Y conjuntos y M ⊂ BX ,N ⊂ BY colecciones de bandas sobre X y

Y respectivamente. Si M,N son uniformidades sobre X y Y respectivamente, entonces existe una
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topologia sobre X × Y inducida por dichas uniformidades. En este caso, dicha topologı́a será deno-

tada por TUMN ,X×Y ,X×Y y llamada de la topologı́a uniforme producto sobre X × Y inducida por la

uniformidad producto UMN ,X×Y .

Demostración. ComoM,N son uniformidades sobre X y Y respectivamente, entonces se tienen los

espacios uniformes (X,M), (Y,N ). Luego, por el Teorema 2.5 existe la uniformidad producto sobre

X×Y denotada por UMN ,X×Y . De esto último y por el Teorema 2.1 existe una topologia sobre X×Y

la cual es denotada por TUMN ,X×Y ,X×Y y dada por:

TUMN ,X×Y ,X×Y = {A ⊂ X×Y : para cada p ∈ A existe V ∈ UMN ,X×Y tal que BV (p) ⊂ A}∪{∅}.

Corolario 2.3. Sean (X,M), (Y,N ) espacios uniformes y TUMN ,X×Y ,X×Y la topologı́a uniforme

producto sobre X × Y , entonces

TUMN ,X×Y ,X×Y ={A ⊂ X×Y : para cada (x,y) ∈ A existen V1 ∈ M,V2 ∈ N tales que BV1
(x)×BV2

(y) ⊂ A} ∪ {∅}

Demostración. Por el Teorema 2.5 se tiene la base uniforme producto

MN = {V1V2 : V1 ∈M, V2 ∈ N} ⊂ BX×Y

para la uniformidad producto UMN ,X×Y . Luego, por el Corolario 2.2 se tiene que:

TUMN ,X×Y ,X×Y = {A ⊂ X × Y : para cada x ∈ A existe V ∈MN tales que BV (x) ⊂ A} ∪ {∅}

={A ⊂ X×Y : para cada x ∈ A existen V1∈ M,V2∈ N tales que BV1V2
(x) ⊂ A} ∪ {∅}

={A ⊂ X×Y : para cada (x,y) ∈ A existen V1 ∈ M,V2 ∈ N tales que BV1
(x)×BV2

(y) ⊂ A} ∪ {∅}

Observación 2.3. Sea (X,W) un espacio uniforme. Entonces:

1. Por la Proposición 2.8 se tiene que:

V1V2 = {((a, b), (c, d)) ∈ (X ×X)× (X ×X) : d(a, c) < V1, d(b, d) < V2} ∈ BX×X ,

donde V1, V2 ∈ BX .

2. Por la Proposición 2.8 se tiene que:

BV1V2(x, y) = BV1(x)×BV2(y), donde x, y ∈ X,V1, V2 ∈ BX
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3. Por el Teorema 2.5 se tiene la base uniforme producto

WW = {V1V2 : V1 ∈ W, V2 ∈ W} ⊂ BX×X

para la uniformidad producto UWW,X×X sobre X ×X . Donde

UWW,X×X = {U ∈ BX×X : existen V1,U ∈ W, V2,U ∈ W tal que V1,UV2,U ⊂ U}

= {U ∈ BX×X : existe V ∈ W tal que V V ⊂ U}

4. Por el Teorema 2.6 se obtiene la topologı́a uniforme producto TUWW,X×X ,X×X y el Corolario

2.3 junto con el Item anterior( 3 ) se tiene que:

TUWW,X×X ,X×X = {A ⊂ X ×X : para cada (x, y) ∈ A existen V1 ∈ W, V2 ∈ W

tales que BV1(x)×BV2(y) ⊂ A} ∪ {∅}

= {A ⊂ X ×X : para cada (x, y) ∈ A existe V ∈ W tal que

BV (x)×BV (y) ⊂ A} ∪ {∅}

Definición 2.12. Sea (X,σ) un espacio topológico. Se define la topologia producto sobre X × X la

cual sera denotada por Tσσ,X×X como aquella que tiene como base σσ = {U × V : U ∈ σ, V ∈ σ}.

Es decir,

Tσσ,X×X := {W ∈ X ×X : para cada (x, y) ∈W existen U ∈ σ, V ∈ σ tales que U × V ⊂W}

Proposicición 2.9. Sea (X,σ) un espacio topologico yW un subconjunto de BX .

SiW es una uniformidad sobre X tal que TW,X = σ, entonces TUWW,X×X ,X×X = Tσσ,X×X

Demostración. Afirmación: TUWW,X×X ,X×X ⊂ Tσσ,X×X .

Sea A ∈ TUWW,X×X ,X×X . Entonces, A ⊂ X × X tal que para cada punto (x, y) ∈ A con x, y ∈ X

existe Vx,y ∈ U satisfaziendo: BVx,y(x)×BVx,y(y) ⊂ A. Como

intTW,X
(BVx,y(x)) = intσ(BVx,y(x)) y

intTW,X
(BVx,y(y)) = intσ(BVx,y(y)).

Luego, intσ(BVx,y(x))× intσ(BVx,y(y)) ⊂ BVx,y(x)×BVx,y(y) y en consecuencia

intσ(BVx,y(x))× intσ(BVx,y(y)) ⊂ A

con x ∈ intσ(BVx,y(x)) ∈ σ , y ∈ intσ(BVx,y(y)) ∈ σ. Esto muestra que A ∈ Tσσ,X×X .
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Afirmación: Tσσ,X×X ⊂ TUWW,X×X ,X×X .

Sea B ∈ Tσσ,X×X . Entonces, para cada punto (m,n) ∈ B existen Um, Un ∈ σ tales que (m,n) ∈

Um×Un ⊂ B. Como TW,X = σ, se tiene que Um, Un ∈ TW,X . Ahora por definición de TW,X , existen

Vm, Vn ∈ U tales que:

BVm(m) ⊂ Um y BVn(n) ⊂ Un

Luego, BVm(m) × BVn(n) ⊂ Um × Un y asi BVm(m) × BVn(n) ⊂ B. Esto muestra que B ∈

TUWW,X×X ,X×X .

Proposicición 2.10. Sea (X,UX) espacio uniforme y (x, y) ∈ X ×X . Entonces,

{BV1V2(x, y) : V1, V2 ∈ UX , (x, y) ∈ X ×X} ⊂ V(x,y)

donde V(x,y) = {V ⊂ X ×X : V es una vecindad de (x, y)}

Definición 2.13. Sean (X, T ) un espacio topológico y A, V ⊂ X . V es una vecindad de A si existe

U ∈ T tal que

A ⊂ U ⊂ V.

La colección de todas las vecindades de A será denotada por VA, es decir:

VA = {V ⊂ X : V es una vecindad de A}.

Proposicición 2.11. Sean (X, T ) un espacio topológico y A, V ⊂ X .

V ∈ VA si y solo si A ⊂ intT (V ).

Demostración. Suponga V ∈ VA. Luego, existe UV ∈ T tal que A ⊂ UV ⊂ V . Como U ⊂ intT (V )

( Item 3 de la Proposición 2.3 ) entonces A ⊂ intX(V ).

Ahora, suponga que A ⊂ intT (V ). Como intT (V ) ∈ T ( Item 1 de la Proposición 2.3 ) y intT (V ) ⊂

V ( Item 2 de la Proposición 2.3 ) entonces V es una vecindad de A, es decir, V ∈ VA.

Corolario 2.4. Sean (X, T ) un espacio topológico y A ⊂ X y {Vj}j∈J una familia de subconjuntos

de X . Si para cada a ∈ A existe ja ∈ J tal que a ∈ Vja y Vja ∈ Va, entonces
⋃
j∈J

Vj ∈ VA

Demostración. Sea a ∈ A. Por hipótesis, existe ja ∈ J tal que a ∈ Vja y Vja ∈ Va. Luego, a ∈
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intT (Vja) ( Item 2 del Lema 2.1 ). De esto último, se tiene que:

A =
⋃
a∈A
{a}

⊂
⋃
a∈A

intX(Vja)

⊂ intT (
⋃
a∈A

Vja), Item 3 de la Proposición 2,3

Luego, por la Proposición 2.11 se obtiene que ⊂ intT (
⋃
a∈A

Vja) ∈ VA.

Definición 2.14. Sea (X, T ) un espacio topológico y A ⊂ X un subconjunto.

A es un subconjunto cerrado em (X, T ) si X\A ∈ T .

La adherencia o también llamada la clausura de A en X denotada por clT (A) se define como:

clT (A) =
⋂

F cerrado en X
F⊇A

F.

Proposicición 2.12. [4] Sea (X,W) un espacio uniforme, TUWW,X×X ,X×X la topologı́a uniforme

producto y M ⊂ X ×X un subconjunto.

1. Si W ∈ BX , entonces M ⊂W +M +W .

2. Si W ∈ BX , entonces W +M +W =
⋃

(m,n)∈M
BW (m)×BW (n).

3. Si W ∈ BX , entonces el conjunto W+M+W es una vecindad de M . Es decir, W+M+W ∈

VM .

4. clTUWW,X×X,X×X
(M) =

⋂
V ∈U

V +M + V

Demostración. 1. Suponga que W ∈ BX . Sea (m,n) ∈ M , se tiene que (m,m) ∈ W, (n, n) ∈

W ( ya que W ∈ BX ). En consecuencia, (m,n) ∈W+M+W . Siendo (m,n) ∈M arbitrario,

se concluye que M ⊂W +M +W .

2. Afirmación: W +M +W ⊂
⋃

(m,n)∈M
BW (m)×BW (n).

Sea (x, y) ∈W +M +W . Entonces, existen mx, nx ∈ X tales que

(x,mx) ∈W, (mx, nx) ∈M, (nx, y) ∈W
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Luego, d(x,mx) < W, d(nx, y) < W . Como W ∈ BX , entonces d(y, nx) < W y en conse-

cuencia x ∈ BW (mx), y ∈ BW (nx). De esto ultimo, se tiene que:

(x, y) ∈ BW (mx)×BW (nx) ⊂
⋃

(m,n)∈M

BW (m)×BW (n)

En consecuencia, W +M +W ⊂
⋃

(m,n)∈M
BW (m)×BW (n).

Afirmación:
⋃

(m,n)∈M
BW (m)×BW (n) ⊂W +M +W .

Sea (p, q) ∈
⋃

(m,n)∈M
BW (m)×BW (n). Entonces, existe (a, b) ∈M tal que

(p, q) ∈ BW (a)×BW (b).

Luego,

p ∈ BW (a) , q ∈ BW (b) −→ d(p, a) < W , d(q, b) < W

−→ (p, a) ∈W , (q, b) ∈W

−→ (p, a) ∈W , (b, q) ∈W con (a, b) ∈M

−→ (p, q) ∈W +M +W

Consecuentemente, se tiene que:

W +M +W =
⋃

(m,n)∈M

BW (m)×BW (n)

3. Por el Item 2, se tiene que:

W +M +W =
⋃

(m,n)∈M

BW (m)×BW (n), por el Item 2

=
⋃

(m,n)∈M

BWW (m,n), por la Proposición 2,8 Item 2

⊃M

Dado que hipótesis W ∈ W , entonces WW ∈ UWW,X×X y como BWW (m,n) ∈ V(m,n), para

todo (m,n) ∈ M ( Proposición 2.10 ). Esto último, implica que
⋃

(m,n)∈M
BWW (m,n) ∈ VM (

Corolario 2.4 ). Por lo tanto, W +M +W ∈ VM .

4. Afirmación:
⋂

V ∈W
V +M + V ⊂ clTUWW,X×X,X×X

(M)
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Sea (c, d) ∈
⋂

V ∈U
V + M + V . Sea A ∈ TUWW,X×X ,X×X tal que (c, d) ∈ A. Por la definición

de TUWW,X×X ,X×X existe R ∈ W tal que BR(c) × BR(d) ⊂ A. Como
⋂

V ∈W
V + M + V ⊂

R + M + R, entonces (c, d) ∈ R + M + R. Luego, existe (mc, nd) ∈ M tal que (c, d) ∈

BR(mc) × BR(nd) ( ya que por el Item 2 de la Proposición 2.12 se tiene que R + M + R =⋃
(m,n)∈M

BR(m) × BR(n)). En consecuencia, (mc, nd) ∈ BR(c) × BR(d) y ası́ (mc, nd) ∈ A.

Esto último, implica que A ∩M ̸= ∅. Por lo tanto, (c, d) ∈ clTUWW,X×X,X×X
(M).

Afirmación: clTUWW,X×X,X×X
(M) ⊂

⋂
V ∈W

V +M + V .

Sea (x, y) ∈ clTUWW,X×X,X×X
(M). Sea V ∈ U . Luego, BV V (x, y) es una vecindad de (x, y) (

Proposición 2.10 ) esto a su vez, implica que BV V (x, y)∩M ̸= ∅. Entonces, existe (p, q) ∈M

tal que (p, q) ∈ BV V (x, y). Luego, (x, y) ∈ BV V (p, q). Por el Item 2 de la Proposición 2.12 se

tiene que

V +M + V =
⋃

(m,n)∈M

BV (m)×BV (n)

y dado que (p, q) ∈ M se obtiene que BV V (p, q) = BV (p) × BV (q) ⊂ V + M + V ). Por

esto último, se tiene que (x, y) ∈ V +M +M . Siendo V arbitrario, se concluye que (x, y) ∈⋂
V ∈W

V +M + V . Se muestra como se queria.



Capı́tulo 3:

Existencia y Unicidad de uniformidad en

espacios topológicos Hausdorff’s

compactos

Se mostrará bases una uniformidad apartir de la topologı́a producto la cual a sido generada por la

uniformidad producto y tambien se obtendra uniformidad en un conjunto apartir de familias de pseu-

dométricas definias en el conjunto dado. Luego, se mostrará la uniformidad generada por la familia

de pseudométricas generada por un espacio topologico dado y finamente se procedera a demostrar el

Teorema principal de este trabajo de Tesis.

3.1 Pseudométricas

Se estudiará la topologia generada por la uniformidad producto en el producto cartesiano de un espacio

uniforme. Se mostrará y estudiará la uniformidad generada por familia de pseudométricas asi como la

topologia generada por dicha uniformidad.

Proposicición 3.1. Sea (X,W) un espacio uniforme. Si A ∈ W , entonces intTUWW,X×X,X×X
(A) ∈ W

Demostración. Por hipotesis A ∈ W , entonces existe V ∈ W tal que 3V ⊂ A.

Afirmación: intTUWW,X×X,X×X
(A) es una banda en X , es decir, intTUWW,X×X,X×X

(A) ∈ BX .
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Sea x ∈ X . Como A ∈ W , en particular A es una banda en X . Entonces, (x, x) ∈ A. Además, por el

Item 2 de la proposición 2.8 se tiene que

BV V (x, x) = BV (x)×BV (x).

Ası́, para cada (m,n) ∈ BV V (x, x) se tiene que d(m,x) < V, d(n, x) < V . Luego, (m,x), (n, x) ∈

V de esto último a su vez, se tiene que (x, n) ∈ V ( ya que en particular V es una banda en X debido

a que V ∈ W ). De esta manera, se obtiene que:

(m,x) ∈ V, (x, x) ∈ V, (n, x) ∈ V.

Lo cual implica que, (m,n) ∈ 3V y ası́ (m,n) ∈ A ( ya que 3V ⊂ A). Siendo (m,n) arbitario se

obtiene que BV V (x, x) ⊂ A. Por lo tanto, (x, x) ∈ intTUWW,X×X,X×X
(A), para todo x ∈ X .

Ahora, sea (x, y) ∈ intTUWW,X×X,X×X
(A). Luego, existe R ∈ W tal que BRR(x, y) ⊂W .

Sea (a, b) ∈ BRR(y, x). Dado que, BRR(y, x) = BR(y) × BR(x) ( Item 2 de la proposición 2.8 ) se

tiene que (a, b) ∈ BR(y)×BR(x) esto asu vez implica que (b, a) ∈ BR(x)×BR(y) y en consecuencia

(b, a) ∈ BRR(x, y) (por el Item 2 de la proposición 2.8 se tiene que BR(x) × BR(y) = BRR(x, y)

). Por consiguiente (b, a) ∈ A ( ya que BRR(x, y) ⊂ A). Como en particular A es una banda en X

(ya que A ∈ W ) entonces (a, b) ∈ A. Esto muestra que, BRR(y, x) ⊂ A con R ∈ W y por lo tanto

(y, x) ∈ intTUWW,X×X,X×X
(A).

Ahora, por el Item 3 de la Proposición 2.12 V + V + V = 3V es una vecindad de V , es decir,

3V ∈ VV . Luego, por la Proposición 2.11 V ⊂ intTUMN ,X×X,X×X
(3V ). Como 3V ⊂ A, entonces

por el Item 5 de la Proposición 2.3 se tiene que intTUWW,X×X,X×X
(3V ) ⊂ intTUWW,X×X,X×X

(A). De

esto último, se tiene que V ⊂ intTUWW,X×X,X×X
(A). Como, intTUWW,X×X,X×X

(A) ∈ BX y V ∈ U ,

entonces intTUWW,X×X,X×X
(A) ∈ W ( por la definción deW ) mostrandose como se queria.

Proposicición 3.2. Sea (X,W) un espacio uniforme. Si A ∈ W , entonces clTUW,X×X ,X×X(A) ∈ W .

Demostración. Por la Proposición 2.12 se tiene que

clTUWW,X×X,X×X
(A) =

⋂
V ∈W

V +A+ V.

Afirmación: clTUWW,X×X,X×X
(A) es una banda en X , es decir, clTUWW,X×X,X×X

(A) ∈ BX .

Sea x ∈ X . Entonces (x, x) ∈ A ( ya que A ∈ W y en particular A ∈ BX ) y como A ⊂

clTUWW,X×X,X×X
(A) entonces (x, x) ∈ clTUWW,X×X,X×X

(A).
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Ahora, sea (x, y) ∈ clTUW,X×X,X×X
(A). Sea V0 ∈ W . Entonces, (x, y) ∈ V0 +W + V0. Esto a su vez,

implica que existe (a, b) ∈ A tal que

(x, a) ∈ V0 y (b, y) ∈ V0.

Ası́, (y, b) ∈ V0 y (a, x) ∈ V0 ( ya que V0 ∈ U y en particular V0 ∈ BX ). Además, (b, a) ∈ A ( ya

que A ∈ W y en particular A ∈ BX ). De esta manera, se tiene que (y, x) ∈ V0+W +V0 y siendo V0

arbitrario se tiene que (y, x) ∈ clTUWW,X×X,X×X
(A). Mostrando, ası́ que clTUWW,X×X,X×X

(A) ∈ BX .

Ahora, sea (b, a) ∈ clTUWW,X×X,X×X
(W ) por lo anterior se tiene que (a, b) ∈ clTUWW,X×X,X×X

(W ).

Por último, como A ∈ W y clTUWW,X×X,X×X
(W ) ∈ BX con W ⊂ clTUWW,X×X,X×X

(W ) se tiene

que clTUWW,X×X,X×X
(W ) ∈ W ( definición deW

Teorema 3.1. Sea (X,W) un espacio uniforme y TUWW,X×X ,X×X la topologı́a uniforme producto.

Entonces:

1. BWi,X := {intTUWW,X×X,X×X
(V ) : V ∈ W} es base deW .

2. BWcl,X = {clTUWW,X×X,X×X
(V ) : V ∈ W} es base deW .

3. BWa,X = {V ∈ W : V ∈ TUWW,X×X ,X×X} es base deW .

4. BWc,X = {V ∈ W : V es un subconjunto cerrado en (X ×X, TUWW,X×X ,X×X)} es base deW .

Demostración. 1. Sea V0 ∈ W . Por la Proposición 3.1 se tiene que intTUWW,X×X,X×X
(V0) ∈ W

y siendo arbitrario V0 se obtiene que BWi,X ⊂ W .

Además, por el Item 2 de la Proposición 2.3 se tiene que

intTUWW,X×X,X×X
(V0) ⊂ V0 con intTWUW,X×X,X×X

(V0) ∈ BWi,X . Se muestra como se queria.

2. Sea V0 ∈ W . Por la Proposición 3.2 se tiene que clTUWW,X×X,X×X
(V0) ∈ W y siendo arbitrario

V0 se obtiene que BWcl,X ⊂ W .

Además, existe W0 ∈ W tal que 3W0 ⊂ V0. por el Item 4 de la Proposición 2.12

clTWWW,X×X,X×X
(W0) =

⋂
V ∈W

V +W0 + V.

Esto implica que clTUWW,X×X,X×X
(W0) ⊂W0 +W0 +W0 = 3W0 y por lo tanto

clTUWW,X×X,X×X
(W0) ⊂ V0, con clTUWW,X×X,X×X

(W0) ∈ BWcl,X . Se muestra como se queria.
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3. Sea V0 ∈ BWa,X . Entonces, V0 ∈ W y V0 ∈ TUWW,X×X ,X×X . Entonces, BWa,X ⊂ W . Además,

dado W ∈ W . Por la Proposición 3.1 intTUWW,X×X,X×X
(W ) ∈ W . Ası́ mismo, se tiene que

intTUWW,X×X,X×X
(W ) ∈ TUWW,X×X ,X×X ( Item 1 de la Proposición 2.3 ). Luego:

intTUWW,X×X,X×X
(W ) ∈ BWa,X con intTUWW,X×X,X×X

(W ) ⊂ W ( Item 2 de la Proposición

2.3 ).

4. Sea V0 ∈ BWc,X . Entonces, V0 ∈ W y es un subconjunto cerrado en ( X ×X, TUWW,X×X ,X×X).

Luego, BWc,X ⊂ W . Además, dado W ∈ W por el Item 2 existe V ∈ W tal que

clTUWW,X×X,X×X
(V ) ⊂ W . Ası́ mismo, clTUWW,X×X,X×X

(W ) ∈ W ( por la Proposición 3.2

) y clTUWW,X×X,X×X
(W ) es un subconjunto cerrado en (X × X, TUWW,X×X ,X×X). Es decir,

clTUWW,X×X,X×X
(W ) ∈ BWc,X .

Definición 3.1. Sea (X,U), (X,W) espacios uniformes y f : X → Y una función. f es uniforme-

mente contı́nua si para todo V ∈ W , existe U ∈ U tal que para cada x, y ∈ X con d(x, y) ∈ U se

tiene que d(f(x)), f(y) < V .

Proposicición 3.3. Sea (X,U), (Y,W) espacios uniformes y f : X → Y una función.

f es uniformemente contı́nua si y solo si para todo V ∈ W se tiene que (f × f)−1(V ) ∈ U .

Demostración. En primer lugar, tener presente que f × f : X × X → Y × Y es definida como

f × f(a, b) = (f(a), f(b)), para todo (a, b) ∈ X ×X .

Suponga que f es uniformemente contı́nua.

Sea V0 ∈ W . Entonces, existe U0 ∈ U tal que:

para cada x, y ∈ X con d(x, y) < U0 se tiene que d(f(x)), f(y) < V0. (3.1)

Afirmación: U0 ⊂ (f × f)−1(V0).

Sea (m,n) ∈ U0 ⊂ X ×X . Luego, d(a, b) < U0. Esto a su vez, implica que

d(f(a), f(b)) < V0 (3,1)

(f(a), f(b)) ∈ V0 ( definición de d)

f × f(a, b) ∈ V0 ( definición de f × f)

(a, b) ∈ (f × f)−1(V0) ( definición de (f × f)−1)
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Afirmación: (f × f)−1(V0) ∈ BX .

Para cada (r, r) ∈ X × X se tiene que (r, r) ∈ U0 ( ya que U0 ∈ U , entonces U0 ∈ BX ). Lo cual,

implica que (r, r) ∈ (f × f)−1(V0) ( por la afirmación anterior U0 ⊂ (f × f)−1(V0) ).

Ahora, sea (s, t) ∈ (f × f)−1(V0). Luego, f × f(s, t) ∈ V0. Entonces:

(f(s), f(t)) ∈ V0 ( definición de f × f)

(f(t), f(s)) ∈ V0 ( ya que V0 ∈ W ⊂ BY )

f × f(t, s) ∈ V0 ( definición de f × f)

(t, s) ∈ (f × f)−1(V0)

Luego, por las dos afirmaciones anteriores y definición de U se tiene que (f × f)−1(V0) ∈ U .

Ahora, suponga que (f × f)−1(W ) ∈ U , para todo W ∈ W .

Sea V ∈ W . Por hipotesis (f × f)−1(V ) ∈ U . Tome U = (f × f)−1(V ). Luego, se tiene que U ∈ U .

Además, para cada x, y ∈ X con d(x, y) < U se cumple que:

(x, y) ∈ U

(x, y) ∈ (f × f)−1(V ) definición de U

f × f(x, y) ∈ V, definición de (f × f)−1

(f(x), f(y)) ∈ V, definición de f × f

d(f(x), f(y)) < V, definición de ded.

Siendo V arbitrario, se obtiene que f es uniformemente contı́nua.

Definición 3.2. Sea X un conjunto.

1. Se define una pseudométrica en X como una función ρ : X×X → R tal que cumple lo siguiente:

a) ρ(x, y) ≥ 0, para todo x, y ∈ X .

b) ρ(x, x) = 0, para todo x ∈ X .

c) ρ(x, y) = ρ(y, x), para todo x, y ∈ X .

d) ρ(x, y) ≤ ρ(y, x), para todo x, y, z ∈ X .

2. Se define el conjunto de las pseudométricas en X el cual se denotará por P(X) como:

P(X) = {ρ : X ×X → R : ρ es una pseudométrica en X}.
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3. SeanW una uniformidad sobre X , UWW,X×X la uniformidad producto sobre X ×X y UR la

uniformidad euclidiana sobre R. Se define una pseudomética uniforme sobre X como una pseu-

dométrica ρ : (X ×X,UWW,X×X , X ×X)→ (R,UR) tal que sea uniformemente contı́nua.

Definición 3.3. Sean X un conjunto, P ⊂ P(X), F ⊂ P finito y ϵ > 0.

1. Se define el F − ϵ conjunto denotado por V (F, ϵ) como:

V (F, ϵ) = {(x, y) ∈ X ×X : ρ(x, y) < ϵ, para todo ρ ∈ F}

2. Se define la colección VP como:

VP = {V (F, ϵ) : F ⊂ P finito y ϵ > 0}

Teorema 3.2. Sea X un conjunto y P ⊂ P(X). Entonces, la colección VP satisface lo siguiente:

1. VP ⊂ BX .

2. VP es base para una uniformidad en X . En este caso, dicha uniformidad es dada por

WVP ,X = {U ∈ BX : existen F ⊂ P finito y ϵ > 0 tal que V (F, ϵ) ⊂ U}.

3. La uniformidad producto sobre X ×X es dada por:

UWVP ,XWVP ,X ,X×X = {U ∈ BX×X : existen F ⊂ P finito y ϵ > 0 tal que V (F, ϵ)V (F, ϵ) ⊂ U}.

4. ρ es una pseudométrica uniforme, para toda ρ ∈ P .

Demostración. 1. Sea ϵ0 > 0 y F0 ⊂ P finito. Sea ρ ∈ F . Entonces, ρ ∈ P(X) ( ya que

F0 ⊂ P ⊂ P(X) ). Esto último, implica que:

ρ(x, x) = 0 < ϵ0, para todo x ∈ X.

En consecuencia, (x, x) ∈ V (F0, ϵ0), para x ∈ X .

Además, si (x, y) ∈ V (F0, ϵ0), entonces:

ρ(x, y) < ϵ0, para todo ρ ∈ F0

ρ(y, x) < ϵ0( ya que ρ ∈ P(X) y ası́ ρ(y, x) = ρ(x, y)), para todo ρ ∈ F0

Por consiguiente, (y, x) ∈ V (F0, ϵ0). De esta manera, se muestra las dos condiciones para que

V (F, ε) sea un banda en X .
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2. Sean F1, F2 ⊂ P finitos y ϵ1, ϵ2 > 0.

Luego, sean m,n ∈ N y ρ1, ..., ρn, ρ
′
1, ..., ρ

′
m ∈ P ⊂ P(X) tales que

F1 = {ρ1, . . . , ρn} y F2 = {ρ
′
1, . . . , ρ

′
m}.

Por la afirmación, anterior se tiene que V (F1 ∪ F2,mı́n{ϵ1, ϵ2}) es una banda en X , donde

F1 ∪ F2 = {ρ1, ..., ρn, ρ
′
1, ..., ρ

′
m}.

Afirmación: V (F1 ∪ F2,mı́n{ϵ1, ϵ2}) ⊂ V (F1, ϵ1) ∩ V (F2, ϵ2).

Sea (x, y) ∈ V (F1 ∪ F2,mı́n{ϵ1, ϵ2}).

Entonces:

ρi(x, y) < mı́n{ϵ1, ϵ2}, para todo i = 1, . . . , n.

ρ
′
i(x, y) < mı́n{ϵ1, ϵ2}, para todo i = 1, . . . ,m.

Como mı́n{ϵ1, ϵ2} ≤ ϵ1 y mı́n{ϵ1, ϵ2} ≤ ϵ2 entonces:

ρi(x, y) < ϵ1, para todo i = 1, . . . , n.

ρ
′
i(x, y) < ϵ2, para todo i = 1, . . . ,m.

Luego,

(x, y) ∈ V (F1, ϵ2) y (x, y) ∈ V (F2, ϵ2)

En consecuencia, (x, y) ∈ V (F1, ϵ1) ∩ V (F2, ϵ2).

Ahora, sea F ∈ P y δ > 0.

Tome: δ0 = δ
2 > 0. Luego, V (F, δ0) ∈ VP .

Sea k0 ∈ N y φ1, . . . φn ∈ P ⊂ P(X).

Afirmación: 2V (F, δ0) ⊂ V (F, δ0).

Sea (x, y) ∈ 2V (F, δ0) = V (F, δ0) + V (F, δ0). Entonces, existe a ∈ X tal que:

(x, a) ∈ V (F, δ0), (a, y) ∈ V (F, δ0).

Sea i ∈ {1, . . . n}. Luego,

φi(x, y) ≤ φi(x, a) + φi(a, y), ya que φi es una pseudométrı́ca en X

< δ + δ

= δ0
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Siendo, i ∈ {1, . . . n} arbitrario se obtiene que (x, y) ∈ V (F, δ0).

Luego, por el Teorema 2.4 VP es base para una uniformidad en X . Además, la uniformidad es

dada por:

WVP ,X = {U ∈ BX : existe V ∈ VP tal que U ⊂ V }

= {U ∈ BX : existen F ⊂ P finito y ϵ > 0 tal que V (F, ϵ) ⊂ U}, definición de VP .

3. Sea la uniformidad uniforme producto sobre X ×X es dada por:

UWVP ,XWVP ,X ,X×X = {U ∈ BX×X : existe V ∈ WVP ,X tal que V V ⊂ U}

= {U ∈ BX×X : existen F ⊂ P finito y ϵ > 0 tal que V (F, ϵ)V (F, ϵ) ⊂ U} Item 2.

4. Sea ρ ∈ P ⊂ P(X), donde ρ : X ×X → R.

Afirmación: ρ es una pseudométrica uniforme.

Sea r ∈ R, se obtiene Ur = {(x, y) ∈ R× R : |x− y| < r}.

Corolario 3.1. Sean X un conjunto, P ⊂ P(X),WVP ,X la uniformidad sobre X que tiene como base

VP y UWVP ,XWVP ,X ,X×X la uniformidad producto. Entonces:

1. La topologı́a sobre X inducida por UP,X ( topologı́a uniforme ) es dada por:

TWVP ,X ,X ={U ⊂ X : para cada x ∈ U existen F ⊂ P finito y ϵ > 0 tal que

BV (F,ϵ)(x) ⊂ U} ∪ {∅}.

2. Sean x ∈ X , F ⊂ P y ϵ > 0. Entonces:

BV (F,ϵ)(x) = {y ∈ X : ρ(x, y) < ϵ, ρ ∈ F}

3. La topologı́a uniforme producto sobre X ×X , es dada por:

TUWVP ,XWVP ,X ,X×X ,X×X ={A ⊂ X ×X : para cada (x, y) ∈ A existen F ⊂ P finito y ϵ > 0

tal que BV (F,ϵ)(x)×BV (F,ϵ)(y) ⊂ A}
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Demostración. 1. Por hipotesis se tiene el espacio uniforme (X,WVP ,X). Por el Teorema 2.1 se

obtiene la topologı́a uniforme sobre X , la cual es dada por:

TWVP ,X ,X ={U ⊂ X : para cada x ∈ U existe V ∈ WVP ,X para el cual BV (x) ⊂ U} ∪ {∅}

={U ⊂ X : para cada x ∈ U existen F ⊂ P finito y ϵ > 0 tal que

BV (F,ϵ)(x) ⊂ U} ∪ {∅}

Esta última igualdad, por el Item 2 del Teorema 3.2.

2. Se tiene que:

BV (F,ϵ)(x) ={y ∈ X : (x, y) ∈ V (F, ϵ)}

={y ∈ X : ρ(x, y) < ϵ, ρ ∈ F}

3. Por hipotesis se tiene el espacio uniforme (X,WVP ,X). Por el Item 4 de la Observación 2.3 se

obtiene la topologı́a uniforme producto sobre X ×X la cual es dada por:

TUWVP ,XWVP ,X ,X×X ,X×X ={A ⊂ X ×X : para cada (x, y) ∈ A existe V ∈ WVP ,X tal que

BV (x)×BV (y) ⊂ A} ∪ {∅}

={A ⊂ X ×X : para cada (x, y) ∈ A existen F ⊂ P finito y

ϵ > 0 tal que BV (F,ϵ)(x)×BV (F,ϵ)(y) ⊂ A}

Esta última igualdad por el Item 3 del Teorema 3.2.
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3.2 Existencia y unicidad de uniformidad en espacios

topológicos Hausdorff’s Compactos

En esta seción se demostrará el objetivo principal de nuestro trabajo de Tesis. La existencia y unici-

dad de uniformidad en espacios topolgicos Hausdorff’s Compactos compactible con la topologia del

espacio.

Definición 3.4. Sea (X, T ) un espacio topológico.

1. Se define el conjunto de funciones continuas en (X, T ) como:

C(X, T ) := {f : (X, T )→ R : f es una función contı́nua en (X, T )}.

2. Sea f ∈ C(X, T ) se define la f -pseudométrica o pseudométrica inducida por f sobre X como:

ρf :X ×X → R

(x, y) 7−→ ρf (x, y) = |f(x)− f(y)|, para todo (x, y) ∈ X ×X.

3. Se define el conjunto de pseudométricas induzidas por funciones continuas en (X, T ) como

PC(X,T ) := {ρf : f ∈ C(X, T )}.

Lema 3.1. Sea (X, T ) un espacio topológico y f : (X, T ) → R. Si f ∈ C(X, T ), entonces ρf ∈

P(X)

Demostración. Sea x ∈ X . Se tiene que:

ρf (x, x) = |f(x)− f(x)| = |0| = 0.

Sea (x, y) ∈ X ×X . Luego,

ρf (x, y) = |f(x)− f(y)| = |f(y)− f(x)| = ρf (y, x).
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Sea x, y, z ∈ X . se tiene que:

ρf (x, y) = |f(x)− f(y)|

= |(f(x)− f(z))− (f(z)− f(y))|

≤ |f(x)− f(z)|+ |f(z)− f(y)|

= ρf (x, z) + ρf (z, y)

Como se queria demostrar.

El lema anterior muestra que:

PC(X,T ) ⊂ P(X).

Definición 3.5. Sea (X, T ) un espacio topológico, C(X, T ) el espacio de funciones continua en

(X, T ), G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0. Se define el G− ϵ conjunto:

VG,ϵ := {(x, y) ∈ X ×X : |f(x)− f(y)| < ϵ, para todo f ∈ G}.

Proposicición 3.4. Sea (X, T ) un espacio topológico, C(X, T ) el conjunto de funciones continuas en

(X, T ), PC(X,T ) el conjunto de pseudométricas induzidas por funciones continuas en (X, T ) y ϵ > 0.

1. Si F ⊂ PC(X,T ) finito , entonces existe GF ⊂ C(X, T ) finito tal que V (F, ϵ) = VGF ,ϵ.

2. Si G ⊂ C(X, T ) finito , entonces existe FG ⊂ PC(X,T ) finito tal que VG,ϵ = V (FG, ϵ).

Demostración. 1. Por hipotesis F ⊂ PC(X,T ) es finito. Entonces, existen ρ1, ρ2, · · · , ρn,∈ PC(X,T ),

donde n = card(F ) tales que

F = {ρ1, ρ2, · · · , ρn}

Por la definición de PC(X,T ) se tiene que para cada l ∈ {1; 2; · · · ;n} existe fl,F ∈ C(X, T ) tal

que: ρl = ρfl,F . Luego, se tiene que:

F = {ρf1,F ; ρf2,F , · · · ; ρfn,F
}.

Ahora, tome GF = {f1,F , f2,F , · · · fn,F }. Ası́, GF ⊂ C(X, T ).

Afirmacación: V (F, ϵ) ⊂ VGF ,ϵ.

Sea (x, y) ∈ V (F, ϵ).

Sea g ∈ GF . Entonces, existe ig ∈ {1; 2; · · · ;n} tal que g = fig ,F .
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Luego, se tiene que:

|g(x)− g(y)| = |fig ,F (x)− fig ,F (y)|, ya que g = fig ,F

= ρfig,F (x, y), por definición de ρfig,F

< ϵ, ya que (x, y) ∈ V (F, ϵ).

Siendo g ∈ GF arbitrario, se concluye que (x, y) ∈ VGF ,ϵ.

Afirmacación: VGF ,ϵ ⊂ V (F, ϵ).

Sea (x, y) ∈ VGF ,ϵ

Sea ρ ∈ F . Luego, existe iρ ∈ {1; 2; · · · ;n} tal que ρ = ρfiρ . Por consiguiente:

ρ(x, y) = ρfiρ (x, y), ya que ρ = ρfiρ

= |fiρ(x)− fiρ(y)|, por definición de ρfiρ

< ϵ, ya que (x, y) ∈ VGF ,ϵ.

2. Por hipotesis G ⊂ C(X, T ) es finito. Entonces, existen f1,G, f2,G, · · · fm,G ∈ C(X, T ), donde

m = card(G) tales que: G = {f1,G, f2,G, · · · fm,G}

Luego, tome

FG = {ρf1,G ; ρf2,G , · · · ; ρfm,G
}.

Ası́, FG ⊂ PC(X,T ).

Afirmacación: VG,ϵ ⊂ V (FG, ϵ).

Sea (x, y) ∈ VG,ϵ

Sea ρ ∈ FG. Luego, existe iρ ∈ {1; 2; · · · ;m} tal que ρ = ρfiρ,G . Por consiguiente:

ρ(x, y) = ρfiρ,G(x, y), ya que ρ = ρfiρ,G

= |fiρ,G(x)− fiρ,G(y)|, por definición de ρfiρ,G

< ϵ, ya que (x, y) ∈ VG,ϵ.

Siendo ρ ∈ FG arbitrario, se concluye que (x, y) ∈ V (FG, ϵ). Afirmacación: V (FG, ϵ) ⊂ VG,ϵ.

Sea (x, y) ∈ V (FG, ϵ).

Sea h ∈ G. Entonces, existe jh ∈ {1; 2; · · · ;m} tal que h = fjh,G.
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Luego, se tiene que:

|h(x)− h(y)| = |fjh,G(x)− fjh,G(y)|, ya que h = fjh,G

= ρfjh,G
(x, y), por definición de ρfjh,G

< ϵ, ya que (x, y) ∈ V (FG, ϵ).

Siendo h ∈ G arbitrario, se concluye que (x, y) ∈ VG,ϵ.

Corolario 3.2. Sea (X, T ) un espacio topológico y PC(X,T ) ⊂ P(X) el conjunto de pseudométricas

induzidas por C(X, T ). Entonces:

1. VPC(X,T )
= {VG,ϵ : G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0}.

2. WVPC(X,T )
,X = {U ∈ BX : existen G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0 tal que VG,ϵ ⊂ U}.

Demostración. 1. Por la definición de VPC(X,T ),X se tiene que:

VPC(X,T )
= {V (F, ϵ) : F ⊂ PC(X,T ) finito y ϵ > 0}.

Afirmación: VPC(X,T )
⊂ {VG,ϵ : G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0}.

Sea A ∈ VPC(X,T )
. Entonces, existen FA ⊂ PC(X,T ) finito y > 0 tal que A = V (FA, ϵ). Por

el Item 1 de la Proposición 3.4 existe GFA
⊂ C(X, T ) finito tal que V (FA, ϵ) = VGFA

,ϵ. En

consecuencia, A = VGFA
,ϵ y por lo tanto A ∈ {VG,ϵ : G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0}. Siendo

A ∈ VPC(X,T )
arbitrario, se obtiene lo que se queria.

Afirmación: {VG,ϵ : G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0} ⊂ VPC(X,T )
.

Sea B ∈ {VG,ϵ : G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0}. Entonces, existen GB ⊂ C(X, T ) finito y un

ϵB > 0 tal que B = VGB ,ϵB . Por el Item 2 de la Proposición 3.4 existe FGB
⊂ PC(X,T ) finito tal

que VGB ,ϵB = V (FGB
, ϵB). En consecuencia, B = V (FGB

, ϵB) y por lo tanto B ∈ VPC(X,T )
.

Siendo B ∈ {VG,ϵ : G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0} arbitrario, se obtiene lo que se queria.

2. Dado que PC(X,T ) ⊂ P(X), por el Item 2 del Teorema 3.2 se tiene que VPC(X,T )
es base de

la uniformidad WVPC(X,T )
,X . Además, VPC(X,T )

⊂ WVPC(X,T )
,X ( Item 3 del Teorema 3.2 ).

Luego, por el Teorema 2.3 se tiene que:

WVPC(X,T )
,X = {U ∈ BX : existe V ∈ VPC(X,T ),X tal que V ⊂ U}.
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Por el Item 1( Corolario 3.2 ) se tiene que:

VPC(X,T )
= {VG,ϵ : G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0}.

Afirmación:

WVPC(X,T )
,X ⊂ {U ∈ BX : existen G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0 tal que VG,ϵ ⊂ U}.

Sea M ∈ WVPC(X,T )
,X . Entonces, M ∈ BX y existe VM ∈ VPC(X,T )

tal que VM ⊂M . Luego,

existe GVM
⊂ C(X, T ) finito y ϵVM

> 0 tal que VM = VGVM
,ϵVM

. Luego, VGVM
,ϵVM

⊂ M .

Como se queria mostrar.

Afirmación:

{U ∈ BX : existen G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0 tal que VG,ϵ ⊂ U} ⊂ WVPC(X,T )
,X .

Sea N ∈ {U ∈ BX : existen G ⊂ C(X, T ) finito y ϵ > 0 tal que VG,ϵ ⊂ U}. Entonces, N ∈

BX y existen GN ⊂ C(X, T ) finito y ϵN > 0 tal que VGN ,ϵ ⊂ N , siendo VGN ,ϵ ∈ VPC(X,T )
.

Como se queria mostrar.

Por las dos afirmaciones anteriores, se obtiene lo que se se queria mostrar.

Mostraremos, una consecuencia mas de la Porposición 3.4.

Corolario 3.3. Sea (X, T ) un espacio topológico, C(X, T ) conjunto de funciones continuas en (X, T )

y PC(X,T ) ⊂ P(X) el conjunto de pseudométricas induzidas por C(X, T ). Entonces:

TWVPC(X,T )
,X ,X ={U ⊂ X : para cada x ∈ U existen G ⊂ C(X, T ) finito y r > 0 tal que

BVG,r
(x) ⊂ U} ∪ {∅}.

Demostración. Como PC(X,T ) ⊂ P(X), por el Item 1 del Corolario 3.1 se tiene que:

TWVPC(X,T )
,X ,X ={U ⊂ X : para cada x ∈ U existen F ⊂ PC(X,T ) ⊂ P(X) finito y ϵ > 0 tal que

BV (F,ϵ)(x) ⊂ U} ∪ {∅}.

Tome:

M = {U ⊂ X : para cada x ∈ U existen G ⊂ C(X, T ) finito y r > 0 tal que BVG,r
(x) ⊂ U} ∪ {∅}

Afirmación: TWVPC(X,T )
,X ,X ⊂M
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Sea V ∈ TWVPC(X,T )
,X ,X . Entonces, para cada x ∈ V existen F ⊂ PC(X,T ) finito y r > 0 tal que

BV (F,r)(x) ⊂ V . Luego, por el Item 1 de la Proposición 3.4 existe GF ⊂ C(X, T ) finito tal que

V (F, r) = VGF ,r. Luego, BVGF ,r
⊂ V y por lo tanto, V ∈M .

Afirmación: M ⊂ TWVPC(X,T )
,X ,X .

Sea W ∈M . Entonces, para cada y ∈W existen G ⊂ C(X, T ) finito y r > 0 tal que BVG,r
(y) ⊂W .

Luego, por el Item 2 de la Proposición 3.4 existe FG ⊂ PC(X,T ) finito tal que VG,r = V (FG, r).

Asi, BV (FG,r)(y) ⊂ W y por lo tanto, W ∈ TWVPC(X,T )
,X ,X . Consecuentemente, se obtiene lo que se

queria morstrar

Ahora, se mostrará la siguiente Proposición que permitira ver el comportamiento de la topologia indu-

cida por PC(X,T ).

Proposicición 3.5. Sea (X, T ) un espacio topológico, C(X, T ) espacio de funciones continuas en

(X, T ), G ⊂ C(X, T ) finito, ϵ > 0 y x ∈ X .

1. BVG,ϵ
(x) =

⋂
f∈G

f−1(f(x)− ϵ, f(x) + ϵ).

2. BVG,ϵ
(x) ∈ T .

Demostración. 1.

Sea y ∈ BVG,ϵ
(x)←→ (x, y) < VG,ϵ · · · definición de BVG,ϵ(x)

←→ (x, y) ∈ VG,ϵ

←→ (y, x) ∈ VG,ϵ · · · ya que VG,ϵ ∈ BX

←→ |f(y)− f(x)| < ϵ,∀f ∈ G · · · definición de VG,ϵ

←→ −ϵ < f(y)− f(x) < ϵ,∀f ∈ G · · · propiedad del valor absoluto

←→ f(x)− ϵ < f(y) < f(x) + ϵ,∀f ∈ G

←→ f(y) ∈ (f(x)− ϵ, f(x) + ϵ), ∀f ∈ G · · · definición de intervalo

←→ y ∈ f−1(f(x)− ϵ, f(x) + ϵ), ∀f ∈ G · · · definición de f−1

←→ y ∈
⋂
f∈G

f−1(f(x)− ϵ, f(x) + ϵ)

2. Dado que G ⊂ C(X, T ) es finito. Entonces, existen f1, f2, · · · fn donde n = Card(G) tales

que G = {f1, f2, · · · fn} y ϵ > 0. Para cada i ∈ {1; 2; · · · ;n se tiene que

(fi(x)− ϵ, fi(x) + ϵ) es un abierto(intervalo) en R
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y siendo fi ∈ C(X, T ), es decir fi es contı́nua en (X, T ) se obtiene que:

f−1
i ((fi(x)− ϵ, fi(x) + ϵ)) ∈ T

Esto a su vez, implica que
n⋂

i=1
f−1
i (fi(x) − ϵ, fi(x) + ϵ) ∈ T por ser una intersección finita de

elementos( abiertos ) de T . Además, se tiene que:

BVG,ϵ
(x) =

⋂
f∈G

f−1(f(x)− ϵ, f(x) + ϵ) · · · Por el Item 1( Proposición 3,5)

=

n⋂
i=1

f−1
i (fi(x)− ϵ, fi(x) + ϵ) ∈ T · · · ya que G = {f1, f2, · · · fn}

En consecuencia, BVG,ϵ
(x) ∈ T .

Como consecuencia de la Proposición precedida, se tiene el siguiente Corolario.

Corolario 3.4. Sea (X,σ) un espacio topológico. Entonces:

TWVPC(X,σ)
,X ,X ⊂ σ.

Demostración. Sea U ∈ TWVPC(X,σ)
,X ,X . Entonces, por la definición de TWVPC(X,σ)

,X ,X se tiene que

U ⊂ X y además

para cada x ∈ U existen Gx ⊂ C(X,σ) finito y rx > 0 tal que BVGx,rx
(x) ⊂ U. (3.2)

Esto a su vez, implica que:

U =
⋃
u∈U
{u}

⊂
⋃
u∈U

Gu⊂C(X,σ) finito
ru>0

BVGu,ru
(u) · · · ya que u ∈ BVG,r

(u), para todo u ∈ U

⊂ U · · · ya que por la ecuación 3,2BVGu,ru
(u) ⊂ U, para todo u ∈ U

En consecuencia, U =
⋃

u∈U
Gu⊂C(X,σ) finito

ru>0

BVGu,ru
(u).

Afirmación: U ∈ σ. Para u ∈ U , Gu ⊂ C(X,σ) finito y ru > 0 por el Item 2 de la Proposición 3.5

se tiene que BVGu,ru
(u) ∈ σ. Esto a su vez, implica que

⋃
u∈U

Gu⊂C(X,σ) finito
ru>0

BVGu,ru
(u) ∈ σ( por ser una unión
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arbitraria de elementos de σ ) y en consecuencia U ∈ σ. Siendo U ∈ TWVPC(X,σ)
,X ,X arbitrario se

obtiene lo que se queria mostrar.

Corolario 3.5. Sea (X,σ) un espacio topológico.

Si (X,σ) es un espacio topológico completamente regular, entonces:

TWVPC(X,σ)
,X ,X = σ.

Demostración. Por la definición de TWVPC(X,σ)
,X ,X se tiene que:

TWVPC(X,σ)
,X ,X={U ⊂ X : para cada x ∈ U existen G ⊂ C(X,σ) finito y ru > 0 tal que BVGu,ru

(u) ⊂ U}∪{∅}.

Por el Corolario 3.4 se tiene que TWVPC(X,σ)
,X ,X ⊂ σ.

Afirmación: σ ⊂ TWVPC(X,σ)
,X ,X

Sea U ∈ σ. Entonces, X\U ⊂ X es cerrado en (X,σ).

Sea u ∈ U = X\(X\U).

Por hipotesis el espacio topológico (X,σ) es completamente regular, entonces existe una función con-

tinua fU,u : X −→ [0, 1] tal que fU,u(X\U) ⊂ {1} y fU,u(u) = 0.

Tome: Gu = {fU,u} ⊂ C(X,σ) finito y ru = 1 > 0.

Luego, se tiene que:

BVGu,ru
(u) = BV{fU,u},1(u) · · · por la definición de Gu y de ru

= {y ∈ X : (y, u) ∈ V{fU,u},1} · · · por la definición de BV{fU,u},1(u)

= {y ∈ X : |fU,u(y)− fU,u(u)|< 1} · · · por la definición de V{fU,u},1

= {y ∈ X : |fU,u(y)|< 1} ya que fU,u(u) = 0

= {y ∈ X : fU,u(y) < 1} ya que fU,u(y) ∈ [0; 1]

Esto a su vez, implica que BVGu,ru
(x) ⊂ U ya que si fuera lo contrario existiria a ∈ BVGu,ru

(x) tal

que a ̸∈ U . Esto ultimo, implicaria que a ∈ X\U y ası́ fU,u(a) = 1 ( Por la definición de fU,u ). Lo

cual es asurdo ya que a ∈ BVGu,ru
(x) y por consiguiente a ∈ X confU,u(a) < 1. Asi, por el Corolario

3.3 se obtiene que U ∈ TWVPC(X,σ)
,X ,X siendo U arbitrario se obtiene lo que se queria mostar.

Definición 3.6. Sea (X,σ) un espacio topológico y U una uniformidad sobre X .

U es compatible com σ si TU ,X = σ

Agora, se demostrara un Lema esencial para la prueba del Teorema principal.
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Lema 3.2. Sea (X,σ) un espacio topológico yW una uniformidad sobre X compatible con σ.

Si (X,σ) es Hausdorff compacto, entonces B = {V ∈ BX : V ∈ Tσσ,X×X} es base deW .

Demostración. Seja W ∈ B. Entonces, W ∈ BX y W ∈ Tσσ,X×X . Luego, ∆ ⊂W .

Ahora, comoW es una uniformidad sobre X compatible con σ, es decir, TU ,X = σ entonces , por la

Proposición 2.9 se tiene que:

TUWW,X×X ,X×X = Tσσ,X×X . (3.3)

Esto implica, que:
BWa,X = {V ∈ W : V ∈ Tσσ,X×X}

Luego, BWa,X ⊂ B ( puesW ⊂ BX ). Tambien por la Ecuación 3.3 se tiene que:

BWc,X = {V ∈ W : V es un subconjunto cerrado en (X ×X, Tσσ,X×X)} (3.4)

donde, por el Item 4 del Teorema 3.1, BWc,X es base deW . Además, por hipotesis, (X,σ) es Hausdorff,

entonces, (X, TU ,X) es Hausdorff y en particular es T0. Luego, por el Corolario 2.1 se tiene que⋂
V ∈BW

c,X

V = ∆.

Esto implica que

∅ ≠
⋂

V ∈BW
c,X

V ⊂W. (3.5)

Además, siendo (X,σ) un espacio topológico compacto, entonces (X × X, Tσσ,X×X) es compacto.

Luego, para cada V ∈ BWc,X es un subcompacto en (X × X, Tσσ,X×X) ( pues por la ecuación 3.4

se tiene que V ∈ W y V es un subconjunto cerrado en (X × X, Tσσ,X×X) ). Asi, por la ecuación

Ecuación 3.5 y por el Teorema 1.3 se tiene que: existen W1,W2, · · · ,Wn ∈ BWc,X con n ∈ N tales que

U ⊃
n⋂

i=1

Wi (3.6)

Como Wi ∈ W para todo i = 1, · · · , n ( pues Wi ∈ BWc,X , para todo i = 1, · · · , n ), entonces⋂
i=1

Wi ∈ W . Por esto último, por la ecuación 3.6 y siendoW una uniformidad sobre X , se tiene que

U ∈ W . Siendo U ∈ B arbitrario, se muestra que B ⊂ BWa,X . Luego:

B = BWa,X

Por el Item 3 del Teorema 3.1 se tiene que es base de BWa,X . Asi, B es base deW
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Ahora, se demostrará el Teorema Principal de nuestro trabajo de Tesis: Existencia y Unicidad de uni-

formidad en espacios topológicos Hausdorff’s compactos que es compatible con dichos espacios.

Teorema 3.3. Sea (X,σ) un espacio topológico.

Si (X,σ) es Hausdorff compacto, entonces existe una unica uniformidad compatible con σ.

Demostración. Afirmación: Existe una uniformidad sobre X compatible com σ.

Como por hipotesis (X,σ) es un espacio topológico Hausdorff compacto, entonces por el Corolario

1.3 se tiene que (X,σ) es un espacio topológico completamente regular. Luego, por el Corolario 3.5se

obtiene que

TWVPC(X,σ)
,X ,X = T .

Es decir, la uniformidadWVPC(X,σ)
,X es compatible con σ.

Afirmación:WVPC(X,σ)
,X es la única uniformidad sobre X compatible com σ.

Supongamos, que existe otra uniformidad U sobre X compatible con σ tal que U ≠ WVPC(X,σ)
,X .

Siendo (X,σ) un espacio topológico Hausdorff compacto, por el Lema 3.2 se tiene que

B = {V ∈ BX : V ∈ Tσσ,X×X}

es base de U y tambien de WVPC(X,σ)
,X . Esto, implica que U = WVPC(X,σ)

,X . Contradiciendo la

suposición inicial. Mostrandose, el Teorema como se queria.



Capı́tulo 4:

Conclusiones

Siempre una uniformidad genera una topologia sobre un conjunto: topologia uniforme.

Siempre una familia de pseudométricas sobre un conjunto induce una uniformidad sobre dicho

conjunto.

Siempre un espacio topológico induce una familia de peudométricas sobre el espacio.

Siempre la topologia uniforme: Topologia generada por la uniformidad la cual es a su vez indu-

cida por el espacio topologico, está contenida en la topologia del espacio.

Cada vez que la topologia del espacio sea completamente regular la topologia uniforme coincide

con la topologia del espacio dado.

Para todo espacio topologico Hausdorff compacto, se ´ concluye que:

• Existe una uniformidad tal que la topologia inducida por dicha uniformidad coincide con

la topologia del espacio dado, es decir es compatible con la topologia.

• Dicha uniformidad es dada por la uniformidad inducida por la familia de pseudométricas

generada por el espacio dado.

• La uniformidad obtenida, es la unica uniformidad compatible con la topologia del espacio.



Capı́tulo 5:

Sugerencias

Para estudios posteriores se sugiere tener en cuenta las siguientes interrogantes:

1. ¿El espacio topológico es completamente regular, si la topologia inducida por la unifor-

midad que es generada por la familia de pseudométricas generada por el espacio coincide

con la topologia del espacio? completamente regular?

2. ¿El espacio topologico es Hausdorff compacto si existe una unica uniformidad compatible

con la topologia del espacio?

3. ¿ La compacidad y propiedad de Hausdorff sobre un espacio topologico siempre esta

relacionado con la existencia y unicidad de uniformidad compatible con la topologia del

espacio?

4. ¿Que condiciones ademas de la compacidad, deberı́a tener un espacio Hausdorrf para que

admita y sea única la uniformidad compatible con la topologia?

5. ¿Que condiciones ademas de Hausdorrf, deberı́a tener un espacio comapacto para que

admita y se unica la uniformida compatible con la topologia?

6. En el caso de la topologia inducida por la familia de pseumetricas generada por el espacio,

¿Cuales deberı́an ser las condiciones necesarias y/o suficientes para que esa topologia

coincida con la topologia del espacio?

7. ¿Se pueden contabilizar las uniformidades compatibles con la topologia de un espacio?



Bibliografı́a
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[9] SERGUÉYEVICH, P. URYSÓN, P. . Memoire sur les espaces topologiques compacts. Verh.

Akad. Wetensch. Amsterdam, 14 (1929)
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