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Resumen

La estructura de uniformidad en un conjunto es una herramienta matematica que permite de-
finir y estudiar la nocién de proximidad o cercan’ia entre elementos del conjunto. Ademas,
una uniformidad genera una topologia en el conjunto generando asi un estudio topologico del
conjunto via uniformidad. Aprovechamos esta caracteristica para obtener la topologia pro-
ducto. Mas aun, la uniformidad permite definir una uniformidad en el producto cartesiano del
conjunto y esto a su vez una topologia en el producto cartesiano, topologia que coincide con

la topologia producto antes mencionada bajo ciertas condiciones.

Estudiamos también si dada una topologia en un conjunto, se puede definir una uniformidad y
que esta sea compatible con la topologia. Bajo las condiciones de Hausdorff y compacidad y
también con pseudométricas definidas naturalmene por el espacio topologico se logré obtener

una uniformidad compactible con la topologia y aun mas ser unica con dicha caracteristica.

Palabras clave: Espacios topologicos, Espacios Hausdorff, Espacios compactos, Uniformidad,

Existencia, Unicidad.



Abstract

The structure of uniformity in a set is a mathematical tool that allows defining and studying the notion
of proximity or closeness between elements of the set. In addition, a uniformity generates a topology in
the set, thus generating a topological study of the set via uniformity. We take advantage of this feature
to get the product topology. Moreover, uniformity allows us to define a uniformity in the Cartesian
product of the set, and this in turn allows us to define a topology in the Cartesian product, a topology

that coincides with the aforementioned product topology under certain conditions.

We also study whether given a topology in a set, a uniformity can be defined and that it is compatible
with the topology. Under the conditions of Hausdorff and compactness and also with pseudometrics
naturally defined by the topological space, it was possible to obtain a compactible uniformity with the

topology and even more unique with this characteristic.

Keywords: Topological spaces, Hausdorff spaces, Compact spaces, Uniformity, EXistence,

Uniqueness.



Introduccion

El estudio de las uniformidad es comprender y formalizar de manera rigurosa la nocién de proximidad
o cercania entre elementos de un conjunto utilizando relaciones que cumplen propiedades como refle-
xividad, simetria y transitividad generalizando la nocién de distancia o métrica, permitiendo estudiar
la proximidad en estructuras mas abstractas.

Otro aspecto importante, es que una uniformidad genera una topologia en el conjunto permitiendo un
estudio topologico del conjunto. Esta topologia a su vez, permite obtener la topologia producto sobre
el producto cartesiano del conjunto. Més aun, la uniformidad permite definir naturalmente una unifor-
midad en el producto cartesiano del conjunto y esto a su vez una topologia en el producto cartesiano,

es natural preguntarse ;Qué relacién guardan las dos topologias obtenidas en el producto cartesiano?.

Tambien, es natural preguntarse si dada una topologia en un conjunto, se puede definir una uniformi-
dad y que relacion guarda la topologia generada por dicha uniformidad con la topologia inicial. Mas
especificamente, ;Cudndo un espacio topoldgico es uniformizable?, refiriendonos al hecho de cuando
existe una uniformidad y que la topologia generada por dicha uniformidad sea igual la topologia ini-
cial que tenemos. Esto ultimo, se dice que la uniformidad es compatible con la topologia ( inicial ).
Esto a su vez, permite preguntarse: ;Si existe una uniformidad con dicha caracteristica es tinica?. Estas
preguntas son desarrolladas en este trabajo, y una clave para ello es que dado un espacio topolégico
se define naturalmente una familia de pseudométricas la cual a su vez genera naturalmente una uni-
formidad sobre el conjunto dado y cuando el espacio topoldgico es Hausdorff compacto lo cual a su
vez implica ser completamente regular permite responder dichas preguntas. Uno de los motivos que
nos impulso a desarrollar este trabajo de tesis sobre de uniformizacién de espacios topoldgicos con
una unica estructura uniforme compatible con la topologia es debido al siguiente articulo [S]] en el
cual se estudia la uniformizacién de espacios Hausdorff’s dando una condicién necesaria y condicidn

suficiente para que la uniformidad sea determinadad de forma tnica por el espacio topologico. Mas

III



especificamente, considerando C'(X) el algebra de funciones continuas acotadas de valor real en el
espacio topologico X la cual es topologizada ( es decir, se define en dicha algebra una topologia ) por
la topologia de convergencia uniforme en el espacio espacio X y A(X) denotamos el subdlgebra de
aquellas funciones continuas de valor real que son constantes en el complemento de algiin compacto
en X. El espacio uniformizable de Hausdorff X admite solo uno estructura uniforme si y solo si A(X)
es denso en C'(X). Estudiandose la unicidad de una estructura uniforme e obteniendose uma resultado

para verificarlo. Es ai la importancia y realizacioén de nuestro trabajo de Tesis.
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Capitulo 1:

Preliminares

Se presentard la defincion de espacios topoldgicos y sus propiedades asociadas con axiomas de sepa-

racion junto con la compacidad.

1.1 Espacios topologicos

La Topologia es una 4rea de la matemaética dedicada a los espacios topoldgicos y funciones continuas.

Definicion 1.1. [[7] Sea X un conjunto no vacio 'y T una coleccion de subconjuntos de X. T es una

topologia sobre X si:
1. 0,XeT.
2. Si Ay, Ay € T, entonces Ay N As € T.

3. Dada una familia arbitraria (Ax)xer, com Ay € T, YA € L, entonces |y, Ax € T.

Elpar (X, T) es llamado espacio topolégico y a los elementos de T son llamados subconjuntos abier-

tos.
Ejemplo 1.1.

a) Un conjunto X no vacioy 7;,q = {0, X } es una topologia llamada la topologia indiscreta sobre

X. En este caso, el espacio topoldgico (X, Tinq) es llamado espacio topoldgico indiscreto.

b) Un conjunto X no vacioy Tg;s = {A: A C X} = P(X) es una topologia sobre X llamada la
topologia discreta sobre X. En este caso, el espacio topoldgico (X, 7g;s) es llamado el espacio

topolégico discreto.
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c¢) El conjunto binario X = {0,1} y 7 = {0, X,{0}} es una topologia sobre X llamada la
topologia de Sierpinski sobre X . Entonces, (X, T') es un espacio topoldgico llamado el espacio

de Sierpinski.
d) Sea N el conjunto de los nimeros naturales y la coleccidn
Tn = {0, N}U{Ur ={1,2,...,k} : k € N}

es una topologia sobre N. En efecto, por definicién de Ty, se tiene que ),N € 7Ty. Sean
Uk,, Uk, € Tn con ki, k2 € N. Tomando k = min{ky, k2} se tiene que Uy, N Uy, = Uy, € Ty.
Sea la coleccion A = { Ay} e C T, donde L es un conjunto de indices arbitario. Asi, se tiene
que:

o [JA =NeTyo [JA #N

AEL AEL

En este dltimo caso, N\ | J Ay # (). Tomando
AEL

mo=min{l e N:[ € N\UAA}
AeL

se tiene que: si mg = 1, entonces |J Ay =0 € Ty y si mg > 2, entonces |J Ay = Upy—1 €
A€L AEL
Tn. Esto, concluye que Ty es una topologia sobre N.

Ahora, se presenta un tipo especial de espacios topoldgicos introducidos por A.N. Kolmogoroff.

Definicion 1.2. [3)] Sea (X, T) un espacio topoldgico. (X, T) es Ty si para cada par de puntos x,y €
X, con x # y existe un subconjunto U € T tal que: Si x € U, entonces y € U o si y € U, entonces
xz ¢ U.

Ejemplo 1.2. El espacio topoldgico

(N, Ti = {0,N} U {Uy = {1,2, ...k} : k € N})




1. Preliminares 4

es un espacio Ty. En efecto, sean n,m € N con n % m se tiene que n < m o m < n. Suponga que

n < my tome U, € Ty.Luego, se tiene que:
nelU,ymé&U,.
Andlogamente, si m < n para U,, € Ty se tiene que:
meU,yn ¢ U,.
El siguiente tipo de espacios topoldgicos que se definird fue introduzido por F. Reinz en 1907([[8]]).

Definicion 1.3. [3)] Sea (X, T) un espacio topolégico. (X, T) es un espacio Ty si para cada par de
puntos x,y € X, con x # y existen U,V € T tales que x € U\V yy € V\U.

Proposicicion 1.1. [3)] Si (X, 7)) es un espacio Ty, entonces (X, T ) es un espacio Ty.
Demostracion. Dados los puntos z,y € X con x # y existen subconjuntos U, V € T tales que
xeU\V,y e V\U

ya que por hipétesis (X, T) es un espacio T;. Por consiguiente, z € U,y & U con U € T. Esto prueba

que (X, 7) es un espacio Tj. U
El siguiente teorema muestra que los subconjuntos unitarios en los espacios 77 son cerrados.

Teorema 1.1. /3] Sea (X, T) un espacio topolégico. Si (X,T') es un espacio T}, entonces para todo

punto x € X el subconjunto {x} es cerrado en X.

Demostracion. Sea x, € X fijado arbitrariamente.
Afrmacion: X\{z} € T

Seay € X\{z} un punto fijado arbitrariamente. Dado que (X, T") es un espacio 71, existen abiertos
Uy, Vy tales que x € U, \Vy,y € V,\Us,.

Dado que x ¢ V, se tiene que V,, C X \{x} con y € V,.. Luego, se obtiene:
X\ep= U W= U v
yeX\{z} yeX\{z}

Consecuentemente, X \{x} es abierto por ser una unién de abiertos y por lo tanto {x} es cerrado en

X. O




1. Preliminares 5

Definicion 1.4. /3] Sea (X, T) un espacio topoldgico. (X, T) es de Hausdorff o T si para cada par
de puntos x,y € X, x # y existen U, Uy, € T tales que v € Uy, y € Uy, U, N U, = 0.

Ejemplo 1.3. Todo espacio topoldgico metrizable es un espacio 7.

En efecto, sea (X, 77) un espacio metrizable por la métrica d.

Afirmacion: (X, Tg) es un espacio T5.

Sean z,y € X con z # y. Considerando las bolas abiertas B(z, €), B(y, €) de centro z, y respectiva-

mente y radio € =

@. Se tiene que:

B(z,e) N B(y,e) =10

ya que de lo contario existiria un punto z € B(z,€) N B(y,€) yestoasuvez d(z,x) < ¢, d(y,z) < e.
Como:

0<d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) < 2.e=d(z,y)

entonces 0 < d(z,y) < d(z,y) lo cual es absurdo. Por lo tanto
B(z,e) N B(y,e) =0, conz € B(z,€) € Tg,y € B(,¢) € Ta.
Ahora, se define los espacios topoldgicos completamente regulares.

Definicion 1.5. /3l Sea (X, T) un espacio topolégico. (X, T) es completamente regular si para cada

subconjunto F cerrado de X y cualquier punto x € X\ F, existe una funcion continua f: X — [0, 1]

tal que f(F) C {1}y f(z) =0.

En el siguiente ejemplo se muestra la presencia de regularidad completa en espacios metrizables.
Ejemplo 1.4. Todo espacio topolégico metrizable es completamente regular.
En efecto, sea (X, 7;) un espacio metrizable por la métrica d.

Afirmacion: (X, T;) es espacio completamente regular.
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Sea F' C X un subconjunto cerrado y € X \ F' un punto arbitrario. Defina la funcién f: X — [0, 1]

dada por:

d(y, )
(y, ) +d(y, F)

donde d(y, F') = inf{d(y,a) : a € F'}. En primer lugar se observa que:

fly) = 7

Si y € F, entonces d(y, F') = 0y d(y,x) > 0en consecuencia d(y,z) + d(y, F') > 0.

Siy & F, entonces d(y, F') > 0 en consecuencia d(y, z) + d(y, F) > 0.

Ademas,
d(z, )

T) = = 0, teniendo en cuenta que d(z, F') > 0.
IO = d) + d(w. F) aue dlen )
Ahora, para cada y € F se tiene que d(y, F)) = 0, d(y,x) > 0. En consecuencia,
d(y,x d(y,x
flg) = -2 dwt)

d(y,z) +d(y, F)  d(y,)

En segundo lugar, las funciones continuas fi, fo: X — R, definidas por

fily) = d(y,z) paratodo y € X

fa(y) = d(y, F)paratodo y € X.

se tiene que:
_ fily)
0= 50+ 2w

Luego, f es continua por ser el cociente de funciones continuas.
Esto prueba que (X, 7;) es un espacio completamente regular.

Abhora, se define los espacios T3 5 o0 de Tychonoff .

Definicion 1.6. /3] Sea (X, T') un espacio topoldgico. (X, T) es T35 o de Tychonoff si es completa-

mente regular y T.

En virtud del ejemplo[I.T]se tiene lo siguiente:
Ejemplo 1.5. Todo espacio metrizable es 73 5.

Acontinuacion, se definen los espacios normales base para el presente trabajo.

Definicion 1.7. /3] Sea (X, T) un espacio topolégico. (X, T ) es normal si para cada par de subcon-
juntos cerrados Fy, Fs de X disjuntos, es decir, F1 N Fy = (), existen Uy,Us € T con Uy NUs = ()

tales que Iy C Uy y F» C Us.
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En el siguiente ejemplo se muestra la presencia de normalidad en espacios métrizables.
Ejemplo 1.6. Todo espacio metrizable es normal.
En efecto, sea (X, 7;) un espacio metrizable por la métrica d.
Afirmacion: (X, Tg) es espacio normal.

Sean Fi, F» C X subconjuntos cerrados y disjuntos, es decir:
X\Fl,X\FQ € Ta yFINF = 0.

Por consiguiente F; C X\ Fy, F» C X\ Fj. De esto y siendo X\ Fy, X\ F» € T, para cada x € F},

cada y € Fj existen d;, 0, > 0 tales que:

x € B(x,6,) C X\F»

Yy € B(y75y) g X\Fl
Esto dltimo se debe a que X\ F}, X\ F> € T;. Ahora, defina los siguientes conjuntos:

Us, = |J B(s, O

2
zeF
634
VF2 = U B(y7 5)
yELF?

para los cuales se tiene Ur,, Ve, € 7T por ser unién de bolas abiertas ( las cuales estan en 75 ) y
Urp, N Vg, = 0. Si esto dltimo es lo contrario, es decir, Ur, N Vg, # 0 entonces, existiria un punto

z € Up, N VE,. En consecuencia existirfan puntos a € F1,b € Iy tales que:
1) 1)
z € B(a,;a) yze€ B(b,;b)

Por lo tanto, d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < %" + 5—2" < méax{dq, 0p}. Entonces, a € B(b,d) 0 b €
B(a,d,) lo cual es absurdo ya que B(b,dp) C X\F1 y B(a,d,) € X\Fy. Asi, Ur, y Up, son
disjuntos. De esta manera se prueba que (X, 7;) es un espacio normal.

Abhora, se define los espacios T introducidos por Heinrich Tietze en 1923 ( [[LO] ). Tambien fueron

introducidos por P. Alexandroff y P. Urysohn en 1924 ( [9]] ).
Definicion 1.8. [3] Sea (X, T) un espacio topoldgico. (X, T) es Ty si es T1 y normal.

Consecuencia del ejemplo[I.1]se tiene lo siguiente:
Ejemplo 1.7. Todo espacio metrizable es T}.
Ahora, se presenta siguiente lema cuyo nombre y demostracion se debe al matematico ruso Pavel

Samuelovich Urysohn ([L1]).
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Lema 1.1. (Lema de Urysohn)[3|] Sea (X,T) un espacio topolégico Ty. Si F,G son subconjuntos

cerrados de X disjuntos, es decir, F N G = (). Entonces, existe una funcion continua f: X — [0,1]

tal que f(F) C {0}y f(G) € {1}.
Demostracion. Ver el libro de Cassarrubias [[3]] O]

Una aplicacién inmediata del Lema de Uryshon es la siguiente proposicion.

Proposicicion 1.2. /3] Sea (X, T') un espacio topoldgico. Si (X, T ) es Ty, entonces es completamente

regular. En consecuencia es T3 5.

Demostracion. Sea F' un subconjunto cerrado de X y x € X\ F. Como (X, T) es Ty, en particular es
Ty y porel Teoremase tiene que {2} es un subconjunto cerrado de X. Ademds, F' N {z} = (), por

el Lema de Uryshon [I.T]existe una funcién continua

f: X —[0,1] tal que f({z}) Cc {0}y (F) C {1}.

Esto prueba que, el espacio es completamente regular y siendo 77 ( ya que es 7 ) se concluye que

(X, T)esTzs. O

1.2 Compacidad

En esta secion se define la compacidad cuya esencia es una condicién de finitud, ya que dichos
espacios presentan caracteristicas en comin con los espacios finitos. Tambien se demuestra que la
compacidad es una condicién complementaria para los espacios 1> para ser espacios completamente
regulares, espacios base para el presente trabajo.

Antes de ello, se define los siguientes conceptos para luego definir compacidad en un espacio

topoldgicos, y asi haber definidos los espacios compactos.

Definicion 1.9. Dado un conjunto X. La coleccion A = {Ay : Ay C X} es un cubrimiento de X

ST

A =x.

AEL
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Definicion 1.10. Dado un conjunto X y un cubrimiento A = {Ay : Ay C X }xer de X. La coleccion
A, ={A\ : Ay, € X} er,cr es una subcubrimiento del cubrimiento A si
LJAA:X.
AeLy

Se dice que el subcubrimiento es finito si Ly es un conjunto finito.

Definicion 1.11. Sea (X, T) un espacio toplégico y el cubrimiento A = {Ay : Ax C X}aer de X.
A es abierto si Ay € T para todo \ € L.

Definicion 1.12. /3] Un espacio topoldgico es compacto si todo cubrimiento abierto admite un sub-

cubrimiento finito.

Ejemplo 1.9. Todo espacio topoldgico finito es compacto.
En efecto, sea (X, 7) un espacio topoldgico, donde X es finito. Sean z1, z2, ..., z,, los elementos de

X donde n = card(X) € N, es decir,
X = {xl,xg, ,wn}

Sea {A) : Ay € X} cr un cubrimiento abierto de X. Entonces, X = |J Ay y Ay € T para todo
A € L.Luego,paracadai = 1,2,...,nexiste \; € Ltalque z; € Ay,. Asi,)\ seeL obtiene una subcobertura
finita {A),, Ay,, ..., Ay, } de X. En consecuencia, X es compacto.

Como consecuencia setiene el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.10. El espacio topolégico ([L.1]) de Sierpinski (X = {0,1},7 = {0, X, {0}}) es compacto.

Ahora, se presenta una propiedad que poseen algunas familias de subespacios de un espacio to-

poldgico.

Definicion 1.13. [3] Sea (X, T) un espacio topoldgico y F C P(X) una familia de subconjuntos de
X. F tiene la propiedad de la interseccion finita si para toda subfamilia finita Fy, F5, ..., F}, no vacia

de F se tiene que:

() Fx # 0.
k=1

Abhora, se caracteriza la compacidad atrdves de la propiedad de interseccion finita para familia de

subconjuntos cerrados.

Teorema 1.2. [3)] Sea (X, T) un espacio topoldgico. (X, T) es compacto si'y sélo si toda familia de

subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita tiene interseccion no vacia.
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Demostracion. Suponga que (X, 7)) es compacto.
Afirmacion: Toda familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de interseccion finita tiene
interseccion no vacia.
Suponga por el absurdo que, exista F = {F) : F) es un subconjunto cerrado de X } ¢, una familia
con la propiedad de interseccion finita tal que:

ﬂ Fy = 0.

AEL
Entonces, la familia A = {X\F) : F)\ € F}xcr es una cubrimiento abierto de X . Dado que (X, 7)

es compacto, el cubrimiento .4 admite un subcubrimiento finito para X . Consecuentemente

existen A1, Ao, ..., A, € L tales que X = U(X\FM)
k=1

Esto a su vez, implica que:
n n
0=X\X = X\([JX\F\) = () By,
k=1 k=1

Lo cual no es posible, ya que la familia F posee la propiedad de interseccidn finita.
Ahora, suponga que toda familia de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la interseccion
finita tiene interseccién no vacia.
Afirmacion (X, T) es compacto.
Sea A = {A; : A; € T}ies un cubrimiento abierto de X. Entonces, A; € 7 paratodoi € Iy

|J A; = X. De esto, se obtiene la familia £ = { X\ 4, },c; de subconjuntos cerrados en X tal que
i€l

((xX\A) = 0.

icl
En consecuencia, £ no tiene la propiedad de la interseccién finita ( ya que si la tuviera tendria inter-
seccion no vacia lo cual no es cierto). Por lo tanto,

n
existen i1, 9, ..., i, € I tales que: ﬂ (X\4;,)=0.
k=1
n
Esto dltimo, implica que (J A;, = X y en consecuencia la familia {A4;, : k& = 1,...,n} es un
k=1

subcubrimiento finito de A.i O

Una aplicacién inmediata del Teorema|[I.2)es el siguiente colorario:
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Corolario 1.1. [3] Sea (X, T) un espacio topologico compacto. Si F = {F;};cn es una sucesion de

o0
subconjuntos decrecientes cerrados de X, no vacios, entonces (| F; # 0
i=1

Demostracion. Por hipdtesis se tiene que:
FIDFBDFDF...DFD..
Luego, para cada n tome

]:n — {Fil, Fz‘2, Fig» ceey Fln} y
k= mfn{il, ig, ’i3, ceey Zn}
n
Luego, se tiene que: (] F;; = F;, # (. En consecuencia, la familia F tiene la propiedad de intersec-

J=1
cion finita. Luego, por el Teorema [I[.2]se obtiene que:

(Fi #0
i=1
]

Abhora, se muestra que la compacidad es preservada en subconjuntos cerrados de espacios topoldgi-

COS compactos.

Proposicicion 1.3. Sea (X, T) un espacio topoldgico compacto y F' C X un subconjunto. Si F' es

cerrado en X, entonces F' es compacto.

Demostracion. Sea {A; N F'};c; un cubrimiento abierto de F'. Entonces, A; € T, paratodoi € Iy
F = [J(4; N F). Por hipotesis F' es cerrado, entonces X \F' € 7. Asi, se obtiene un cubrimiento
iel
abierto {4; };er U {X\F'} para X. En consecuencia:
X = UAi UX\F.
el

Como X un espacio compacto, existe un subcubrimiento abierto

{4, :k=1,..,n} U{X\F}conneN

n
para X. Luego, se tiene: X = ( |J 4;,) U X\ F'y por consiguiente:
k=1

F=XnF=|J,nF).
k=1
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Abhora, se muestra que el conjunto de Cantor es Compacto.

Ejemplo 1.10. Defina el conjunto de cantor por:

c=F
i=0
donde:
Fy =[0,1]
1 2
Fy=10,-] U |=,1
1 [,3} [3, ]
1 2 3 6 7 8
F=0,-]U[52]Ul[z =] U[:1
n—I1

143 2430
Fn: n—l\U( 30 0 3 )7”21
1=0

Afirmacion: C es un compacto no vacio.

En primer lugar el intervalo [0, 1] es compacto, ademds se tiene que:
OB DFDF...OF D..
luego, por el corolario [I]se tiene que:

ﬂFi # (), es decir C # ()

i=1
También se tiene que, C' es cerrado por ser interseccion de cerrados. Esto a su vez, implica que C' es
compacto ( Proposicién) por ser subconjunto cerrado del compacto [0, 1].

Veamos el siguiente teorema:

Teorema 1.3. [l[|] Sea (X, T) un espacio topolégicoy { F\}xer C P(X) una coleccion de cerrados

enX con (VFx#0.5iU €T conU D () F\yexiste \g € L tal que F), es compacto, entonces
AEL AEL

n
existen A\1, A2, ,Ap, n € Ntal que U D [ F),
i=1

i=
Demostracion. Sea TFAO la topologia de subespacio de I\, C X. Por hipétesis, I, es un subconjunto
compacto de X, es decir, (F),, TFAO) es un espacio topoldgico compacto. Dado que U € T, entonces
Fx,NU € Tp,, vy asi:

Fy\,\U = F),\(F), N U) cerrado en F},.

De esto, asu vez se tiene que F),\U es compacto en F, ( Proposicion |1.3).
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Ademas, como F), es cerrado en X, para todo A € L se tiene que X \F) € T paratodo A € L. En
consecuencia:

Fy\,\F\» = F\, N (X\Fy) € ’7}% paratodo \ € L.

Ahora, como () # (| F\ C U se tiene que:
AEL

X\UCX\(Fx=[JX\F\) yF\nU#0.
AEL AEL

Luego, se tiene que:
Py \U = F, N (X\U) € Fy, 0 (| X\F) = [ (Fy, 0 (X\FY) = [ (Fa\F))
\eL \eL el
Se obtiene un cubrimiento abierto {F,\F)}rer de F),\U. Luego, existen A1, Ag, -+, A\yp—1,n € N

n—1

tal que F)\,\U C |J (F),\F),) y por lo tanto:
i=1

n—1 n—1 n—1

(ﬂFAi)mFAO = m(FAOHFAi):FAO\(U(FAO\FM)) C X \(F3,\U) = F\,nU C U.
i=1 =1 =1

Por ultimo, tome: I\, = F), se obtiene

n—1

n
ﬂF,\i = (mF)\i)ﬂFAO cU.
=1 i=1

Probando como se queria. O

Para llegar al objetivo final de esta secidn se define la regularidad en un espacio topoldgico y asf a

los llamados espacios regulares.

Definicion 1.14. /3] Sea (X, T) un espacio topolégico. (X, T) es regular si para cada subconjunto
F C X cerrado y cada x € X\F existen U,V € T conU NV = (talesquex e Uy F C V.

Se mostrard, la presencia de la regularidad en espacios métrizables.
Ejemplo 1.11 Todo espacio metrizable es regular.
En efecto, sea (X, 7;) un espacio metrizable por la métrica d.
Afirmacion: (X, Ty) es un espacio regular.
Sean F un cerrado y z € X\ F. Como (X, 74) es un espacio normal ( Ejemplo[L.1]) y {z} un sub-
conjunto cerrado con F' N {x} = (), entonces existen abiertos U,V € T tales {z} C U, F C Vy
U NV = (. De donde se concluye la demostracion.

En el siguiente teorema se muestra que en los espacio 75 la compacidad implica regularidad, es

decir, todo espacio 75 y compacto es regular.
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Teorema 1.4. /3] Sea (X, T) un espacio topolégico Ts. Si (X, T) es compacto, entonces (X,T) es

un espacio regular.

Demostracion. Sea F' C X un subconjunto cerrado y € X\ F' un punto fijado arbitrariamente. Para
cada punto y € F se tiene que y # x. Ademas, siendo (X, 7') un espacio 75 existen abiertos disjuntos

que contienen a x y y. Es decir, existen:
Upy, Uy € T tales que x € Uy, y € Uy y Upy NU, = 0.

De esta manera, se tiene el cubrimiento abierto {U,},cr de F'. Por la Proposicion se tiene que
F compacto ( ya que F es cerrado, (X, 7) es compacto ), por consiguiente existe un subcubrimiento

finito para F', es decir:
existen y1,y2,...,yn € F'y abiertos Uy,,Uy,,..., Uy, €T

n
tales que |J Uy, D F. Ademds, existen abiertos Uy y,, Uy 4y, - . -, Uy, € T tales que
=1

1=

x € Ugy, paratodoi =1,...,ny

Ugy, NUy, =0, paratodoi =1,...,n.

1=

n n
Ahora, tome: U, = ( Uy, ¥y VF = J Uy, paralos cuales se tiene que:
i=1 1

1=

UI,VFET,
UxﬂVF:(Dy

x €U, FFCVp.
Por lo tanto (X, 7") es un espacio regular. O

En realidad, en los espacios 75 la compacidad implica regularidad completa, es decir, todo espacio
T5 compacto es completamente regular. Antes de mostrar ello, se prueba que en dichos espacios se

tiene normalidad, es decir, los espacio 75 compactos son espacios normales.

Corolario 1.2. [3]] Sea (X, T) un espacio topoldgico Ts. Si (X, T) es compacto, entonces (X,T) es

un espacio normal. En consecuencia, es un espacio T).
Demostracion. Sean F', F5 C X subconjuntos cerrados y disjuntos, es decir:

X\Fl,X\FQ eTyFiNF,= 0.
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Por el Teorema el espacio (X, 7) es regular ( ya que por hipétesis, el espacio (X,7) es T y

compacto ). Esto implica que, para cada x € F; C X\ F; existen Uy, V,, p, € T tales que:
xeU,, F,C UQE,F2 yU, N Ux,F2 = 0.

De esta manera, se obtiene un cubrimiento abierto {Uy } e, para F} y como F} es compacto ( esto se

debe a que F7 es cerrado y por la Proposicién[I.3]) dicho cubrimiento admite un subcubrimiento finito,

es decir, existen x1, x2, x3,...,x, € F] tales que:
n
P c U,
i=1
Ademds, existen Uy, r,, Uyy 7y - - - s Uz, 1, € T tales que Uy, NUy, g, = 0, paratodoi =1,2,...,n.
n n
Luego, tome: U = |JU,, y V = [ Uy, F, se tiene que:
i=1 i=1

UVeT, R cU FRcV yUnVvV =10

Se prueba de esta manera que (X, 7) un espacio normal y como todo espacio 75 es T} se concluye

que dicho espacio es 1}. O

Corolario 1.3. [3]] Sea (X, T) un espacio topolégico T». Si (X, T) es compacto, entonces (X,T) es

un espacio completamente regular. En consecuencia, es un espacio 13 5.

Demostracion. Por hipotesis (X, T) es un T y compacto. Por el Corolario[I.2]se tiene que (X, T) es
Ty y por la proposicic’)n se tiene que (X, 7)) es un espacio completamente regular y siendo 77 ( ya

que es 15 ) es un espacio 75 5. ]




Capitulo 2:

Espacios uniformes

En este capitulo, se define la estructura de uniformidad en un conjunto arbitrario y los Espacios

Uniformes.

2.1 Bandas y uniformidad

En esta secidn se definird y estudiard: bandas y uniformidades sobre un conjunto arbitrario. Definien-

dose lo que es un espacio uniforme.
Definicion 2.1. /4] Sea X un conjuntoy V- C X x X un subconjunto. V es una banda en X si:
1. Para cada punto x € X se tiene que: (z,x) € V.

2. Para cada par de puntos x,y € X se tiene que: (x,y) € V siy sdlo si (y,x) € V.

En la deﬁnici(’)n@ la coleccidon de todas las bandas de X es denotada por 5 x, es decir,
Bx ={V CX xX:Vesunabandaen X}.
Ejemplo 2.1
1. Sea X un conjunto arbitrario. Se define el siguiente subconjunto del producto cartesiano X x X
A={(x;z):x € X}.

De donde se tiene que A es una banda en X, es decir, A € By, la cual serd llamada la banda

diagonal en X. Ademas, A es la menor de todas las bandas en X.
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Afirmacion: A es una banda en X.

Por definicion de A se tiene que: (z,x) € A, paratodo x € X. Ademds, para cada par de puntos

x,y € X setiene que:

(x,y) € Asiysdlosiz =y
siysblosiy ==

siysolosi (y,z) = (z,2) € A

Afirmacion: A es la menor banda en X .

Sea V una banda en X arbitraria. Por definicién de banda se cumple que:
(x,z) € V paratodo z € X.
Esto a su vez , muestraque A C V.

2. Sea R el conjunto de los ntimeros reales y V' = ([1,2] x R) U (R x [1,2]) U A un subconjunto
de R x R.

Afirmacion: V es una banda en R.
En efecto, por definicion de V' se tiene que A C V/, es decir, (z,z) € V, paratodo x € R.

Sean x,y € X puntos tales que:

(x,y) € Vsiysdlosio (z,y) € [1,2] x Ro (z,y) e R x [1,2] 0 (x,y) € A
siysélosio (y,z) € Rx [1,2] 0 (y,z) € 1,2] x Ro (y,z) € A

siysélosi (y,x) € V.
Mostrandose como se queria.
Ahora, se muestran las siguientes definiciones.

Definicion 2.2. [4] Sea X un conjunto, M C X x X yz,y € X.

x esta M —proximo de y lo cual se denotard por d(z,y) < M si (z,y) € M.
Definicion 2.3. /4] Sea X un conjunto. Dados M, N C X x X, se define el siguiente subconjunto
M+ N ={(z,y) € X x X : existe z € X tal que (x,z) € My (z,y) € N} C X x X.

Para el cual se cumple:
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Observacion 2.1. 1. Sia,b,c € X tal que d(a,c) < M yd(c,b) < N, entonces d(a,b) < M+N.
En efecto, d(a,c) < M yd(c,b) < N, entonces (a,c) € M y (¢,b) € N. Por la definicion[2.3|
implica que (a,b) € M + N. Por la definicién2.2} d(a,b) < M + N

2. Dado A C X x X, para cadan € N, n > 2 se define:

nA=A+...+A
—_——

nveces

Para el cual se cumple:
(n+m)A =nA+ mA para todo n,m € N.
Ahora, se mostrar4 las siguientes observaciones:
Observacion 2.2. Sea X un conjuntoy V C X x X. Si V es una banda en X, entonces se tiene que:

1. Paracada x € X, x esta V—proximo de x, es decir, d(z,x) < V.
En efecto, sea x € X un punto arbitrario. Como V' es una banda en X se tiene que (x,z) € V
y porlo tanto d(x,z) < V.

2. Paracada x,y € X se cumple: d(x,y) < V siy solo sid(y,z) < V.

En efecto, sean x,y € X puntos arbitrarios, entonces.

d(z,y) <V siysdlosi(z,y) €V
siy solo si (y,x) € V, ya que V es una banda en X

siysolo sid(y,x) < V.

3. 2V =V 4+ V es una banda en X.
En efecto, sea x € X un punto arbitrario. Por el Item 1 se tiene que d(x,z) < V. Por el Item 1
de la Observacio’nse tiene que d(x,x) < 2V, es decir, (x,z) € 2V.

4. V. C 2V. En general, V. C nV, para todo n € N.

Sean x,y € X tales que (x,y) € V, entonces d(x,y) < V. Ademds, por el Itemse tiene que
d(y,y) < V. En consecuencia, por el Item 1 de la Observacio’nd(a:, y) <V +V yporlo
tanto (x,y) € V+V =2V.
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Definicion 2.4. Sean X un conjunto, A C X y B C X x X. A tiene didmetro menor que B lo cual

serd denotado por d(A) < B si para cada par de puntos x,y € A se tiene que d(x,y) < B.

En la definicién[2.4] A tiene didmetro menor que B es equivalente a decir, que A x A C B.
Ejemplo 2.2 En R considere la banda V' = ([1,2] x R) U (R x [1,2]) UA C R x R ( Ejemplo 2,1
Item ), donde A es la banda diagonal en R. El conjunto [1, 2] C R tiene didmetro menor que V, ya

que [1,2] x [1,2] C V y en consecuencia, d([1,2]) < V.

Definicion 2.5. [4|] Sea X un conjunto, B x la coleccion de bandas en X yU C B x una subcoleccion.

U es una uniformidad sobre X si:
1. SiVelUyW e Bx tal que V C W, entonces W € U.
2. SiV,W e U, entonces V "W € U.
3. SiV €U, entonces existe W € U tal que 2W C V

El par (X,U) donde X es un conjunto y U es una uniformidad, es llamado espacio uniforme y
a los elementos de U se llamaran bandas uniformes. Una banda uniforme serd aquella banda que se
encuentra en la uniformidad. Ademads, en la definicion [2.5]la condicion [T] se refiere a que toda banda
que contenga una banda uniforme tambien serd una banda uniforme. En la condicién 3, si V' € U,
entonces para cadan € Nexiste W € U tal que nW C V.

Ejemplo 2.3

1. Sea X un conjunto y {X x X} C Bx es una uniformidad llamada la uniformidad trivial. El

par (X, {X x X}) es llamado espacio uniforme trivial.

2. Sea X un conjunto y Bx = Px«x es una uniformidad llamada la uniformidad discreta. El par

(X, B x) es llamado espacio uniforme discreto.

Definicion 2.6. [4)] Sea X un conjunto, M C X x X yx € X un punto. La bola de centro x y radio

M la cual serd denotada por Bys(x) es el conjunto By (z) = {y € X : d(y,x) < M}

Ahora, se muestra que las bandas en un conjunto se comportan como los niimeros reales y asi los

espacios uniformes como la forma ”primitiva” de los espacios métricos.

Proposicicion 2.1. Sea X un conjunto.
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1. SiV es una banda en X, entonces d(By (x)) < 2V.

En efecto, sean m,n € By (z). Entonces,
dim,z) < Vyd(n,z)<V.

Ahora, por el Itelela’e la Observacion 2.1 se tiene que d(x,n) < V ( ya que V es una banda

en X ). Consecuentemente, d(m,n) < V +V = 2V. Siendo m,n arbitrarios se concluye
d(By(x)) < 2V.
2. SiM,N € X x X con N C M, entonces By(x) C By(z).
En efecto:
a € By(z) — d(a,x) < N

— (a,z) € N

— (a,x) € M, yaque N C M

— d(a,z) <M

— a € By(z).

3. SiM,N € X x X, entonces Bynn(x) = By (z) N By(z).

En efecto:

a € Bynn(z) «—d(a,x) <M NN
+— (a,x) e MNN
> (a,z) e M y(a,z) € N
+——d(a,z) < M yd(a,z) < N
«<—a € By(x)ya € By(z)

+— a € By(x) N By(x).

4. Seanx € X, N € X x X. Si M C X tal que By(x) C M, entonces existe R C X x X talque
M = Bpg(x).

En efecto: Tome R = N U{(y,x):y€ M} C X x X.
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Afirmacion: M C Bg(x).

ze€M — (z,z) € {(y,z) :y € M}
— (z,z) € R, yaque {(y,x) :y e M} C=R
— d(z,z) <R

— z € Bg(x).

Afirmacion: Br(z) C M.

m € Br(z) — d(m,z) < R
— (m,z) € R
— (m,z) € No(m,z) € {(y,2) :y € M}
—d(m,z) < Nome M
— m € By(xz) om € M.

— m € M, ya que Bn(z) C M.

5. Seanx € X, N € Bx. Si M C X tal que By(x) C M, entonces existe R € Bx tal que
M = Bpg(x).

En efecto:
Defina R=NU{(y,z):ye M} U{(z,y) :ye M} C X x X.
Afirmacion: R € Bx, es decir, R es una banda en X.

Como N € Bx, entonces (x,x) € N, para todo x € X. De esto iiltimo 'y como N C R se tiene
que:

(x,z) € R, paratodo x € X.
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Ademds,

(m,n) € R — (m,n) € No
meMyn=xzxo
m=xyneM
— (n,m) € N, yaque N € Bx o
(n,m) = (x,m) donde m € M o
(n,m) = (n,z) donden € M

— (nam) ENU{(HZ’,y) yEM}U{(:%w) HEVAS M} =R
Usando un procedimiento como el Item 4 se tiene que: M = Bpr(x).

6. Sean v € X, N € U. Si M C X tal que Bn(x) C M, entonces existe R € U tal que
M = BR(.CC)

En efecto:

Defina R=NU{(y,z) :y € M} C X x X. Como N C R € Bx, N € U, entonces R € U.

Por el item 5 se tiene que M = Bpr(x).

7. Sea By(x). Si M € U, entonces existe N € U con N C M tal que para cada y € Bn(x) C

By (x) se tiene que B (y) C B(z).

En efecto: Como M € U, entonces existe N € U tal que 2N C M dado que, N C 2N se tiene
que N C M. De esto ultimo, y por el Item 2 se tiene que B, (N) C B, (M ). Ademds, para cada
y € By(x) (de donde (y,x) € N) se tiene que:

z € By(y) — d(z,y) < N
— (z,y) €N
— (z,x) € 2N, por lo anteriory (y,x) € N
— (z,z) € M, ya que 2N C M
—d(z,z) < M

— z € By(x)

En consecuencia, Bn(y) C By ().
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2.2 Topologia uniforme: Topologia generada por una

uniformidad

En esta secidn, se mostrard que toda uniformidad en un conjunto induce una una topologia sobre dicho
conjunto estudiandose el especto topologico de los espacios uniformes. Mas precisamente, se estudiard
dicha topologia obtenida.

El siguiente teorema muestra como es la topologia generada por la uniformidad definida en un

conjunto.
Teorema 2.1. [4|] Sea X un conjunto yU C Bx. SilU es una uniformidad sobre X, entonces
Tux ={U C X : para cada x € U existe V € U para el cual By (z) C U} U {0}

es una topologia sobre X. En este caso, Ty x es llamada la topologia sobre X generada ( o inducida

) por la uniformidad U.

Demostracion. Por definicién de Ty x se tiene que 0 e Tu, x . Ademds, se cumple que By (z) C X
paracadax € X y V € U. Por consiguiente X € Ty x.
Sea {A;}icr C Tu,x, donde I es un conjunto de indices. Asi, A; € Ty x para cada i € Iy por
consiguiente:
para cada i € I, paracada x € A; existe V € U para el cual By () C A;.
Abhora, paracada z € |J 4, existe i € [ talque z € A;_ y en consecuencia, existe V, € U para el cual
el
BVI (a:) C Alz C UA’
el
Por consiguiente, | J A; € Ty x.
el
Sean A1, A2 € Ty x. O AN Ay =0 € Ty x 0 A1 N Az # 0, en el segundo caso se tiene que: para
cadax € A; N Ag existen V,,, W, € U tales que By, (z) C A1y Bw,(z) C Ag. Como V,,, W, e Uy
U es una uniformidad sobre X, entonces V; N W, € U. En consecuencia, por la Proposicién 2.1]Item

3 se tiene que:

By,w, () = By, () N Bw, (r) C A1 N Ay
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y de esta manera

A1 NAy € 77,{7)(.

En conclusion, T4 x es una topologia sobre X. O

Tambien en algunas referencias bibliograficas 774 x es llamada de topologia uniforme sobre X, es
decir una topologia sobre X que a sido generada apartir de la uniformidad /.
Por el Teorema [2.1] todo conjunto asociado a una estructura uniforme ( uniformidad ) se le puede
asociar una estructura topoldgica ( topologia: inducida), es decir, todo espacio uniforme induze un

espacio topologico.

Definicion 2.7. El espacio uniforme (X,U) posee la propiedad de Hausdorff si se cumple la siguiente
condicion:

V=A

Vel
Proposicicion 2.2. Sea (X,U) un espacio uniforme.

Si (X, Tu,x) es un espacio topolégico Ty, entonces (X,U) posee la propiedad de Hausdorff.

Demostracion. Afirmacion: A C (| V.
Veu
Sea (z,z) € A.
Sea W € U. Como U C Bx. Entonces, W € Bx y esto implica que (z,x) € W ( Definicién de

bandas en X ). Siendo W € U arbitrario, se obtiene que (z,z) € () V.

veu
Afirmacion: (| 'V C A.
Veu
Suponga que existe (a,b) € () V tal que (a,b) ¢ A. Esto dltimo, implica que a # b. Ademads, siendo

Veu
por hipotesis (X, Tz, x ) un espacio topolégico Tj entonces existe U, , € Ty, x tal que:

acUpconb@U,p6beUspcona Uyy,.

Suponga que a € Ugypconb &€ Ugp. Por la definicién de Ty x se tiene que existe Vo, , € U tal
que BVawa(a) C Uqp. Luego, b ¢ BVG’Ua’b(a) y esto a su vez implica que (b,a) & Vo u,, y en
consecuencia (a,b) ¢ Vo u,, (yaquesi (a,b) € V,u,, y siendo V,y,, € Bx entonces (b,a) €
Va,u, , 1o cual no puede ser ). Por consiguiente, (a,b) ¢ () V lo cual es absurdo( ya que contradice
la suposicién inicial). el

Analogamente, se tiene si se supone b € U,y cona ¢ U, . Por lo tanto, para todo (a,b) € () V se

veu
tiene que (a,b) ¢ A, es decir a = b. O
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Definicion 2.8. [3l] Sea (X, T') un espacio topolégicoy A C X un subconjunto. Se defina el interior
de A en X y denotado por int1(A) como:
intr(A) = | JU.
UeT

UcA

Proposicicion 2.3. /3] Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces:

~

. int7(A) € T, paratodo A C X.
2. int7(A) C A, paratodo A C X.

3. Sea AC X.SiU €T conU C A, entonces U C inty(A). Es decir, int1(A) es el mayor

conjunto abierto contenido en A.
4. Si A €T, entonces A = intr(A).
5. SiA,B C X con A C B, entonces int7(A) C int 7(B).

6. Sea {A;}jcy una familia de subconjuntos de X. Entonces, | int1(A;) C intr(|J A4;)

jeJ jeJ
Demostracion. 1. Por definicién de inty(A) se tiene que:
intr(A)= JU
UeT
UcA

lo cual implica que int7(A) € T por ser una9 unién de abiertos.

2. Seaz € int7(A). Entonces, existe U, € T tal que z € U, C A. De esto tltimo, se obtiene que

x € A. Siendo z arbitrario, se concluye que int7(A) C A.

3. SeaU € T con U C A. Luego,

Uc |JV=intr(A).

VeT
VCA

4. Dado que, A C Ay ademads, por hipétesis A € T, esto a su vez implica que:

Ac |V =intr(A).

VeT
VCA

Ademds, por el Item 2 se tiene que: int7(A) C A. Por lo tanto, A = int(A).
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5. Como A C By dado que int7 x(A) C A (por el Item 2 ) entonces int(A) C B. De esto
tltimo, y dado que int7(A) € T (Item 1) se tiene que int7(A) C int7(B) (Item 3).
6. Como 'gjintT(Aj) € T (yaque inty(A;) € T,paraj € J)y ‘gjintT(Aj) C UA4j(ya
j J

jed
que por el Item 2 se tiene que int7(A;) C Aj, para j € J ) entonces por el Item 3 se obtiene

U intT(A;) Cinty( U Aj).
quejejm T( J) mn (jeJ J)
O

Proposicicion 2.4. [6l] Sea (X,U) un espacio uniforme, Ty x la topologia sobre X inducida por U.

Si A C X un subconjunto, entonces
intr, x(A) ={z € A: existe V € U tal que By (z) C A}.

Demostracion. Afirmacion: {x € A : existe V € U tal que By () C A} € Ty x.
Seay € {r € A: existeV € U tal que By (r) C A}. Entonces, y € Ay existe V € U tal que
By (y) C A. Por la Proposicién 2.1 Item 7 existe W € U con W C V tal que:

para cada z € By (y) C By (y) se tiene que By (z) C By (y).
Luego, By (z) C A (yaque By (y) C A) En consecuencia,
Bw(y) C {x € A: existe V € U tal que By (z) C A}

Por lo tanto, {x € A : existe V € U tal que By (z) C A} € Ty x.
Afirmacion: {x € A : existe V € U tal que By (z) C A} Cinty, ,(A).

Dado que:

{r e A: existe Vel talque By(z) CA} € Tuxy

{reA: existe Vel talque By(z) C A} C A
por la Proposicién 2.3]Item 3 se obtiene que:
{r € A: existe V € U tal que By (z) C A} C inty, (A).

Afirmacién: inty, (A) C {x € A: existe V € U tal que By (z) C A}.
Seaa € intTu’X(A). Entonces, existe U, € Ty, x talque a € U, y U, C A. Por definicién de Ty x,
existe V, € U tal que By, (a) C U,. En consecuencia, By, (a) C Ayasia € {z € A: existe V €

U tal que By (z) C A}. Siendo a arbitrario se obtiene que:

intr, (A) C{x € A: existe V € U tal que By (z) C A}.
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De esta afirmacién y la anterior se obtiene que:
inty, x(A) = {r € A: existe V € U tal que By (z) C A}.
O

Proposicicion 2.5. Sea (X,U) un espacio uniforme, Ty x la topologia sobre X inducida por U y

x € X.SiV €U, entonces existe W € U tal que
inty, x (By(r)) = Bw(z).
En particular, intt, (By(x)) # 0 con x € inty,  (By(x)),
Demostracion. Por la Proposicion 2.4]se tiene que:
int, v (Bv(x)) = {b € By(z) : existe R € U tal que Br(b) C By (z)}.

Como V' € U ( Por hipétesis ) por la Proposicion 2.1 Item 7 existe M € U con M C V tal que para
cada y € Bys(x) C By(z) se tiene que Bys(y) C By(x). De esto ultimo, y por la Proposicién

y € int,  (By(x)). Siendo y arbitrario se obtiene que:
By(x) Cinty, o (By(z)).
Por la Proposici(’)nltem 6, existe W € U tal que inty;,  (Bv(z)) = Bw (). O

Definicion 2.9. [3)] Sean (X, T) un espacio topolégico, V. C X un subconjuntoy x € X.V es una
vecindad de x si existe U € T tal que x € U y U C V. En este caso, a la coleccion de vecindades de

x la denotamos por V,, es decir, V, = {V C X : V es una vecindad de x}
Ahora, se muestra propiedades de las vecindades.
Lema 2.1. [3] Sean (X, T) un espacio topolégico, V- C X un subconjuntoy x € X.
1. SiV es una vecindad de x, entonces x € V.
2. V es una vecindad de x si 'y solo si x € int (V).
3. SiVeTyxeV,entonces V es una vecindad de x.

Demostracion. 1. Por hipdtesis, V' es una vecindad de x. Luego, existe U € T talque x € U y

U C V. De esto ultimo, se tiene que z € V.
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2. Por la hipétesis, se tiene que:

V esuna vecindadde x — existeU € T talquex c UyU C V
— U C int7(V), por lo anterior y por la Proposicion|2,3]

— z € intr (V).
Ahora, se muestra la otra implicacién

x€inty(V) — existeU € Ttalquex e UyU C V

— V es una vecindad de .

3. Porhipétesis V' € T Luego, por la Proposicién[2.3|Item 4 se tiene que: V' = int (V). También,
por hipétesis se tiene que = € V' y en consecuencia x € inty (V).

O]

Teorema 2.2. Sea (X,U) un espacio uniforme, Ty x la topologia sobre X inducida porU 'y x € X.
Entonces:

V, ={By(x):V elU}

Demostracion. Afirmacion: V, C {By(z):V € U}.
Sea W € V,. Entonces, W es una vecindad de x. Luego, por el Lema [2.1| Item 2 se tiene que = €

intT, x (W). De esto tltimo, y por la Proposicién 2.4]se tiene que
inty, (W) ={z€W: existe V € U tal que By (z) C W}.

En consecuencia, existe R € U tal que Br(x) C W. De esto dltimo, y por el Item 6 de la Proposicion
R-I|existe M € U tal que W = Bjy(z). Por lo tanto W € {By (z) : V € U}.

Afirmacion: {By(z):V elU} C V,.

Sea By (x) la bola de centro x € X y radio N € Y. Por la Proposici()nexiste P € U tal que

int7, x (B (@) = Bp(a).

Luego, z € inty,  (Bn(z)) yaque x € Bp(x) (y asiinty,  (Bn(z)) # (). Por el Item 2 del Lema

[2.1] se tiene que By (z) es una vecindad de . En consecuencia, By (z) € V. O
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2.3 Bases de uniformidad

Abhora, se definird el concepto de base de una uniformidad y su implicacién en el estudio uniforme y
topologico de un conjunto. Se define y estudia tambien la uniformidad producto y la topologia generada

por dicha uniformidad.

Definicion 2.10. [4] Sea (X,U) un espacio uniforme y B C U una coleccion. B es una base de U si

para cada V€ U existe V € Btal que V C U.
Ahora, vamos demostrar un resultado inmediato de esta definicion establecida.

Proposicicion 2.6. Sea (X,U) un espacio uniforme y B C U. Se B es una base de U, entonces

NB=(V

BeB Veu
Demostracion. Afirmacion: (| B C [ U.
BeB veld

Sejax € () B.

BeB
Seja U € U. Entonces, existe V;; € Btal que Viy C U.Dadoque () B C Viy (yaque Viy € B), se

BeB
tiene que, x € Vy. Esto tltimo, implica que € U. Siendo x arbitrario, se obtiene que (| B C U.
BeB
Nuevamente, siendo U € U arbitrario se obtiene que (| B C () U.
BeB veu
Afirmacion: (YU C () B
veu BeB

Sejay € () U.Entonces, y € U paratodo U € U. Esto, asu vez implica que y € B paratodo B € B

veld
(yaque B C U ). Luego,y € ) B.Mostrando lo que se queria. O

BeB

Uma aplicacion inmediata de esta proposicion es el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea (X,U) un espacio uniforme y B C U una coleccion. Si B es una base de U y

(X, Tu,x) es un espacio Ty, entonces
(1B=A.
BeB
Demostracion. Como por hipotesis (X, 774, x) es un espacio Tp, entonces por la proposicion se

tiene que (X, ) posee la propiedad de Hausdorff. Es decir,

AV =A

Veu

Luego, por la Proposicion2.6[se tiene que (| V = () B.Porlotanto, (| B = A. O
Veu BeB BeB
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Tambien, se exibe la siguiente proposicién inmediata del Teorema [2.2]
Proposicicion 2.7. Sea (X,U) un espacio uniforme. Si B una base para U, entonces:
{By(z):VeB zeX}CV,
Demostracion. Por el Teorema[2.7]se tiene que
V, ={By(x):V elU}
Como B una base para U, en particular B C U. De esto, tltimo se obtiene que:
{By(z):VeB}C{By(z):VeUut=YV,
De esta manera, se muestra tal como se queria. O
También, se exhibe una caracterizacion de las bases de una uniformidad.

Teorema 2.3. [4] Sea (X,U) un espacio uniforme y B C U una coleccion. B es una base para U si 'y

solosid ={U € Bx : existe V€ Btalque V C U}.
Demostracion. Supongamos B es una base para . Tome la coleccién:
Mp={U e€Bx : existe V € Btalque V C U}

Afirmacion: Mp =U
Sea A € Mp. Por definicién de Mp existe B € Btalque B C Ay porlotanto A € U ( ya
B € B C U yU es una uniformidad sobre X ). Esto muestra que, Mp C U.
Ahora, tome W € U arbitrario. Como B es base de U existe N € B tal que N C W y por lo tanto
W € Mpg. En consecuencia, Y C Mg.

Ahora, supongald = {U € Bx : existe V € Btalque V C U}. Luego, para cada V' € U existe
V € Btalque V C U. Por lo tanto, B es una base para 4. O

Corolario 2.2. Sea (X,U) un espacio uniforme, Ty x la topologia sobre X inducida porU y B C U

una coleccion. Si B es una base para U, entonces,

Tux ={U C X : para cada x € U existe V € B para el cual By (x) C U} U {0}.
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Demostracion. Por el Teorema[2.]se tiene que:
Tux ={U C X : paracadax € U existe V € U para el cual By (z) C U} U {0}. 2.1
Ademds, como B es una base para la uniformidad ¢/ por el Teorema[2.3]se tiene que

U={U€eBx : existe V € Btalque V C U}. (2.2)

Afirmacion:
Ty C{U C X : paracadaz € U existe V € B parael cual By (z) C U} U {0}.
Sea A € Ty, x. Luego, por[2.1|se tiene que:

para cada x € A existe R € U para el cual Br(x) C A.

Como R € U por[2.2] existe V,, € Btal que V,, C R. De esto tltimo y por la Proposicién[2.1]Item 2 se
tiene que: By, (z) C Br(x) y en consecuencia, By, (z) C A.

Afirmacion: {U C X : paracadax € U existe V € B parael cual By (z) C Uy U{0} C Ty x

Sea W C X tal que:

para cada x € W existe ), € B para el cual Bg, () C W.

Como B C U, entonces (), € U. Consecuentemente, W € Ty, x. Mostrandose como se querfa. ]

En el siguiente teorema caracterizaremos colecciones que seran bases de alguna topologia de un

conjunto.

Teorema 2.4. [4|] Sea X un conjunto no vacioy B C B x. B es base para alguna uniformidad sobre

X siy solo si B satisface las siguientes condiciones:
1. SiU,V € B, existe W € Btalque W CUNYV.
2. SiU € B, entonces existe V € B tal que 2V C U.
En este caso, la uniformidad es dada por:

Ugx ={U € Bx : existe V € Bralque V C U}

la cual es llamada la uniformidad sobre X inducida ( o generada ) por B con B C Up x.
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Demostracion. Suponga que B es base para alguna uniformidad sobre X . Denote por I/ dicha unifor-

midad. Entonces, B C U y por el Teorema[2.3]se tiene que:
Usx ={U € Bx : existe V € Btalque V C U}.

Sean U,V € B. Como B C U y U es una uniformidad sobre X, entonces U NV € U. Luego, existe
W e Btal que
wWcUunvV.

Ahora. Sea V € B. Como B C U y U es una uniformidad, existe U € U tal que
2U C V.

Ademés, existe W € U tal que W C U y esto a su vez implica 2W C 2U. Por lo tanto, 2W C V.
Suponga que la coleccién B satisface las condiciones 1y 2.

Afirmacion: Up x = {U € Bx : existe V € Btalque V C U}. es una uniformidad sobre X.

SeanV e Uy W € Bx tal que V C W. Dado que existe U € Btal que U C V y esto a su vez

implica que U C W. Por lo tanto, W € U.

Sean VW e Uy W € Bx. Luego, existen M, N € B tales que

McVyNCW
Por la condicién 1 existe R € B tal que
RCMNONNcCVNnW

Esto implica, que V N W € U. Sea V' € U. Luego, existe U € B talque U C V. Por el punto 2 existe
W € Btal que 2W C U. Como B C U se tiene que W € U y ademds 2W C V. Por lo tanto, se
muestra que I/ es una uniformidad sobre X . Por el Teorema [2.3] se concluye que B es una base para

Up.x. O

Definicion 2.11. [4|] Sean X,Y conjuntos no vacios. Dadas las bandas Vi € Bx, Vs € By, se define

el siguiente subconjunto:
ViV = {((z1,22), (y1,42)) € (X X Y) x (X xY) d(z1,91) < V1,d(22,92) < Va}
Proposicicion 2.8. Sean X,Y conjuntos no vacios.

1. SiVi € Bx, Vs € By, entonces V1 Vs es una banda en X x 'Y, es decir, V1Vo € Bx«y.
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2. Byyy,(z,y) = By, () X By, (y), donde x € X,y € Y, V) € Bx, Vo € By

Demostracion. l. Sean x € X,y € Y puntos. Como V; € Bx, Vs € By entonces (z,x) €

Vi, (y,y) € Vayasid(z,z) < V1,d(y,y) < Vs en consecuencia ((z,y), (z,y)) € V1 Va.
Sean x1,y1 € X, z2,y2 € Y tales que: ((x1,22), (y1,y2)) € V1 V2. Entonces:
((z1,72), (y1,92)) € ViVa «— d(z1,11) < V1,d(22,2) < V2
A d(ylvxl) < V17d(y27x2) < ‘/2
> ((y1,92), (w1, 22)) € V1 V2

Por lo tanto V3V5 es unabandaen X x Y.

2. Seanx e X,y Y,V € Bx, Vs € By.
Afirmacion: By,v,(x,y) C By, (z) X By, (y).
Seana € X, b € Y tales que (a,b) € By, v, (x,y). Luego,
d((a,b), (2,9)) < ViVa — ((@,b), (z,9)) € ViVs
— d(a,z) <W;
d(b,y) <V
— a € By, ()
b € By, (y)
— (a,b) € By, (z) X By,(y)
Afirmacion: By, (x) x By, (y) C By, (x,y).
Seanm € X,n €Y tales que (m,n) € By, (x) x By, (y). Luego,
(m,n) € By, (z) X By,(y) — m € By, (x)
n € By, (y)
— d(m,z) <V
d(n,y) < Vz
— ((m,n), (z,y)) € ViVa
— d((m,n), (z,y)) < ViVa

— (m7n) € BV1V2 (:r,y)
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Ahora, se muestra que existe una uniformidad natural en el producto de espacios uniformes.
Teorema 2.5. [4] Sean (X, M), (Y, N') espacios uniformes. La coleccion:
MN ={WVVe: V1 e M, Vo e N} C Bxxy

es una base para una uniformidad sobre X XY . Esta uniformidad serd llamada la uniformidad produc-
to sobre X x'Y inducida por MN la cual sera denotada por Uy N, X xy- Ademds, MN sera llamada
la base uniforme producto sobre X x'Y con MN C Umn xxy y el par (X X Y, Umn xxy) es

llamado el espacio uniforme producto.

Demostracion. Sean U,V € MN. Luego, existen Uy, Vi € M, Us, V5 € M tales que

U=U,U; = {((.Tl,.%'g), (yl,yg)) S (X X Y) X (X X Y) : d(:vl,yl) < Ul,d(xg,yg) < UQ}

V =WVa = {((z1,22), (y1,42)) € (X XY) x (X xY) :d(z1,y1) < V1,d(x2,92) < Va2}.
Entonces, para
UnV ={((mn),(p,q) € (X xY)x (X xY):((m,n),(p,q) €UNV}.
se tiene que:

((m,n), (p,q)) €UNV <= ((m,n),(p,q)) €U € Buxxy,((m,n),(p,q)) €V € Buxxy
«—d(m,p) < Uy, d(n,q) <Usz, dim,p) < Vi, d(n,q) < Vs
«—d(m,p) € Uy, d(n,q) € Uz, d(m,p) € V1, d(n,q) € Va
+—— (m,p) e UrNVi, (n,q) € Uy N Vs, donde
UiNVi e M,U,NVy € N, yaque M, N, son uniformidades
+—— (m,p) < U1 NVy, (n,q) < Uz NVy, donde

UynNnVieMUnNVy,eN.

Asi, se obtiene

UNV =UnW)(UsnVa) € By xxy-

yademds, UNV CcUNV
Ahora, sea M € MN. Luego, existen M, € M, M, € N tales que

M = {((x1,$2)7 (yl,yg)) S (X X Y) X (X X Y) : d(a:l,yl) < Ml,d(xg,yg) < Mg}.




2. Espacios uniformes 35

Como M, N son uniformidades sobre X, Y respectivamente existen Win € M,Won € N tales

que 2Wy pr C My 'y 2Wo pr C Ma. Luego, 2Wi pp € My 2Wo 3 € N. Ademds,
WLMWZM = {((a, C), (b, d)) S (X X Y) X (X X Y) : d(a,c) < Wl,M7d<b, d) < WQ’M} € MN
Afirmacion: 2(Wy yWa pr) = (2W1,0)(2Wa ar) En efecto:

((r,t), (s,u)) € 2(W1 pWa nr) «— existe (z,y) € X x Y tal que
((r, ), (229)) € Wit Waar, ((2,1), (5, 4)) € WaaWa
+— existe (z,y) € X x Y tal que
d(r,z) < Wi, d(t,y) < Waum, d(z,s) < Wi, d(y,u) < Wam
+— existe (z,y) € X x Y tal que
(ryx) € Wim, (x,s) € Wi, (t,y) € Wanr, (y,u) € Wa
— (r,s) € 2Wy u, (t,u) € 2Wa
> d(r,s) < 2Wiar,d(t,u) < 2Wa
— ((r,t), (s,u)) € Wi am)(2Wa nr)
Afirmacion: 2(W1 pWa ar) C M En efecto:
((r,1), (s,u)) € 2(W1,mWanr) «— ((r,1), (s,u)) € 2W1ar)(2Wa,nr)
> d(r,s) < 2Wiar,d(t,u) < 2Wa
— (r,s) € 2Wy 1, (t,u) € 2Wa
> (r,s) € My, (t,u) € My, yaque 2W; pr C My y 2Wo pr C Mo
> d(r,s) < My, d(t,u) < My
«— ((r,t), (s,u)) € M

Por el Teorema[2.4| MM es base para alguna uniformidad sobre X, la cual es dada por:

Umn xxy ={U € Bxxy : existe Ve MN talque V C U}

={U € Bxxy : existen V1 y € M, Voy € Ntalque Vi yVoy C U}
O

Teorema 2.6. [4] Sean X,Y conjuntos y M C Bx,N C By colecciones de bandas sobre X y

Y respectivamente. Si M, N son uniformidades sobre X y 'Y respectivamente, entonces existe una
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topologia sobre X XY inducida por dichas uniformidades. En este caso, dicha topologia serd deno-
tada por Ty, xwy, X xy Y llamada de la topologia uniforme producto sobre X x 'Y inducida por la

uniformidad producto Upn x xy -

Demostracion. Como M, N son uniformidades sobre X y Y respectivamente, entonces se tienen los
espacios uniformes (X, M), (Y, ). Luego, por el Teorema 2.5|existe la uniformidad producto sobre
X x'Y denotada por Unn, x xy . De esto tltimo y por el Teoremaexiste una topologia sobre X XY

la cual es denotada por Ty, x .y, X xy y dada por:
Tetpn xxy Xxy = 1A C X xY : paracadap € Aexiste V € Unn,xxy tal que By (p) C A U{0}.
O

Corolario 2.3. Sean (X, M), (Y,N) espacios uniformes y Ty nr xxy,xxy la topologia uniforme

producto sobre X XY, entonces
Tetpin x xy X xY ={A C XxY: para cada (z,y) € A existen Vi € M,Vz € N tales que By, (z)x By, (y) C A} U {0}
Demostracion. Por el Teorema[2.5]se tiene la base uniforme producto
MN ={WVVe: V1 e M, Vo e N} C Bxxy
para la uniformidad producto Uy, x xy . Luego, por el Corolario |2;2| se tiene que:

Totpn xxyXxy ={A C X xY : paracadaz € Aexiste V € MN tales que By (z) C A} U {0}
={A C XxY:paracadax € Aexisten V1€ M,Va€ N tales que By, v, () C A} U {0}

={A C XxY:paracada (z,y) € Aexisten V1 € M,V € N tales que By, (z)x By, (y) C A} U {0}

Observacion 2.3. Sea (X, W) un espacio uniforme. Entonces:
1. Porla Proposicio’n@se tiene que:
ViVa = {((a,b), (c,d)) € (X x X) x (X x X) :d(a,c) < V1,d(b,d) < Va} € Bxxx,
donde V1,V € Bx.
2. Por la Proposicion[2.8 se tiene que:

BV1V2(xvy) = BV1(5C> X BVQ(y)7 donde x,y € X,V1,V3 € By
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3. Por el Teoremal[2.3] se tiene la base uniforme producto
WW ={ViVa: Vi € W, Vo € W} C Bxux
para la uniformidad producto Uy x x x sobre X x X. Donde

Uww xxx ={U € Bxxx : existen Vi y € W, Voy € W tal que Vi yVoy C U}

={U € Bxux: existe VEWtal que VV C U}

4. Por el Teorema @lse obtiene la topologia uniforme producto Ty, «. x,xxx ¥ el Corolario

2.3 junto con el Item anterior( 3 ) se tiene que:

Tty xxx,Xxx ={A C X x X : paracada (x,y) € AexistenVy € W, Vo € W
tales que By, (x) x By,(y) € A} U {0}
={A C X x X :para cada (z,y) € Aexiste V €W tal que

By (z) x By (y) ¢ A} U {0}

Definicion 2.12. Sea (X, o) un espacio topolégico. Se define la topologia producto sobre X x X la
cual sera denotada por Toq x x x como aquella que tiene como base oo = {U xV : U € 0,V € 7}.

Es decir,
Tooxxx :={W € X x X : para cada (xz,y) € W existen U € 0,V € o tales que U x V. C W}

Proposicicion 2.9. Sea (X, o) un espacio topologico y W un subconjunto de B x.

Si W es una uniformidad sobre X tal que Tyy x = o, entonces EWW’XX)(,X X = Too,XxX

Demostracion. Afirmacion: Ty, o x,XxX C Too xxX-
Sea A € Tipyyy xxx, X xx- Entonces, A C X x X tal que para cada punto (z,y) € Aconxz,y € X

existe V., € U satisfaziendo: By,  (x) x By, ,(y) C A. Como

Luego, inty(By, ,(z)) x ints(By, ,(y)) C By, ,(r) x By, ,(y) y en consecuencia
inty(By,,(r)) x int,(By, ,(y)) C A

con x € inty(By, ,(z)) € 0,y € ints(By, ,(y)) € . Esto muestra que A € T5o,x x X -
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Afirmacion: Tyo xxx C EWW,XXX,XxX-
Sea B € T,4 xxx- Entonces, para cada punto (m,n) € B existen Uy,, U,, € o tales que (m,n) €
Up x Uy, C B.Como Tyy x = o, setiene que U, U,, € Tyy,x. Ahora por definicion de 7yy x, existen
Vi, Vi, € U tales que:

By, (m) C Uy, y By, (n) C U,

Luego, By, (m) X By, (n) C Uy, x U, y asi By, (m) x By, (n) C B. Esto muestra que B €

72wa,XxX,XXX' O

Proposicicion 2.10. Sea (X,Ux) espacio uniforme y (z,y) € X x X. Entonces,

{Bvivy(z,9) : V1, Vo €Uy, (7,y) € X x X} CV,

z,y)

donde V(, .y = {V C X x X : V es una vecindad de (x,y)}

Definicion 2.13. Sean (X, T) un espacio topologicoy A,V C X.V es una vecindad de A si existe
U e T tal que
AcUcV

La coleccion de todas las vecindades de A serd denotada por V4, es decir:
Va4 ={V C X :V esuna vecindad de A}.

Proposicicion 2.11. Sean (X, T') un espacio topolégicoy A,V C X.
V € Vasiysolosi AC intr(V).

Demostracion. Suponga V' € Vy4. Luego, existe Uy € T talque A C Uy C V. Como U C intr(V)
(Item 3 de la Proposicién[2.3)) entonces A C intx (V).
Ahora, suponga que A C int7 (V). Como int7(V) € T (Item 1 de la Proposicion2.3]) y int7(V) C

V (Item 2 de la Proposicién[2.3]) entonces V' es una vecindad de A, es decir, V € V4. O

Corolario 2.4. Sean (X,T) un espacio topoldgicoy A C X y {V;};es una familia de subconjuntos

de X. Si para cada a € A existe j, € J tal que a € V;, y Vj, € V,, entonces |J Vj € Va
jedJ

Demostracion. Sea a € A. Por hipdtesis, existe j, € J tal que a € V), y Vj, € V,. Luego, a €




2. Espacios uniformes 39

int7(Vj,) (Item 2 del Lema[2.1]). De esto (ltimo, se tiene que:

A= fa}

a€A

c |Jintx(v,)
ac€A

C inty( U Vi,), Item 3 de la Proposicién

acA

Luego, por la Proposicion[2.11|se obtiene que C int7( |J Vj,) € Va. O
acA

Definicion 2.14. Sea (X, T') un espacio topolégicoy A C X un subconjunto.
A es un subconjunto cerrado em (X, T) si X\A € T.
La adherencia o también llamada la clausura de A en X denotada por cly(A) se define como:
dr(A)= (] F
F' cerrado en X

FDA

Proposicicién 2.12. [4] Sea (X, W) un espacio uniforme, Ti,, v, x,xxx la topologia uniforme

productoy M C X x X un subconjunto.

1. SiW € Bx, entonces M C W + M + W.

2. SiW € Bx, entonces W +M +W = |J Bw(m)x Bw(n).
(m,n)eM
3. SiW € Bx, entonces el conjunto W + M +W es una vecindad de M. Es decir W +M+W €

V.

4ocp, o (M)= NV +M+V
’ veu

Demostracion. 1. Suponga que W € Bx. Sea (m,n) € M, se tiene que (m,m) € W,(n,n) €
W (yaque W € Bx ). En consecuencia, (m,n) € W+M+W. Siendo (m,n) € M arbitrario,
se concluayeque M C W + M + W.
2. Afirmacion: W+ M +W C |J Bw(m) x By (n).
(m,n)eM
Sea (z,y) € W + M + W. Entonces, existen mg, n, € X tales que

(Z’,mx) S VV, (m:mnx) S Ma (nxay) € W
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Luego, d(z,m;) < W,d(nz,y) < W.Como W € Bx, entonces d(y,n,) < W y en conse-

cuencia x € By (myg),y € By (nz). De esto ultimo, se tiene que:
(z,y) € Bw(ma) x Bw(na) € | J Bw(m) x Bw(n)
(m,n)eM

En consecuencia, W+ M +W C |J Bw(m) x By (n).
(m,n)eM

Afirmacion: |J Bw(m) x Bw(n) CW + M+ W.
(m,n)eM

Sea (p,q) € |U Bw(m) x By (n). Entonces, existe (a,b) € M tal que
(m,n)eM

(p.q) € Bw(a) x Bw (b).
Luego,

pGBW(a), quW(b) —>d(p,(1) <W7 d(Qab) <W
—>(paa)€W7 (Q7b) ew
— (p,a) € W, (b,q) € W con (a,b) € M

— (p,q) e W+M+W
Consecuentemente, se tiene que:

W+M+W=[J Bw(m)x Bw(n)
(m,n)eM

3. Por el Item 2, se tiene que:

W+M+W = U By (m) x By (n), por el Item 2

(m,n)eM

= U Byw(m,n), por la Proposicion 2,8 Item 2
(m,n)eM

DM

Dado que hipétesis W € W, entonces WIW € U, xx x Y como By (m,n) € Vim,n)» para

todo (m,n) € M ( Proposicién [2.10)). Esto dltimo, implicaque |J Bww(m,n) € Vi (
(m,n)eM

Corolario2.4]). Por lo tanto, W + M + W € V).

4. Afirmacion: (Y V+M+V Ccdly, o (M)
Vew ’
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Sea (c,d) € NV + M +V.Sea A € Ty yux,Xxx tal que (¢,d) € A. Por la definicién
Veu
de Toppy xxx, X xx €xiste R € W tal que Bg(c) X Br(d) C A.Como (| V+M+V C
vew
R + M + R, entonces (¢,d) € R+ M + R. Luego, existe (m.,ng) € M tal que (c,d) €

Bpr(me) x Br(nq) (ya que por el Item 2 de la Proposicién 2.12] se tiene que R + M + R =

U Bgr(m) x Bgr(n)). En consecuencia, (m¢,ng) € Br(c) x Bg(d) y asi (m¢,ng) € A.
(m,n)eM

Esto tltimo, implica que A N M # (). Por lo tanto, (¢, d) M).

< ClTwa,XvaXXX (

Afirmacion: clp, o xux (M) C VQWV +M+V.

Sea (z,y) € CZEWW,XXX,XXx(M)‘ Sea V' € U. Luego, By vy (x,y) es una vecindad de (z,y) (
Proposicion[2.10]) esto a su vez, implica que Byy (z,y) N M # ). Entonces, existe (p, q) € M
tal que (p, q) € Byv(z,y). Luego, (z,y) € Byy(p, q). Por el Item 2 de la Proposicién2.12]se
tiene que

V+M+V= |J By(m)xBy(n)
(m,n)eM

y dado que (p,q) € M se obtiene que Byy(p,q) = By(p) X By(q¢) C V + M + V). Por
esto ultimo, se tiene que (z,y) € V + M + M. Siendo V arbitrario, se concluye que (z,y) €

() V 4+ M + V. Se muestra como se queria.
Vew




Capitulo 3:
Existencia y Unicidad de uniformidad en
espacios topologicos Hausdorff’s

compactos

Se mostrard bases una uniformidad apartir de la topologia producto la cual a sido generada por la
uniformidad producto y tambien se obtendra uniformidad en un conjunto apartir de familias de pseu-
dométricas definias en el conjunto dado. Luego, se mostrard la uniformidad generada por la familia
de pseudométricas generada por un espacio topologico dado y finamente se procedera a demostrar el

Teorema principal de este trabajo de Tesis.

3.1 Pseudométricas

Se estudiara la topologia generada por la uniformidad producto en el producto cartesiano de un espacio
uniforme. Se mostrard y estudiard la uniformidad generada por familia de pseudométricas asi como la

topologia generada por dicha uniformidad.
Proposicicion 3.1. Sea (X, W) un espacio uniforme. Si A € W, entoncesintr, =« (A) €W

Demostracion. Por hipotesis A € W, entonces existe V € W tal que 3V C A.

Afirmacion: intg, = .. x(A)esunabandaen X, es decir, inty, o . (A) € Bx.
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Seax € X.Como A € W, en particular A es una banda en X. Entonces, (z,x) € A. Ademas, por el

Item 2 de la proposicién[2.8]se tiene que
Byvy(z,x) = By (x) x By ().

Asi, para cada (m,n) € Byy(z, ) se tiene que d(m, z) < V, d(n,z) < V. Luego, (m,x), (n,z) €
V' de esto ultimo a su vez, se tiene que (z,n) € V (ya que en particular V' es una banda en X debido

aque V' € W). De esta manera, se obtiene que:
(m,z) eV, (x,x) €V, (n,z) € V.

Lo cual implica que, (m,n) € 3V yasi (m,n) € A (yaque 3V C A). Siendo (m,n) arbitario se

obtiene que Byy (z, ) C A. Porlo tanto, (z,z) € intr, = . x(A) paratodox € X.

Ahora, sea (z,y) € BT x5 (A). Luego, existe R € W tal que Brpr(z,y) C W.

Sea (a,b) € Brr(y, x). Dado que, Brr(y,z) = Br(y) x Br(z) (Item 2 de la proposicién 2.8]) se
tiene que (a,b) € Br(y) x Br(z) esto asu vez implica que (b, a) € Br(x) x Br(y) y en consecuencia
(b,a) € Brr(z,y) (por el Item 2 de la proposicion 2.8] se tiene que Br(z) x Br(y) = Brr(z,y)
). Por consiguiente (b,a) € A (ya que Brr(z,y) C A). Como en particular A es una banda en X

(yaque A € W) entonces (a,b) € A. Esto muestra que, Brr(y,x) C Acon R € Wy por lo tanto

(5.0) € intry,  x(A):

Ahora, por el Item 3 de la Proposicién V +V +V = 3V es una vecindad de V, es decir,
3V € Vy. Luego, por la Proposici(’)n V C intTuMN,XxX1XXX(3V)' Como 3V C A, entonces
por el Item 5 de la Proposici(’)nse tiene que inthW,XxX’XXX (3V) c intmww,xX»XxX (A). De
esto dltimo, se tiene que V' C intTMWW’XX%XXX(A). Como, intTMWW’XX%XXX(A) eBxyV eu,

entonces intTuWW e XXX (A) € W (por la defincién de W ) mostrandose como se queria. ]
Proposicicién 3.2. Sea (X, W) un espacio uniforme. Si A € W, entonces clyy,,, . x xxx(A) € W.

Demostracién. Por la Proposicion[2.12]se tiene que

Cl%‘ww,XvaXXX(A) - ﬂ V+A+V.
Vew

Afirmacion: clg, - cox (A) es una banda en X, es decir, ATt x X %X (A) € Bx.
Sea z € X. Entonces (z,2) € A (yaque A € W y en particular A € By )y como A C
(4).

(A) entonces (x, x)

cl ecl
77/’WW,XxX»XXX 7vavvv,Xva/’(XX
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Abhora, sea (z,y) € ATy o5 x (A). Sea V) € W. Entonces, (z,y) € Vo + W + ;. Esto a su vez,

implica que existe (a,b) € A tal que
(z,a) € oy (b,y) € Vo.

Asi, (y,b) € Vo y (a,x) € Vo (yaque Vy € U y en particular V) € Bx ). Ademds, (b,a) € A (ya
que A € Wy en particular A € Bx ). De esta manera, se tiene que (y,z) € Vo + W + Vp y siendo Vp

arbitrario se tiene que (y, x) (A). Mostrando, asi que clp, -+ ((A) € Bx.

€ ClmWW,XvaXXX

Abhora, sea (b,a) € dTwa,xXxVXXX (W) por lo anterior se tiene que (a, b) € ClmWW,XxX*XXX (W).
Por iltimo, como A € Wy ey, v.x(W) € BxconW Cclp, o (W) se tiene

quecly,, o xux (W) €W (definicién de W O

Teorema 3.1. Sea (X, W) un espacio uniforme y Tttyyy x«x,Xxx la topologia uniforme producto.

Entonces:
1. BZ‘& = {intTMWW,XxXaXXX(V) : V€ W} es base de W.
2. BZXX = {CZEWW,XvaXXX(V) : V € W} es base de W.
3. BZ}’X ={VeEW:V € Tty xxx,XxX ) € base de W.
4. BZVX ={V € W:V es un subconjunto cerrado en (X X X, Tuppy v x,XxX)} s base de V.
Demostracion. 1. SeaVy € W. Porla Proposicién se tiene que mtTMww,xX» wx Vo) ew
y siendo arbitrario V; se obtiene que BZ‘& cW.

Ademds, por el Item 2 de la Proposicién 2.3]se tiene que

. . W .

T e XXX (Vo) C Vo con Ty s X X (Vo) € B;x- Se muestra como se queria.
2. Sea Vy € W. Por la Proposicic’)nse tiene que CZEWW,XXX’ «x (Vo) € Wy siendo arbitrario

Vb se obtiene que BZIVX C W.

Ademds, existe Wy € W tal que 3W,, C Vj. por el Item 4 de la Proposicién 2.12]

Ty xxxex (W) = [} V4 Wo + V.
Vew

Esto implica que cl7;4WW o XXX (Wo) € Wo + Wy + Wy = 3Wj y por lo tanto

AT xxxx (Wo) C Vo, conclp, o vox(Wo) € By Se muestra como se queria.
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3. Sea 1 € BZ}’X. Entonces, Vo € Wy Vo € Ty xxx,X x X - Entonces, BZ}’X C W. Ademas,
dado W € W. Por la Proposici(’)n inthW’XXXV wrox (W) € W. Asi mismo, se tiene que
IETL e XXX (W) € Tetypyy x xx, X xx (Item 1 de la Proposici(’)n). Luego:

T e XXX (W) € BZ}}X con intTMWW,XxX’XXX(W) C W (Item 2 de la Proposicién

2.3).

4. Sealy € BZVX. Entonces, Vy € Wy es un subconjunto cerrado en ( X x X, 7;/{WW,X><X7X><X)'

Luego, BZVX C W. Ademas, dado W € W por el Item 2 existe V € W tal que

AT s oxxx (V) € W Asi mismo, clg, - (W) € W (por la Proposicién

)y CZEWW,XXXﬂXXX<W) es un subconjunto cerrado en (X x X, Tty x xx,X x X )- Es decir,

(W) e BZ,VX

czmww,XvaXXX

O

Definicion 3.1. Sea (X,U), (X, W) espacios uniformes 'y f : X — Y una funcion. f es uniforme-

mente continua si para todo V- € W, existe U € U tal que para cada x,y € X con d(z,y) € U se
tiene que d(f(x)), f(y) < V.

Proposicicion 3.3. Sea (X,U), (Y, W) espacios uniformesy f : X — Y una funcion.

f es uniformemente continua si y solo si para todo V€ W se tiene que (f x f)~1(V) € U.

Demostracion. En primer lugar, tener presente que f X f : X x X — Y X Y es definida como
f x f(a,b) = (f(a), f(b)), para todo (a,b) € X x X.
Suponga que f es uniformemente continua.

Sea Vy € W. Entonces, existe Uy € U tal que:
paracada xz,y € X cond(x,y) < Uy se tiene que d(f(x)), f(y) < Vb. (3.1)

Afirmacion: Uy C (f x )71 (V).
Sea (m,n) € Uy C X x X.Luego, d(a,b) < Up. Esto a su vez, implica que

d(f(a), f(b)) < Vo B.1)

(f(a), f(b)) € Vi ( definicién de d)
)
)

f x f(a,b) € V (definicién de f x f)

(a,b) € (f x £)~1(Vp) (definicién de (f x f)~1)
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Afirmacion: (f x f)~1(Vo) € Bx.

Para cada (r,r) € X x X se tiene que (r,r) € Uy ( ya que Uy € U, entonces Uy € Bx ). Lo cual,
implica que (r,7) € (f x f)~1(Vp) ( por la afirmacién anterior Uy C (f x f)~1(Vp) ).

Ahora, sea (s,t) € (f x f)~1(Vp). Luego, f x f(s,t) € Vp. Entonces:

(f(s), f(t)) € Vo (definicion de f x f)

)
(f(t), f(s)) € Vo (yaque Vo € W C By)
fx f(t,s) € Vp ( definicién de f x f)

)

(t,5) € (f x /)~ (Vo)

Luego, por las dos afirmaciones anteriores y definicién de U se tiene que (f x f)~1(Vp) € U.
Ahora, suponga que (f x f)~'(W) € U, paratodo W € W.
Sea V' € W. Por hipotesis (f x f)~1(V) € U. Tome U = (f x f)~1(V). Luego, se tiene que U € U.

Ademds, para cada x,y € X con d(z,y) < U se cumple que:

(x,y

(z,y) € (f x f)~Y(V) definicién de U

(f (), f(y

)) € V, definicién de f x f
d(f(x), f(y)

) €
)
fx f(z,y) €V, definicién de (f x f)~*
)
)

< V, definicién de ded.
Siendo V arbitrario, se obtiene que f es uniformemente continua. O
Definicion 3.2. Sea X un conjunto.

1. Sedefine una pseudométrica en X como una funcion p: X x X — R tal que cumple lo siguiente:

a) p(z,y) >0, paratodo x,y € X.
b) p(x,z) =0, para todo x € X.

c) p(x,y) = p(y,x), para todo x,y € X.

d) p(z,y) < ply,x), para todo x,y, z € X.

2. Se define el conjunto de las pseudométricas en X el cual se denotard por P(X) como:

P(X)={p: X x X = R: pesuna pseudométrica en X }.




3. Existencia y Unicidad de uniformidad en espacios topoldgicos Hausdorff’s compactos 47

3. Sean W una uniformidad sobre X, Uy x x x la uniformidad producto sobre X x X y Ug la
uniformidad euclidiana sobre R. Se define una pseudomética uniforme sobre X como una pseu-

dométrica p: (X x X, Uww xxx,X x X) = (R,Ur) tal que sea uniformemente continua.
Definicion 3.3. Sean X un conjunto, P C P(X), F C P finitoy € > 0.

1. Se define el F' — € conjunto denotado por V (F, €) como:

V(F,€) = {(z,y) € X x X : p(z,y) < ¢, paratodo p € F'}

2. Se define la coleccion Vp como:
Vp ={V(F,e): F CPfinitoye> 0}
Teorema 3.2. Sea X un conjuntoy P C P(X). Entonces, la coleccion Vp satisface lo siguiente:
1. Vp C Bx.
2. Vp es base para una uniformidad en X. En este caso, dicha uniformidad es dada por

Wy, x ={U € Bx : existen F' C P finito y € > 0 tal que V(F,e) C U}.

3. La uniformidad producto sobre X x X es dada por:

Uy, xWyp x Xxx ={U € Bxxx : existen F' C P finito y € > 0 tal que V(F,e)V(F,e) C U}.

4. p es una pseudométrica uniforme, para toda p € P.

Demostracion. 1. Seaey > 0y Fy C P finito. Sea p € F. Entonces, p € P(X) ( ya que

Fy C P C P(X)). Esto iltimo, implica que:
p(x,x) =0 < €y, paratodo z € X.

En consecuencia, (z,z) € V(Fpy, €), paraz € X.
Ademis, si (z,y) € V(Fo, €), entonces:
p(x,y) < €, paratodo p € Fj
p(y,x) < eo(yaque p € P(X)yasip(y,z) = p(x,y)), paratodo p € Fy

Por consiguiente, (y,z) € V(Fp, €0). De esta manera, se muestra las dos condiciones para que

V(F,e) seaun banda en X.
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2. Sean F', Fy C P finitos y €1, €2 > 0.

Luego, sean m,n € Ny p1, ..., pn, P1s s Py € P C P(X) tales que

Fi={p1,--,pa} Y Fo = {p1,- -, P}
Por la afirmacion, anterior se tiene que V(Fy U Fy, min{ej,e2}) es una banda en X, donde
FLUFy = {p1, ., Py 1 -oos P }-
Afirmacion: V(Fy U Fo,min{ey,e2}) C V(F1,€e1) NV (Fy, €2).
Sea (z,y) € V(F1 U Fy, min{e;, e2}).
Entonces:
pi(x,y) < min{e;,ea}, paratodoi =1,...,n.
p;(:c,y) < min{ey, e}, paratodoi =1,...,m.
Como min{ey, 2} < €1y min{e, ea} < €9 entonces:
pi(x,y) < €1, paratodoi =1,...,n.
p;(m‘,y) < €9, paratodoi=1,...,m.

Luego,
($,y) € V(Fhe?) y (‘T’y) € V(F2a€2)

En consecuencia, (z,y) € V(F1,€e1) NV (Fy, €2).

Ahora,sea FF € Pyd > 0.

Tome: 6y = g > 0. Luego, V(F,d9) € Vp.

Seakyg € Ny p1,...on € P CP(X).

Afirmacion: 2V (F, dy) C V(F, o).

Sea (z,y) € 2V (F,d0) = V(F, o) + V(F, do). Entonces, existe a € X tal que:

(x,a) € V(F7 50)7 ((Z,y) € V(F7 50)
Seai € {1,...n}. Luego,

vi(z,y) < @i(x,a) + pi(a,y), yaque p; es una pseudométrica en X
<046
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Siendo, i € {1,...n} arbitrario se obtiene que (z,y) € V(F, ).

Luego, por el Teorema[2.:4] Vp es base para una uniformidad en X. Ademads, la uniformidad es

dada por:

Wy, x ={U € Bx : existe V € Vptalque U C V'}

={U € Bx : existen ' C P finito y ¢ > 0tal que V(F,e) C U}, definicion de Vp.
3. Sea la uniformidad uniforme producto sobre X x X es dada por:
UWVP,XWVP,XaXXX = {U €Bxxx : existe V & WVp,X talque VV C U}

={U € Bxxx : existen ' C P finito y ¢ > 0 tal que V(F,¢)V(F,e) C U} Item 2.

4. Seape P CP(X),dondep: X x X — R.
Afirmacion: p es una pseudométrica uniforme.

Sear € R, se obtiene U, = {(z,y) e Rx R : |z —y| < r}.
0

Corolario 3.1. Sean X un conjunto, P C P(X), Wy, x la uniformidad sobre X que tiene como base

Vpy Z’{va X Wy x, X x X la uniformidad producto. Entonces:

1. La topologia sobre X inducida por Up x ( topologia uniforme ) es dada por:

TWVP,X,X ={U C X : para cada x € U existen F C P finito y € > 0 tal que

By (pe(z) CUU{0}.
2. Seanx € X, F C Pye > 0. Entonces:
Byre(r) ={y € X : p(z,y) <e,p€ F}
3. La topologia uniforme producto sobre X x X, es dada por:

={A C X x X : para cada (x,y) € A existen F' C P finito ye >0

mvayxva,X,Xxx,XXX

tal que By (p,¢)(z) X By () (y) C A}
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Demostracion. 1. Por hipotesis se tiene el espacio uniforme (X, Wy, x). Por el Teorema 2.1 se

obtiene la topologia uniforme sobre X, la cual es dada por:

Ty, x.x ={U C X : paracadaz € U existe V€ Wy, x parael cual By (z) C U} U {0}

={U C X : paracadax € U existen F' C P finito y € > 0 tal que

By (o (z) CULU{0}
Esta dltima igualdad, por el Item 2 del Teorema[3.2]
2. Se tiene que:

BV(F,E)(x) ={y e X : (z,y) e V(F,¢)}

={y € X : p(z,y) <e¢,p€ F}

3. Por hipotesis se tiene el espacio uniforme (X, Wy, x). Por el Item 4 de la Observacién se
obtiene la topologia uniforme producto sobre X x X la cual es dada por:
EWVP,XWVP,»XX}(’XXX ={A C X x X :paracada (z,y) € Aexiste V € Wy, x tal que

By (z) x By(y) c A} U{0}
={A C X x X :paracada (z,y) € Aexisten F' C P finito y

€ > 0tal que BV(F,e) (x) X BV(F,e) (y) C A}

Esta dltima igualdad por el Item 3 del Teorema [3.2}
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3.2 Existencia y unicidad de uniformidad en espacios

topologicos Hausdorff’s Compactos

En esta secidn se demostrara el objetivo principal de nuestro trabajo de Tesis. La existencia y unici-
dad de uniformidad en espacios topolgicos Hausdorff’s Compactos compactible con la topologia del

espacio.
Definicion 3.4. Sea (X, T') un espacio topoldgico.

1. Se define el conjunto de funciones continuas en (X, 7T ) como:

C(X,T):={f:(X,T) = R: f esuna funcion continua en (X,T)}.

2. Sea f € C(X,T) se define la f-pseudométrica o pseudométrica inducida por f sobre X como:

pf:XXX—>R

(,y) — pr(x,y) = |f(x) — f(y)|, para todo (x,y) € X x X.
3. Se define el conjunto de pseudométricas induzidas por funciones continuas en (X,7T) como
Pox ={ps: f € CX,T)}

Lema 3.1. Sea (X,T) un espacio topolégicoy f : (X, T) = R. Si f € C(X,T), entonces py €
P(X)

Demostracion. Sea z € X. Se tiene que:

pr(z,x) = |f(z) — f(x)] = [0] = 0.

Sea (z,y) € X x X. Luego,

pr(z,y) = 1f(x) = fW)| = [fy) — f(@)] = ps(y,x).
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Sea x,y,z € X. se tiene que:

pr(z,y) = f(z) = f(y)]

= |(f(z) = f(2)) = (f(2) = f(¥))]

<|f(z) = FR)+1f(z) = F(y)

= py(x,2) + ps(2,y)
Como se queria demostrar. O
El lema anterior muestra que:

PC(X,T) C 'P(X)

Definicion 3.5. Sea (X, T) un espacio topolégico, C(X,T) el espacio de funciones continua en
(X,T), G CC(X,T) finitoy € > 0. Se define el G — € conjunto:

Vo ={(z,y) €e X x X : |f(z) — f(y)| <€, paratodo f € G}.

Proposicicion 3.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico, C(X,T) el conjunto de funciones continuas en

(X,7T), Pcx,) €l conjunto de pseudométricas induzidas por funciones continuas en (X, T)ye>0.
1. Si F' C Pe(x,1) finito , entonces existe G C C(X,T) finito tal que V (F, €) = Vg .
2. SiG C C(X,T) finito, entonces existe Fg C Po(x 1) finito tal que Vg . = V (Fg, ).

Demostracion. 1. Por hipotesis ' C P¢(x,7) es finito. Entonces, existen p1, p2, - - - , pn, € Po(x,1)>

donde n = card(F) tales que
F = {p171027"‘ apn}

Por la definicién de Pc(x 1) se tiene que para cadal € {1;2;--- ;n} existe fi r € C(X,T) tal

que: p; = py, . Luego, se tiene que:

F=ApfpiPapr " 3 Phop}-
Ahora, tome G = {fi,r, for, - fur}. Asi, Gp C C(X,T).
Afirmacacion: V(F,€) C Vg, .
Sea (z,y) € V(F,e€).

Sea g € G'r. Entonces, existe iy € {1;2;--- ;n}talque g = f;, .
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Luego, se tiene que:

l9(z) — 9(W)| = |fiy.p(x) = fiy,r(y)], yaque g = fi, r
= Pfi,r (z,y), por definicién de Pfiyr

<€, yaque (z,y) € V(F,e).

Siendo g € G arbitrario, se concluye que (z,y) € Vg, .
Afirmacacion: Vg, . C V(F,¢).
Sea (z,y) € Vap.e

Sea p € F'. Luego, existe i, € {1;2;--- ;n} talque p = py,,- Por consiguiente:

p(z,y) = py, (€, y), yaque p = pyg,,
= |fi,(x) — fi,(y)|, por definicin de Pfi,

<€ yaque (z,y) € Vape.

2. Por hipotesis G C C(X, T) es finito. Entonces, existen f1 g, fa.c, - fm,c € C(X,T), donde
m = card(G) tales que: G = {f1,¢, fo.c, - fm,c}

Luego, tome

Fo=AprpciPpacr s Phnc)
Asi, Fg C PC(X,T)-

Afirmacacion: Vg . C V(Fg,e€).
Sea (z,y) € Vi,

Sea p € F. Luego, existe i, € {1;2;--- ;m} tal que p = pf;, - Por consiguiente:

p(x,y) = ps,, (T y), yaque p=py,
= |fi,,a(@) = fi,.a(y)|, por definicién de py,
<€, yaque (l’,y) € VG,e-
Siendo p € Fy arbitrario, se concluye que (z,y) € V(Fg,€). Afirmacacion: V(Fg,€) C Vg
Sea (z,y) € V(Fg,e€).

Sea h € G. Entonces, existe j, € {1;2;--- ;m} talque h = f;, .
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Luego, se tiene que:

[h(x) = h(y)| = |finc(@) = fi.cW)l, yaque h = fj, a
= py;, (@ y), por definicién de py,

<€ yaque (z,y) € V(Fg,e).

Siendo h € G arbitrario, se concluye que (z,y) € Vg .
O

Corolario 3.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico y Po(x, 1y C P(X) el conjunto de pseudométricas
induzidas por C(X,T). Entonces:

L Vpoxr ={Vee: G CCX,T) finitoy e > 0}.
2. WV?C(X,T)’X ={U € Bx : existen G C C(X,T) finito y € > 0 tal que Vi C U}.

Demostracion. 1. Por la definicion de Vp,, - x se tiene que:

)

VPC(X,T) ={V(F,e): F C PC(X,T) finito y € > 0}.

Afirmacion: Ve, C{Vg.e: G C C(X,T) finitoy € > 0}.

Sea A € Vp, - Entonces, existen F4 C Po(x,7) finitoy > 0 tal que A = V(Fa,¢). Por
el Item 1 de la Proposicién existe Gp, C C(X,T) finito tal que V(Fa,€) = Vg, En
consecuencia, A = Vg, .y porlo tanto A € {Vge: G C C(X,T) finito y € > 0}. Siendo

A € Vp,, y 7 arbitrario, se obtiene lo que se queria.
Afirmacion: {Vg,: G C C(X,T) finitoy € > 0} C Vp,, y ;-

Sea B € {Vg.: G C C(X,T) finitoy e > 0}. Entonces, existen Gp C C(X,T) finito y un
e > Otalque B = Vi, ¢, Por el Item 2 de la Proposicion[3.4existe F;,, C Pex,7) finito tal
que Vg, = V(Fap,€er). En consecuencia, B = V(Fg,,€ep) y por lo tanto B € VPexr-

Siendo B € {Vg,: G C C(X,T) finito y € > 0} arbitrario, se obtiene lo que se queria.

2. Dado que Po(x,7y C P(X), por el Item 2 del Teorema 3.2 se tiene que Vp, , -, es base de
la uniformidad WV?’C(X,T) x. Ademds, Vp -, C vamxm x( Item 3 del Teorema@ ).

Luego, por el Teorema[2.3]se tiene que:

S {UeBx : existe V € VPC(X,T)aX tal que V C U}.




3. Existencia y Unicidad de uniformidad en espacios topoldgicos Hausdorff’s compactos 55

Por el Item 1( Corolario[3.2]) se tiene que:
Veoxr =1V, G CC(X,T) finitoy € > 0}.

Afirmacion:

x C{U € By : existen G C C(X,7) finito y € > 0 tal que Vg C U}.

VPC(X,T)’
Sea M € vac(xm .x. Entonces, M € Bx y existe Vjy € Vpc(xj) tal que Vjy C M. Luego,
existe Gy,, C C(X,T) finito y ey,, > 0 tal que Vs = VG, ev,, - Luego, Vo, Cc M.

VM Vg

Como se queria mostrar.

Afirmacion:

{U €Bx : existen G C C(X,T) finito y e > Otalque Vo CU} C WVPC(X,T) X-
Sea N € {U € By : existen G C C(X,T) finito y € > 0 tal que Viz . C U}. Entonces, N €
Bx yexisten Gy C C(X,T) finito y ey > 0tal que Vg, C N, siendo Vi, € Vrexr-

Como se queria mostrar.

Por las dos afirmaciones anteriores, se obtiene lo que se se queria mostrar.

Mostraremos, una consecuencia mas de la Porposicion [3.4]

Corolario 3.3. Sea (X, T') un espacio topoldgico, C(X,T) conjunto de funciones continuas en (X, T)

y Pox, 1) € P(X) el conjunto de pseudométricas induzidas por C(X, T). Entonces:

WVPC(X T)’X’X ={U C X : para cada x € U existen G C C(X,T) finito y r > 0 tal que

By, (z) c U U{0}.
Demostracion. Como Pc(x, 1) C P(X), por el Item 1 del Corolario se tiene que:

Worg iy XX ={U C X : paracadax € U existen I' C Po(x,7) C P(X) finito y € > 0 tal que

By (pe(x) C U U{D}

Tome:
M ={U C X : paracadax € U existen G C C(X,T) finito y 7 > 0 tal que By, , (z) C U} U {0}

Afirmacion: TWVPC(X,T)’X’X cM
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SeaV € TWVPC(X,T)’ x,Xx - Entonces, para cada x € V existen F' C Pg(x,7) finito y r > 0 tal que
By (pr(x) C V. Luego, por el Item 1 de la Proposicién existe Gp C C(X,T) finito tal que
V(F,r) = VG, Luego, By, . C Vyporlotanto, V € M.

Afirmacion: M C TWVPC(x,n* <
Sea W € M. Entonces, para cada y € W existen G C C(X,T) finitoy 7 > 0 tal que By, (y) C W.
Luego, por el Item 2 de la Proposicién existe Fo C Pex,7) finito tal que Vi, = V(Fg,7).

Asi, By (r,»(y) C Wy por lo tanto, W € Tva «.,x . Consecuentemente, se obtiene lo que se
’ c(X,T)’

queria morstrar O

Ahora, se mostrard la siguiente Proposicién que permitira ver el comportamiento de la topologia indu-

cida por Pe(x 1)

Proposicicion 3.5. Sea (X, T) un espacio topolégico, C(X,T) espacio de funciones continuas en

(X,T), G CC(X,T) finito,e >0y x € X.

I. By, (x) = N [T (f(2) =€ f(z) + o).

feGq

2. BVG,e (ZE‘) eT.
Demostracion. 1.

Seay € By, (z) +— (z,y) < Vg, - - - definicién de By, ()

«— (2,y) € Va,e

«—— (y,x) € Vge--- yaque Vg € Bx

«— |f(y) — f(z)| <€ Vf e G- definicion de Vi

«— —e< f(y) — f(z) <€, Vf €G- propiedad del valor absoluto
> f@)—e< fly) < flz)+eVfeG

«— fly) € (f(x) —¢, f(xz)+¢€),Vf € G- definicién de intervalo
—ye fUf(x)—e f(z)+€),Yf €G- definicién de f~!

—ye [ (f@)—eflz)+e)

feq

2. Dado que G C C(X,T) es finito. Entonces, existen f1, fa,-- f, donde n = Card(Q) tales
que G ={f1, fo, - fn} ye>0.Paracadai € {1;2;--- ;n se tiene que

(fi(x) — €, fi(x) + €) es un abierto(intervalo) en R
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y siendo f; € C(X,T), es decir f; es continua en (X, 7) se obtiene que:

FTH(file) =€ filz) + ) €T

n
Esto a su vez, implica que () f; *(fi(z) — ¢, f;(x) + €) € T por ser una interseccién finita de
i=1
elementos( abiertos ) de 7. Ademds, se tiene que:

By () = ﬂ FH(f(@) — ¢ f(z) +¢)--- Porel Item 1( Proposici(’)n

feGq

= (/' (filz) — € filz) +¢) € T--- yaque G = {fu. fa, - fu}
=1

En consecuencia, By, (x) € T.

Como consecuencia de la Proposicién precedida, se tiene el siguiente Corolario.

Corolario 3.4. Sea (X, o) un espacio topolégico. Entonces:

Demostracion. Sea U € Ty, x,X - Entonces, por la definicién de Ty, , «,X se tiene que
’ C(X,0)’

C(X,o0)

U C X y ademas
para cada x € U existen G, C C(X, o) finito y r, > 0 tal que Bvg, .. (x) C U. (3.2)

Esto a su vez, implica que:

=t

uelU

C U By, ., (u)--- yaqueu € By, (u), paratodou € U

uelU
G, CC(X,0) finito
74 >0

C U --- yaque por la ecuacién(3,2By,, . (u) C U, paratodou € U

En consecuencia, U = | J By, ,, (u).
uelU
G, CC(X,0) finito
T, >0

Afirmacién: U € ¢.Paraw € U, G, C C(X,0) finito y r, > 0 por el Item 2 de la Proposicién [3.5]

se tiene que By, , (u) € 0. Esto a su vez, implica que U Bvg, .., (v) € o( por ser una unién
uelU
G CC(X,0) finito
T4, >0
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arbitraria de elementos de ¢ ) y en consecuencia U € o. Siendo U € Ty, «,Xx arbitrario se
C(X,0)’

obtiene lo que se queria mostrar. O

Corolario 3.5. Sea (X, o) un espacio topoldgico.

Si (X, 0) es un espacio topoldgico completamente regular, entonces:

W X = 0.
VPo(x,0) ™

Demostracion. Por la definicion de TWVPC(X,U) x,X se tiene que:

v, x={U C X : paracadax € U existen G C C(X, 0) finito y r, > 0 tal que By, (u) C U}U{0}.

VPo(X o)’
Por el Corolario@se tiene que TWVPC(X,G) xx Co.

Afirmacion: o C TWVPC(X,U>’X’X

Sea U € o. Entonces, X\U C X es cerrado en (X, o).

Seauw € U = X\(X\U).

Por hipotesis el espacio topoldgico (X, o) es completamente regular, entonces existe una funcién con-
tinua fr7,: X — [0, 1] tal que fy(X\U) C {1}y fuu(u) = 0.

Tome: G, = {fu.} C C(X,0) finito y r, =1 > 0.

Luego, se tiene que:
By, .. (u) = BV{fU,u}J (u) - -- por la definicién de G, y de 7,
={ye X:(y,u) € V{fu,u},l} -+ por la definicién de BV{fU,u},l(“)
={y e X :|fuuly) — fuu(u)|< 1}--- por la definicién de Vifgara
={y € X : |[fuu(y)|< 1} yaque fyu(u) =0
={y € X : fuu(y) <1} yaque fuu(y) € [0;1]
Esto a su vez, implica que By, . (v) C U ya que si fuera lo contrario existiria a € By, (z) tal
que a ¢ U. Esto ultimo, implicaria que a € X\U y asi fy,(a) = 1 ( Por la definicién de fi,, ). Lo

cual es asurdo yaque a € By, . (x)y por consiguiente a € X confy,(a) < 1. Asi, por el Corolario

|§| se obtiene que U € TWVPC(X s x siendo U arbitrario se obtiene lo que se queria mostar. O

Definicion 3.6. Sea (X, o) un espacio topoldgico y U una uniformidad sobre X.

U es compatible com o si Ty x = 0

Agora, se demostrara un Lema esencial para la prueba del Teorema principal.
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Lema 3.2. Sea (X, o) un espacio topolégico y W una uniformidad sobre X compatible con o.

Si (X, 0) es Hausdorff compacto, entonces B={V € Bx : V € T,o xxx} es base de W.

Demostracion. Seja W € B. Entonces, W € Bx y W € T xxx. Luego, A C W.
Ahora, como W es una uniformidad sobre X compatible con o, es decir, Ty, x = o entonces , por la

Proposicién [2.9se tiene que:
7Z-/fww,xxx,X><X = 7:m,X><X- (3.3)

Esto implica, que:
B ={VeW:V e Tomxxx}

Luego, BZ;VX C B (pues W C Bx ). Tambien por la Ecuacic’)n se tiene que:
BZ’VX = {V € W : V es un subconjunto cerrado en (X x X, 755 xxx)} (3.4)

donde, por el Item 4 del Teorema BZVX es base de WW. Ademds, por hipotesis, (X, o) es Hausdorff,
entonces, (X, Tz4, x ) es Hausdorff y en particular es 7. Luego, por el Corolario se tiene que

N Vv=A

veBly
Esto implica que
£ (| Vew (3.5)

veBly
Ademds, siendo (X, o) un espacio topoldgico compacto, entonces (X X X, 7o, xxx) € compacto.
Luego, para cada V € BZVX es un subcompacto en (X x X, 755 xxx) ( pues por la ecuacion

se tiene que V € W y V es un subconjunto cerrado en (X x X, 755 xxx) ). Asi, por la ecuacién

Ecuaciény por el Teorema se tiene que: existen Wy, Ws, --- W, € BZVX conn € N tales que

n
U D (W (3.6)
i=1
Como W; € Woparatodoi = 1,--- ,n (pues W; € BZVX, para todo ¢ = 1,--- ,n ), entonces

=1

() W; € W. Por esto dltimo, por la ecuacion y siendo W una uniformidad sobre X, se tiene que
U € W. Siendo U € B arbitrario, se muestra que B C BZVX. Luego:

B =B

Por el Item 3 del Teorema|3.1{se tiene que es base de BZ}}X. Asi, B es base de W O
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Ahora, se demostrara el Teorema Principal de nuestro trabajo de Tesis: Existencia y Unicidad de uni-

formidad en espacios topoldgicos Hausdorff’s compactos que es compatible con dichos espacios.

Teorema 3.3. Sea (X, o) un espacio topoldgico.

Si (X, o) es Hausdorff compacto, entonces existe una unica uniformidad compatible con o.

Demostracion. Afirmacion: Existe una uniformidad sobre X compatible com o.

Como por hipotesis (X, o) es un espacio topolégico Hausdorff compacto, entonces por el Corolario
se tiene que (X, o) es un espacio topoldgico completamente regular. Luego, por el Corolario|3.5ke
obtiene que

)

VPC(X,U) X
Es decir, la uniformidad WVPC(X X €s compatible con o.

Afirmacion: WVPC(X x es la Unica uniformidad sobre X compatible com o.

o)’

Supongamos, que existe otra uniformidad ¢/ sobre X compatible con o tal que U # WVPc<x oy X

Siendo (X, o) un espacio topoldgico Hausdorff compacto, por el Lema se tiene que
B={VeBx:VETrrxxx}

es base de {/ y tambien de WVPC(X )X Esto, implica que U = WVPC(X .x. Contradiciendo la

)
suposicion inicial. Mostrandose, el Teorema como se queria. O




Capitulo 4:

Conclusiones

= Siempre una uniformidad genera una topologia sobre un conjunto: topologia uniforme.

= Siempre una familia de pseudométricas sobre un conjunto induce una uniformidad sobre dicho

conjunto.
= Siempre un espacio topoldgico induce una familia de peudométricas sobre el espacio.

= Siempre la topologia uniforme: Topologia generada por la uniformidad la cual es a su vez indu-

cida por el espacio topologico, esta contenida en la topologia del espacio.

= Cada vez que la topologia del espacio sea completamente regular la topologia uniforme coincide

con la topologia del espacio dado.
= Para todo espacio topologico Hausdorff compacto, se “ concluye que:
* Existe una uniformidad tal que la topologia inducida por dicha uniformidad coincide con
la topologia del espacio dado, es decir es compatible con la topologia.

* Dicha uniformidad es dada por la uniformidad inducida por la familia de pseudométricas

generada por el espacio dado.

* Launiformidad obtenida, es la unica uniformidad compatible con la topologia del espacio.



Capitulo 5:

Sugerencias

Para estudios posteriores se sugiere tener en cuenta las siguientes interrogantes:

1. ¢(El espacio topoldgico es completamente regular, si la topologia inducida por la unifor-
midad que es generada por la familia de pseudométricas generada por el espacio coincide

con la topologia del espacio? completamente regular?

2. (El espacio topologico es Hausdorff compacto si existe una unica uniformidad compatible

con la topologia del espacio?

3. ( La compacidad y propiedad de Hausdorff sobre un espacio topologico siempre esta
relacionado con la existencia y unicidad de uniformidad compatible con la topologia del

espacio?

4. ;Que condiciones ademas de la compacidad, deberia tener un espacio Hausdorrf para que

admita y sea unica la uniformidad compatible con la topologia?

5. (Que condiciones ademas de Hausdorrf, deberia tener un espacio comapacto para que

admita y se unica la uniformida compatible con la topologia?

6. En el caso de la topologia inducida por la familia de pseumetricas generada por el espacio,
(Cuales deberian ser las condiciones necesarias y/o suficientes para que esa topologia

coincida con la topologia del espacio?

7. (Se pueden contabilizar las uniformidades compatibles con la topologia de un espacio?
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