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RESUMEN

El objetivo central de esta investigacién fue determinar las condiciones que debe cumplir
un operador perturbador P para que, al sumarse a un generador A de un semigrupo fuerte-
mente continuo de clase Cy en un espacio de Banach, el operador resultante A 4+ P continte
generando un semigrupo de la misma clase.

Para alcanzar dicho propdsito, se revisaron los fundamentos de los semigrupos de operadores
y sus generadores, con especial énfasis en el teorema de Hille—Yosida, el resolvente y las
técnicas de interpolacién y extrapolacién de espacios. Posteriormente, se abordé la teoria
de perturbaciones como herramienta principal para analizar la estabilidad de los semigrupos
frente a modificaciones controladas en su generador.

Los resultados obtenidos evidencian que, bajo la condiciéon de que P sea lineal y acotado,
el operador perturbado A + P mantiene las propiedades esenciales del generador original,
asegurando asi la existencia de un semigrupo fuertemente continuo.

A partir de estos hallazgos, se concluye que la teoria de perturbaciones confirma la hipdtesis
planteada y cumple con los objetivos propuestos, validando que los semigrupos de clase Cy
conservan su estructura bajo perturbaciones bien definidas.

En conjunto, el trabajo ofrece un marco sélido para el andlisis de ecuaciones diferenciales
abstractas, aportando bases tedricas que fortalecen la comprension de la estabilidad, regula-
ridad y continuidad de sistemas dinamicos en diferentes dmbitos de la matematica aplicada
y las ciencias afines.

Palabras Clave: Semigrupos fuertemente continuos; Generadores infinitesimales; Resol-
vente; Teorema de Hille-Yosida; Teoria de perturbaciones; Espacios de Banach; Ecuaciones
diferenciales abstractas.



ABSTRACT

The main objective of this research was to identify the conditions under which a pertur-
bation operator P, when added to a generator A of a strongly continuous semigroup of class
C)y in a Banach space, ensures that the perturbed operator A + P still generates a semigroup
of the same class.

To address this purpose, the study examines the foundations of operator semigroups and
their generators, with emphasis on the Hille=Yosida theorem, the resolvent, and the role of
interpolation and extrapolation of spaces. Special attention is given to perturbation theory as
the main framework for analyzing the stability of semigroups under controlled modifications
of their generators.

The results show that, whenever P is a bounded linear operator, the perturbed operator
A+ P preserves the essential properties of the original generator, thereby guaranteeing the
existence of a strongly continuous semigroup.

Based on these findings, it is concluded that perturbation theory validates the initial hypothe-
sis and meets the proposed objectives, confirming that Cy-semigroups remain structurally
stable under appropriate perturbations.

Overall, this research provides a solid framework for the study of abstract differential equa-
tions, offering theoretical tools that enhance the understanding of stability, regularity, and
continuity in dynamical systems across mathematics and applied sciences.

Keywords: Strongly continuous semigroups; Infinitesimal generators; Resolvent; Hille-Yosida
theorem; Perturbation theory; Banach spaces; Abstract differential equations.



INTRODUCCION

La teoria de los semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales en espacios de
Banach, también conocidos como semigrupos de operadores, ha adquirido un papel funda-
mental en multiples areas del analisis matematico contemporaneo. Desde su concepcién en
1948 con el teorema de generacién de Hille-Yosida, y su punto algido con la publicacion
en 1957 de “Semigroups and Functional Analysis”por E. Hille y R. S. Phillips, estos semi-
grupos han evolucionado para convertirse en herramientas imprescindibles en la resolucion
de ecuaciones integro-diferenciales y ecuaciones diferenciales funcionales. Su aplicabilidad se
extiende también a disciplinas como la mecanica cudntica y la teoria de control de sistemas
de dimensiones infinitas.

En la obra de Engel y Nagel (One-Parameter Semigroups por Linear Evolution Equations,
1999), se desarrollan técnicas que posibilitan la construccién de un semigrupo en un espacio
de Banach apropiado, preservando la continuidad fuerte en una topologia adecuada, incluso
cuando, inicialmente, solo se cuenta con propiedades de regularidad més tenues. Esta contri-
bucién adquiere una significativa relevancia en el contexto de diversas ecuaciones especificas,
donde la continuidad fuerte en el espacio de Banach resulta crucial. Las técnicas propuestas
en este trabajo ofrecen un marco metodoldgico valioso para superar limitaciones iniciales
de regularidad y establecer propiedades fundamentales en la evolucion temporal de sistemas
descritos por ecuaciones especificas en espacios de Banach.

La teoria de la perturbacién se ocupa del estudio de como pequenas variaciones en las condi-
ciones iniciales o parametros de un modelo pueden afectar al comportamiento de un sistema.
La teoria de perturbaciones es de gran relevancia en las matematicas, fisica y las ciencias
aplicadas, ya que ofrece herramientas poderosas para entender y predecir el comportamiento
de una amplia gama de sistemas complejos en diversos campos de estudios.

Esta teoria fue desarrollada por Rayleigh y Schrodinger. Fue Rayleigh quien contribuyé
significativamente en este campo al presentar una férmula que permite calcular las frecuencias
y modos naturales de un sistema vibratorio que se desvia ligeramente de un sistema simple,
cuya solucién ya ha sido determinada. Este enfoque proporciona una herramienta valiosa para
comprender y analizar sistemas dinamicos que muestran desviaciones respecto a condiciones
ideales, permitiendo asi la evaluacion precisa de las caracteristicas vibracionales en casos de
perturbaciones leves en el sistema subyacente.

La teoria de las perturbaciones en términos de semigrupos definidos en espacios de Banach,
proporciona una estructura matematica rica que permite estudiar de manera rigurosa la evo-
lucion temporal de los sistemas, asi como analizar el comportamiento de las perturbaciones
en términos de propiedades de ordenamiento y convergencia.



Kato establece un marco matematico de notable relevancia al introducir la teoria de pertur-
baciones en operadores lineales acotados y semigrupos de operadores. Este enfoque se basa en
los principios fundamentales del andlisis funcional, asi como en los pilares del algebra lineal
y del analisis real y complejo. La obra Perturbation Theory for Linear Operators de Kato
proporciona un fundamento sélido y riguroso para abordar problemas de perturbacion en el
contexto de operadores lineales acotados, aprovechando lo comtn y la sinergia de diversas
disciplinas matematicas (Kato, 1980).

Debido a lo mencionado anteriormente se formula el problema de investigacién. Sea A el
generador de un semigrupo fuertemente continuo de clase Cy definido en un espacio de
Banach X. ;Qué condiciones debe tener el operador P para que el operador perturbado
A+ P siga generando un semigrupo fuertemente continuo de Cy?.

Para abordar el problema de investigacion se considera la hipdtesis a determinar: Sea el
operador perturbacién P, lineal y acotado definido sobre un espacio de Banach X. Bajo
estas condiciones, si A es el generador de un semigrupo fuertemente continuo de clase Cjy
entonces A + P genera un semigrupo fuertemente continuo de clase Cj.

La presente investigacion tiene como objetivo general determinar las condiciones del opera-
dor perturbacién P, que garanticen que el operador perturbado A + P genere un semigrupo
fuertemente continuo de clase Cy y como objetivos especificos, analizar teoremas de semi-
grupos fuertemente continuo de clase Cj y caracterizar el operador perturbaciéon P de tal
manera que el operador perturbado A + P genere un semigrupo fuertemente continuo de
clase (Y.



1 DISENO TEORICO

1.1. Antecedentes

En cuanto al trabajo actual, se han utilizado libros y algunos trabajos relacionados con
nuestra investigacion, que permiten comprobar y verificar los resultados tras el andlisis y
procesamiento de la informacién.

Alvarez & Peypouquet (2023), presentaron una exposicién introductoria de la teoria con-
cerniente a los semigrupos de operadores acotados en espacios de Banach, abordando de
manera exhaustiva las definiciones fundamentales y las propiedades inherentes a los opera-
dores lineales en dicho contexto matemadtico. Ademads, su andlisis se adentra en el estudio
de los semigrupos uniformemente continuos, asi como en las caracteristicas esenciales de los
generadores infinitesimales vinculados a estos semigrupos.

Amosov & Baitenov (2022), trabajaron una ecuacién integral que generaliza la férmula de
variacién de parametros en el marco de la teoria de perturbaciones de semigrupos, se procede
a definir la perturbacién mediante la introduccion de una medida valorada por el operador
que cumple con ciertas propiedades especiales asociadas al semigrupo inicial, la construccién
analizada conlleva a la generacion de otro semigrupo, se realiza una descripcion exhaustiva de
un generador de la perturbacion, demostrando que su dominio puede experimentar cambios.
Ademas, se proporciona una caracterizacion parcial de las medidas que posibilitan la pro-
duccién de la perturbacion, ofreciendo asi una comprensién méas profunda de las condiciones
y propiedades involucradas en la generalizacion de las férmulas de variacion de parametros
en el marco de la teoria de perturbaciones de semigrupos.

Amosov (2021), estudié las perturbaciones de los semigrupos dindmicos en el algebra de
todos los operadores acotados en un espacio de Hilbert generado por medidas covariantes
completamente positivas en el semieje. La construccién de estas perturbaciones se fundamen-
ta en perturbaciones lineales ilimitadas de los generadores de los semigrupos preadjuntos en
el espacio de operadores nucleares. Como una aplicacién especifica, se desarrolla una pertur-
bacién del semigrupo de endomorfismo no unitario en el algebra de relaciones candnicas de
anticonmutacién, lo que da como resultado un flujo de cambio.

Amosov & Baitenov (2021), analizaron un escenario especifico de perturbaciones en el semi-
grupo de desplazamiento en el semieje, este analisis implica la modificacién del dominio de
su generador al considerar una perturbacion de rango uno, definida por una funciéon expo-
nencial, se demostré que la perturbacion del generador genera un semigrupo. En el estudio
se establece un criterio determinante para la isometria y la contractividad del semigrupo



perturbado, se abordé de manera exhaustiva el desafio de construir una medida valorada en
operadores que caracterice la ecuacion integral relacionando el semigrupo perturbado con el
original. Cuando es posible, se determina explicitamente la existencia de esta medida, desta-
cando su definicién no unica. Ademas, se investiga la viabilidad de seleccionar una medida
valorada en operadores con valores en el conjunto de operadores autoadjuntos y positivos.
Este enfoque amplio y detallado ofrece una comprensién profunda de las implicaciones y
caracteristicas asociadas con las perturbaciones consideradas en el contexto del semigrupo
de desplazamiento.

Erkursun Ozcan & Mukhamedov (2020), en el transcurso de esta investigacién, se aborda la
estimacion de la estabilidad y perturbacién en semigrupos de Markov ubicados en espacios
de estado abstractos. La metodologia adoptada se fundamenta en el uso del coeficiente de
ergodicidad de Dobrushin como herramienta central de analisis. Como resultado de este
andlisis, se establece una relacién lineal entre la estabilidad intrinseca del semigrupo y la
sensibilidad de su punto fijo frente a perturbaciones. El foco principal de este estudio reside en
garantizar condiciones de la perturbacion y comprender la accién de estas perturbaciones en
semigrupos, especialmente aquellos definidos en contextos de espacios de estado abstractos,
con un énfasis particular en espacios de Banach ordenados, proporcionando asi una base
solida para futuras investigaciones en esta tematica.

Aguado Lopez et al (2020), presentaron una demostraciéon del teorema de Hille-Yosida, que
caracteriza los generadores de los semigrupos Cy de operadores lineales sobre espacio de Ba-
nach. Este resultado contribuy?é el analisis de teoremas de semigrupo de clase Cj.

Habiéndose encontrado pocas referencias en el ambito académico referentes al tema, se
decidi6 agregar antecedentes con una antigiiedad mayor a cinco anos.

Adler et al (2014), realizaron un estudio sobre semigrupos de operadores, su propésito con-
sistio en derivar teoremas acerca de perturbaciones para el generador de dicho semigrupo.
El estudio planted y verificé un resultado, evitando el uso de conceptos especificos como los
sistemas lineales abstractos.

Aiena et al (2001), en su investigacién abordan el tema de semigrupos de operadores, entre
estos se destacan los operadores semi-Fredholm ¢+ y ¢—, asi como los operadores taube-
rianos introducidos por Kalton y Wilansky. La teoria de ideales de operadores adopté un
enfoque que difiere de la exploracion de las propiedades intrinsecas de los espacios de Ba-
nach, centrandose en su lugar, en el andlisis de las propiedades de los operadores que actian
entre estos espacios. Es esencial destacar que el propdsito de la teoria de semigrupos guarda
similitud con la teoria de ideales de operadores, este enfoque ofrece una perspectiva distinta
para explorar las relaciones entre los operadores y sus impactos en los espacios de Banach,
proporcionando asi una base conceptual solida para analizar y caracterizar dichos espacios
en funcién de las propiedades especificas de los operadores que los conectan.



1.2. Base Teoérica

Para desarrollar este proyecto necesitamos tener conocimiento:
Teoria de semigrupos.

En matematicas, los semigrupos son estructuras algebraicas fundamentales que consisten
en un conjunto no vacio cerrado bajo una operacion binaria asociativa. Esta propiedad
asegura que el resultado de combinar dos elementos del semigrupo también pertenece al
mismo conjunto, permitiendo asi modelar sistemas con reglas internas de combinacién. Los
semigrupos surgen de manera natural en la generalizacion de grupos, eliminando la necesidad
de elementos inversos o identidad, lo que los convierte en herramientas versatiles para estudiar
fenomenos algebraicos en los que no se requiere una estructura completamente simétrica.
El interés por los semigrupos ha crecido debido a su capacidad para capturar patrones y
relaciones en contextos tan diversos como la combinatoria y la topologia (Clifford y Preston,
1961).

El desarrollo de la teoria de semigrupos ha sido impulsado por sus aplicaciones en areas
como la teoria de autématas, el andlisis funcional y la matematica discreta. Por ejemplo,
en la informética tedrica, los semigrupos se utilizan para describir el comportamiento de
maquinas finitas y lenguajes formales, mientras que, en el andlisis, se estudian los semigru-
pos de operadores para modelar la evolucion temporal de sistemas dinamicos. Matematicos
como Alfred H. Clifford y Gordon Preston contribuyeron significativamente al establecimien-
to de los fundamentos de esta disciplina, brindando herramientas para explorar estructuras
algebraicas mas complejas y sus aplicaciones practicas. Estos avances continiian siendo rele-
vantes tanto en investigaciones puramente tedricas como en problemas aplicados (Clifford y
Preston, 1961).

Teoria de perturbaciones.

La teoria de perturbaciones es un conjunto de técnicas matematicas utilizadas para aproximar
las soluciones de un problema complejo partiendo de un problema maéas simple al que se le
introduce una pequena modificacién o “perturbacién . Este enfoque es particularmente 1til
cuando las soluciones exactas del problema original son dificiles o imposibles de obtener, pero
el problema puede modelarse como una variaciéon de un sistema conocido (Hinch, 1991).

La teoria de perturbaciones es un conjunto de métodos matematicos que permiten obtener
soluciones aproximadas a problemas que no pueden resolverse exactamente, partiendo de la
solucién de un problema mas simple y anadiendo una pequena perturbacién. Este enfoque es
ampliamente utilizado en diversas ramas de la fisica y las matematicas para analizar sistemas
complejos mediante la introduccién de parametros pequenos que representan desviaciones
respecto a un sistema idealizado (Bender y Orszag, 1999).

1.3. Definiciones de Términos y Conceptos

Las siguientes definiciones fueron obtenidas de los siguientes libros: (Engel & Nagel, A
Short Course on Operator Semigroups, 2005), (Amosov & Baitenov, On Perturbations of



C0-Semigroups in Banach Spaces Generated by Operator-Valued Measures, 2022) y (Adler,
Bombieri, & Jochen Engel, 2014).

Definicién 1. (Operador Lineal). Sea D un subespacio vectorial de X. Una funcién A :
D —'Y es un operador lineal o simplemente un operador,de X enY. Si D es denso en X y
A es lineal.

Definicién 2. (Semigrupo de Operador Acotado). Sea X un espacio de Banach. Dada una
funcion (T'(t)i>0) C B(X) es un semigrupo de operadores sobre X si cumple las siguientes
condiciones:

Tt+s) = THT(s), Vt,s >0

(1.1)
T(0) = I

Definicién 3. (Semigrupo Fuertemente continuo de clase Cy). Un semigrupo (T'(t))i>o de

operadores acotados es fuertemente continuo o Cy-semigrupo. Si Vx € X se tiene que:
lim T'(t) = x.

t—0+

Definicién 4. (Perturbacion). Sea A el generador de un semigrupo clase Cy de operadores
lineales acotados. La perturbacion se produce cuando se hace una pequena variacion en el
operador A, es decir, se considera, A+eB donde € es un pequeno pardmetro y eB el operador
perturbacion.



2 DISENO METODOLOGICO

2.1. Diseno de Contrastacion de Hipdtesis

Para la contrastacion de Hipodtesis se utilizo la base tedrica relacionados al tema. Se
realizd una revision bibliografica de libros especializados y base de datos como Scopus, Web
Ofscience y Google académico.

2.2. Poblacion y Muestra

Por ser un trabajo de tipo descriptivo no habra poblacién y muestra.

2.3. Técnicas, Instrumentos, Equipos y Materiales

2.3.1. Meétodos

El diseno de la investigacién es no experimental y de tipo descriptivo; el método predo-
minante del trabajo consiste en el método analitico, de andlisis y de sintesis, las unidades
de analisis estan constituidas por las definiciones, teoremas, y ejemplos que son analizados y
ejemplificados, las mismas que han sido seleccionados de los textos y materiales bibliograficos
especializados.

2.3.2. Materiales

Se ha realizado una revision y anélisis de bibliografia especializada en el tema tales como,
texto, articulos cientificos y libro relacionadas con perturbaciones en semigrupos de clase
Cp. Los medios empleados para este propoésito consistieron en bibliotecas fisicas y virtuales
haciendo uso de internet, el cual en la actualidad se considera una herramienta tecnolégica
indispensable en el conocimiento cientifico.

2.3.3. Técnica

Revision Documental, el presente trabajo no hard uso de instrumentos como encuesta,
entrevista.



2.3.4. Tipo de Investigacion

Tipo: Bésica descriptivo — no experimental.
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3 RESULTADOS Y DISCUSION

3.1. Semigrupos fuertemente continuos

En el estudio de la evolucién de sistemas dinamicos en espacios de Banach, se establece el
concepto de semigrupo de operadores lineales acotados, el cual describe la estructura alge-
braica que debe cumplir una familia de operadores. Sin embargo, con el propdsito de abordar
de manera rigurosa aspectos de naturaleza analitica, fortalecemos esta nocién mediante la
incorporacién de la continuidad fuerte, dando lugar asi al concepto de semigrupo fuertemente
continuo. En lo que sigue, se presentan ambas definiciones junto con una breve explicacion
de la relacién que existe entre ellas.

Definicién 5. Una familia (T(t)):>0 de operadores lineales acotados en un espacio X de
Banach se denomina semigrupo si cumple las siguientes condiciones:

Tt+s) = THT(s), Vi, s >0
(3.1)
TO) = I

La definiciéon 5 determina la estructura algebraica que define a un semigrupo de operadores,
la cual se complementa con una propiedad de tipo topoldgico. Esta incorporacion permite
analizar la continuidad de las trayectorias. De este modo, se llega a la nocién de semigrupo
fuertemente continuo, cuya definicion se presenta a continuacion.

Definicién 6. La familia T'(t);>0 es un semigrupo fuertemente continuo si es un semigrupo
y para cada x € X la aplicacion

& Ry — X
(3.2)
t = &) =Tz

es continua.

La definicion 6 es equivalente a
t— T(t)

donde la aplicacion es continua con la topologia fuerte del operador, es decir

| Tz —Tz| — 0, Ve e X.

11
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Observaciones 1. Un semigrupo fuertemente continuo es conocido semigrupo Cy.

Teorema 1. Sea X un espacio de Banach y F: K C R — L(X) una aplicacion definida en
un compacto K. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) F es continua para la topologia fuerte del operador; es decir, las aplicaciones
K — X
t - F(t)z
es continua para todo x € X.

(ii) F es uniformemente acotada en K, y la aplicacion
K — X

t - F(t)z

es continua para todo x en algin subconjunto denso D en X.

(iii) F' es continua para la topologia de convergencia uniforme en subconjuntos compactos
de X ; es decir, la aplicacion

Kx(C — X

(t,z) — F(t)x

es uniformente continua para todo conjunto compacto C' en X.

Demostracién. La equivalencia entre (i) y (ii), se obtendra. Si para todo x € X la
aplicacién t — F(t)x es continua en K, entonces, para cada x fijo, la familia {F(t)z : t €
K} es compacta en X y, en particular, acotada. Por el Principio de Acotacién Uniforme
(Banach—Steinhaus) aplicado a la familia {F'(t) : t € K} C L(X), se obtiene

M = sup||F(t)]] < oc.
tek

Ademaés, la continuidad de t — F(t)x para cada z € X ya estd asumida en (i). Por tanto,
se cumple (ii).

Veamos ahora que (ii) = (iii). Supongamos ahora que existe M = sup,c [|[F(f)|| < ooy
que, para todo x € X, t — F(t)x es continua en K. Sea C' C X compacto. Queremos ver
que la aplicacién

t— F(t)|c

es uniformemente continua (para la norma del supremo en C). Fijemos ¢ > 0 y definamos
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Como C' es compacto, existe una familia finita x4, ..., x,, € C tal que

C C U(xj—i-rU),

j=1

donde U es la bola unitaria de X. Para cada j = 1,...,m, la funcién ¢t — F(t)z; es continua
en el compacto K; por lo tanto, es uniformemente continua. Existe, pues, d; > 0 tal que, si
|t — s| < ;, entonces

|F@); = F(s)jll < 5.

Sea ahora
d = min{dy,...,0n}.

Sean t,s € K con [t — s| < 0 y un punto arbitrario € C. Por la cobertura, existe j tal que
|z — z;|| < r. Entonces:

[F()z = F(s)z|| < [[F()(x =zl + [|F(s)(z = z))l| + [[F(t)x; — F(s)as]

19
< Mljz =zl + Mljz — 2]l + 3
19 9 19
<2M — = 2M . . — — = e.
= 7“+2 4M+2 €

Tomando supremo en x € C', concluimos

sup [ F(H)e — F(s)el < e,
zeC

lo que prueba la uniformidad de la continuidad de t — F(t)|c. Queda demostrado (iii).
Veamos ahora que (iii) = (i). Sea © € X y considere el compacto C' := {z}. Por (iii), la
aplicacion

t— F(t)|c
es uniformemente continua, esto implica que

t— F(t)x

es continua en K para todo x € X. Por lo tanto, se cumple (i).

Teorema 2. Sea un semigrupo (T(t))i>0 en un espacio X de Banach. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(1) (T'(t))i>0 es fuertemente continua.

(ii) lm T'(t)x =z, para todo x € X.
t—0+

(iii) Ewiste 6 > 0, M > 1, y un subconjunto denso D C X tal que

(@) IT®)| < M para todo t € [0, 0].
(b) lim T'(t)x =z, para todo x € D.
t—0+
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Demostracién. Comenzamos con la implicacién (iii) = (ii), que es inmediata. En efecto,
si z € D, por hipdtesis se cumple h’rI}r T(t)x =z, como D es densoen X y || T(¢)|| < Me*", se
t—0

puede extender este limite a todo X utilizando la continuidad en la norma. De esta manera,
obtenemos (ii).

(ii) = (i). Sea x € X y consideremos una sucesion (t,) en R tal que t,, — ¢t > 0. Queremos
mostrar que 7'(t, )z — T(t)z. Primero observemos que, si t = 0, la afirmacion es precisamente
la condicién de (ii). Supongamos ahora t > 0. Escribimos

T(ty)x — Ttz = TE)(T(t, —t)z — x),

para n suficientemente grande (de modo que ¢, > t). Por hipétesis, Hm+ T(s)x = x, lo que
s—0

implica que T'(t,, — t)x — z. Dado que T'(t) es lineal y acotado, se concluye

lim T'(t,)x =T(t)x.

n—o0

Por lo tanto, (T'(t)):>0 es fuertemente continuo y queda demostrada (i).

(i) = (ii). Si (T'(¢) )0 es fuertemente continuo, en particular ¢ — 7'(¢)x es continua en £ = 0
para cada x € X. Esto implica directamente que

lim T'(t)x =T(0)x = x.

t—0t
Como hemos establecido que (iii) = (ii), (ii) = (i) y (i) = (ii). Por lo tanto, las tres
condiciones (i), (ii) y (iii) son equivalentes.

Cabe destacar que, en muchos casos, la acotacién uniforme de los operadores T'(t) para t €
[0, ¢o] resulta evidente, lo cual permite establecer la fuerte continuidad verificando unicamente
la continuidad (por la derecha) de las 6rbitas &, en ¢t = 0 para un conjunto denso de elementos
“adecuados” = € X.

Esta observacién sera util para los resultados que presentaremos mas adelante. En efecto,
para un semigrupo fuertemente continuo (7'(t)):>o, las érbitas finitas

(T(t)z : t € [0,4]}

constituyen imagenes continuas de un intervalo compacto, resultando asi compactas y, por
tanto, acotadas para cada x € X. Aplicando el principio de acotacion uniforme, se deduce
que todo semigrupo fuertemente continuo estd uniformemente acotado en cada intervalo
compacto, lo que implica acotaciéon exponencial en R .

Este hecho nos servirda de base para demostrar el siguiente teorema, que formaliza rigu-
rosamente la relacion entre la fuerte continuidad y la acotacién uniforme de los semigrupos.

Teorema 3. Sea (T'(t))i>0 un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales aco-
tados sobre un espacio de Banach X. Entonces existen constantes M > 1 y w € R tales
que

T ()] < Me** para todo t > 0. (3.3)
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Demostracién. Sea t > 0 arbitrario. Escribamos t =n+sconn = [t] e Ny s € [0,1).
Usando la propiedad de semigrupo obtenemos

Tt)=T(n+s)=T1)"T(s).
Tomando norma y usando la cota ||T'(s)|| < a (pues s € [0,1]) se tiene
TN < TN IT () < alT]"

A continuacion definimos una constante base 5 > 1 que facilite convertir la potencia entera

en una exponencial en t. Concretamente, tomamos
f = max{L[[T(1)]], a},
Por definicién g > 1, y ademés ||T(s)|| < a < Sy [|[T(1)]] < B. Usando estas desigualdades,
1T < allTM)|" < BB"=p""

Comon=[t] <ty f>1,lafuncién s — (* es creciente en s, por lo que

/Bn—l-l S Bt+1 — Be(lnﬁ)t‘

Por tanto, poniendo
M= y w=Inp,

obtenemos la cota buscada:

|1T(t)|| < Me** para todo t > 0.

Observemos, ademas, que el infimo de todos los exponentes w para los cuales se verifica una
estimacion del tipo
IT()|| < Me*', >0,

resulta de especial importancia en el estudio de un semigrupo fuertemente continuo dado.
Por tal motivo, se introduce la siguiente definicion, que permitira referirnos a este valor de
manera precisa en lo que sigue.

Definicién 7. Sea un semigrupo fuertemente continuo 7 = (T'(t)),»

(1) wo es una cota superior del semigrupo si

wo = wo(7) = Inf {w € R: existe M, > 1, entonces ||T(t)|| < M, -e“*, Vit >0}

(ii) 7 es acotado si w =0 en la expresion (3.3), es decir

@I < M.

(iii) Semigrupo T es contractible siw =0y M =1 en (3.3).
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(iv) El semigrupo T es Isométrico si cumple la condicion ||T(t)x|| = ||z||,Vt >0 y z € X.
Ahora analizamos sistemas de dimensién finita. Sea X = C" y sea M,,(C) el espacio vectorial
de todas las matrices complejas de dimensién n X n.

Teorema 4. Para toda A € M,(C) yt >0, la serie de potencia definida por

2tk Ak
et = 5 (3.4)
k=0 )

converge absolutamente, y la aplicacion

R, — M,(C)
t — et
es continuo y satisface:
6(t—i—s)A 6tAesA7 \v/t7 s>0
(3.5)
=17
o Lk || Ak
2 . tm ]| A"
Demostracion. La serie Z i converge, se puede demostrar, en cuanto al pro-
k=0 ’

ducto de Cauchy de series escalares, que

(&

0 Lk Ak Ok Ak

tA.esA B t A ZS A
k! k!

k=0

n!
n=0
— e(tJFS)A
oA = 0 A*
e = o =1
n=0 ’

por otro lado, t — €' es continua, de (3.5)

t+h)A __ tA tA  _hA tA

6( € = €7 € — €

— etA<ehA _ [)



17
para todo t,h € R, y }lll'rr(l) e" = I . Esto se obtiene de la estimacién
_)

2 hE Ak
2

n=0

e~ 1)) =

k
Z LAY _ o

Este resultado es fundamental en el estudio de la teoria de sistemas lineales, debido a que
proporciona una definicion rigurosa de la exponencial de una matriz mediante una serie de
potencias. La convergencia absoluta asegura la validez de la definicion, mientras que las
propiedades funcionales descritas reflejan una analogia directa con la exponencial escalar,
preservando la estructura algebraica esencial para el tratamiento analitico de soluciones de
sistemas diferenciales lineales en espacios vectoriales de dimensién finita.

Ejemplo 1. (i) El semigrupo generado por una matriz diagonal A = diag(as, ....,a,) viene
dado por

= diag(e'™, ..., e!").

(ii) Si A es un blogue de Jordan k x k

A1 0 0
0o X 1
A= 0 (3.6)
1
0 0 A

kxk
con valor propio A € C .
Descomponga A en una suma A = D+ N donde D = \I. Entonces la k_esima potencia
de N es cero, y la serie de potencias (3.4) (con A reemplazado por N) se convierte
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t2 tk—l
1t —
2 (k—1)!
tk—?
0o 1 ¢
(k—2)!
M= : (3.7)
t
0 --- oo 0 1 ok
Como D y N conmutan, entonces
elA — ptAptN

Teorema 5. Sea B € M,(C) y tome una matriz invertible S € M,(C). Entonces el semi-
grupo generado por la matriz A = S™1BS viene dado por

et = ST1BIBS.
Demostracién. Dado: A* = S~1.B*.S para todo k € N y porque S, S~! son operadores
continuos, se obtiene
=Ltk AP
k!

tA

k=0
=tk 5-1. Bk S
Z k!

k=0

>tk Bk
_ —1
- S (Z o >S

k=0

= S71elBS.

Este teorema se refiere a que matrices similares (para la definicién de similitud) generan
semigrupos similares. Porque sabemos que cualquier matriz compleja n X n es similar a una
suma directa de bloques de Jordan, concluimos que cualquier semigrupo matricial es similar
a una suma directa de semigrupos.
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3.2. Semigrupos de operadores uniformemente conti-
nuos

Dado un conjunto de operadores (7'(t)):>o definidos en un espacio de Banach de dimensién

infinita X, el mapeo t — T(t) € L(X) es continuo con respecto a la norma del operador.

Considere el operador acotado A € L(X) y procedemos con un razonamiento similar al
presentado en la seccién anterior.

Definicién 8. Para todo A € L(X) definimos

A"
etd = Z para todo t > 0. (3.8)

n!
n=0

Dado que e4 sea un operador acotado bien definido en X y por completitud de X se garantiza
la convergencia de la serie de potencias que define la exponencial del operador.

Teorema 6. Sea A € L(X) define (e");>q por la ecuacion (3.8). Entonces se cumplen las
siguientes propiedades.

(i) (e");>0 es un semigrupo en X tal que
Ry = (LX) 01D

t — €

es continua.
(ii) la funcion
Ry — (LX), 11D

t — T(t)=e4

es diferenciable y satisface la ecuacion diferencial

d
y —T(t) = AT(t), vt > 0,
t (3.9)
T(0) = I
inversamente, toda funcion diferenciable T(-) : Ry — (L£(X),]| - ||) que satisface la

ecuacion (3.8) ya tiene la forma T(t) = ' para A =T(0) € L(X).

Demostracién. Probaremos que 7T'(-) satisface (3.8), porque la ecuacién funcional (3.5)
implica
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T(t + h) _ T(t) 6(t+h)A _ 6t(A) 6tAehA o 6tA
h N h h
etA<ehA _ 1) ehA — 7 A
_= = A
h h
T(h)—1
= T(t
1)
para todo t,h € R, se debe probar
T(h)—1 T(h)—1
lim () :AzlimHL—AH:O.
h—0 h h—0 h
Dado que A es una matriz, sin embargo, sigue porque
o0 hkAk 0 hk . Ak
I+ Z — ! Z |
T(h)—[_A _ k=0 W _All = || #= W _ A4
h h h
( k-1 _Ak>
k! iy NS B
= |lh- =1 —A = — A
h pt k!
hO_Al 0 hk;—l_Ak 0 hk;—l_Ak
B 1! g A ‘ =112 k!
k=2 k=2
A AL
<2 q
k=2
elhl Al
= 7 —|Al = 0 cuando h — 0
entonces h / P11 A
0 < tim | T =Ll < P IARE
h—0 h h—0 k!
T(h) —
= lim (h) =1 —A|l=0
h—0 h
T(h)—1
= lim (h) =A
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por lo tanto

d L T@t+h)—-T(1)
at @ = i
= ’11136 (%) T(t)

d
= %T(tﬂt:o -T(t) = AT(t).

Teorema 7. Todo semigrupo uniformemente continuo (T(t)):>o en el espacio de Banach X

es de la forma
Tt = et t>0

para algin operador acotado A € L(X).

Demostracién. como T'(+) es continua y T(0) = I es invertible, la funcién V (-) definida
por

vmgzémﬂgw

es diferenciable con V = T'(t) esto implica

lim V(t) = V(0) = T(0) = I

t—0t

por lo tanto, V' (tg) es distinto de cero, y por lo tanto es invertible, para algin valor pequeno
de ty > 0 la ecuacién funcional (3.5) nos da como resultado

T(t) = V(te)'V(to)T'(t)
— V(to)l/tOT(t—i—s)ds

:v@@l[ﬂmﬂgw

= Vi(to) "(V(t+to) = V(1)

para todo t > 0. Por lo tanto 7'(-) es derivable con la derivada

d L T(t+h)=T()
al )= n
T =T(0)
B hligl+ h Tw

= T(0)T(t) vt >0

esto demuestra que T'(-) satisface la ecuacién (3.8) con A = T(0).
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Observaciones 2. 1. El operador A mencionado en el Teorema 7 se identifica de manera
unica como la derivada de T(-) en el instante 0, es decir, A =T'(0). A este operador
se le denomina el generador del semigrupo (T'(t))¢>0-

2. Como la Definicion 8 garantiza que e también estd definido para t € R e inclu-
so para t € C, concluimos que cualquier semigrupo uniformemente continuo admite
una prolongacion a un grupo uniformemente continuo (e')cr o bien (€'1)iec, segin
corresponda.

3. La propiedad de diferenciabilidad de la aplicacion t — T(t) implica que, para todo
x € X, la funcion
R, — X
t— T(t)x

resulta ser diferenciable. En consecuencia, el mapeo x(t) = T (t)x constituye la solucion
unica del problema de valor inicial en X, conocido como problema abstracto de Cauchy:

Z(t) = Ax(t), Vt>0,
(3.10)
z(0) = .

Ejemplo 2. En X = Co(R) ={f € C(R) : |lll'm f(s) =0} y para una constante fija o > 0,
S|—00
definimos un operador A, por la diferencia cocientes
1
Af(s) = S(fls+a)—fs),  fEXsER

Demuestre que Ay € L(X) con ||[Ayl| = Yo , y por tanto se tiene la estimacion ||etAe|| < /@
para todo t > 0.

Sin embargo, et se puede calcular explicitamente como:
e (/)
etaf(s) = eV ZTf(SJrk:oz), feX,seR
k=0

por lo tanto satisface

le ]l = 1

para todo t > 0.

3.3. Generadores de semigrupos

Sabemos que para un semigrupo de un pardmetro (7'(¢));>o es un espacio de Banach X, la
continuidad uniforme implica diferenciabilidad de la aplicacion

t—T(t) e LX)



23

la derivada derecha de T'(-) en t = 0 es un operador acotada A para T'(t) = e con t > 0. Se
demostrara que la continuidad fuerte de un semigrupo (7'(¢));>o implica la diferenciablidad
de los mapas orbitales

& it—=>T)x, v X

en el siguiente teorema se mostrara que la diferenciablidad por derecha en t = 0 de &, implica
la diferenciabilidad de &, para todo t > 0.

Teorema 8. Sea un semigrupo fuertemente continuo (T'(t))i>o y un elemento x € X Para
el mapa orbital
& t—=T(), xeX
las siguientes propiedades son equivalentes.
(1) & () es diferenciable en R...
(ii) &.(+) es diferenciable por la derecha ent =0

Demostracién. Para probar la equivalencia, basta con verificar que (i) implica (ii).
Supongamos h > 0. Entonces, derivando respecto de t, se obtiene

&(t) = lim %(T(t +h)z —T(t)z).

h—0t

Reordenando,

(1) = T(1) Jim = (T(h)x — 2) = T(£.(0).

De este modo, se concluye que £,(-) es diferenciable por la derecha en R,.

Para el caso h < 0, observemos que

1 : 1 . :
E(T(tJrh)x—T(t)x) —T(t)&.(0) =T(t+h) <E (z=T(=h)z) —{x(0)> +(T(t+h)=T(t))&(0).
Cuando h — 07, el primer término tiende a cero ya que ||T(t 4+ h)|| es uniformemente aco-

tado, mientras que el segundo se anula por la continuidad de T'(+).

En consecuencia, &,(-) también es diferenciable por la izquierda y, uniendo ambos casos,
la derivada esta bien definida y satisface

(1) = T(1)&,(0), para todo ¢t > 0. (3.11)

Sea X el subespacio de los x para los cuales las orbitas &, son diferenciables, la derivada
derecha t = 0 define un operador A, llamado generador. Dicho operador permite, bajo
condiciones adecuadas que posteriormente se construya los operadores T'(¢) interprentéandolos
formalmente como los exponenciales e, esta relacién motiva el uso del término generador
en la definicién que veremos a continuacion.
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Definicién 9. El Generador A : D(A) C X — X de un semigrupo fuertemente continuo
(T'(t))i>0 en un espacio de Banach X es el operador

Az = £,(0) = 1im ~(T(h)z — 2) (3.12)

definido para cada x dentro de su dominio

D(A) = {x € X :& es diferenciable en Ry }. (3.13)

Observamos a partir del teorema 8 que el dominio D(A) también se puede describir como el
conjunto de todos los elementos x € X para los cuales &,(+) es diferenciable por la derecha
t=0; es decir,

D(A) = {x € X: lim l(T(h):z:—as) existe } (3.14)
h—0+ h

Sea D(A) un subespacio lineal que forma parte crucial de la definicion del generador de

A. Por lo tanto, debemos representar siempre este par como (A, D(A)). Sin embargo, por

simplicidad, frecuentemente utilizamos solo A asumiendo que su dominio es D(A), definido

en la ecuacion (3.14).

La definicién anterior establece de manera precisa el concepto de generador de un semi-
grupo fuertemente continuo, estableciendo su formulacion mediante un limite de cocientes
diferenciales y caracterizando su dominio como el conjunto de elementos cuyas érbitas son
diferenciables en R,. No obstante, para comprender la relevancia de este operador, es fun-
damental identificar como se vincula de forma directa con el propio semigrupo (7'(z)):>o.
En este sentido, el teorema a continuacion formaliza dicha conexion dinamica al establecer
propiedades esenciales que muestran como A y T'(t) se determinan mutuamente.

Teorema 9. Si (A, D(A)) genera un semigrupo fuertemente continuo (T'(t)):>0, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

(i) A: D(A) C X — X es un operador lineal.

(ii) Six € D(A) entonces T(t)x € D(A) y

d
STt = T(t)Ax = AT(t)z (3.15)

para todo t > 0.

(iii) Para cadat >0 yx € X, se tiene

/tT(s)xds € D(A).
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(iv) Para cadat > 0, se tiene

Tt)r—x = A/tT(s)mds si v €X (3.16)

= /tT(s)Axds si x € D(A). (3.17)

Demostracién. La veracidad de la afirmacién (¢) resulta inmediata. Para demostrar (i7).
Sea x € D(A), de acuerdo con (3.11) sabemos que la sucesién

(T'(t + h)x — T(t)z)

S

converge hacia T'(t)Ax cuando h — 0%. En consecuencia, se tiene que

Tim, %(T(h)T(t)x T(t)z)

existe, y por tanto T'(t)z € D(A), verificindose ademéas que AT (t)xr = T(t)Ax de acuerdo
con (3.14).

La demostracién de (ii7) queda contenida en el argumento anterior, por lo que basta con-
centrarse en (iv). Sea x € X y t > 0. Consideremos

%(T(h) /0 T(s)wds - /O tT(s)xds).

Al desarrollar, obtenemos

Lo que a su vez se reescribe como

5 ( /t e dr - /0 " T(s)e ds) .

Cuando h — 07, el primer término converge a T'(t)z y el segundo a T'(0)xz = x, de modo que

lim % (T(h) /0 T(s)rds — /0 ") ds) — T —a.

h—0t
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Ahora, si z € D(A), definimos las funciones

T(h)x —x

S — h

Estas convergen uniformemente en [0, ¢] hacia Az cuando h — 07, de esta forma,

hli%{r% (T(h) /0 T(s)rds — /O tT(s)xds) _ /O () Aw ds.

Con ello queda verificado el enunciado, ademés de corroborar que T'(t)x preserva el dominio
del generador, se observa también que la definicién adoptada se ajusta a un marco general,
manteniendo propiedades estructurales relevantes.

Teorema 10. El generador de un semigrupo fuertemente continuo es un operador lineal
cerrado y definido en un dominio denso, el cual determina de manera unica el semigrupo.

Demostracién. Sea (7'(t));>o un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Ba-
nach X. Denotemos su generador por (A, D(A)). Queremos probar que A es un operador
cerrado.

Consideremos una sucesion (z,)neny C D(A) tal que

T, — 2 vy Az, —y cuando n — oco.

Para t > 0, usando la relaciéon obtenida en el teorema anterior, se tiene

t
T(t)x, —x, = / T(s)Ax, ds.
0

Dado que T'(-)Ax,, converge uniformemente en [0, t], al pasar al limite n — oo obtenemos

Tt)yr—x = /OtT(S)y ds,

lo cual implica que A es cerrado.
Por el teorema 9. (iii), para todo t > 0 se cumple

1

;/0 T(s)xds € D(A),

y debido a la continuidad fuerte de (T'(t));>0 se sigue que

t

1
lim — [ T(s)zds = x.

t—0+ t 0
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Esto prueba que D(A) es denso en X.
Ahora, sea (S(t));>0 otro semigrupo fuertemente continuo con el mismo generador (A4, D(A)).
Para x € D(A) y t > 0, consideremos el mapa

n.(s) =T(t —s)S(s)x, 0<s<t.

El conjunto

[Sr M= S0 0.} uastem)

es relativamente compacto, lo que permite analizar el cociente de diferencias

(el + ) = na(5).

Se obtiene
%(nx(s Ry =) =Tt — s — h)28 T h)z —S)z | %(T(t C s k)~ T(t— ) S(s).

El primer término converge a T'(t — s) AS(s)x, mientras que el segundo converge a —AT'(t —
s)S(s)z, por lo que

L e(s) = Tt — 5)AS () — ATt — )S(s)x = 0.

De aqui que 7,(s) sea constante, y evaluando en s = 0y s =t se obtiene
T(t)x = S(t)x, VYx € D(A).
Dado que D(A) es denso en X y ambos semigrupos son continuos, se sigue que
T(t)=S(t), Vt>D0.
Con esto queda demostrado que el generador determina de manera tinica al semigrupo.

Teorema 11. Para un semigrupo fuertemente continuo (T'(t))i>o en un espacio de Banach
X con generador (A, D(A)), las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) El generador A estd acotado; es decir, existe M > 0 tal que |Az|| < M||z|| para todo
x € D(A).

(b) El dominio D(A) es todo X.
(c) El dominio D(A) es cerrado en X.
(d) El semigrupo (T'(t))i>0 es uniformemente continuo.

En cada caso, el semigrupo estd dado por
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Demostracién. Sea (T'(t));>o un semigrupo fuertemente continuo sobre el espacio de
Banach X con generador (A, D(A)). Probamos las equivalencias indicadas.

(a) = (b). Si A es acotado y definido en D(A), recordando que A es cerrado, la desigualdad de
acotamiento permite extender A a todo X. Mas directamente, puesto que A es un operador
lineal definido en D(A) y acotado, su extensién continua unica estd definida en la clausura
de D(A). Pero para un generador de Cy-semigrupo se tiene D(A) denso en X, por lo que la
extension esta definida en todo X. Asi D(A) = X.

(b) = (a). Si D(A) = X entonces A es un operador lineal definido en todo X y, como
generador, es cerrado. Por el teorema del grafo cerrado, un operador cerrado definido en
todo X es acotado. Por tanto A es acotado.

(b) = (c). Evidente, si D(A) = X entonces D(A) es cerrado.

(¢) = (b). Para un Cy-semigrupo siempre se tiene que D(A) es denso en X. Si ademés D(A)
es cerrado, su densidad implica D(A) = X.

Hasta aqui se ha mostrado que (a), (b) y (¢) son equivalentes. Falta la equivalencia con
(d).
(a) = (d). Si A es acotado, la serie exponencial en norma

X n
L

|
“— nl
converge en norma para todo ¢ > 0 y define operadores acotados 4. La familia ¢ — €' es
uniformemente continua en ¢ (en el sentido de norma de operadores) y satisface la ecuacién
de evolucién. Por la unicidad del semigrupo generado por A, se tiene T'(t) = e para todo
t > 0; en particular (7'(¢)):>o es uniformemente continua.

(d) = (a). Si (T'(t))i>0 es uniformemente continua entonces

lim ||T'(¢t) — I|| =0
T T () — 1] = 0,

es decir, el limite A = lim I -1
t—0+

operador acotado definido en todo X. (Esto muestra también que D(A) = X).

existe en la norma de operadores y por tanto A es un

Finalmente, cuando cualquiera de las condiciones anteriores se cumple y A es acotado, la

serie

o0 n

etA — ZA™
n!
n=0

converge en norma y coincide con 7'(t) para todo ¢ > 0.

La propiedad (b) indica que el dominio del generador D(A) contiene informacién esencial
sobre el semigrupo, por lo que debe analizarse cuidadosamente. Sin embargo, en numerosos
ejemplos es comun calcular la expresion Az para algunos o incluso muchos elementos de
D(A), aun cuando resulta complicado describir D(A) de manera precisa. En tales situaciones,
resulta 1util introducir una nociéon que permita distinguir entre subespacios “pequenos” y
“grandes” de D(A), la cual formalizamos a continuacion.



29

Definicién 10. Un subespacio D del dominio D(A) de operador lineal A : D(A) C X — X
se llama nicleo de A si D es denso en D(A) para la norma grdfica

[ella = Nzl + [ Az].

Teorema 12. Sea (A, D(A)) el generador de un semigrupo fuertemente continuo (T'(t))i>0
sobre un espacio de Banach X. Un subespacio D C D(A) que sea denso en X respecto a la

norma || - || v que sea invariante bajo la accion del semigrupo (T'(t))i>0 es siempre un nicleo
de A.

Demostracién. Tomemos un elemento arbitrario x € D(A). Dado que D es denso en
X, existe una sucesiéon (z,)neny C D tal que x, — z en X cuando n — oo. Como para cada
n, la funcién s — T'(s)z, es continua en norma, se concluye que

1 t
z/ T(s)x,ds € D, Vt>0.
0
Ademas, debido a que la funcién s +— T'(s)z es continua en || - || 4, se cumple
1 t
H;/ T(s)rds —z|| — 0 cuandot— 0F.
0 A

Notamos que

— 0 cuando n — oo,
A

1/t 1 [
H—/ T(s)xds — —/ T(s)x,ds
t Jo t Jo
para cada t > 0, como consecuencia de la continuidad del semigrupo y la convergencia de
Tp —> T.
Entonces, para un € > 0 arbitrario, podemos encontrar un ¢, > 0 y un indice n € N tal que

<e, Vte (O,to).
A

1 t
T — —/ T(s)x,ds
tJo

Lo anterior demuestra que x € 5”'”’4, es decir, x puede aproximarse arbitrariamente bien
(en la norma grafica de A) por elementos de D.

Ejemplos importantes de nicleos estan dados por los dominios D(A™) de las potencias
A" de un generador A.

3.4. Resolvente

Dentro del estudio de operadores lineales y del enfoque abstracto para problemas de evolu-
cioén, el resolvente se presenta como un elemento clave en el analisis. Sea A un operador que
actia como generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo (7°(t))¢>o definido
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en un espacio de Banach X. Para un valor A\ perteneciente al conjunto resolvente p(A), se
denomina resolvente de A al operador

R\ A) = (M — A,

siempre que dicho operador exista y sea lineal y acotado. Esta nocién permite, por un lado,
caracterizar el espectro o(A) y sus propiedades; y por otro, establecer una relacién directa
entre las caracteristicas dinamicas del semigrupo y el comportamiento analitico de la funcion
resolvente.

La teoria de resolventes ofrece un marco general para examinar la estabilidad, estimar
tasas de crecimiento y estudiar la regularidad de soluciones en el contexto de ecuaciones
diferenciales abstractas. Adicionalmente, el resolvente interviene en la formulacién de repre-
sentaciones integrales de semigrupos, como la que se obtiene mediante la transformada de
Laplace inversa, lo que conecta de forma explicita la evolucién temporal del sistema con
la estructura espectral de su generador. Este enfoque no solo aporta herramientas teéricas,
sino que también abre la puerta al diseno de métodos numéricos y aproximaciones ttiles en
diversas aplicaciones cientificas y técnicas.

A continuacién presentamos algunas definiciones espectrales béasicas para generadores de
semigrupos fuertemente continuos. Empezaremos introduciendo las nociones relevantes

Espectro 0(A) = {A € C: A — A no es Biyectiva},
Conjunto Resolvente p(A) =C\ o(A4) y
Resolvente R(A\, A) = (A — A)"Len ) € p(A)

para un operador cerrado (A, D(A)) en un espacio de Banach X.

Teorema 13. Sea (A, D(A)) el generador de un semigrupo fuertemente continuo (T'(t))i>o0
en un espacio de Banach X. Entonces, para todo A € C y t > 0, se cumplen las siguientes
identidades

t
e MT(t)r —x=(A—)\) / e MT(s)x ds sizeX (3.18)
0

= /t eMT(s)(A = Nxds six € D(A). (3.19)

0
Demostracién. Consideremos el semigrupo reescalado

S(t) = e MT(t), t>0.

Su generador viene dado por B := A — A, con dominio D(B) = D(A). Aplicando la
identidad fundamental de semigrupos al operador S(t) y realizando una integracién directa
en el intervalo [0, ], se obtienen las expresiones anteriores.

Este teorema proporciona la base técnica para expresar el resolvente del generador a través
de integrales del semigrupo. En particular, la identidad del inciso (i) del Teorema 14 se
obtiene considerando el limite

R()\,A)x:/ e MT(t)x dt,
0
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interpretado como integral impropia. El resultado vincula de manera explicita la evolucién
temporal descrita por (7'(t)):>o con la estructura espectral del operador A. Asi, el teorema
actiia como un puente natural entre las propiedades dindmicas del semigrupo y la teoria del
resolvente, permitiendo derivar expresiones como las que aparecen en el Teorema 1/, donde
se establecen condiciones de existencia, acotacién y representacién integral de R(A, A).

Teorema 14. Sea T'(t)i>o un semigrupo fuertemente continuo en el espacio de Banach X y
tomar constantes w € R, M > 1 tal que

IT ()] < Me (3.20)

para t > 0. Para el generador (A, D(A)) de (T'(t)) se cumplen las siguientes propiedades

[e.9]

(i) Si A e C tal que R(\)zx = e T (s)x ds existe para todo x € X, entonces A € p(A)
0
y R\, A) = R(N).

(ii) Si ReX > w, entonces A € p(A) y el resolvente viene dado por la expresion integral en

(i).

(iii) Si [|[R(NA)| < para todo Re\ > w.

M
Rel —w
La formula para R(\, A) en (i) se denomina representacion integral del resolvente. Por eso,
la integral debe entenderse como una integral de Riemann impropia; es decir
¢

R\, A)x = lim e T (s)x ds (3.21)

t—00 0

para todo v € X. Teniendo en cuenta esta interpretacion, escribimos frecuentemente

R(\A) :/ e T (s)w ds. (3.22)
0
Demostracion. Supongamos que A = 0. Entonces, para z € X un elemento arbitrario

y h > 0, de la definicién del operador T'(t), consideremos la expresion

%R(O)x = %/Ooo (T(s+h)—T(s))xds.

Al separar los términos y aplicar propiedades basicas de la integral, se obtiene

—T“%_ L Ry = % UOOO T(s + h)zds — /Ooo T(s)xds] = —% /OhT(s)fvds-

Al hacer tender h — 07, se concluye que el rango de R(0) se encuentra contenido en el
dominio de A, es decir,

rg(R(0)) € D(A),
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y ademas,

AR(0) = —1I.
Por otro lado, para todo x € D(A), se cumple que

t

lim [ T(s)xds = R(0)x,

t—o00 0

t
lim | T(s)Azds = R(0)Ax.

t—o00 0

De acuerdo con el teorema 10, estas igualdades implican que
R(0)Az = AR(0)z = —x,

lo cual demuestra que
R(0) = (=A)"L.

Por lo tanto, se verifica la primera parte del resultado.
Las afirmaciones (i) y (iii) del teorema se deducen directamente de (i) junto con la

estimacién siguiente
t
/ e MT(s)ds

t
< M/ e—(Re)\—w)s ds.
0 0

Para Re A > w, el término del lado derecho converge, cuando ¢t — oo, a

M
Rel —w’

De este modo, se establece la expresion integral del resolvente y la cota mencionada en el
inciso (711), completando asi la demostracion.

La representacién integral anterior ahora se puede utilizar para representar y estime las
potencias de R(A, A).

Teorema 15. Para el generador (A, D(A)) de un semigrupo fuertemente continuo T(t)>o

que satisface
|T()| < Me*t para todo t >0

se tiene, para ReA >w yn € N que

RO\ Az = E;l_)nl)!. dciln_lR()\,A):c (3.23)
= —1 oos”_le_As s)rds
_ (n—1)!/0 T(s)z d (3.24)

para todo v € X. En particular, las estimaciones
M
RNA| < ———— 2
IROAP € s (325)

se cumple para todos losn € IN y ReA > w.
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Demostraciéon. La ecuacién 3.23 se mantiene véalida para cualquier operador que posea
un conjunto resolvente no vacio. En efecto, segun el Teorema 14.(7) implica

d d oo
— Ar = — —Asp
d)\R()\’ i . e (s)xds

= —/ se T (s)x ds
0

para todo x € X y ReA > w.
Aplicando un razonamiento inductivo, se obtiene la relacion indicada en 3.24.
Finalmente, la estimacion 3.25 se deriva del siguiente analisis

1
(n—1)!

M 00
< m . / Sn—le(w—ReA)s dSHl,H

Evaluando la integral resulta que

IR, A) x| =

/ s" e ™M () ds
0

M
RN, A)z|| = (Rer—w)yr (EIR

para todos x € X.

En la teoria de semigrupos, ciertos ejemplos concretos permiten ilustrar de forma clara como
un operador genera la evolucién de un sistema en el tiempo. Uno de los casos mas repre-
sentativos es el semigrupo de traslacion, el cual describe un desplazamiento uniforme de las
funciones sobre la recta real. Este tipo de semigrupos aparece en la formulacién de solucio-
nes para ecuaciones diferenciales parciales de primer orden. A continuacién, presentamos su
definicion formal.

Definicién 11. En el marco de la teoria de semigrupos, consideremos la familia de opera-
dores de traslacion hacia la izquierda definida por

T)f(s)=f(s+1t), s,telR

Esta familia forma un semigrupo fuertemente continuo (o, en sentido mds general, un se-
migrupo) en los espacios Cyn(R) y LP(R), donde 1 < p < oo. En cada caso, el generador
(A, D(A)) coincide con el operador de diferenciacion, aunque su dominio debe adaptarse a
la naturaleza del espacio en el que actia.

Ejemplo 3. En el espacio
X = {feCy(Ry): f continuamente diferenciable en [0, 1]}

dotado de la norma

1Al = sup [f(s)| + sup [f(s)]

s€ERy s€[0,1]
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consideremos el operador (A, D(A)) definido por
Af = f' para feD(A)={f € CiR,): f' € X}

entonces A es cerrado y densamente definido, su resolvente existe para ReX > 0, y se expresa
por

(RINAf)(s) = /00 e N f(dr para f € X, s> 0.

Suponemos ahora que A genera un semigrupo fuertemente continuo (T'(t));>o en X. Para
feD(A) y0<s,t definimos

§r) = Tt=—7)f)s+71), 0<7<H,
que es una funcion diferenciable. Su derivada satisface
£r) = —(Tt=)AN)(s+7)+(T(t=7)f)(s+7)=0
y por lo tanto

(T(0)f)(s) = €0) =&(t) = f(s+1).

FEsto prueba que (T'(t))i>o debe ser el semigrupo de traslacion(izquierda,).

Teorema 16. El generador del semigrupo de traslacion hacia la izquierda (T)(t))io en el
espacio X estd dado por

Af=f
con dominio:

(1) D(A) ={ f € Cw(R) : f diferenciable y f" € Cyp(R)} .
Si X : CubR

(ii)) D(A) ={ f € L*(R) : f absolutamente continua y f' € LP(R)} .
SiX=LPR),1<p<o0.

Demostracién. Sea (B, D(B)) el generador de (7}(t)):>o se demostrard que B es una
restriccién del operador (A, D(A)) . Sea (T}(t))+>0 un semigrupo de contraccién en X, por el

teorema 14.(ii), se tiene que 1 € p(B). por otro lado se sabe que 1 € p(A), y por lo tanto la
inclusion B C A implicarda A = B.

(i) Sea f € D(B) y como B genera Tj(t) se tiene que

d d

By = | Gmw] - ) -1

Entonces f € D(A) , asi D(B) € D(A) y Ap) = B. Por lo tanto, A= B .
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(ii) Sea f € D(B)y g = Bf € LP(R), la integracién en intervalos compactos es continua en
LP(R), entonces para cada a,b € R que

% b+hf(s)ds—%/aa+hf(s)ds _ /abdf(8+h})L—f(S)dS
b
= /f'(s)ds
b

- / Bf(s)ds

a

a

b
converge [ g¢(s)ds a medida que h — 0. Sin embargo, el lado izquierdo converge a f(b) —

f(a) para casi todos los a, b. Redefiniendo f sobre un conjunto nulo obtenemos

b
50) = [ gts)is + fla)b e R

que es una funcién absolutamente continua con derivada (casi en todas partes) igual a g. Nue-
vamente se demuestra que D(B) C D(A) y Apsy = B. Se deduce que A = B como arriba.
Finalizando esta demostracion, se tiene la féormula explicita para el operador diferenciacién

A con dominio “méaximo” D(A) en el resultado anterior.

Teorema 17. Sea X € {Cip(R), LP(R) (1 <p < o0)} y sea

(T f)(s) = fls+1),  steR,

el semigrupo de traslacion hacia la izquierda en X con generador (A, D(A)) dado por la
deriwada espacial. Entonces, para Re A > 0 se tiene, para toda f € X y todo s € R,

(ROLA)f) (s) = /0 T (s 1) dt = / T e () dr.
Demostracién. (1) Definamos para Re A > 0 el operador lineal
Rap) = [ M@= [T fs o
Como ||T'(t)|| = 1 en ambos espacios X, se obtiene la cota

> — he > — he 1
IRafllx < [~ e M ROl de = 1l [ e M= g,
0 0 e

de modo que Ry : X — X es acotado.
(2) Primero verificamos la identidad sobre un subconjunto denso. En LP(R), tomamos f €
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C(R), en Cy,(R), tomamos f € C}(R).
Por cambio de variable 7 = s + t,

R = | T e (7 dr.

Usando diferenciacién bajo el signo integral (valida para estos f) se obtiene

SR = A [Ty dr  F(5) = ARAS)S) - 1)

Como Af = f’ (con el dominio correspondiente), esto equivale a

(A~ A)Ruf = f.

(3) El paso anterior vale para un conjunto denso de X. Dado que R, es acotado y (A — A)
es cerrado en X, la identidad (A — A)R,f = f se prolonga, por continuidad, a todo f € X.
Por unicidad del inverso de (Al — A), concluimos que Ry = (Al — A)~! = R(\, A).

(4) Ademds, la cota anterior muestra ||R(), A)|| < (Re\)™!, consistente con el hecho de que
el semigrupo de traslacién tiene cota de crecimiento w = 0.

Definicién 12 (Semigrupos de Traslacion.). Consideremos el semigrupo de traslacion hacia
la izquierda de la definicion anterior sobre el espacio X = L*(R). Entonces el subespacio
cerrado

Y={feL'®R): f(s)=0 paras>1}
que es isomorfo a L'(—o00,1), es (T(t))>0 - invariante. El generador del semigrupo del
subespacio (T'(t)))i>0 es
Af=1r
con dominio

D(A) ={ feL'R): f es absolutamente continuo , f' € L'(R) y f(s) =0 para s > 1}.

En Y y para el semigrupo de subespacios (T(t)|)i=0 , el espacio

Z={efeY:f(s)=0 para 0 < s <1}

es de nuevo cerrado e invariante. El espacio cociente ¥/ es isomorfo a L'[0,1], y el semi-
grupo cociente es isomorfo al semigrupo de traslacién nilpotente (izquierdo). Por lo tanto,

obtenemos para su generador A | / que
Apf =1t
con dominio

D(A)) ={ feL'0,1] : f es absolutamente continuo , f" € L'[0,1] y f(1) =0} .
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Como en el caso anterior, su resolvente puede determinarse explicitamente utilizando (3.21).
Obtenemos para cada \ € C' que

(RN, A f)(s) = /e—W—S)f(r) dr Ve LY0,1],s € [0,1]. (3.26)

En los ejemplos anteriores siempre hemos partido de un semigrupo explicito y luego he-
mos identificado su generador. En los dos ejemplos finales nos fijamos en los operadores
diferenciales (de sequndo orden) y demostramos por cdlculo directo que generan semigrupos
fuertemente continuos.

3.5. Teorema de generacién

La teoria de generacion de semigrupos constituye un marco de gran relevancia en el analisis
funcional moderno, al proporcionar herramientas para identificar y caracterizar operadores
lineales que describen la evolucion temporal de sistemas dinamicos en espacios de Banach
y Hilbert. Este enfoque permite representar soluciones de ciertos problemas de valor inicial
mediante semigrupos fuertemente continuos, lo que facilita el estudio de propiedades como
la estabilidad, la regularidad y el comportamiento asintético de dichas soluciones. Una parte
importante de esta teoria se centra en operadores no acotados, cuya complejidad analitica
exige técnicas especificas para garantizar su papel como generadores.

Dentro de los resultados mas relevantes de este campo se encuentra el Teorema de Hille—
Yosida, el cual establece condiciones necesarias y suficientes para que un operador lineal
densamente definido sea el generador de un semigrupo fuertemente continuo de contraccio-
nes. Este teorema constituye un vinculo directo entre la teoria abstracta de operadores y la
resolucion de problemas aplicados, especialmente en el contexto de las ecuaciones diferencia-
les y en derivadas parciales.

Se caracteriza los operadores lineales que pueden actuar como generadores de un se-
migrupo fuertemente continuo y describir el proceso mediante el cual dicho semigrupo es
generado.

Formulas exponenciales

El estudio que aqui se desarrolla inicia con los distintos enfoques existentes para la carac-
terizacion de las funciones exponenciales, considerando tanto su formulacion clasica como
variantes que surgen de diferentes contextos analiticos. A partir de esta base conceptual, se
explora la posibilidad de extender dichas construcciones a espacios de Banach de dimension
infinita, haciendo especial hincapié en los desafios que plantea el tratamiento de operadores
no acotados. En esta linea, se identifican y presentan expresiones que, por su estructura, ofre-
cen un potencial significativo para describir de manera rigurosa la evolucion de operadores

en la forma et4.

1. La serie de potencias puede expresarse, en el contexto matricial, de la forma

o0

tn

A __ n

et = g —n!A. (3.27)
n=0
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Cuando A es un operador no acotado, no es prudente suponer de antemano la con-

vergencia de esta representacion. En efecto, se conocen ejemplos de semigrupos fuerte-
mente continuos cuyo generador A provoca que la serie

1o sea convergente.

2. Sea la expresion
tA ) t n ) t —-n
e =1lm (1+-A) =lim (1--A
n—o00 n n—oo n

la primera expresién involucra potencias del operador no acotado A, lo que implica
que raramente convergera, es posible reformular la segunda expresién utilizando los
operadores resolventes R(\, A) = (A — A)~! de la siguiente manera:

et = Hnl[%fz<ﬁ,A>}". (3.28)

n— 00 t

De esta manera, se deriva una féormula en la que Unicamente aparecen potencias de
operadores acotados. Hille, en 1948, propuso el uso de esta formula y demostré que, bajo
condiciones adecuadas, el limite existe y define un semigrupo fuertemente continuo.

3. Dado que la construccion de la exponencial en el caso de operadores acotados es un
resultado ampliamente establecido, una estrategia consiste en considerar una familia
(Ay)ner de operadores acotados que se aproximen a A. Con esta idea, se plantea que

M = Jim "

n—oo

e (3.29)

pueda existir y, ademés, que dicho limite proporcione la definicion de un semigrupo

fuertemente continuo.

Teorema de Hille-Josida

El objetivo de esta seccién es demostrar el resultado méas importante de la teoria de se-
migrupos Cy, el teorema de Hille- Yosida. Més concretamente, presentaremos una condicién
necesaria y suficiente para que operador lineal A genere un semigrupo Cy de contracciones.
Si A: D(A) € X — X un operador lineal, el conjunto resolvente p(A) es el conjunto de
todos aquellos nimeros complejos A, llamados nimeros regulares, para lo que R(AI — A) es
denso en X y R(\; A) = (A — A)~! es continuo de R(A — A) a X.
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Teorema de generacién (Caso de contraccién, Hille, yosida, 1948)

Teorema 18. Un operador lineal (A, D(A)) es un espacio de Banach X, es el generador
infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones si y solo si:

(a) A es densamente definido y cerrado.

(b) (0,400) C p(A) y para cada X\ > 0

IR\, A < (3.30)

>

Demostracién. Si (A4, D(A)) es el generador infinitesimal de semigrupo Cy de con-
tracciones {S(t) > 0}, A es densamente definido y cerrado. Por tanto (a) se cumple. Sea

A >0,z € X y definimos
+oo
R(\)x = / e Ms(t)x dt. (3.31)
0

La integral del lado derecho de la igualdad (3.31) es convergente. En efecto, para cada
a,b >0, a <b se tiene que

b b
|[ st < [erswiel i

b
< [ el a
o= _ oAb
e el
too e~ M0) _ o=A(+00) 1
en consecuencia / e‘”S(t)xdtH < )\ || = X||x||
0

la integral converge, luego

1

400 “+00
Iryell = | [ eswea] < [ eis@lelar = .
0

por lo tanto
1
IR < 5
Por otro lado R(A) coincide con R(A, A). Para ello mostraremos que R(\) es el inverso
derecho e inverso izquierdo del operador Al — A. Sea x € X y h > 0, tenemos

%(S(h) — RNz = % (/OJFOO e e S (u)x du — /Oh e e S (u)x du)

1 —+o00 h
= — eAh/ e S (u)x du—eAh/ e S (u)x du)
h 0 0

Mo Mo ph

1 [t
= / e MS () dt — c e MS(t)z dt.
hJo hJo
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Demostraremos la converge a AR(\)x — z,

lim 1(S(h) — RNz = lim e~ R(MN)x — lim &/h ’AtS(t) dt
h—0+ h v h—0+ h v =0+t h J, € .
~ g o 1R()\) — lim eM(e™S(h)z)
- h—0Tt * h—>0+e € *

resulta que R(A\)z € D(A) y
AR(N) = AR(N) — I

lo que demuestra que

(M —A)R\) =1
entonces, R(\) es el inverso a la derecha de AI — A.

Sea x € D(A), observamos que

+oo +0o0 d
R(NAx = / e’\tS(t)Axdt:/ e M—
0 0

—(S()x) db

t—o00

+oo
= lime MS(t)r —x + )\/ e MS(t)x dt
0

= ARN)z —=z

lo que es equivalente a la siguiente igualdad

RO —A) =1

lo que demuestra que R(A) es el inverso a la izquierda de AI — A, y asi se cumple la prueba
de necesidad.

Observaciones 3. Utilizando argumentos similares, se demostrard que siempre que A genera
un semigrupo Cy de contracciones, entonces {\ € C, Re\ > 0} € p(A) y para cada X\ € C

con Re\ > 0, tenemos

1
MA)| < —.
IR A < =

Definicién 13. Sea (A, D(A)) un operador lineal que satisface (a) y (b) en el teorema
18 y sea X > 0. El operador Ay : X — X, definido por Ay = MAR(M, A), se denomina
aproximacién de Yosida de A.

La Definicién 13 introduce la aproximacién de Yosida como una herramienta para estudiar
el comportamiento de un operador lineal no acotado a través de operadores acotados de-
pendientes de un parametro A > 0. Esta construcciéon permite establecer propiedades de
convergencia que son recogidas en el Lema 1, donde se describen limites fundamentales y
relaciones entre el operador original A y su aproximacion Aj.
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Lema 1. Sea (A, D(A)) un operador lineal que satisface (a) y (b) en el teorema 18 entonces

lim AR(A, A)ar =z (3.32)
para cada x € X
Ayr = MR\, A)r — Mz (3.33)
para cada x € X y
lim Ayz = Az (3.34)

para cada x € D(A).

Demostracién. Sea x € D(A) y A > 0, tenemos

= [IR(A, A)Axz]]

IN

1
Sz

y en consecuencia

lim AR\, A)z ==

A—00

para cada A € D(A). Como D(A) es denso en X y ||AR(\, A)|| > 1 de la tdltima relacién se
deduce (3.32). Para probar (3.33), observemos que tenemos

AN2R(AA) = AT = XN2R(M\A) — AAT — AR\, A)
= MR\ A)

— A,
por dltimo. Si z € D(A) por (3.32) tenemos
lim Ayz = lim MR\ A)x

A—00 A—00

= lim AR\, A)Az

A—00

= Az
con lo que concluye el lema 1.

A partir de los resultados obtenidos en el Lema 1, donde se establecen propiedades de con-
vergencia y relaciones basicas entre A y sus aproximaciones Ay, es posible avanzar hacia un
analisis mas detallado de su comportamiento dindmico. El Lema 2 se centra en caracterizar
a A, como generador infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo, incorporando
ademds estimaciones normativas que vinculan la accién de et4* con la de las aproximaciones

A)\ y AM‘
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Lema 2. Sea (A, D(A)) un operador lineal que satisface (a) y (b) en el teorema 18. Entonces
para cada X\ > 0, Ay es el generador infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo
{et4 t > 0} que satisface

fet4r]] < 1 (3.35)

para cada t > 0. Ademds, para cada x € X y cada A\, u > 0, tenemos
etz — etAez| < t||Ayz — A,z (3.36)

Demostracién. Como A, € L(z), se deduce que genera un semigrupo uniformemente
continuo {e!* ¢ < 0}. Para comprobar (3.35), observemos que por (3.33) v (a), tenemos

tA)‘H t)ﬁR(A,A)—t)J“ < HetAQR()\,A)””e—tAIH

e e

< eM2IROA)

| e—t)\ < et)\ e—t>\

=1

como Ay, A, e y e conmutan entre sf, tenemos

oo — et =

td
/ d_(estA)\ 6(1fs)tAux> ds
0 S

1
< / t HesmA eU=s)t (A0 — Az)|| ds
0

< i HA)\I' — AM‘%H .

Demostracién. la suficiencia del teorema (18) De (3.34) y (3.36) se deduce que
para cada t > 0, existe un operador lineal S(t) : D(A € X — X) tal que, para cada
x € D(A)

lim o = S(t)x,
A—00

uniformemente en subconjuntos compactos en R, por (3.35) se deduce
S]] < =],

para cadat > 0y xz € D(A). Como D(A) es denso en X, se infiere que S() admite extensién
continua en todo el espacio X de manera que se obtiene una familia de operadores lineales
acotados, la cual forma un semigrupo, que denotaremos tambien por {S(¢);¢ > 0} para
simplificar la notacion es evidente que esta familia de operadores satisface las propiedades
requeridas para un semigrupo.

1S < 1.
Ademsds, para cadat >0y z,y € X, tenemos

ISz —=ll < [SH)z = SOyl +[[SEt) — eyl + [l Py —y[| + ly — 2|

< |18y — eyl + [[ey — yl| + 2]y — 2| -
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Sea T >0y e > 0. fijamos y = 2. € D(A), con ||z —z.|]| < ey A suficientemente grande, tal
que
|S(t)ze — ez, <e,

para cada t € [0, 7], por esta desigualdad, tenemos
1S(t)x — x| < 3¢+ ||e"Ma. —a]| (3.37)

dado que {e!*,t > 0} es un semigrupo uniformemente continuo, para el mismo ¢ > 0, existe
d(e) > 0, tal que HemA — [|| < g, para cada t € (0,6(¢)). En consecuencia

ez =l < e = el < < el

para cada t € (0,9(¢)). Dado que {x., e > 0} estd acotado, esta desigualdad junto con (3.37),
muestra que {S(t),¢ > 0} es un semigrupo de clase Cy. Para concluir la demostracién, se
muestra que el generador infinitesimal (B, D(B)), de este semigrupo coincide con (A4, D(A)).
Para ello, sea z € D(A) y h > 0, tenemos

lim e Ayz = S(t) Az,

A—00

uniformemente en semigrupos compactos en R, . En efecto

e Ay — S(t)Az|| < || Ayz — e Az + || Az — S(t) Ax|

IN

||| |Axa — Az|| + || Az — S(t) Az

)

la relacién anterior, junto con (3.34) y con las conclusiones parciales anteriores, demuestra

que
h

S(h)yx —z = lim ("2 —2) = lim e Ay dt
A—00 A—oo Jo

- /O ' S(t) A dt.

si se divide a ambos lados esta igualdad por h y se deja que h — 0 por valores positivos, se
deduce que z € D(B) y Bx = Ax. Para finalizar demostramos que D(A) = D(B). Como
B es el generador infinitesimal de un semigrupo Cj de contracciones, de la necesidad se
deduce que 1 € p(B), en consecuencia I — B es invertible y (I —b)"' X = D(B). Como
(I —B)D(A) = (I — A)D(A) y por (b), (I — A)D(A) = X, resulta que (I — B)D(A) =X o
equivalentemente (I — B) ;| X = D(A). Por lo tanto D(A) = D(B).

Lo que completa la demostracion de teorema 18.

3.6. Interpolacién y extrapolacién de espacios para se-
migrupos

La teoria de semigrupos de operadores requiere, en diversos contextos, trabajar con espacios
intermedios entre el dominio de un operador y el espacio base, asi como con extensiones
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mas alld de este ultimo. Las técnicas de interpolacion y extrapolacion proporcionan un mar-
co sistematico para construir y analizar dichos espacios, permitiendo describir con mayor
precisién el comportamiento de los semigrupos y sus generadores. Estos métodos resultan
especialmente tutiles para estudiar la regularidad de las soluciones y la extension del dominio
de definicién de los operadores implicados.

En esta parte se analiza la configuracién de la familia de semigrupos (7,,(t)):>0, definida
sobre una escala de espacios X,,, los cuales corresponden a espacios de Sobolev vinculados
al generador A de un semigrupo fuertemente continuo (7'(t));>o en un espacio de Banach
X. Se demuestra que dichos semigrupos presentan una relacion de similitud mutua y se
examina como esta caracteristica posibilita extender la construcciéon a indices negativos, lo
que conduce a la aparicion de los denominados espacios de extrapolacion.

Tras exponer el marco tedrico y el papel que desempenan las escalas de espacios en el estudio
de semigrupos, resulta natural precisar de manera rigurosa la construccion de los espacios
asociados al generador A. En este sentido, la Definiciéon 1/ formaliza la nocion de los espacios
X, mediante normas adaptadas, estableciendo asi la base para el analisis posterior de sus
propiedades y su relacién con el semigrupo (7'(¢)):>o.

Definicién 14. Sean € N y x € D(A™), se introduce la n — norma mediante la relacion
]| = [|A™]]

definimos el espacio

Xo = (D(A"), [ - [ln)

al que denominaremos el espacio de Sobolev de orden n asociado a semigrupo (T (t))t>0. La
restriccion de los operadores T'(t) al espacio X,, se denotard por

Tu(t) = T() e,

las restricciones T,(t), al restringirse al espacio X, muestra un comportamiento especial-
mente bien estructurado, lo que facilita su tratamiento analitico.

Partiendo de la Definicién 14, en la que se presenta la n-norma y el espacio de Sobolev
X,, vinculado al semigrupo (T'(t)):>0, se dispone de una estructura adecuada para abordar
su analisis funcional. Esta construccion permite, ademas, establecer de manera precisa las
propiedades recogidas en el teorema 19, que abarcan desde la completitud de X, hasta la
generacién de semigrupos fuertemente continuos y la descripcién del operador generador
asociado.

Teorema 19. A partir de las definiciones previamente establecidas, se obtiene los siguientes
resultados

(i) Para cadan € N, el espacio X,, es un espacio de Banach.

(ii) Los operadores T,(t) generan un semigrupo fuertemente continuo (T, (t))>o sobre el
espacio X,,.
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(iii) El generador A, del semigrupo (T, (t))i>0 estd dado por la parte del operador A en el
espacio X,,; es decir,

Apx = Az para todo = € D(A,)
D(A,) = {reX,:Arv e X,,} = D(A"™) = X,,,1.

Demostracién. Sea (7'(t)):>o un Cp-semigrupo en X con constantes de crecimiento
T(t)x —
M >1yweR, esdecir |T(t)] < Me“''y Az = lfI%M para x € D(A). Para
t—0
n € N fijado, consideramos X,, = D(A™) con la norma ||z, := ||[A"z| y Tn(t) = T(t)|x, -
(i) X, es de Banach. Sea (x)) de Cauchy en (X,,|| - ||.). Entonces (A"xy) es de Cauchy
en X, luego A"z, — y en X para algin y € X. Como A es cerrado, toda potencia A" es
cerrada; por tanto existe x € D(A") tal que zy, — = en X y A"z = y. En consecuencia,
|z — x||n = ||A"zr — A™z|| — 0, lo que prueba la completitud de X,,.

(1) (T,,(t) )0 es un Co-semigrupo en X,,. Se sabe que T'(t) deja invariante D(A) y AT (t)x =
T(t)Az para z € D(A). Por induccion, T'(t) deja invariante D(A™) y

AT (t)x = T(t) AFx, v e DAY, k=0,1,...,n.
Para x € X,
T ()]s = AT (2] = IT()A2| < Me*' | A"z| = Me* ||z,

de modo que T,,(t) es acotado en X, y satisface la misma cota exponencial. La propiedad
semigrupo se hereda por restriccién. Para la continuidad fuerte, si z € X,,,

ITn (@) = xlln = [[A(T )z — z)|| = [T(H) A" — A"z]] —— 0,

t—0t

pues A"z € X y (T(t))t>0 es fuertemente continuo en X. Asi, (7,,(f))t>0 es un Cy-semigrupo
sobre X,,.

(iii) El generador en X, es la parte de A y D(A,) = X,+1. Sea A, el generador de (7),(t))>o-
Mostramos primero que D(A™™) C D(A,) y que A,z = Az en dicho dominio. Si z €
D(A™*1)] entonces A"z € D(A) y, usando la conmutacién anterior,

Th(t)x —x

’ Az|| = HA” (—T(””” —r Ax) ‘ - HT<t)A v A e o
t . t t
Por definicién de generador en X,,, x € D(A,) y A,z = Ax.
T, —z

Para la inclusion opuesta, sea x € D(A,). Entonces el limite lim existe en la

t—0+

norma || - ||,. Aplicando A™ y usando A"T'(t) = T'(t)A™, se obtiene que

Tt)Ar — A™
lim (t)A"x x

t—0+ t

existe en X.
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T(t)A"r — A™x

Por tanto A"z € D(A) y A(A"z) = lim

. Ademas, para tales z,
t—0+

T — T(t)A"x — A"
Az = lm () —x (t)A™z x

= A"y,
t—0+ t t—0+ t

y como A™ es inyectivo en D(A™), se concluye A,z = Az y Az € D(A"); es decir, x €
D(A™). En suma, D(A,) ={z € X,,: Az € X,,} = D(A"") = X,,;; y A, coincide con la
parte de A en X,,.

Teorema 20 (Semejanza de los semigrupos en las escalas X,,). Para cadan > 0, los semigru-
pos fuertemente continuos (T,,(t))i>0 ¥ (Thi1(t))e>0 definidos en X, y X1, respectivamente,
son semejantes. En concreto, para todot > 0 se cumple

T (t) = A'TL(t) A, en Xni1,

donde A,, es el generador de (T,(t))i>0. Como consecuencia, el espectro, la cota espectral y
la cota de crecimiento coinciden para todos los semigrupos de la cadena {(T,(t))i>0 tnen-

Demostracién. Recordemos que X,, = D(A") con norma ||z, = [|[A"x| vy que T,(t) =
T(t)|x,. Del calculo A*T'(t) = T(t)A* en D(A*) se deduce que T'(t) deja invariante D(A" 1) =
X1y que A"T(t) = T(t)A™ en X, 11, el generador A, de (T,,())t>0 es la parte de A en X,
y su dominio es D(A4,) = X,11.

Primero observamos que A, : X,.1 — X, es un isomorfismo isométrico: si x € X1,
entonces

[An[ln = | A (Az)|| = |A™ ]| = [|2[lns1,

y A, es biyectivo con inversa continua A ' : X, — X, ;.

Para x € X,,;1 y t > 0, usando A, T, 1(t) = T,(t)A, (que es la restriccién a X, 1 de
AT(t) = T(t)A) obtenemos
Ap T (t) x = T,(t) Ay,

Aplicando A ! a ambos lados, queda
T () o = AN T, (1) Ay

lo que prueba la relacién de semejanza T,1(t) = A 'T,(t)A, en X, ;. Las magnitudes
espectrales y de crecimiento son invariantes por semejanza, de donde se sigue la igualdad de
espectros y cotas para todos los n.

Observaciones 4. Dado que X, .1 es denso en X,, y que A, : X,, 11— X, es un isomorfismo,
X, puede recuperarse a partir de X,11 como la completacion de X, 11 bajo la norma

2/l = 147412 s

Este procedimiento permite extender la escala a ordenes negativos y construir los espacios
de extrapolacién (o Sobolev de orden negativo).
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Definicién 15. Sean € N y x € X_,,.1. Definimos recursivamente la norma de orden
neqativo
-1
lzll-n = AT 2l -ns

y llamamos espacio extrapolado de orden —n al completado de X _, 11 con respecto a esta
norma, es decir,

X = (Xongs | [=n)™

Este espacio se interpreta como el espacio de Sobolev de orden —n asociado al semigrupo
(To(t))e>0. Ademds, denotamos por T_,(t) la extension continua del operador T_,1(t) al
espacio extrapolado X _,,.

Teorema 21. Con las definiciones dadas anteriormente, se cumple lo siguiente m > n € Z :

(1) Cada espacio X,, es un espacio de Banach que contiene a X, como subespacio denso.
(ii) Los operadores T, (t) forman un semigrupo fuertemente continuo (T,,(t))i>0 en X,.

Demostracion. Es suficiente verificar el enunciado para el caso base donde n = 0 y
m = —1, ya que los demas casos pueden derivarse por simetria y procedimientos similares.
(i) Para demostrar que X, contiene densamente a X_;, notamos que por la definicién de
norma:

ITo()zll-1 = 1To(t)Ag "=llo < I To(®)llo - [1]|-1,

lo cual garantiza que el operador Tp(t) se puede extender de forma continua a X_;. Por lo
tanto, Tp(t) actiia de manera bien definida y continua sobre X_;.

(i) Como consecuencia de lo anterior, el semigrupo (75(t)):>0 puede extenderse continua-
mente a X_;, manteniéndose la continuidad fuerte. Esto también es vélido para (T_1(t)):>0,
ya que actian sobre subconjuntos densos de Xy, v la topologia inducida es més débil o equi-
valente.

En conclusién, la familia (X,,),ez forma una sucesién bidireccional de espacios de Banach
con inclusiones densas, conocida como una escala de espacios de Sobolev de indice entero.
Este enfoque permite construir diagramas coherentes de semigrupos, en concordancia con
los resultados previos.

El Teorema 20 garantiza que los semigrupos asociados a estos espacios se comportan de ma-
nera analoga, incluyendo similitud en su estructura espectral. Por tanto, la familia (7),(¢))>0
constituye una estructura compatible sobre toda la escala X,, con n € Z.

3.7. Pertubaciones

Definicién 16. Sean los operadores A: D(A) C X — X y B: D(B) C X — X. Decimos
que el generador A estd perturbado por el operador B o que B es una perturbacion de A si
la suma A+ B se define como:

(A+ B)z = Az + Bz, x€ D(A+ B) = D(A)N D(B).
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Ejemplo 4. (i) Sea (A, D(A)) un generador no acotado de un semigrupo fuertemente con-
tinuo. Si tomamos B = —A | entonces la suma A+ B es el operador cero, definido en
el subespacio denso (D(A)), ademds el operador cero es no cerrado. Por otro lado si

consideramos B = —2A, entonces la suma
A+ B = —A con dominio D(A+ B) = D(A),

es un generador solo si A genera un semigrupo fuertemente continuo.

(i1) Sea A : D(A) € X — X un generador no acotado de un semigrupo fuertemente
continuo y considere el isomorfismo S € L(X) tal que D(A) N S(D(A)) = { 0}.
Entonces B = SAS™! es un generador y A+ B se define en D(A+B) = D(A)ND(B) =

D(A)NS(D(A)) ={ 0} . Para facilitar la comprension considere X = Co(Ry) definido

por
Af = f" con dominio D(A) =C}(Ry) y Sf=q.f,

1

para alguna funcion q continua y positiva tal que q y ¢~ sean acotadas y no diferen-

ciables. Si el operador B es dado por
Bf =q.(¢".f) con dominio D(B) ={ f € X :¢"*.f € D(A)},
entonces el dominio del operador suma A+ B es {0}.

Teorema 22 (Teorema de la perturbaciéon acotada). Sea (A, D(A)) el generador de un
semigrupo fuertemente continuo (T'(t));>0 definido en el espacio de Banach X tal que

| T'(t) [|[< Me™ para todo t > 0,
yseanw € Ry M >1. 5 Be L(X), entonces
C = A+ B con dominio D(C) = D(A),
genera un semigrupo fuertemente continuo (S(t))i>o que satisface
| S(t) ||< Mew+MIBDE - para todo t > 0.

Demostracién. Tomamos w = 0y M = 1. Entonces A € p(A) para todo A >0,y A—C
se descompone de la siguiente manera:

A—C=XN—A—-B=(1—-BR\A)\N-A). (3.38)
Como X\ — A es biyectivo, concluimos que A — C' es biyectivo; es decir, A € p(C), si y solo si
I —BR(\A),
es invertible en £(X). Por lo tanto se obtiene:

R(\C) = RO\, A)I — BR(\, A)]. (3.39)
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Elegimos Re\ >|| B ||. Entonces || BR(), A) ||< IB1/z.x < 1 por el Teorema 18 (Teorema de
Generacién), se sigue que A € p(C) con

R()\,0) A) (BR(X,A)) (3.40)
n=0
Ahora evaluamos: . )
| R(X, O) |I< L

Rex 1 1B/, — Rx-TBI

para todo Re\ > B y obtenemos que C' genera un semigrupo (S(t)):>o fuertemente continuo
por el lema 1 se satisface:
S(t) < elBl para todo t > 0.

Sea w € Ry M > 1, primero hacemos un reescalado para obtener w = 0. Introducimos una

nueva norma
|z [|=sup | T(t)z |
>0

en X. Esta norma satisface:
|z <[z (<M ][z,

hace que (7°(t)):>o sea un semigrupo de contraccién, y genera
| Bz |[< M B|.[z|<M[|BI.[=]|

para todo x € X. Luego, la suma C' = A + B genera un semigrupo fuertemente continuo
(S(t))e>0 satisfaciendo la estimacion

| S@) |I<|| Stz < ellBllt < MBI,

Por eso || S(t)x || <|| S(t)z ||< eMIBIt || 2 || < MeMIBIt || & || para todo ¢ > 0 es la afirmacién
para w = 0.

Las identidades (3.39) y (3.40) no solo constituyen la base del argumento desarrollado, sino
que ademas resultan fundamentales para una amplia variedad de resultados de perturbacién.
En este contexto, las utilizamos con el fin de extender el teorema anterior hacia el caso
de perturbaciones no acotadas. Para este propésito, emplearemos la nocién de torres de
Sobolev. Considerando un valor suficientemente grande de A, el generador A de un semigrupo
fuertemente continuo, y un operador B € L(X), los operadores correspondientes pueden
analizarse bajo este marco tedrico.

(I — BR(\,A)y (I — BR(M\A)) = i(BR(/\,A))”

n=0
son isomorfismos del espacio de Banach X. Por lo tanto, para A grande, la 1 — norma con

respecto a A — Ay A — A — B, es decir

I =1l (A = Az |
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I [#7=Il (A= A= B)z ||=]| (I = BR(X, A))(A — A) |
son equivalentes en X; = D(A) = D(A + B).
De manera similar, las (—1) — normas correspondientes

[l [[4,=[1 R(A, A)z |

I [|2fP=Il R(A, A+ B)a |

son equivalentes en X, usamos la identidad
R\, A)=[I+ R\, A+ B)B|"'R(\, A+ B) (3.41)

por tanto los espacios de Sobolev X4, para A y X% para A+ B coinciden. Por consiguiente
A+ B es un generador.Ahora presentamos el siguiente teorema.

Teorema 23. Sea (A, D(A)) el generador de un semigrupo fuertemente continuo (T'(t))i>0
en un espacio de Banach Xg, y sea B € L(Xy). Entonces el operador

A+ B con dominio D(A+ B):= D(A)

genera un semigrupo fuertemente continuo en Xo. Ademds, los espacios (de tipo Sobo-
lev/extrapolacion) asociados a A y A+ B coinciden para i € {—1,0,1}

XA =XMB (1= -1,0,1).

Demostracién. (i) (A + B) es generador. Por el teorema de perturbaciones acotadas
para semigrupos Cp, si A es generador en Xy y B € L(Xj), entonces A + B con el mismo
dominio D(A) vuelve a ser generador de un semigrupo Cj (en particular, se puede tomar
S(t) = e'BT(t) como candidata formal). Por lo tanto, D(A+B) = D(A) y A+ B es generador.

(ii) Coincidencia para i = 0. Por definicién, X' = X, = X882, de modo que la afir-
macién es inmediata.

(iii) Coincidencia para i = 1. Recordemos que
X{=D(A) conlanorma ||z)ia = |7|x, + [|AZ] x,,
y andlogamente
X{HF =D(A) con |lzllars = [lllx, + [1(A+ B)llx,.
Como B € L(Xj), para x € D(A) se cumple

[zlla < Nzlhavs + 1Bzl < |zl ars + [[Bl l2] < U+ [[B]) l2]l1, 4+ 5-
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Por otro lado
2ll1ar < [|2ll1,a + [ Bz]| < (1 + [|B]) ||z][1,a

Por consiguiente, las normas || - |14 ¥ || - [[1,4+5 son equivalentes en D(A); en particular,
X4 = X{P como espacios normados.

(iv) Coincidencia parai = —1. Sea A > 0 suficientemente grande. La norma de extrapolacién
asociada a A se puede definir por

lzll-ia = (A= A)ellxy, 2 € Xo,
y andlogamente ||z||_1 415 = ||(A — (A+ B)) 'z x,. Usamos la identidad resolvente
A=—(A+B) ' =T -O-A"'B) ' h—A)"

Como [[(A — A)™'B|| — 0 cuando A — oo, existe A grande para la cual ||(A — A)7'B|| < 1.

En tal caso el operador (I — (X — A)_lB)_1 es acotado e invertible (serie de Neumann), y
se obtiene

alld=A4) allx, < A= (A+B)) 2y, < el[(A—A) 2]x,,

para ciertas constantes c1,cy > 0 independientes de z. Esto muestra la equivalencia de las
normas || - ||—1,4 ¥ || - ||=1,4+5 en Xy. Por tanto, las completaciones resultantes coinciden

A _ yvA+B

Reuniendo los pasos anteriores, se concluye que A + B es generador con D(A + B) = D(A)
y que XA = X8 para i = —1,0, 1.

Teorema 24. Sea (A, D(A)) el generador de un semigrupo fuertemente continuo en el es-
pacio de Banach Xo. Si B es un operador acotado en Xi* = (D(A),| . |l1) , entonces A+ B
con dominio D(A + B) = D(A) genera un semigrupo fuertemente continuo en X.

Demostracién. Sea A; la restriccién de A considerada como generador en Xi'. De este
modo, A; + B origina un semigrupo fuertemente continuo sobre Xi!, segiin el Teorema 22,
dicho semigrupo perturbado puede prolongarse al espacio de ixtrapolacién (Xf‘)ﬁ‘i*B , el
cual, de acuerdo con el Teorema 23, coincide con el espacio (X{1)?1. No obstante, este tiltimo
corresponde precisamente al espacio de Banach original X,. En consecuencia, el generador

del semigrupo extendido en X resulta ser la extension continua de A; + B, es decir, A+ B.

Ejemplo 5. Tome Af = f' en X = Cy(R), con dominio C3(R). Para alguna h € C}(R)
defina el operador B por
Bf = f(0)h f € CY(R).

Entonces, B no estd acotado en X, pero estd acotado en D(A) = CL(R), y por tanto A+ B
es un generador en X.
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Teorema 25. Consideramos dos semigrupos fuertemente continuos (T(t))i>o con generador
A y (S(t))>0 con generador C' en el espacio de Banach X y supongamos que

C=A+1D

para algin operador acotado B € L(X). Entonces
t
S(t)r =T(t)x + / T(t —s)BS(s)xds (3.42)
0

se cumple para todot >0 yx € X.

Demostracién. Tomemos = € D(A) y consideramos las funciones
0,t] — X
s = &(s)=T(t—s5)S(s)x

como D(A) = D(C) es invariante bajo ambos semigrupos, se deduce que &,(+) es continua-
mente diferenciable con derivadas

d

Efzg(s) =T(t—s)CS(s)x —T(t —s)AS(s)x =T (t — s)BS(s)z.

Esto implica

Sz — T(t)z = £a(t) — £,(0) = /0 ¢ ()ds /0 T(t — 5)BS(s)wds.

Por ultimo, la densidad de D(A) y la acotacién de los operadores implicados hacen que esta
ecuacién integral se cumpla para todo z € X.

Si sustituimos las funciones anteriores &, por
ns = S(s)T(t — s)x

y utilizando los mismos argumentos, obtenemos la ecuaciéon integral andloga
t
Stz = T(t)x + / S(s)BT(t — 8)ads (3.43)
0
para x € X.

Ambas ecuaciones (3.42) y (3.43), suelen denominarse formula de variacion de pardmetros
para el semigrupo perturbado.

En lugar de resolver la ecuacién integral (3.42) mediante el método tradicional de punto
fijo, adoptamos un enfoque maés abstracto que, si bien resulta en apariencia més complejo,
ofrece la ventaja de ser aplicable a perturbaciones no acotadas, lo cual constituye un aspecto
relevante en este tipo de problemas.
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Con el propésito de clarificar nuestro procedimiento, reescribimos la ecuacién (8.42) en
forma operatorial e introducimos el espacio de funciones con valores en operadores

Xy = C([Oa tﬂ]v £S(X))a

constituido por todas las funciones continuas de [0,tg] en L4(X). Es decir, F' € X;, si y s6lo
si F(t) € L(X) y la aplicacién ¢ — F(t)x es continua para cada x € X. Dicho espacio se
convierte en un espacio de Banach cuando se dota de la norma

[Fllec = sup [[F(s)]l, F € Xy,

s€[0,to]

En este contexto, definiremos a continuacion un operador del tipo “Volterra” sobre dicho
espacio.

Definicién 17. Sea (T'(t))i>0 un semigrupo fuertemente continuo en X y tomemos B €
L(X). Para cualquier ty > 0, llamamos al operador definido por

VF(t)x = /tT(t — s)BF(s)xds

para x € X, F € C([0,10], Ls(X)) y 0 <t <ty el operador de Volterra abstracto asociado.

Teorema 26. El operador abstracto de Volterra V' asociado con el semigrupo fuertemente
continuo (T (t))i>o0 y el operador acotado B € L(X) es un operador acotado en C([0,to], Ls(X))

y satisface
(M| B][to)"

n
vy < B2

(3.44)

para todon € N y con M = sup ||T(s)||. En particular, para su radio espectral tenemos
s€[0,to]

r(V) = 0. (3.45)

De esta ultima afirmacion se deduce que el resolvente de V en A = 1 existe y viene dado por
la serie de Neumann; es decir,

RA,V)=(I V)= f: 13

Volvemos ahora a nuestra ecuacion integral (3.42), que se convierte, en términos de nuestro
operador de Volterra, en la ecuacion

T()=U-V)50)
para las funciones T'(-), S(-) € C([0,t0], Ls(X)). Por lo tanto

(e 9]

S() =R, V)T()=> V"T(:) (3.46)

n=0

donde la serie converge en el espacio de Banach C([0, 1], Ls(X)).
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Demostracién. Sea f € C([0, o], X) Definimos

t
VA = [ 7= 9B
0
donde el operador V' estd bien definido. Entonces V' f € C([0, %], X) y por lo tanto
V — C([O,to],X)

Estimamos || V™ || cuando n = 1 tenemos

I (V@) HS/O ITE=s) I BI - fs) [ ds < M| B /O I f(s) II ds.

Entonces
| (V) llo = supieore) I (V@) |l

< M| Bl to- [l f lloo

[V < M| Bl t.

Supongamos ahora que para algin n € N se cumple que ,

(M || B[] to)"
n! ’

Fvr<

Veamos para n + 1:

VL=V 2V e < VTVl

< M| B | to.

Entonces se cumple que

(M || B || to)"*

Vrtl < M || B || to.
|Vl M B | tom— =)

para todo n € N. Sabemos que el radio espectral de un operador V' € L(X) esta dado por
r(V)= lm | V™ |/
n—oo

Usando la cota anterior

n!

Ve n < <W) a

M| Bl t

()7 — 0.



cuando n — oo entonces (V) = 0.
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Como r(V) = 0 entonces el resolvente R(1,V) = (I — V)~! existe y estd dado por la serie

de Neumann .
(I-v)yt=> v
n=0

Luego:
() = (I=V)5()

Sy = (I-V)'1()

= ) _VHT)().

Teorema 27. El semigrupo fuertemente continuo (S(t))i>o generado por C = A+ B, donde

A es el generador de (T'(t))i>0 y B € L(X), puede obtenerse como
S(t) = Sa(t)
n=0
donde Sy(t) :==T(t) y

Spar(t) == VS, (t) = /0 Tt — $)BS,(s) ds.

Demostracién. Sea Sy(t) = T'(t) el semigrupo original. Se define

Snt1(t) = VS,(t) = /tT(t — 5)BS,(s) ds.

Luego encontraremos la cota para || S, () || para ello recordamos que

1T l|< M
Vi€ [0,t]y || Bl<oo.
M| B t)"M
Demostramos por induccién: || S, (t) ||< (M| ||| ) :
n!
Para n = 0 obtenemos
So(t) = T(t)
M| B|t)°M
I soty < = PLIBTOAL
(M| B oM

Ahora supongamos que || S, (t) ||< '
n!

(3.47)

(3.48)
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Entonces se cumple :

| Sucr(®) | = | / T(t - $)BS,(s)ds |
< /0||T<t—s>||.||B||.||sn<s>||ds
< M||B||/ WELE LI

M2|| B [ .
= LB Cary sy syas
n! 0

2 n t
_MUBLOLBY [,

n!

M2 ” B HTL-H M™ tn—i—l
n! ‘n+1

(M| B )"
(n+1)!

Teorema 28. Sean (T'(t))i>0 y (S(t))i>0 dos semigrupos fuertemente continuos, donde el
generador de (S(t))i>o es una perturbacion acotada del generador de (T'(t))i>0. Entonces

IT(t) - S| < tM (3.49)
para todo t € [0,1] y para alguna constante M.

Demostracién. Sean A el generador de un semigrupo y B € L£(X) un operador lineal
y acotado. Entonces A + B también genera a un semigrupo fuertemente continuo (S(t)):>o
por el teorema de perturbacién acotada.
A partir de la ecuacién integral 3.42, obtenemos

t
IT(t) = S(t)z| < /0 [T'(t — 5)BS(s)x|ds
< tsup [|T(r)]| sup [[S(s)I- 1Bl - ||z
r€f0,1] s€[0,1]

para todo z € X y t € [0, 1].



4 CONCLUSIONES

1. Los resultados obtenidos en esta investigacién fueron analizados exhaustivamente, des-

glosando cada uno de sus componentes para ofrecer una comprension detallada de las
demostraciones y de los principios tedricos involucrados. Este andlisis permitié verifi-
car la hipotesis central planteada: si A es generador de un semigrupo de clase Cy y P
corresponde a un operador lineal acotado que actiia como perturbacion en un espacio
de Banach X, entonces la suma A + P contintia generando un semigrupo fuertemente
continuo de clase Cy. Este resultado refleja que la estructura semigrupal mantiene su
estabilidad aun bajo la presencia de perturbaciones controladas, lo cual confirma la
solidez del marco teérico empleado.
La investigacién muestra que la teoria de perturbaciones constituye una herramienta
fundamental para garantizar estabilidad y continuidad en sistemas dinamicos, ofre-
ciendo asi aportes significativos tanto en el plano tedrico como en el aplicado. Este
resultado invita a seguir profundizando en el estudio de perturbaciones mas generales,
con miras a fortalecer y ampliar las aplicaciones de este marco analitico.

2. En relacion con el objetivo general, fue posible precisar las condiciones necesarias que
debe cumplir el operador P para que A + P preserve las propiedades esenciales de un
generador de semigrupos. De esta manera, se ofrece un marco analitico coherente que no
solo valida los resultados tedricos obtenidos, sino que también amplia su aplicabilidad
a escenarios donde intervienen operadores adicionales.

3. En cuanto a los objetivos especificos, el andlisis desarrollado permitio revisar y contras-
tar diferentes teoremas vinculados a los semigrupos de clase Cy, destacando su relevan-
cia en problemas de evolucién abstractos. Al mismo tiempo, se identific6 con claridad
el papel desempenado por el operador P, estableciendo lineamientos que aseguran la
continuidad fuerte y la persistencia de las propiedades dindamicas aun en presencia de
perturbaciones.

4. Los hallazgos alcanzados ponen de relieve la importancia de la teoria de perturbacio-
nes dentro del analisis funcional, al demostrar que las modificaciones acotadas en un
sistema no alteran de manera sustancial su comportamiento. Esta constatacién no solo
refuerza la pertinencia del marco tedrico utilizado, sino que ademas proyecta nuevas
posibilidades de aplicacién en campos como las ecuaciones diferenciales abstractas, la
teoria de control y los modelos en fisica matematica.
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5 SUGERENCIAS

En el marco de las lineas de investigacion futura, se plantean diversos problemas que cons-
tituyen una continuacién natural del presente trabajo:

En primer lugar, se propone el estudio de las perturbaciones no acotadas de generadores
de semigrupos, debido a que estas presentan mayores complejidades desde el punto de vista
analitico y requieren la imposicién de condiciones adicionales que garanticen la existencia
del semigrupo asociado.

En segundo lugar, se sugiere la aplicacion de los resultados obtenidos al analisis de ecua-
ciones diferenciales evolutivas, en las cuales la teoria de semigrupos desempenia un papel
fundamental al permitir describir la evolucién temporal de los sistemas.
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