
Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo

Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
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Resumen

El objetivo de esta investigación fue asegurar la existencia de una solución para una

ecuación diferencial de transporte utilizando la teoŕıa de semigrupos. Se llevó a cabo un

estudio descriptivo fundamentado en fuentes de información como Google Académico y

material bibliográfico en formato f́ısico. Los resultados obtenidos revelan la existencia

de soluciones tanto fuertes como débiles de la ecuación diferencial de transporte sujetas

a condiciones espećıficas. Además, los rersultados fueron analizados y explicados minu-

siosamente para ofrecer una mayor compresión de las demostraciones. En conclusión,

los hallazgos de esta investigación resaltan la eficacia y relevancia de los semigrupos de

operadores como un enfoque teórico robusto y perspicaz para abordar la resolución de

ecuaciones diferenciales de transporte, y para la comprensión y aplicación de teoŕıas en

este campo de investigación.

Palabras clave: Semigrupo de operadores, ecuación diferencial de transporte.
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Abstract

The objective of this research was to confirm the existence of a solution to a trans-

port differential equation using semigroup theory. A descriptive study was conducted,

based on information sources such as Google Scholar and printed bibliographic material.

The results obtained reveal the existence of both strong and weak solutions to the trans-

port differential equation subject to specific conditions. Furthermore, the results were

thoroughly analyzed and explained to provide a greater understanding of the proofs. In

conclusion, the findings of this research highlight the effectiveness and relevance of opera-

tor semigroups as a robust and insightful theoretical approach for addressing the solution

of transport differential equations, and for the understanding and application of theories

in this field of research.

Keywords: Semigroup of operators, differential transport equation.

14



1. Introducción

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s) son una herramienta fundamental para

describir y comprender fenómenos naturales; y a lo largo de la historia los matemáticos

hicieron estudios donde analizaron diversos métodos para solucionar dichas ecuaciones.

Sin embargo, el análisis y la solución de las EDP’s pueden ser muy tediosas debido a

la complejidad de las ecuaciones y a la necesidad de comprender cómo evolucionan las

soluciones en el tiempo; la teoŕıa de semigrupos de operadores proporcionan una estruc-

tura matemática adecuada para solucionar las EDP’s. El estudio formal de la teoŕıa de

semigrupos comenzó a mediados de siglo XX, con el objetivo de resolver anaĺıticamente

algunas ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales (Huerfia, 2020). En otras pala-

bras, la teoŕıa surgió inicialmente como un lenguaje anaĺıtico-funcional para el estudio

de las ecuaciones diferenciales parciales, pero con el tiempo se consolidó como una he-

rramienta fundamental en el análisis de procesos estocásticos. (Chirinos y Zavaleta, 2016).

Una de las primeras aplicaciones de esta teoŕıa se dio en ecuaciones diferenciales aso-

ciadas a operadores diferenciales lineales, los cuales dieron origen a un tipo particular

de semigrupo denominado semigrupo de operadores fuertemente continuos (Galo, 2018).

El desarrollo de estos semigrupos alcanzó mayor profundidad gracias a los aportes de

los matemáticos K. Yosida, E. Hille y R. S. Phillips. En particular, la publicación de la

obra clásica Functional Analysis and Semigroups de Hille y Phillips impulsó significativa-

mente su crecimiento, tanto desde la perspectiva teórica como en sus aplicaciones. Dicho

trabajo abordó no solo problemas tradicionales de ecuaciones diferenciales parciales y

procesos estocásticos, sino también situaciones menos habituales, como ecuaciones inte-

gro–diferenciales, ecuaciones diferenciales funcionales, además de aplicaciones en mecánica

cuántica, bioloǵıa y teoŕıa de control. (Chirinos y Zavaleta, 2016).
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1. Introducción

La ecuación de Boltzmann, conocida como la ecuación de transporte, tiene un papel

crucial en el ámbito de la f́ısica matemática, revistiendo una importancia en la teoŕıa

cinética de los gases Cisneros, 2018 (Cisneros, 2018). Ludwig Boltzmann, en el año 1872,

dedujo esta ecuación integro-diferencial no lineal con la finalidad de describir la evolución

de un gas hacia un estado de equilibrio.

A pesar de la trascendencia de dicha ecuación, durante 140 años no se logró una de-

mostración rigurosa de la existencia de soluciones. Fue únicamente en el año 2010 que dos

eminentes matemáticos de la Universidad de Pennsylvania, Gressman y Strain, alcanzaron

la resolución de dicha ecuación, marcando aśı un hito significativo en la comprensión y

resolución de este complejo problema matemático.

En el presente trabajo se estudiará la existencia de la solución al problema de valor

inicial para la ecuación de Boltzmann homogénea por medio de la teoŕıa de semigrupos,

se formula de la siguiente manera

ut + v∇u = 0 en Rn × (0,∞)

u(x, 0) = g(x) en Rn × {t = 0}



 (1.1)

donde, u : Rn × [0,∞) → R es una función desconocida que representa el desplaza-

miento de la sustancia en un medio, v ∈ Rn es un vector fijo, g : Rn → R es una función

de clase C1 conocida y ∇u es el gradiente de u(x, t) en las variables de x.

Además, al problema se considera una condición de contorno, quedando un nuevo

problema

ut + v∇u = 0

u(x, 0) = u0(x)

u(0, t) = y(t)





(1.2)

La elección de la ecuación diferencial de transporte como objeto de estudio se origina

en la discrepancia observada en el tratamiento académico de las ecuaciones de calor y

onda durante el pregrado, las cuales gozan de una notoria prominencia y son ampliamen-

te abordadas en las clases. Contrariamente, la ecuación de transporte, en ocasiones, no
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1. Introducción

recibe una mención en las lecciones impartidas.

Esta disparidad en la atención académica suscita la curiosidad de explorar y com-

prender la ecuación de transporte, la elección de abordarla y resolverla se justifica, por

la intención de aplicar la teoŕıa de semigrupos, contribuyendo aśı a llenar un vaćıo en la

comprensión de esta ecuación menos explorada en el ámbito educativo.

La presente investigación se estructura por secciones, donde la primera sección se

denomina preliminares, la segunda sección semigrupos de operadores acotados y la tercera

sección Ecuación diferencial de Transporte.
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2. Diseño Teórico

2.1. Antecedentes:

A. Nivel Internacional

- Das et al. (2021), en su art́ıculo “An application of semigroup theory to the coagulation-

fragmentation models”, demostraron que existen soluciones fuertes para la ecuación

continua de coagulación-fragmentación singular y núcleo de coagulación esencial-

mente acotado y además la unicidad de estas soluciones, empleando la teoŕıa de

semigrupo de operadores. Además, lograron demostrar la existencia del semigrupo

subestocástico para la ecuación de fragmentación, la cual tiene importantes impli-

caciones para modelar procesos f́ısicos y biológicos. Este antecedente evidenció la

efectividad de la teoŕıa de semigrupos como herramienta para resolver ecuaciones

diferenciales complejas.

- Fuentes (2020), en su tesis de pregrado “Introducción a la teoŕıa de semigrupos de

operadores acotados en espacios de Banach”, estudió los semigrupos uniformemente

continuos y fuertemente continuos, abordando las propiedades principales de los

generadores del semigrupo. Además, analizó los teoremas de Hille-Yosida y Lumer-

Phillips que son fundamentales para la caracterización de generadores de semigrupos

fuertemente continuos. Estos resultados fueron clave para esta investigación, ya que

la teoŕıa de semigrupos permite dar solución a una ecuación diferencial parcial.

- Huerfia (2020), en su tesis “Semigrupo de Operadores Lineales Acotados con Apli-

caciones”, analizó casos asociados a operadores acotados de ecuaciones diferenciales:

como la ecuación de transporte y del calor. Esta investigación resaltó la importancia

de la teoŕıa de semigrupos como herramientas para resolver problemas diferenciables

18



2. Diseño Teórico

parciales. Este antecedente me permitió analizar resultados clave para darle solución

a la ecuación diferencial de transporte.

- Galo (2018), en su art́ıculo “Teoŕıa de semigrupos fuertemente continuos de opera-

dores lineales continuos aplicada a una ecuación de transporte-difusión”, utilizó la

teoŕıa de semigrupos de operadores lineales continuos para demostrar la existencia

y unicidad de la solución a una ecuación de transporte-difusión. En su enfoque,

consideró espećıficamente a los semigrupos fuertemente continuos, generados por

un operador lineal A, conocido como el generador infinitesimal del semigrupo. Estos

resultados me permitieron elegir condiciones de contorno adecuadas para la ecua-

ción diferencial de transporte y caracterizar adecuadamente un espacio funcional de

soluciones.

- Parra (2018), en su tesis “ C0 Semigrupos para sistemas hiperbólicos port-hamiltonianos

y sus aplicaciones”, evidenció que la teoŕıa de semigrupos C0 y con condiciones es-

pecificas es posible garantizar la existencia, unicidad y estabilidad del problema de

valor inicial con valores en la frontera en sistemas port-Hamiltonianos. La meto-

doloǵıa de este trabajo me proporcionó una base sólida para analizar la ecuación

diferencial de transporte bajo condiciones iniciales y de frontera.

B. Nivel Nacional

- Berrocal (2021), en su trabajo de pregrado “Ecuación del calor: existencia y uni-

cidad” evidenció que través de la teoŕıa de semigrupo de operadores acotados es

posible garantizar la existencia y unicidad de la solución para una ecuación dife-

rencial del calor no lineal. El marco teórico desarrollado por Berrocal facilitará el

estudio y análisis de existencia de soluciones para la ecuación diferencial de trans-

porte de este estudio.

- Tarazona (2021), en su tesis doctoral “Existencia, unicidad y estabilidad de solución

de un sistema de Timoshenko con memoria” evidenció que utilizando la teoŕıa de

semigrupos de operadores lineales se determina la existencia, unicidad y estabili-

dad exponencial de la solución del sistema de Timoshenko con memoria total. La

metodoloǵıa del trabajo de Tarazona me sirvió como ayuda para la búsqueda de

soluciones para la ecuación diferencial de transporte.
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2. Diseño Teórico

2.2. Bases Teóricas:

La base teórica de esta investigación se fundamenta en tres pilares fundamentales

interrelacionados: el análisis funcional, la teoŕıa de semigrupos de operadores y las ecua-

ciones diferenciales parciales, con especial énfasis en la ecuación diferencial de transporte.

El análisis funcional proporciona el marco matemático esencial para el estudio de la

ecuación de transporte. Esta rama de las matemáticas nos permite trabajar en espacios

de Banach y Hilbert apropiados, particularmente los espacios L1, L2 y H1, que son fun-

damentales para la caracterización de las soluciones.

Los conceptos de operadores lineales y sus propiedades, constituyen herramientas in-

dispensables para establecer la existencia de soluciones. Además, la teoŕıa espectral de

operadores y los conceptos de convergencia débil y fuerte son cruciales para el análisis del

comportamiento de las soluciones. La teoŕıa de semigrupos de operadores, que represen-

ta el núcleo central de esta investigación, proporciona un marco teórico para el estudio

de problemas de evolución. Esta teoŕıa incluye el estudio de semigrupos uniformemente

continuos y fuertemente continuos, aśı como sus generadores infinitesimales. El teorema

fundamental de Hille-Yosida establece las condiciones necesarias y suficientes para que un

operador lineal sea el generador de un semigrupo fuertemente continuo, lo cual es esencial

para la existencia de soluciones de la ecuación diferencial de transporte. Las propieda-

des espectrales de los generadores y el estudio de semigrupos adjuntos complementan el

análisis.

En el contexto de las ecuaciones diferenciales parciales, la investigación se centra en

la formulación del problema de Cauchy abstracto asociado a la ecuación diferencial de

transporte. Esto implica el análisis de las condiciones de frontera apropiadas y la identifi-

cación de los espacios de soluciones adecuados. La teoŕıa de distribuciones y los métodos

de enerǵıa son herramientas fundamentales para establecer la existencia de soluciones, aśı

como para estudiar su regularidad.

La conexión entre estos tres pilares teóricos se materializa en el estudio espećıfico de la

20



2. Diseño Teórico

ecuación diferencial de transporte. El operador de transporte se identifica como el gene-

rador de un semigrupo, lo que permite aplicar la teoŕıa de semigrupos para establecer la

existencia de soluciones. El comportamiento asintótico de las soluciones se analiza median-

te las propiedades espectrales del generador y las caracteŕısticas del semigrupo asociado.

Adicionalmente, la investigación incorpora herramientas matemáticas complementarias

como la teoŕıa de interpolación, las desigualdades fundamentales de Hölder y Gronwall,

y los teoremas de inmersión de Sobolev. La teoŕıa de trazas también juega un papel im-

portante cuando se consideran condiciones de frontera. Esta base teórica se sustenta en

trabajos fundamentales de la literatura matemática, incluyendo las contribuciones de Pazy

(1983) sobre semigrupos de operadores lineales, los trabajos de Engel y Nagel (2000) sobre

semigrupos, y los tratados de Evans (2010) (2010) sobre ecuaciones diferenciales parciales.

La integración de estos elementos teóricos proporciona un marco robusto para el análi-

sis de la existencia de soluciones de la ecuación diferencial de transporte, permitiendo no

solo establecer resultados de existencia, sino también caracterizar el comportamiento cua-

litativo de las soluciones.

2.3. Bases Conceptuales:

2.3.1 Espacio de Banach

Definición. (Kreyszig, 1991) Sea X un espacio vectorial normado con norma ∥ · ∥.
Se dice que X es un espacio de Banach, si toda sucesión de Cauchy (xn)n∈N ⊂ X es

convergente en X.

2.3.2 Operador Acotado

Definición. (Kreyszig, 1991) Sean E y F espacios normados sobre K, y T : E → F

un operador lineal de E en F . Diremos que T es acotado si existe una constante

c > 0, tal que se cumple que

∥T (x)∥F ≤ c∥x∥E, ∀ x ∈ E.

2.3.3 Semigrupos de operadores acotados
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Definición. (Vrabie, 2003) Sea (E, ∥·∥) espacio de Banach. Una familia de opera-

dores acotados L(E)

T : [0,∞) −→ L(E)

t 7→ T (t) : E −→ E

f 7→ T (t)f

es un semigrupo de operadores acotados si satisface:

a) T (0) = I, I es el operador identidad.

b) T (t+ s) = T (t)T (s) para todo t, s ≥ 0

2.3.4 Ecuación diferencial de transporte (Ecuación de Boltzmann) homogénea

Definición. La ecuación diferencial de Transporte homogénea se formula:

ut + v∇u = 0 en Rn × (0,∞) (2.3)

donde u : Rn × [0,∞) → R es la función que deseamos encontrar que será represen-

tada por u = u(x, t), aqúı x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn señala una posición en el espacio,

y t ≥ 0 representa el tiempo, v ∈ Rn representa un vector constante conocido y ∇u

es el gradiente de u(x, t) en las variables de x (Evans, 2010).

2.3.5 Solución Fuerte o Solución Clásica

Definición. (Evans, 2010) Consideremos una EDP general de la forma:

F

�
x, u,

∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
, · · · ∂

ku

∂xk

�
= 0

donde u(x) es la función que se debe encontrar y F es una expresión que involucra

la función u y sus derivadas. Se llama solución fuerte de la EDP a la función u =

u(x1, x2, · · · , xn, t) ∈ Cm(R) que satisface la ecuación en cada punto dentro del

dominio espećıfico R. Además, también cumple con las condiciones de contorno que

puedan estar definidas para el problema en cuestión.

2.3.6 Solución Débil
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Definición. (Evans, 2010) Consideremos una EDP general de la forma:

F

�
x, u,

∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
, · · · ∂

ku

∂xk

�
= 0

una solución débil se define como una función u(x) que satisface la siguiente relación

integral: Z

Ω

F

�
x, u,

∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
, · · · ∂

ku

∂xk

�
ϕ(x)dx = 0

ϕ(x) es una función de prueba en un espacio funcional adecuado, y Ω es el dominio.
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3. Diseño Metodológico

3.1. Diseño de contrastación de hipótesis

Espećıficamente se verificará que el operador derivado de la ecuación diferencial de

transporte genera un semigrupo fuertemente continuo mediante:

(i) Teorema de Hille Yosida.

(ii) Demostración de existencia y unicidad débil de la ecuación.

(iii) Validación de un caso espećıfico de la ecuación de transporte

La investigación es descriptiva teórica, la hipótesis funciona como conjetura matemáti-

ca a demostrar.

La contrastación de hipótesis estuvó respaldada por fuentes bibliográficas de recono-

cida autoridad académica en el campo del análisis. Se llevó a cabo a través del análisis

riguroso de las demostraciones matemáticas contenidas en la literatura especializada con-

sultada.

3.2. Población y Muestra

Por ser un trabajo básico teórico, no hubo población ni muestra.

3.3. Técnicas, instrumentos, equipos, materiales

No se utilizó técnicas estad́ısticas, solo se uso de bibliograf́ıa especializada en el tema

como art́ıculos cient́ıficos, tesis de repositorios institucionales y libros.
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4.4. Preliminares

En esta sección preliminar, se establece conceptos básicos que ayudarán al lector a

entender los resultados posteriores. Se considerará nociones de espacios de Banach, ope-

radores lineales acotados, espacios de Lp y espacios de Sobolev.

4.4.1. Espacios de Banach

Las siguientes definiciones y resultados pueden ser encontrados en Kreyszig (1991),

León (2008).

Se iniciará mencionando a los espacios métricos y normados para luego hablar de es-

pacios de Banach.

Definición 4.1. Sea X un conjunto no vaćıo. Un par (X, d) es llamado espacio métri-

co, tal que d es una función

d : X ×X −→ R

(x, y) 7→ d(x, y)

la cual cumple con las siguientes condiciones:

i) d(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ X.

ii) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ X.

iii) d(x, y) = 0 si solo si x = y.

iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo x, y, z ∈ X.
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Definición 4.2. Sea E es un espacio vectorial sobre K. (E, ∥ ∥) es llamado espacio

normado si ∥ ∥ es una función

∥ ∥ : E −→ R

donde esta función cumple con:

i) ∥x∥ ≥ 0 para todo x ∈ X.

ii) ∥x∥ = 0 si y sólo si x = 0.

iii) ∥λx∥ = |λ|∥x∥ para todo x ∈ X, para todo escalar λ ∈ K.

iv) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ para todo x, y ∈ X.

Ahora se mostrarán algunos resultados en las que se relacionan las dos definciones

anteriores.

Teorema 4.1. Sea (X, ∥ ∥) un espacio normado. La función

d : X ×X → R

definida por

d(x, y) = ∥x− y∥, x, y ∈ X

es una métrica sobre X.

Demostración:

En efecto la primera condición de métrica se cumple de manera inmediata, ya que por

la definición de norma (4.2)

0 ≤ ∥x− y∥,

entonces 0 ≤ d(x, y). Ahora solo se debe verificar las 3 condiciones restantes de métrica.

ii) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ X.

⇔ d(x, y) = ∥x− y∥

⇔ d(x, y) = ∥y − x∥

⇔ d(x, y) = d(y, z)
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iii) d(x, y) = 0 si solo si x = y.

⇒ ] ⇐ ]

Tenemos que d(x, y) = 0 Tenemos que x = y

⇒ ∥x− y∥ = 0 x− y = 0

⇒ x− y = 0 ⇒ ∥x− y∥ = 0

⇒ x = y ⇒ d(x, y) = 0

iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo x, y, z ∈ X.

⇔ d(x, z) = ∥x− z∥

⇔ d(x, z) = ∥(x− y) + (y − z)∥

⇔ d(x, z) ≤ ∥(x− y)∥+ ∥(y − z)∥

⇔ d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Teorema 4.2. Si d es una métrica en un espacio vectorial X y d es inducida por una

norma en X, entonces

d(x+ a, y + a) = d(x, y)

d(ax, ay) = |a|d(x, y)

Demostración:

d(x+ a, y + a) = d(x, y)

d(x+ a, y + a) = ∥(x+ a)− (y − a)∥

d(x+ a, y + a) = ∥x− y∥

d(x+ a, y + a) = d(x, y)
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d(ax, ay) = |a|d(x, y)

d(ax, ay) = ∥ax− ay∥

d(ax, ay) = ∥a (x− y) ∥

d(ax, ay) = |a|∥x− y∥

d(ax, ay) = |a|d(x, y)

Observación 4.1. Existen métricas que no provienen de una norma.

El sigueiente ejemplo garantiza lo afirmado en la observación 4.1.

Ejemplo 4.1. Sea D la métrica discreta, definida

D(x, y) =





1 si x ̸= y

0 si x = y

la cual no está inducida por una norma.

Tomemos la segunda condición

d(ax, ay) = |a|d(x, y)

Demos un a = 2. Para el caso de x = y la condición cumpliŕıa.

Ahora, en el caso x ̸= y

D(ax, ay) = 1 ̸= 2 = aD(x, y)

Por lo cual, la métrica D no proviene de una norma.

Definición 4.3. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en (X, ∥ ∥). Se dice que {xn}∞n=1 es una

sucesión de Cauchy si para todo ε > 0 existe un número natural N tal que si N ∈ N

y n,m > N entonces

∥xn − xm∥ < ε

Para finalizar la sección se mostrará la definición de espacios de Banach.

Definición 4.4. Sea X un espacio vectorial normado con ∥ ∥, entonces X es un espacio

de Banach, si toda sucesión de Cauchy (xn)n∈N ⊂ X convergente a un punto x ∈ X.
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4.4.2. Operadores Lineales Acotados

Ahora se mostrarán conceptos y resultados de operadores lineales acotados y cerrados

(Kreyszig, 1991, León, 2008).

Definición 4.5. Sean E y F espacios normados sobre K, y

A : X −→ Y

x 7→ S(x)

Diremos que A es un operador lineal de X en Y , si se cumple lo siguiente:

1. A(x+ y) = A(x) + A(y), ∀ x, y ∈ X.

2. A(ax) = aA(x), ∀ x ∈ X y ∀ α ∈ K.

Definición 4.6. Sea A : X → Y un operador lineal donde X y Y son espacios normados

sobre K. A es un operador lineal acotado si existe una constante c > 0, tal que se

cumple que

∥A(x)∥Y ≤ c∥x∥X , ∀ x ∈ X.

Ejemplo 4.2. Sea X = Cub(R+) = {f : (0,+∞) −→ R/f acotada y uniformemente continuo}
con norma ∥f∥X = sup

x>0
(|f(x)|). La familia de operadores

S : [0,+∞) −→ L(X)

t 7→ S(t) : X −→ X

f(x) 7→ S(t) (f(x)) = f (x+ t)

Se tiene que,

S(t) ((af + bg)(x)) = (af + bg) (x+ t) = af (x+ t) + bg (x+ t)

S(t) ((af + bg)(x)) = aS(t) (f(x)) + bS(t) (g(x))

∥S(t) (f)∥ = sup
x>0

∥S(t) (f(x))∥ = sup
x>0

∥(f(x+ t))∥ = ∥f∥ = 1 · ∥f∥

donde se observa que el operador S(t) es lineal y acotado.
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Definición 4.7. Sea A : X → Y un operador lineal tal que X y Y son espacios vectoriales,

se define el grafo de A como

GA = {(x, S(x)) : x ∈ X, S(x) ∈ Y }

Teorema 4.3. Si A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal, entonces A es cerrado si y solo

si su grafo es GA cerrado.

Ver la demostración en León (2008).

4.4.2.1. Operador Adjunto

Definición 4.8. Sea el operador A : X → Y . Se define el adjunto del operador A como

el operador A∗ : D(A∗) ⊂ Y ∗ → X∗ con dominio

D(A∗) = {y ∈ Y ∗; ∃ c ≥ 0 tal que |⟨y, Ax⟩| ≤ c ∥x∥ ∀x ∈ D(A)} ,

tal que

⟨y, Ax⟩ = ⟨A∗y, x⟩ ∀x ∈ D(A), ∀y ∈ D(A∗)

4.4.3. Espacios Lp

A continuación se definirán a los de espacios Lp y espacios de Hilbert, las cuales pue-

den ser vistas en Brezis (2011), Castillo (2014), kreyszig (1991).

Se denotará L1(Ω) al espacio de funciones integrables de Ω a R.

Definición 4.9. Espacio Lp Sea p ∈ R con 1 < p < ∞ se define al espacio Lp como

Lp (Ω) =
�
f : Ω → R; f es medible y |f |p ∈ L1 (Ω)

	

con

∥f∥Lp = ∥f∥p =
�Z

Ω

|f(x)|pdµ
�1/p

Definición 4.10. Espacio de Hilbert Sea H un espacio vectorial con producto interno. H

se denomina un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la norma la cual es

generada por su producto interno.
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Observación 4.2. L2 es un espacio de Hilbert.

Ver la demostración en Brezis (2011), Castillo (2014), kreyszig (1991).

4.4.4. Resolvente

Ahora se presenta al resolvente de un operador A, donde estas definiciones nos ayu-

darán con la demostración del teorema de Hille-Yosida 4.13 el cual se presentará más

adelante.

Definición 4.11. Sea X es un espacio de Banach y A ∈ L(X). Se define el resolvente

de A como el conjunto

ρ(A) = {λ ∈ C : λI − A : X → X es biyectivo}

y el espectro A como

σ(A) = C− ρ(A)

Ejemplo 4.3. Sea el operador

A : l2(R) −→ l2(R)

u 7→ (0, u1, u2, u3, · · · )
,

∀ u = (un)n∈N ∈ l2(R).

Tenemos que

(λI − A)(u) = λ(u1, u2, u3, u4, · · · )− (0, u1, u2, u3, · · · )

= (λu1,λu2 − u1,λu3 − u2,λu4 − u3, · · · )
luego,

ker(A) =
�
u ∈ l2(R)/Au = 0

	
= {0}

después ker(A) = ker(−A) = ker(0I − A), entonces ker(0I − A) = {0} se tiene que

λI − A es inyectivo para λ = 0.

Entonces 0 ∈ σ(A) y además 0 /∈ ρ(A).
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La siguiente definición muestra como está dado el resolvente cuando A no es necesa-

riamente acotada.

Definición 4.12. Sea X un espacio de Banach y A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal.

Se dice que λ ∈ ρ(A), donde ρ(A) es el resolvente de A, si

i) λI − A : D(A) ⊆ X → X es inyectivo.

ii) (λI − A) (D(A)) es denso en X.

iii) (λI − A)−1 es continua y (λI − A)−1 : Im (λI − A) → X.

y el espectro de A es σ(A) = C− ρ(A).

Ejemplo 4.4. Sea Ω = [0, 1] y X = L2 (Ω). Sea A : D(A) ⊆→ X definido por Au = u′

(en el sentido distribucional 4.14). Hallar ρ(A)

Solución: Sea D(A) = {u ∈ L2 (Ω) /u′ ∈ L2 (Ω) y u(0) = 0}

Entonces para λ ∈ C, u ∈ D(A) y f ∈ L2 (Ω)

(λI − A)u = f, u(0) = 0

λu− Au = f

λu− u′ = f, u(0) = 0

desarrollando la ecuación su solución es u(x) =

Z x

0

f(s)e−λsds, para todo x ∈ Ω.

i) ker (λI − A) = {u ∈ D(A)/ (λI − A) (u) = 0} = {0}, entonces λI −A es inyectivo.

ii) Se tiene que λI−A : D(A) ⊆ X → Im (λI − A) es sobreyectivo, es decir (λI − A)−1

existe sobre Im (λI − A)

Im (λI − A) = (λI − A) (D (A))

= (λI − A) (L2 (Ω))

= L2 (Ω)

entonces Im (λI − A) es denso en L2 (Ω).

32



4. Discusión y Resultados

iii) Para cada f ∈ L2 (Ω) se tiene



(λI − A)−1 (f(x))


 = ∥u(x)∥

=






Z x

0

e−λsf(s)ds







≤
Z x

0



e−λs


 ∥f(s)∥ ds

≤
�Z x

0



e−λs


2

ds

�1/2 �Z x

0

∥f(s)∥2 ds
�1/2

⇒


(λI − A)−1 (f(x))



 ≤ C ∥f∥L2

entonces (λI − A)−1 es acotado, por lo cual es continuo.

Luego ρ(A) = C.

Nota 4.1. Para cada λ ∈ ρ(A), se denotará a R(λ;A) = (λI − A)−1.

Ahora se mostrarán definiciones de soporte y derivada distribucional (Brezis, 2011,

Evans, 2010).

Definición 4.13. Para φ ∈ C (Ω) se define el soporte

sopφ = {x ∈ Ω : φ(x) ̸= 0}

Ejemplo 4.5.
Sea Ω = R, φ(x) ̸= 0 si x ∈ (−1, 1) ⊂ Ω

sopφ = (−1, 1) = [−1, 1]

de esto se deduce que ∂ (sop) = 0, además se tiene

que el soporte es compacto.

φ

·−1 ·1

Nota 4.2. Si φ ∈ Cr
0 , se dice que φ tiene soporte compacto y además es de clase Cr.
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Definición 4.14. Sea u ∈ Lp (Ω) se dice que u′ es la derivada distribucional de u si

existe g ∈ Lp (Ω) tal que

Z

Ω

uφ′ = −
Z

Ω

gφ, φ ∈ C∞
0 (Ω) , Ω ⊂ R

donde se deduce que u′ = g.

Nota 4.3. La derivada distribucional es conocida como derivada débil.

Ejemplo 4.6. Calcular la derivada distribucional de u(x) =





x, si 0 ≤ x ≤ 1

1, si 1 ≤ x ≤ 2

Solución: Sea φ ∈ Cr
0 , Ω = (0, 2) y además φ(0) = 0 = φ(2).

Z

Ω

gφdx = −
Z

Ω

uφ′dx

= −
Z 1

0

xφ′dx−
Z 2

1

1φ′dx

= −
�
xφ|∂(0,1) −

Z 1

0

φdx

�
−
�
φ|∂(0,1)

�

=

Z 1

0

φdx

entonces

Z 2

0

gφdx =

Z 1

0

1φdx+

Z 2

1

0φdx. Por lo tanto u′(x) =





1, si 0 ≤ x ≤ 1

0, si 1 ≤ x ≤ 2

4.5. Semigrupo de Operadores Lineales Acotados

La teoŕıa de semigrupos de operadores surǵıo entre los años 1930-1960 a través de las

principales contribuciones de Feller, Hille, Lumer, Miyadera, Stone, Yosida y Phillips. En

este capitulo se introducen conceptos de semigrupos de operadores, semigrupos uniforme-

mente continuos, semigrupos de clase C0 y se estudian sus propiedades básicas; además

se presentan resultados importantes como los teoremas de Hille-Yosida, Feller-Miyadera-

Phillips y Lumer-Phillips.
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4.5.1. Generador y Semigrupos de Operadores

4.5.1.1. Generador de Semigrupos de Operadores Lineales Acotados

A continuación se presentarán las definiciones de semigrupos y generadores de semi-

grupos las cuales son mostradas en Engel et al. (2000), Pazy (1983), Vrabie (2003).

Definición 4.15. Una familia {S(t); t ≥ 0} en L(X) es un semigrupo de operadores

lineales acotados en X si:

(1) S(0) = I, I es el operador identidad.

(2) S(t+ s) = S(t)S(s) para todo t, s ≥ 0.

donde L(X) es el conjunto de los operadores lineales acotados de X a X, además X es

un espacio de Banach.

Debido a que la familia de operadores {S(t); t ≥ 0} es acotado se posible dotarla de

una norma.

Observación 4.3. La norma para el operador se define

∥S∥L(X) = sup
∥x∥≤1

∥Sx∥

para cada S ∈ L(X), además L(X) es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.7. Sea la familia de operadores {S(t)}t≥0, definido por S(t) = etA con A una

matriz cuadrada, entonces {S(t)}t≥0 es un semigrupo.

Demostración:

(1) S(0) = I.

S(t) = etA =
∞X

n=0

tnAn

n!
= I + tA+

t2A2

2!
+

t3A3

3!
+

t4A4

4!
+ · · ·

⇒ S(0) = I + 0 + 0 + 0 + 0 + · · ·

⇒ S(0) = I
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(2) S(t+ s) = S(t)S(s) para todo t, s ≥ 0.

S(t+ s) = e(t+s)A =
∞X

n=0

(t+ s)nAn

n!

=
∞X

n=0

nX

k=0

�
n

k

�
tn−kskAn

n!

=
∞X

n=0

 
nX

k=0

�
n
k

�
tn−kskAn

n!

!

=
∞X

n=0

 
nX

k=0

n!tn−kskAn

k!(n− k)!n!

!

=
∞X

n=0

 
nX

k=0

tn−kskAn

k!(n− k)!

!

=
∞X

n=0

 
nX

k=0

skAk

k!
· t

n−kAn−k

(n− k)!

!

=
∞X

n−k=0

 ∞X

k=0

skAk

k!
· t

n−kAn−k

(n− k)!

!

hacemos un cambio de variable m = n− k

S(t+ s) =
∞X

m=0

 ∞X

k=0

skAk

k!
· t

mAm

(m)!

!

=
∞X

m=0

�
esA · t

mAm

(m)!

�

= esA · etA = etA · esA = S(t)S(s)

= S(t)S(s)

observamos que {S(t)}t≥0 cumple con las condiciones de semigrupo.
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Ejemplo 4.8. Sea X = Cub(R+) = {f : (0,+∞) −→ R/f acotada y uniformemente continuo}
con norma ∥f∥X = sup

x>0
(|f(x)|). La familia de operadores

S : [0,+∞) −→ L(X)

t 7→ S(t) : X −→ X

f(x) 7→ S(t) (f(x)) = f (x+ t)

entonces S(t) es semigrupo

Demostración:

Del ejemplo 4.2 se demuestra que S(t) es un operador lineal y acotado.

Ahora probaremos las condiciones para ser un semigrupo

(1) S(0) = Id.

S(0) (f(x)) = f (x+ 0)

= f(x) = Id (f(x))

⇒ S(0) = Id

(2) S(t+ s) = S(t)S(s) para todo t, s ≥ 0.

S(t+ s) (f (x)) = f (x+ (t+ s))

= f ((x+ s) + t)

= S(t) (f (x+ s))

= S(t) (S(s) (f (x)))

= (S(t) ◦ S(s)) (f (x))

⇒ S(t+ s) (f (x)) = S(t) ◦ S(s)

observamos que {S(t)} cumple con las condiciones de semigrupo.

37



4. Discusión y Resultados

La siguiente definición muestra que el generador de un semigrupo se define de manera

análoga al diferencial de una aplicación definida en R.

Definición 4.16. A : D(A) ⊂ X → X es el generador de un semigrupo de operadores

lineales acotados S(t) si

D(A) =

�
x ∈ X : ĺım

t→0+

S(t)x− x

t
existe

�
, y

Ax = ĺım
t→0+

S(t)x− x

t

Observación 4.4. Si A : D(A) ⊆ X genera un semigrupo de operadores lineales acotados,

entonces A es un operador que no necesariamente es acotado y D(A) es un subespacio

vectorial de X.

El siguiente ejemplo muestra que A es el generador del semigrupo del ejemplo 4.7.

Ejemplo 4.9. A es el generador del semigrupo S(t) = etA.

En efecto,

ĺım
t→0+

S(t)x− x

t
= ĺım

t→0+

etAx− x

t
= ĺım

t→0+

�
etA − I

�
x

t

utilizando L�Hospital, el ĺımite resulta ĺım
t→0+

�
AetA

�
x

1

⇒ ĺım
t→0+

S(t)x− x

t
= Ax

Por otro lado, si en el ejemplo anterior el operador A es acotado, entonces también

genera el mismo semigrupo.

Ejemplo 4.10. Sea el semigrupo S(t) = etA con A operador acotado entonces A genera

S(t).

ĺım
t→0+

etAx− x

t
= ĺım

t→0+

∞X

n=0

tnAn

n!
x− x

t
= ĺım

t→0+

tAx+
∞X

n=2

tnAn

n!
x

t
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ĺım
t→0+

etAx− x

t
= ĺım

t→0+

 
tAx+

∞X

n=2

tn−1 · A
n

n!
x

!

ĺım
t→0+

etAx− x

t
= Ax

El siguiente ejemplo muestra que el diferencial genera el semigrupo de traslaciones

(ejemplo 4.8).

Ejemplo 4.11. Sea semigrupo S(t) definido por S(t) (f(x)) = f (x+ t).

En efecto,

ĺım
t→0+

S(t)f(x)− f(x)

t
= ĺım

t→0+

f (x+ t)− f(x)

t

ĺım
t→0+

S(t)f(x)− f(x)

t
=

df(x)

dx

entonces el generador del semigrupo S(t) es
d

dx
.

4.5.1.2. Semigrupos Uniformente Continuos

Ahora se definirá a un semigrupo uniformente continuo, el cual se obtiene cuando una

familia {S(t); t ≥ 0} cumple con las propiedades de la definición 4.15 y además cumple

con una condición de continuidad. (Engel et al., 2000, Pazy, 1983, Vrabie, 2003).

Definición 4.17. Una familia {S(t)} es un semigrupo uniformemente continuo si

es un semigrupo y cumple la condición de continuidad t = 0

(3) ĺım
t→0+

S(t) = I

lo cual es equivalente a decir ĺım
t→0+

∥S(t)− I∥ = 0

El siguiente resultado muestra que el ejemplo 4.7 es uniformente continuo.

Ejemplo 4.12. El semigrupo {S(t)}t≥0, definido por S(t) = etA entonces {S(t)}t≥0 es

un semigrupo uniformemente continuo.

Demostración:
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(3) ĺım
t→0+

S(t) = I

Por el ejemplo (4.7) sabemos que cumple con las condiciones de semigrupo. Ahora se

demostrará la condición de continuidad t = 0

ĺım
t→0+

S(t) = ĺım
t→0+

etA = ĺım
t→0+

∞X

n=0

tnAn

n!

ĺım
t→0+

S(t) = ĺım
t→0+

�
I + tA+

t2A2

2!
+

t3A3

3!
+

t4A4

4!
+ · · ·

�

ĺım
t→0+

S(t) = ĺım
t→0+

I + ĺım
t→0+

tA+ ĺım
t→0+

t2A2

2!
+ ĺım

t→0+

t3A3

3!
+ ĺım

t→0+

t4A4

4!
+ · · ·

⇒ ĺım
t→0+

S(t) = I

Por otro lado, la solución de EDO u′ = Au con A matriz cuadrada de n×n esta dada

por la familia del semigrupo S(t) = etA, pues

u′(t) =
�
etA

�′
=

 ∞X

n=0

tnAn

n!

!′

=
∞X

n=0

ntn−1An

n!
=

∞X

n=0

tn−1AAn−1

(n− 1)!
= AetA

⇒ u′(t) = Au(t)

La razón de que una familia de operadores sea un semigrupo no garantiza que sea

uniformemente continuo, tal como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.13. El semigrupo del ejemplo 4.8 no es uniformente continuo.

Sea la familia de operadores

S : [0,+∞) −→ L(E)

t 7→ S(t) : X −→ X

f(x) 7→ S(t) (f(x)) = f (x+ t)

Se toma la función f(x) = máx

�
0; 1−

����x− 3

2

����
�

donde:

1−
����x− 3

2

���� =





5/2− x śı x ≥ 3/2

x− 1/2 śı x < 3/2
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Tomamos x = 5/2− t, donde t > 0. Entonces, se tiene que:

f(x) > 0

f(x+ t) = f(5/2) = 0

Luego, |f(x+ t)− f(x)| = |0− f(x)| = c > 0

Entonces,

ĺım
t→0+

∥S(t)f − I(t)f∥ = ĺımt→0+ sup ∥f(x+ t)− f(x)∥

= ĺım
t→0+

sup ∥c∥ = ĺım
t→0+

c ̸= 0

Por lo tanto S(t) no es uniformemente continuo.

Ahora se mostrarán algunos resultados básicos de semigrupos uniformemente conti-

nuos.

Teorema 4.4. Si el semigrupo de operadores lineales {S(t); t ≥ 0} es uniformemente

continuo, entonces para cada t ≥ 0, S(t) es invertible.

Demostración:

Sea S(t) semigrupo uniformemente continuo,

ĺım
t→0+

S(t) = I

entonces para existe un δ > 0 tal que

∥S(t)− I∥ t ∈ (0, δ]

Asi que para cada t ∈ (0, δ] S(t) es invertible.

Sea t > δ, entonces existe un n ∈ N∗ y η ∈ [0, δ) tales que t = nδ + η. Entonces

S(t) = S(nδ + η) = S(nδ)S(η) = S(δ)nS(η)

Por lo tanto S(t) es invertible.

Teorema 4.5. Si A : D(A) ⊆ X → X genera un semigrupo uniformemente continuo si

y solo si A ∈ L(X).
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Demostración:

⇒ ] S(t) lineal acotada, existe la integral de Riemman y por el T.F.C.

ĺım
ρ→0

1

ρ

Z ρ

0

S(t)dt = ĺım
ρ→0

1

1
S(ρ) = I

entonces

ĺım
ρ→0






1

ρ

Z ρ

0

S(t)dt− I





 = 0

entonces 




1

ρ

Z ρ

0

S(t)dt− I





 < 1 para valores pequeños de ρ

entonces
1

ρ

Z ρ

0

S(t)dt es invertible y acotada.

Por hipótesis A genera un semigrupo uniformemente continuo

S(h)− I

h

Z ρ

0

S(t)dt =
1

h

�Z ρ

0

S(h+ t)dt−
Z ρ

0

S(t)dt

�

cambio de variable m = h+ t

S(h)− I

h

Z ρ

0

S(t)dt =
1

h

�Z ρ+h

h

S(m)dm−
Z ρ

0

S(m)dm

�

=
1

h

�Z ρ

h

S(m)dm+

Z ρ+h

ρ

S(m)dm−
Z h

0

S(m)dm−
Z ρ

h

S(m)dm

�

=
1

h

�Z ρ+h

ρ

S(m)dm−
Z h

0

S(m)dm

�

como

Z ρ

0

S(t)dt es invertible

S(h)− I

h
=

1

h

�Z ρ+h

ρ

S(m)dm−
Z h

0

S(m)dm

��Z ρ

0

S(t)dt

�−1

aplicando ĺımite cuando h → 0+

ĺım
h→0

S(h)− I

h
= ĺım

h→0

1

h

�Z ρ+h

ρ

S(m)dm−
Z h

0

S(m)dm

��Z ρ

0

S(t)dt

�−1

A = ĺım
h→0

1

1
(S(ρ+ h)− S(h))

�Z ρ

0

S(t)dt

�−1

A = (S(ρ)− I)

�Z ρ

0

S(t)dt

�−1

luego
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A (ax+ by) = (S(ρ)− I)

�Z ρ

0

S(t) (ax+ by) dt

�−1

= a (S(ρ)− I)

�Z ρ

0

(S(t)x) dt

�−1

+ b (S(ρ)− I)

�Z ρ

0

(S(t)y) dt

�−1

= aAx+ bAy

∥Ax∥ =






(S(ρ)− I)

�Z ρ

0

S(t)xdt

�−1







≤ ∥S(ρ)− I∥K ∥x∥

= MK ∥x∥ = C ∥x∥

entonces A ∈ L(X).

⇐ ] Sea A ∈ L(X), t ≥ 0 se tiene S(t) =
∞X

n=0

tn

n!
An

luego

∥S(t)− I∥ =







∞X

n=0

tn

n!
An − I








=







∞X

n=1

tn

n!
An








≤
∞X

n=1

tn

n!
∥A∥n

= t ∥A∥
∞X

n=1

tn−1

n(n− 1)!
∥A∥n−1

≤ t ∥A∥
∞X

n=1

tn−1

(n− 1)!
∥A∥n−1

= t ∥A∥ et∥A∥
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aplicando ĺımite cuando t → 0+

ĺım
t→0

∥S(t)− I∥ ≤ ĺım
t→0

t ∥A∥ et∥A∥

ĺım
t→0

∥S(t)− I∥ = 0

entonces S(t) es un semigrupo uniformemente continuo. Por otro lado





S(t)− I

t
− A





 =
1

t
∥S(t)− I − At∥

=
1

t







∞X

n=0

tn

n!
An − I − At








=
1

t







∞X

n=2

tn

n!
An








aplicando L’Hopital ĺımite cuando t → 0+

ĺım
t→0






S(t)− I

t
− A





 = ĺım
t→0

1

1







∞X

n=2

tn−1

(n− 1)!
An








ĺım
t→0






S(t)− I

t
− A





 = 0

entonces A es el generador de S(t).

4.5.1.3. Semigrupos Fuertememente Continuos

Otro tipo de semigrupos que son estudiados son los semigrupos fuertemente continuos,

los cuales son muy utilizados para el estudio de muchas ecuaciones diferenciales parciales

de tipo parábolico o hiperbólicos. Además se presentarán resultados y propiedades para

este tipo de semigrupos. (Engel et al., 2000 , Engel y Nagel, 2006 , Pazy, 1983 , Vrabie,

2003).

Definición 4.18. Un semigrupo de operadores lineales acotados {S(t); t ≥ 0} se llama

semigrupo fuertememente continuo para cada x ∈ X se cumple

ĺım
t→0+

S(t)x = x
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Nota 4.4. Los semigrupos fuertememente continuos también son conocidos como semi-

grupos de clase C0 o C0-semigrupos.

El siguiente resultado muestra la relación entre semigrupos uniformemente continuos

y fuertemente continuos.

Teorema 4.6. Todo semigrupo uniformemente continuo es semigrupo de clase C0.

Demostración:

En efecto, ∀ δ > 0 se tiene que ∥S(t)x− I∥ < δ

luego,

∥S(t)x− x∥ = ∥(S(t)− I) x∥ ≤ ∥S(t)− I∥ ∥x∥

se toma δ =
ε

∥x∥ y

∥S(t)x− x∥ < ε

se obtiene que {S(t)} es clase C0.

Acontinuación se presenta que el semigrupo del ejemplo 4.7 es un semigrupo de clase

C0.

Ejemplo 4.14. Si A es un operador acotado entonces el semigrupo S(t) = etA es fuerte-

mente continuo para todo x ∈ X.

En efecto, para todo x ∈ X, se tiene que

∥S(t)x− I(x)∥ =







∞X

n=0

tnAn

n!
x− I(x)






 =







∞X

n=1

tnAn

n!
x






 ≤
∞X

n=1

tn ∥A∥n
n!

∥x∥

∥S(t)x− I(x)∥ ≤ e∥A∥t ∥x∥ − ∥x∥

ĺım
t→0+

∥S(t)x− I(x)∥ = ĺım
t→0+

�
e∥A∥t ∥x∥ − ∥x∥

�
= ∥x∥ − ∥x∥ = 0

0 ≤ ĺım
t→0+

∥S(t)x− I(x)∥ ≤ 0

45



4. Discusión y Resultados

luego,

ĺım
t→0+

S(t)x = x

entonces el semigrupo S(t) es de clase C0.

Observación 4.5. El rećıprocro del teorema 4.6 no es cierto, es decir, no todo semigrupo

de clase C0 es semigrupo uniformemente continuo.

El siguiente ejemplo garantiza lo afirmado en la observación 4.5.

Ejemplo 4.15. Sea la familia de operadores

S : [0,+∞) −→ L(E)

t 7→ S(t) : X −→ X

f(x) 7→ S(t) (f(x)) = f (x+ t)

Luego, cada función f es uniformemente continua entonces ∀ ε > 0 existe un δ tal

que para todo x, y ∈ D(f) se tiene que

∥x− y∥ < δ entonces ∥f(x)− f(y)∥ < ε

despues,

ĺım
t→0+

∥S(t)f − f∥ = ĺım
t→0+

�
sup
x>0

∥S(t)f(x)− f(x)∥
�

= ĺım
t→0+

�
sup
x>0

∥f(x+ t)− f(x)∥
�

ĺım
t→0+

∥S(t)f − f∥ = sup
x>0

∥f(x)− f(x)∥ = 0

entonces el semigrupo S(t) es de clase C0.

El siguiente resultado es una propiedad importante en los semigrupos de clase C0.

Teorema 4.7. Si {S(t)}t≥0 es un semigrupo de clase C0 entonces existe M ≥ 1 y ω ∈ R

tal que

∥S(t)∥L(x) ≤ Meωt
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Demostración:

Por hipótesis {S(t)}t≥0 es fuertemente continuo entonces {S(t)}t≥0 es localmente aco-

tado

∥S(t)∥ ≤ R t ∈ [0, b]

Sea t > 0 arbitrario tal que t = η + τ , η ∈ N, 0 ≤ τ ≤ 1.

Luego,

Sη(1)S(τ) = S(1)S(1) · · ·S(1)| {z }
η-veces

S(τ) = S(η)S(τ) = S(η + τ) = S(t)

Sea M = sup
0≤τ≤1

∥S(τ)∥ < ∞ entonces

∥S(t)∥ = ∥Sη(1)S(τ)∥ ≤ ∥S(1)∥η sup
0≤τ≤1

∥S(τ)∥ = ∥S(1)∥η M = Meη ln ∥S(1)∥

∥S(t)∥ ≤ Meη ln ∥S(1)∥

Si ln ∥S(1)∥ ≤ 0, entonces eη ln ∥S(1)∥ ≤ 1, entonces ∥S(t)∥ ≤ M = Met·0, por lo cual

ω = 0.

Si ln ∥S(1)∥ > 0, entonces

∥S(t)∥ ≤ Meη ln ∥S(1)∥ ≤ Me(η+τ) ln ∥S(1)∥ = Met·ln ∥S(1)∥,

por lo cual ω = ln ∥S(1)∥. Por tanto existe ω ∈ R tal que

∥S(t)∥ ≤ Metω, ∀ t ≥ 0.

El teorema anterior nos permite clasificar los semigrupos de clase C0.

Definición 4.19. Sea X un espacio de Banach. Una familia de operadores lineales aco-

tados S(t) definido de X en X.

1. El semigrupo S(t) de clase C0 es del tipo (M,ω) con M ≥ 1 y ω ∈ R si para todo

t ≥ 0 se tiene

∥S(t)∥L(X) ≤ Metω
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2. El semigrupo S(t) de clase C0 es de contracciones si

∥S(t)∥L(X) ≤ 1

el semigrupo de contracciones es del tipo (1, 0).

El siguiente ejemplo muestra que el semigrupo de traslaciones es de contracciones.

Ejemplo 4.16. El semigrupo de traslaciones S(t) (f(x)) = f(x + t) de clase C0 es de

contracciones, pues

∥S(t)f∥ = sup
x≥0

∥f(x+ t)∥ = sup
m≥0

∥f(m)∥ = ∥f∥

luego

∥S(t)∥ = 1

El siguiente resultado nos afirma que todo semigrupo de clase C0 es continuo.

Teorema 4.8. Si {S(t), t ≥ 0} es un semigrupo de clase C0, entonces la aplicación

(t, x) 7→ S(t)x es continua de [0,∞)×X a X.

Demostración:

S(t)x es continua si

ĺım
(t,x)→(t+0 ,y)

S(t)x = ĺım
(t,x)→(t−0 ,y)

S(t)x = S(t0)y

Para probar que ĺım
(t,x)→(t+0 ,y)

∥S(t)x− S(t0)y∥ = 0 se realiza un cambio de variable

h = t− t0
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∥S(t)x− S(t0)y∥ = ∥S(t0 + h)x− S(t0)y∥

≤ ∥S(t0 + h)x− S(t0 + h)y∥+ ∥S(t0 + h)y − S(t0)y∥

≤ ∥S(t0 + h)∥L(X) ∥(x− y)∥+ ∥S(t0)∥L(X) ∥S(h)y − y∥

≤ ∥S(t0 + h)∥L(X) ∥(x− y)∥+ ∥S(t0)∥L(X) ∥S(h)y − y∥

≤ Me(to+h)ω ∥(x− y)∥+Met0ω ∥S(h)y − y∥

Luego

0 ≤ ĺım
(t,x)→(t+0 ,y)

∥S(t)x− S(t0)y∥ ≤ ĺım
(t,x)→(t+0 ,y)

�
Me(to+h)ω ∥(x− y)∥+Met0ω ∥S(h)y − y∥

�
= 0

⇒ ĺım
(t,x)→(t+0 ,y)

∥S(t)x− S(t0)y∥ = 0

Para probar que ĺım
(t,x)→(t−0 ,y)

∥S(t)x− S(t0)y∥ = 0 se realiza un cambio de variable

h = t0 − t

∥S(t)x− S(t0)y∥ = ∥S(t0 − h)x− S(t0)y∥

≤ ∥S(t0 − h)x− S(t0 − h)y∥+ ∥S(t0 − h)y − S(t0)y∥

≤ ∥S(t0 − h)∥L(X) ∥(x− y)∥+ ∥S(t0)∥L(X) ∥S(−h)y − y∥

≤ ∥S(t0 − h)∥L(X) ∥(x− y)∥+ ∥S(t0)∥L(X) ∥S(−h)y − y∥

≤ Me(t0−h)ω ∥(x− y)∥+Met0ω ∥S(−h)y − y∥

Luego

0 ≤ ĺım
(t,x)→(t−0 ,y)

∥S(t)x− S(t0)y∥ ≤ ĺım
(t,x)→(t−0 ,y)

�
Me(to−h)ω ∥(x− y)∥+Met0ω ∥S(−h)y − y∥

�
= 0
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⇒ ĺım
(t,x)→(t−0 ,y)

∥S(t)x− S(t0)y∥ = 0

A continuación se presentán algunas propiedades y resultados para el generador de los

semigrupos de clase C0 los cuales pueden ser vistos en Pazy (1983) y Vrabie (2003).

Teorema 4.9. Si A es generador del semigrupo de clase C0 {S(t)}, entonces:

(1) Para todo x ∈ X y todo t ≥ 0, se tiene

ĺım
h→0+

1

h

Z t+h

t

S(τ)xdτ = S(t)x

(2) Para todo x ∈ X y todo t > 0, se tiene

Z t

0

S(τ)xdτ ∈ D(A) y A

�Z t

0

S(τ)xdτ

�
= S(t)x− x

(3) Para todo x ∈ D(A) y todo t ≥ 0, se tiene que S(t)x ∈ D(A). Además, la aplicación

t 7→ S(t)x es de clase C1 en [0,+∞), y satisface

d

dt
(S(t)x) = S(t)Ax = AS(t)x

(4) Para todo x ∈ D(A) y todo 0 ≤ s ≤ t < +∞ se tiene

Z t

s

S(τ)Axdτ =

Z t

s

AS(τ)xdτ = S(t)x− S(s)x

Demostración

En efecto

(1) Observe que S(t)x es continua, entonces la integral de Riemman existe

Z t+h

t

S(τ)xdτ

luego aplicando el T.F.C. se tiene

ĺım
h→0

1

h

Z t+h

t

S(τ)xdτ = ĺım
h→0

1

1
S(t+ h)x = S(t+ 0)x = S(t)x
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(2) Sean x ∈ X, h > 0 y

S(h)− I

h

Z b

a

S(τ)xdτ =
1

h

Z b

a

(S(h)− I)S(τ)xdτ

=
1

h

�Z b

a

S(h+ τ)xdτ −
Z b

a

S(τ)xdτ

�

=
1

h

�Z b+h

a+h

S(α)xdα−
Z b

a

S(τ)xdτ

�

=
1

h

�Z b+h

a+h

S(τ)xdτ −
Z b

a

S(τ)xdτ

�

=
1

h

�Z b

a+h

dτ +

Z b+h

b

dτ −
Z a+h

a

dτ −
Z b

a+h

dτ

�

=
1

h

�Z b+h

b

S(τ)xdτ −
Z a+h

a

S(τ)xdτ

�

aplicando el ĺımite y L’Hopital respecto a h

A

�Z b

a

S(τ)xdτ

�
= ĺım

h→0+

�
S(h)− I

h

Z b

a

S(τ)xdτ

�

= ĺım
h→0+

�
1

h

�Z b+h

b

S(τ)xdτ −
Z a+h

a

S(τ)xdτ

��

= ĺım
h→0+

(S(b+ h)x− S(a+ h)x)

= S(b)x− S(a)x

En particular si a = 0 y b = t se tiene que

A

�Z t

0

S(τ)xdτ

�
= S(t)x− x

y

Z t

0

S(τ)xdτ ∈ D(A).

(3) Sean x ∈ D(A), t ≥ 0 y h > 0 se tiene
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S(t+ h)x− S(t)x

h
− S(t)Ax





 =





S(t)
�
S(h)x− x

h

�
− S(t)Ax







=





S(t)
�
S(h)x− x

h
− Ax

�





≤ ∥S(t)∥L(X)






S(h)x− x

h
− Ax







aplicando el ĺımite

ĺım
h→0+






S(t+ h)x− S(t)x

h
− S(t)Ax





 ≤ ĺım
h→0+

∥S(t)∥L(X)






S(h)x− x

h
− Ax







≤ 0

⇒ ĺım
h→0+






S(t+ h)x− S(t)x

h
− S(t)Ax





 = 0

Por lo cual se tiene
d+

dt
S(t)x = S(t)Ax

Sean x ∈ D(A), t ≥ 0 y h < 0, con t+ h ≥ 0 se tiene






S(t+ h)x− S(t)x

h
− S(t)Ax





 =





S(t+ h)

�
x− S(−h)x

h

�
− S(t+ h)S(−h)Ax







=





S(t+ h)

�
x− S(−h)x

h
− S(−h)Ax

�





≤ ∥S(t+ h)∥L(X)






x− S(−h)x

h
− Ax+ Ax

−S(−h)Ax∥

≤ ∥S(t+ h)∥L(X)

�




S(−h)x− x

−h
− Ax





+

∥S(−h)Ax− Ax∥)

aplicando el ĺımite, tomamos ∥S(t+ h)∥L(X) = ∥ ∥L(X)
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ĺım
h→0−






S(t+ h)x− S(t)x

h
− S(t)Ax





 ≤ ĺım
h→0−

∥ ∥L(X)

�




S(−h)x− x

−h
− Ax





+

∥S(−h)Ax− Ax∥)

≤ 0

⇒ ĺım
h→0−






S(t+ h)x− S(t)x

h
− S(t)Ax





 = 0

Por lo cual se tiene
d−

dt
S(t)x = S(t)Ax

Luego, aplicando la definición del operador A tenemos

S(t)Ax = S(t) ĺım
h→0+

S(h)x− x

h

= ĺım
h→0+

S(t)S(h)x− S(t)x

h

= ĺım
h→0+

S(h)S(t)x− S(t)x

h

= AS(t)x

se cumple que S(t)x ∈ D(A), además de la igualad S(t)Ax = AS(t)x.

(4) Sea x ∈ D(A) y 0 ≤ s ≤ t < +∞

Z t

s

AS(τ)xdτ =

Z t

s

S(τ)Axdτ

esta igualdad se cumple, ya que en el item anterior se cumple que S(t)Ax = AS(t)x.

luego, Z t

s

AS(τ)xdτ =

Z t

s

d

dτ
S(τ)xdτ

= S(t)Ax− S(s)Ax
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entonces queda demostrado que

Z t

s

AS(τ)xdτ =

Z t

s

S(τ)Axdτ = S(t)Ax− S(s)Ax

Algo resaltante en el generador de los semigrupos de clase C0 es que es cerrados y

densamente definido.

Teorema 4.10. Si A : D(A) ⊆ X → X genera a un semigrupo de clase C0, entonces

D(A) es denso en X y A es un operador cerrado.

Demostración:

i) D(A) es denso en X.

En efecto, si x ∈ X y la sucesión xn =
1

n

Z n

0

S(τ)xdτ .

Por el teorema 4.9 xn ∈ D(A) y

ĺım
n→0+

xn = ĺım
n→0+

1

n

Z n

0

S(τ)xdτ

= S(0)x

= x

entonces x ∈ D(A).

Por otro lado si x ∈ D(A) entonces existe la sucesión xn ∈ D(A) tal que xn → x,

entonces xn es de Cauchy y además X es de Banach se tiene que x ∈ X.

Por lo tanto se prueba D(A) = X.
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ii) A es un operador cerrado.

Sea (xn)n∈N es una sucesión de D(A) tal que

ĺım
n→∞

xn = x y ĺım
n→∞

Axn = y

se debe de probar que x ∈ D(A) y Ax = y.

En efecto por teorema 4.9

S(t)xn − xn =

Z t

0

S(τ)(Axn)dτ

Para cada n ∈ N. Por otro lado






Z t

0

S(τ)(Axn)dτ −
Z t

0

S(τ)ydτ





 ≤
Z t

0

∥S(τ)∥L(X) ∥Axn − y∥ dτ

≤
Z t

0

Meωτ ∥Axn − y∥ dτ

=
M

ω
et·ω ∥Axn − y∥ − M

ω
∥Axn − y∥

=
M

ω
∥Axn − y∥ (et·ω − 1)

aplicando el ĺımite

ĺım
n→∞






Z t

0

S(τ)(Axn)dτ −
Z t

0

S(τ)ydτ





 ≤ ĺım
n→∞

�
M

ω
∥Axn − y∥

�
et·ω − 1

��

≤ 0

entonces
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Z t

0

S(τ)ydτ = ĺım
n→∞

Z t

0

S(τ)(Axn)dτ

= ĺım
n→∞

(S(t)xn − xn)

= S(t)x− x

Ahora, multiplicamos
1

t
y aplicamos ĺımite

ĺım
t→0+

1

t

Z t

0

S(τ)ydτ = ĺım
t→0+

S(t)x− x

t

= Ax

Por el teorema 4.9 el lado izquierdo resulta

ĺım
t→0+

1

t

Z t

0

S(τ)ydτ = y

entonces Ax = y y x ∈ D(A).

El siguiente teorema afirma que si dos operadores generan el mismo semigrupo de clase

C0, entonces estos operadores son los mismos. Además si dos semigrupos de clase C0 son

generados por un mismo operador, entonces los semigrupos son iguales.

Teorema 4.11. Sea S(t) y T (t) dos semigrupos de clase C0 generados por A y B respec-

tivamente. A = B si solo si S(t) = T (t), para todo t ≥ 0.

Demostración:

⇒ ] Sea x ∈ D(A), t ≥ 0 y sea f : [0, t] → X definida

f(s) = S(t− s)T (s)x ∀ s ∈ [0, t]

Derivando con respecto a s y del teorema 4.9
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f ′(s) = S ′(t− s)T (s)x+ S(t− s)T ′(s)x

= −AS(t− s)T (s)x+ S(t− s)BT (s)x

= −S(t− s)AT (s)x+ S(t− s)BT (s)x

Por hipótesis A = B, entonces

f ′(s) = −S(t− s)AT (s)x+ S(t− s)AT (s)x = 0

luego es constante en todo su dominio, es decir f(0) = f(t)

S(t)x = f(0) = f(t) = T (t)x, x ∈ D(A)

⇐ ] Por hipótesis S(t) = T (t)

Ax = ĺım
t→0+

S(t)x− x

t
= ĺım

t→0+

T (t)x− x

t
= Bx

entonces A = B.

El siguiente resultado muestra la existencia y unicidad de un problema de Cauchy 4.4,

el cual es consecuencia de los teoremas 4.9 y 4.11.

Teorema 4.12. Si el operador A : D(A) ⊆ X → X genera al semigrupo S(t) de clase C0

y el problema de Cauchy es dado por





u′ = Au

u(0) = ξ, ξ ∈ D(A)
(4.4)

entonces la aplicación u : [0,+∞] → X, definido por u(t) = S(t)ξ, es la única solución

del problema de Cauchy 4.4.

Demostración:

Para la existencia de la solución del problema de Cauchy se tiene

u′(t) = S ′(t)ξ = AS(t)ξ = Au
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u(0) = S(0)ξ = ξ

Para la unicidad considere v(t) = T (t)ξ otra solución del problema de Cauchy, y como

A genera a T (t), entonces el teorema 4.11 se tiene T (t) = S(t).

El teorema anterior muestra la existencia y unicidad de un problema de Cauchy 4.4,

es importante que la condición inicial este en el dominio del operador A, ya que si la

condición inicial no se encuentra en el dominio entonces la función no es necesariamente

diferenciable como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.17. Sea X = Cub(R+) el espacio de funciones uniformemente continuas y

acotadas de R+ hacia R y además se define un operador lineal A : D(A) ⊆ X → X donde

D(A) = {u ∈ X;u′ ∈ X} y Au = u′ para todo u ∈ D(A).

Se toma una función ξ /∈ D(A), se observa que el problema de Cauchy 4.4 no tiene

una solución clasica.

Reescribimos A =
d

ds
entonces





u′ =
d

ds
u

u(0, s) = ξ(s)

La posible solución de u seŕıa u(t, s) = ξ(t+ s) donde

du

dt
= ξ′(t+ s)

d

dt
(t+ s) = ξ′(t+ s)

du

ds
= ξ′(t+ s)

d

ds
(t+ s) = ξ′(t+ s)

entonces
du

dt
=

du

ds
y además se obtiene que u(0, s) = ξ(s)

4.5.2. Teorema de Hille-Yosida

En seguida se presenta uno de los resultados más resaltantes dentro de la teoŕıa de

semigrupos el cual es el Teorema de Hille-Yosida (Pazy, 1983 , Vrabie, 2003). Para la

58



4. Discusión y Resultados

demostración del teorema utilizaremos el concepto de resolvente el cual es mencionado en

la sección de preliminares.

Teorema 4.13. (Hille-Yosida) El operador lineal A : D(A) ⊆ X → X genera un semi-

grupo de clase C0 de contracciones si y solo si

i) A está densamente definida y cerrada

ii) (0,+∞) ⊆ ρ(A) y para cada λ > 0

∥R(λ;A)∥L(X) ≤
1

λ

Demostración:

⇒ ] Sea A : D(A) ⊆ X → X el generador de un semigrupo de clase C0 de contraccio-

nes {S(t), t ≤ 0}. Por el teorema 4.10, D(A) es denso en X y A es cerrado, se cumple la

condicón i).

Para la condición ii), se define

R(λ)x =

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt

luego para a, b > 0 y a < b, se tiene que





Z b

a

e−λtS(t)xdt





 ≤
Z b

a

e−λt ∥S(t)∥L(x) ∥x∥ dt

≤
Z b

a

e−λt ∥x∥ dt

=
e−λa − e−λb

λ
∥x∥

después,

∥R(λ)x∥ =






Z +∞

0

e−λtS(t)xdt







≤ ĺım
b→∞

�
1− e−λb

λ
∥x∥

�

≤ 1

λ
∥x∥
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entonces

∥R(λ)∥L(x) ≤
1

λ

Ahora se probará que R(λ) es igual a R(λ, A). Sea x ∈ X, λ > 0 y h > 0, se tiene

1

h
(S(h)− I)R(λ)x =

1

h
S(h)R(λ)x− 1

h
R(λ)x

=
1

h
S(h)

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt− 1

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt

=
1

h

Z +∞

0

e−λtS(h+ t)xdt− 1

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt

=
eλh

h

Z +∞

h

e−λtS(t)xdt− 1

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt

=
eλh

h

Z h

0

e−λtS(t)xdt+
eλh

h

Z +∞

h

e−λtS(t)xdt− 1

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt− eλh

h

Z h

0

e−λtS(t)xdt

=
eλh

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt− 1

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt− eλh

h

Z h

0

e−λtS(t)xdt

=
eλh − 1

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt− eλh

h

Z h

0

e−λtS(t)xdt

aplicando el ĺımite

ĺım
h→0

1

h
(S(h)− I)R(λ)x = ĺım

h→0

�
eλh − 1

h

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt− eλh

h

Z h

0

e−λtS(t)xdt

�

AR(λ)x = λR(λ)x− ĺım
h→0

�
λeλh

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt− S(h)x

�

AR(λ)x = λR(λ)x− I(x)

luego

x = λR(λ)x− AR(λ)x = (λI − A)R(λ)x.
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por otro lado,

R(λ)Ax =

Z +∞

0

e−λtS(t)Axdt

=

Z +∞

0

e−λtAS(t)xdt

= A

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt

= AR(λ)x

entonces se tiene que R(λ)Ax = AR(λ)x.

Por lo tanto

R(λ;A)x = (λI − A)−1 x = R(λ)x

R(λ;A) = R(λ)

entonces ∥R(λ;A)∥L(X) ≤
1

λ
.

Antes de demostrar el regreso del teorema, necesitaremos dar los siguientes resultados,

los cuales pueden ser encontrados en Vrabie (2003).

Definición 4.20. Sea A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal que satisface las condiciones

i) y ii) del teorema Hille-Yosida 4.13 y λ > 0. El operador Aλ : X → X, definida

Aλ = λAR(λ;A) se llama aproximación de Yosida de A.

Lema 4.1. Sea A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal que satisface i) y ii) del teorema

Hille-Yosida 4.13, entonces

(i) ĺım
λ→∞

λR(λ;A)x = x para cada x ∈ X,

(ii) Aλx = λ2R(λ;A)x− λx para cada x ∈ X,

(iii) ĺım
λ→∞

Aλx = Ax para cada x ∈ D(A).
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Demostración:

(i) Sea x ∈ D(A) y λ > 0, se tiene

∥λR(λ;A)x− x∥ = ∥AR(λ;A)x∥

= ∥R(λ;A)Ax∥

≤ ∥R(λ;A)∥L(X) ∥Ax∥

≤ 1

λ
∥Ax∥

aplicando el ĺımite

ĺım
λ→∞

∥λR(λ;A)x− x∥ ≤ ĺım
λ→∞

�
1

λ
∥Ax∥

�

≤ 0

entonces ĺım
λ→∞

λR(λ;A)x = x, para todo x ∈ X ya que D(A) es denso en X.

(ii) Sea x ∈ X y λ > 0, se tiene

λ2R(λ;A)x− λx = λ2R(λ;A)x− λ (λI − A)R(λ;A)x

= λ2R(λ;A)x− λ2R(λ;A)x+ λAR(λ;A)x

= λAR(λ;A)x

= Aλx

entonces λ2R(λ;A)x− λx = Aλx.

(iii) Sea x ∈ D(A) y λ > 0, se tiene que

ĺım
λ→∞

Aλx = ĺım
λ→∞

λAR(λ;A)x = ĺım
λ→∞

λR(λ;A)Ax = Ax

con lo que se concluye con la demostración del lema 4.1.
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Lema 4.2. Sea A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal que satisface i) y ii) del teorema

Hille-Yosida 4.13. Entonces, para cada λ > 0, Aλ genera un semigrupo uniformemente

continuo
�
etAλ , t ≥ 0

	
que satisface



etAλ



L(X)

≤ 1

para cada t ≥ 0. Además, para cada x ∈ X y cada λ, µ > 0 se tiene que



etAλx− etAµx


 ≤ t ∥Aλx− Aµx∥

Demostración:

Como Aλ ∈ L(X) y además D(Aλ) = X, por el teorema 4.5 se deduce que genera un

semigrupo uniformemente continuo
�
etAλ , t ≥ 0

	
.

Luego



etAλ



L(X)

=



et(λ2R(λ;A)−λI)





L(X)

≤



etλ2R(λ;A)





L(X)



e−tλI



L(X)

≤ etλ
2∥R(λ;A)∥L(X)e−tλ

≤ etλe−tλ = 1

entonces


etAλ




L(X)

≤ 1.

Por otro lado
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etAλx− etAµx


 =






Z 1

0

d

ds

�
estAλe(1−s)tAµx

�
ds







≤
Z 1

0






d

ds
estAλe(1−s)tAµx





 ds

=

Z 1

0



testAλe(1−s)tAµAλx− testAλe(1−s)tAµAµx


 ds

=

Z 1

0

t


estAλe(1−s)tAµ(Aλ − Aµ)x



 ds

≤
Z 1

0

t


estAλe(1−s)tAµ




L(X)

∥(Aλ − Aµ)x∥ ds

≤
Z 1

0

t ∥(Aλ − Aµ)x∥ ds = t ∥(Aλ − Aµ)x∥

entonces


etAλx− etAµx



 ≤ t ∥(Aλ − Aµ)x∥

Ahora se demostrará el regreso del teorema Hille-Yosida 4.13.

⇐ ] Por los lemas 4.1 y 4.2 se deduce que existe un operador S(t) : D(A) ⊆ X → X

tal que para cada x ∈ D(A)

ĺım
λ→∞

etAλx = S(t)x

entonces uniformemente en intervalos compactos del R+.

Luego por el lema 4.2 se tiene que

∥S(t)x∥ ≤ ∥x∥ t ≥ 0 y x ∈ D(A)

ya que D(A) es denso en X, entonces la desigualdad anterior se cumple para cada

x ∈ X. Como ∥S(t)x∥ ≤ ∥x∥, entonces se tiene que

∥S(t)∥L(X) ≤ 1

Por otro lado S(t) es un semigrupo pues es acotado por lo anterior, además S(0)x = I

y S(t+ s) = S(t)S(s).

64



4. Discusión y Resultados

Para cada t > 0 y x ∈ X, xε ∈ D(A) tal que ∥x− xε∥ ≤ ε, se tiene

∥S(t)x− x∥ =


S(t)x− S(t)xε + S(t)xε − etAλxε + etAλxε − xε + xε − x





≤ ∥S(t)x− S(t)xε∥+


S(t)xε − etAλxε



+


etAλxε − xε



+ ∥xε − x∥

≤ ∥S(t)∥L(X) ∥x− xε∥+


S(t)xε − etAλxε



+


etAλxε − xε



+ ∥xε − x∥

≤ 2 ∥x− xε∥+


S(t)xε − etAλxε



+


etAλxε − xε





≤ 2ε+ ε+


etAλxε − xε





≤ 3ε+


etAλxε − xε





se sabe que
�
etAλ , t ≥ 0

	
es un semigrupo uniformemente continuo, entonces para cada

ε > 0, existe δ(ε) tal que


etAλ − I




L)(X)

≤ ε, para cada t ∈ (0, δ(ε)).

∥S(t)x− x∥ ≤ 3ε+


etAλxε − xε





≤ 3ε+


etAλ − I




L)(X)

∥xε∥

≤ 3ε+ ε ∥xε∥
entonces se dice que {S(t), t ≥ 0} es un semigrupo de clase C0.

Luego, sea B : D(B) ⊆ X → X es el generador de S(t). Se tiene que x ∈ D(A)



etAλAλx− S(t)Ax


 =



etAλAλx− etAλAx+ etAλAx− S(t)Ax




≤


etAλAλx− etAλAx



+


etAλAx− S(t)Ax





≤


etAλ




L(X)

∥Aλx− Ax∥+


etAλAx− S(t)Ax
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aplicando ĺımite

ĺım
λ→∞



etAλAλx− S(t)Ax


 ≤ ĺım

λ→∞

�

etAλ



L(X)

∥Aλx− Ax∥+


etAλAx− S(t)Ax




�

≤ 0

entonces

ĺım
λ→∞

etAλAλx = S(t)Ax

es uniforme en intervalos compactos R+.

Luego se h > 0, se tiene que

S(h)x− x = ĺım
λ→∞

�
ehAλx− x

�

= ĺım
λ→∞

Z h

0

�
etAλAλx

�
dt

=

Z h

0

S(t)Axdt

Ahora dividiendo entre h y aplicando limite

ĺım
h→0

S(h)x− x

h
= ĺım

h→0

1

h

Z h

0

S(t)Axdt

Bx = S(0)Ax

Bx = Ax

entonces D(A) ⊂ D(B).

Como B es el generador de un semigrupo de clase C0 de contracciones, entonces apli-

cando la condición necesaria del teorema 4.13 se tiene que el D(B) es denso en X, I −B

es invertible y 1 ∈ ρ(B). Además por hipótesis el operador A cumple con la condición ii),

entonces 1 ∈ ρ(A).

Luego,

(I − B)D(A) = (I − A)D(A) = X
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entonces (I − B)−1 X = D(A), por lo que D(B) ⊂ D(A).

Por lo tanto D(A) = D(B) y A genera un semigrupo de clase C0 de contracciones.

4.5.3. Teorema de Feller-Miyadera-Phillips

Otro de los resultados importantes de la teoŕıa de semigrupos es el Teorema de Feller-

Miyadera-Phillips, este teorema puede ser visto en Pazy (1983) y Vrabie (2003). Pre-

viamente se mostrará dos resultados los cuales serán de ayuda para la demostración del

teorema.

Teorema 4.14. Sea A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal. Si λ, µ son valores regulares,

es decir, λ, µ ∈ ρ(A), y R(λ;A), R(µ;A) ∈ L(X), entonces

R(λ;A)−R(µ;A) = (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A)

a esta ecuación es llamada como la ecuación resolvente.

Demostración:

Sea λ, µ ∈ ρ(A), x ∈ D(A)

R(λ;A)x = R(λ;A) (µI − A)R(µ;A)x

= R(λ;A) (µI − λI + λI − A)R(µ;A)x

= R(λ;A) {(µ− λ) I + (λI − A)}R(µ;A)x

= R(λ;A) (µ− λ) IR(µ;A)x+R(λ;A) (λI − A)R(µ;A)x

= (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A)x+R(µ;A)x
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entonces

R(λ;A)x = (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A)x+R(µ;A)x

R(λ;A)x−R(µ;A)x = (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A)x

R(λ;A)−R(µ;A)x = (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A)

Lema 4.3. Sea A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal que satisface que (0,+∞) ⊆ ρ(A)

y

∥λnR(λ;A)n∥L(X) ≤ M M ≥ 1

para cada n ∈ N y λ > 0. Entonces existe una norma |·| en X tal que

∥x∥ ≤ |x| ≤ M ∥x∥ y

|λR(λ;A)x| ≤ |x|

para cada x ∈ X y λ > 0.

Demostración: Para µ > 0 se define |·|u : X → R+ donde

|x|u = sup
n∈N

∥µnR(µ;A)nx∥

se tiene que

|x|u = sup
n∈N

∥µnR(µ;A)nx∥

≤ sup
n∈N

∥µnR(µ;A)n∥L(X) ∥x∥

= M ∥x∥
luego,

∥x∥ =


µ0R(µ;A)0x



 ≤ sup
n∈N

∥µnR(µ;A)nx∥ = |x|u

entonces se cumple que

∥x∥ ≤ |x|µ ≤ M ∥x∥ (4.5)
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además

|µR(µ;A)x|µ = sup
n∈N

∥µnR(µ;A)nµR(µ;A)x∥

= sup
n∈N



µn+1R(µ;A)n+1x




= sup
k>1



µkR(µ;A)kx




≤ sup
k>0



µkR(µ;A)kx




≤ |x|µ
entonces

|µR(µ;A)x|µ ≤ |x|µ

Sea λ ∈ (0, µ], se tiene por el teorema 4.14

R(λ;A) = R(µ;A) + (µ− λ)R(µ;A)R(λ;A)

entonces

|R(λ;A)x|µ ≤ |R(µ;A)x|µ + |(µ− λ)R(µ;A)R(λ;A)x|µ

|R(λ;A)x|µ ≤ 1

µ
|x|µ +

µ− λ

µ
|R(λ;A)x|µ

�
1− µ− λ

µ

�
|R(λ;A)x|µ ≤ 1

µ
|x|µ

λ

µ
|R(λ;A)x|µ ≤ 1

µ
|x|µ

λ |R(λ;A)x|µ ≤ |x|µ (4.6)

Luego, sea λ ∈ (0, µ]

∥λnR(λ;A)nx∥ ≤ |λnR(λ;A)nx|µ

≤ |x|µ
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tomando el sup
n∈N

sup
n∈N

∥λnR(λ;A)nx∥ ≤ sup
n∈N

|x|µ

|x|λ ≤ |x|µ
Ahora se define

|x| = ĺım
µ→∞

|x|µ

aplicando ĺımite en 4.5 y 4.6 cuando el µ tiende hacia el infinito se obtiene

∥x∥ ≤ |x| ≤ M ∥x∥ y λ |R(λ;A)x| ≤ |x|

Ahora se presentará el teorema de Feller-Miyadera-Phillips, el cuál es una generaliza-

ción del Teorema Hille-Yosida.

Teorema 4.15. (Feller-Miyadera-Phillips) El operador A : D(A) ⊆ X → X genera un

semigrupo de clase C0 del (M,ω) si y solo si:

(i) A está densamente definida y cerrada

(ii) (ω,∞) ⊆ ρ(A), y para cada λ > ω y n ∈ N, se tiene

∥R(λ;A)n∥L(X) ≤
M

(λ− ω)n

Demostración:

⇒ ] Se considera ω = 0. Se define ∥|·|∥ : X → R+

∥|x|∥ = sup
t≥0

∥S(t)x∥

se tiene que

∥|x|∥ = sup
t≥0

∥S(t)x∥

≤ sup
t≥0

∥S(t)∥L(x) ∥x∥

≤ M ∥x∥
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luego,

∥x∥ = ∥S(0)x∥ ≤ sup
t≥0

∥S(t)x∥ = ∥|x|∥

entonces

∥x∥ ≤ ∥|x|∥ ≤ M ∥x∥ x ∈ X

Se observa que ∥|·|∥ y ∥·∥ son normas equivalentes en X. Además

∥|S(t)x|∥ = sup
s≥0

∥S(s)S(t)x∥

= sup
s≥0

∥S(s+ t)x∥

= sup
m≥t

∥S(m)x∥

≤ sup
t≥0

∥S(t)x∥

≤ ∥|x|∥

por lo cual {S(t), t ≤ 0} es un semigrupo de clase C0 de contracciones en (X, ∥|·|∥).

Por el teorema Hille-Yosida 4.13 se garantiza que A es cerrado y densamente definido;

además (0,+∞) ⊆ ρ(A) y

∥|R(λ;A)|∥L(X) ≤
1

λ
para cada λ > 0 = ω

luego,

∥R(λ;A)nx∥ ≤ ∥|R(λ;A)nx|∥

≤ ∥|R(λ;A)n|∥L(X) ∥|x|∥

≤ 1

λn
∥|x|∥

≤ M

λn
∥x∥

entonces

∥R(λ;A)n∥L(X) ≤
M

λn
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quedando demostrado las dos condiciones.

⇐ ] Suponga que (i) y (ii) se cumplen, por el lema 4.3 existe una norma equivalente

| · | en X que satisface

∥x∥ ≤ |x| ≤ M ∥x∥ y

|λR(λ;A)x| ≤ |x| para cada x ∈ X y λ > 0

entonces en (X, | · |), A satisface las hipótesis del teorema Hille-Yosida 4.13 y por lo

tanto genera un semigrupo de clase C0 de contracciones {S(t), t ≤ 0}
luego,

∥S(t)x∥ ≤ |S(t)x|

≤ |x|

≤ M ∥x∥
entonces ∥S(t)∥L(X) ≤ M para cada t ≥ 0, donde S(t) es un semigrupo de clase C0 de

contracciones del tipo de (M, 0).

- Sea T (t) = e−ωtS(t), donde el {S(t), t ≤ 0} es un semigrupo de clase C0 de contrac-

ciones del tipo (M,ω), entonces

∥T (t)∥L(X) = ∥e−ωtS(t)∥L(X)

= e−ωt ∥S(t)∥L(X)

≤ e−ωtMeωt

≤ M

entonces T (t) es un semigrupo de clase C0 de contracciones del tipo (M, 0).
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Luego, sea A el generador de S(t)

d

dt
(T (t)x) =

d

dt
(e−ωtS(t)x)

= −ωe−ωtS(t)x+ e−ωtAS(t)x

= (−ωI + A) e−ωtS(t)x

= (−ωI + A)T (t)x

entonces el genereador de T (t) es A− ωI.

Como T (t) es un semigrupo de clase C0 de contracciones del tipo (M, 0), esto equivale

a decir que A− ωI es cerrado y densamente definido y

∥R(λ;A− ωI)n∥L(X) ≤
M

λn

Se tiene que R(λ;A − ωI) = (λI − A+ ωI)−1 = ((λ+ ω) I − A)−1 = R(λ + ω;A),

entonces

R(λ;A− ωI) = R(λ+ ω;A)

luego,

∥R(λ+ ω;A)n∥L(X) = ∥R(λ;A− ωI)n∥L(X)

≤ M

λn

sea θ = λ+ ω, entonces se tiene

∥R(θ;A)n∥L(X) ≤
M

(θ − ω)n

además A es cerrado y densamente definido, con lo cual concluye la demostración del

teorema.

4.5.4. Teorema de Lumer-Phillips

Ahora se mostrará otra caracteŕıstica de los generadores de los semigrupos de clase

C0 de contracciones el cuál se menciona en el teorema de Lumer-Phillips (Vrabie, 2003),
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pero antes de enunciar el teorema se presentará un concepto y un resultado de operador

disipativo.

Definición 4.21. Un operador lineal A : D(A) ⊆ X → X se dice disipativo si para

cada x ∈ X existe un x∗ ∈ F (x) tal que

Re ⟨Ax, x∗⟩ ≤ 0

donde X es un espacio de Banach real o complejo con norma ∥ ∥ y F : X → 2X
∗
es

la aplicación dualidad definido

F (x) =
�
x∗ ∈ X∗; ⟨x, x∗⟩ = ∥x∥2 = ∥x∗∥2 = ⟨x∗, x⟩

	

Teorema 4.16. Un operador lineal A : D(A) ⊆ X → X es disipativo si y solo si para

cada x ∈ D(A) y λ > 0 se tiene que

λ ∥x∥ ≤ ∥(λI − A) x∥

Demostración:

⇒ ] Sea A un operador disipativo entonces existe un x∗ ∈ F (x) tal que Re ⟨Ax, x∗⟩ ≤ 0,

se toma λ > 0

∥(λI − A) x∥ ∥x∥ = ∥(λI − A) x∥ ∥x∗∥ ≥ |⟨λx− Ax, x∗⟩|

≥ Re (⟨λx− Ax, x∗⟩)

= Re (⟨λx, x∗⟩)−Re (⟨Ax, x∗⟩)

≥ Re (⟨λx, x∗⟩)

= λRe (⟨x, x∗⟩)

= λ ∥x∥2

entonces λ ∥x∥ ≤ ∥(λI − A) x∥.
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⇐ ] Sea x ∈ D(A) y λ > 0 se tiene que

λ ∥x∥ ≤ ∥λx− Ax∥

Se toma y∗ ∈ F (λx− Ax) y z∗ =
y∗

∥y∗∥ , entonces ∥z∗∥ = 1 y z∗ ∈ BX∗ , sabiendo

que BX∗ es la bola unitaria en X∗ por el teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki BX∗ es

compacta en la topoloǵıa debil-estrella de X∗.

Luego, se tiene

∥y∗∥ = ∥λx− Ax∥

además,

⟨λx− Ax, z∗⟩ =
�
λx− Ax,

y∗

∥y∗∥

�
=

1

∥y∗∥ ⟨λx− Ax, y∗⟩ = 1

∥y∗∥ ∥y∗∥2 = ∥y∗∥

⇒ ⟨λx− Ax, z∗⟩ = ∥λx− Ax∥

Por otro lado

λ ∥x∥ ≤ ∥λx− Ax∥

= ⟨λx− Ax, z∗⟩

= Re ⟨λx− Ax, z∗⟩

= Re ⟨λx, z∗⟩ −Re ⟨Ax, z∗⟩

= |⟨λx, z∗⟩|−Re ⟨Ax, z∗⟩

≤ ∥z∗∥ ∥λx∥ −Re ⟨Ax, z∗⟩

= λ ∥x∥ −Re ⟨Ax, z∗⟩

⇒ 0 ≤ −Re ⟨Ax, z∗⟩
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Esto implica que Re ⟨Ax, z∗⟩ ≤ 0 para λ > 0. Luego

λ ∥x∥ ≤ λRe ⟨x, z∗⟩ −Re ⟨Ax, z∗⟩

λ ∥x∥+Re ⟨Ax, z∗⟩ ≤ λRe ⟨x, z∗⟩

λ ∥x∥+ ⟨Ax, z∗⟩ ≤ λRe ⟨x, z∗⟩

λ ∥x∥+ ∥Ax∥ ≤ λRe ⟨x, z∗⟩

∥x∥+ ∥Ax∥
λ

≤ Re ⟨x, z∗⟩

Como BX∗ es compacta en la topoloǵıa debil-estrella de X∗, entonces para la sucesión

y∗n va existir una subsucesión y∗nj
que converge a y en BX∗ . Por tanto la expresión

∥x∥+ ∥Ax∥
λ

≤ Re
D
x, y∗nj

E

converge a

∥x∥ ≤ Re ⟨x, y⟩ y Re ⟨Ax, y⟩ ≤ 0 para y ∈ BX∗

además Re ⟨x, y⟩ ≤ |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥, entonces Re ⟨x, y⟩ = ∥x∥.

Se define x∗ = y ∥x∥ entonces ∥x∗∥ = ∥x∥ por lo cual x∗ ∈ F (x), y además

Re ⟨Ax, x∗⟩ ≤ |⟨Ax, x∗⟩| = |⟨Ax, y ∥x∥⟩| = ∥x∥ |⟨Ax, y⟩| = ∥x∥Re ⟨Ax, y⟩ ≤ 0

⇒ Re ⟨Ax, x∗⟩ ≤ 0

Por lo tanto, A es disipativo.

A continuación mencionaremos al teorema de Lumer-Phillips.

Teorema 4.17. (Lumer-Phillips) Sea A : D(A) ⊆ X → X un operador densamente

definido. Entonces A genera un semigrupo de clase C0 de contracciones en X si y solo si

(i) A es disipativo,

(ii) existe un λ > 0 tal que λI − A es sobreyectivo.
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Demostración:

⇒ ]

(i) Sea A un genera un semigrupo de clase C0 de contracciones en X. Sea x ∈ D(A) y

x∗ ∈ F (x), se tiene

|⟨S(t)x, x∗⟩| ≤ ∥x∗∥ ∥S(t)x∥ ≤ ∥x∗∥ ∥x∥ = ∥x∥2

Luego

Re ⟨S(t)x− x, x∗⟩ = Re ⟨S(t)x, x∗⟩ −Re ⟨x, x∗⟩

≤ ∥x∥2 −Re ⟨x, x∗⟩

⇒ Re ⟨S(t)x− x, x∗⟩ ≤ 0

Se divide la expresión por t > 0 y hacemos tender a 0 por la derecha

ĺım
t→0+

1

t
Re ⟨S(t)x− x, x∗⟩ ≤ 0

Re ⟨A(x), x∗⟩ ≤ 0

(ii) Además por el teorema de Hille-Yosida 4.13 se tiene que (0,+∞) ⊆ ρ(A) entonces

la Im(Iλ− A) = X para cada λ > 0

⇒ ] Sea A es disipativo, para cada λ > 0 y x ∈ D(A) se tiene que

λ ∥x∥ ≤ ∥(λI − A) x∥

y además existe λ > 0 tal que λI − A es sobreyectivo, entonces (λI − A)−1 (x) = y

λ ∥y∥ ≤ ∥(λI − A) y∥

λ


(λI − A)−1 (x)



 ≤ ∥x∥



(λI − A)−1 (x)


 ≤ ∥x∥

λ

⇒


(λI − A)−1



 ≤ 1

λ
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entonces (λI − A)−1 es acotada. Por otro lado tomamos un λ0 lado, si xn → z y

(λ0I − A) xn → y entonces

xn = (λ0I − A)−1 (λ0I − A) (xn) → (λ0I − A)−1 (y)

⇒ ĺım
n→∞

xn = (λ0I − A)−1 (y)

Por la unicidad del ĺımite se tiene que

z = ĺım
n→∞

xn = (λ0I − A)−1 (y)

⇒ z = (λ0I − A)−1 (y)

luego (λ0I − A) (z) = y y z ∈ D (λ0I − A).

Por lo tanto λ0I − A es cerrado, además como I es cerrado, entonces se tiene que A

es cerrado.

Ahora, se probará que λI − A es sobreyectivo para todo λ > 0, considerando

Λ = {λ : λ ∈ (0,+∞) = R+ , λI − A sobreyectivo}

se tiene que λ0 ∈ Λ se cumple que

∥R(λ0, A)∥ =


(λ0I − A)−1



 ≤ 1

λ0

esto implica que λ0 ∈ ρ(A), entonces Λ ⊆ ρ(A).

Se sabe que R+ es conexo y si Λ es abierto, cerrado y diferente del vaćıo entonces

R+ = Λ.

En efecto, sea ρ(A) abierto, se tiene que λ0 ∈ Λ entonces existe una vecindad la cual

no tiene intersección vaćıa y está contenida en R+, entonces Λ es abierto en R+.

Sea (λn)n∈N una sucesión de Λ tal que ĺım
n→∞

λn → λ. Para cada n ∈ N e y ∈ X existe

xn ∈ D(A) tal que

λnxn − Axn = y (4.7)
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Se tiene que

λn ∥xn∥ ≤ ∥(λnI − A) xn∥ = ∥y∥

λn ∥xn∥ ≤ ∥y∥

entonces decimos que va a existir un C tal que ∥xn∥ ≤ ∥y∥
λn

= C. Luego

λm ∥xn − xm∥ ≤ ∥(λmI − A) (xn − xm)∥

= ∥λmxn − λmxm − Axn + Axm∥

= ∥λmxn − y − Axn∥

= ∥λmxn − λnxn + Axn − Axn∥

≤ |λm − λn| ∥xn∥

≤ |λm − λn|C

esto implica que (xn)n∈N es sucesion de Cauchy. Sea ĺım
n→∞

xn = x y de 4.7 se tiene que

ĺım
n→∞

Axn = ĺım
n→∞

(λnxn − y)

ĺım
n→∞

Axn = λx− y

como A es cerrado se tiene que x ∈ D(A) y ĺım
n→∞

Axn = Ax. Luego (λI − A) x = y,

entonces λ ∈ Λ y esto implica que Λ es cerrado.

Como Λ es abierto, cerrado y no vaćıo, esto implica que Λ = (0,+∞). Por otro lado

se cumple que

∥R(λ, A)∥ ≤ 1

λ

y además A es un operador densamente definido, por el teorema Hille-Yosida 4.13 se

tiene que A es un generador de un semigrupo de clase C0 de contracciones.
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4.5.5. Algunas Consecuencias

Las siguientes consecuencias, pueden ser vistas en Pazy (1983) y Vrabie (2003).

Corolario 4.1. Si A y A∗son disipativos, tal que A es lineal, densamente definido y

cerrado, entonces A genera a un semigrupo de clase C0 y de contracciones en X.

Demostración:

Por el teorema Lumer-Phillips 4.17 solo bastaŕıa probar que existe un λ > 0 tal que

λI − A es sobreyectivo.

Se tiene que A es disipativo y cerrado, se toma λ = 1 entonces I −A es cerrado en X.

Digamos que Im(I − A) ̸= X, por el teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal

distinto de cero, y∗ ∈ X∗, tal que

⟨x− Ax, y∗⟩ = 0 x ∈ D(A)

⟨x, y∗⟩ = ⟨Ax, y∗⟩

Como A∗ es el operador adjunto de A se tiene que

⟨x,A∗(y∗)⟩ = ⟨Ax, y∗⟩

entonces

⟨x,A∗(y∗)⟩ = ⟨x, y∗⟩

0 = ⟨x, y∗ − A∗(y∗)⟩

0 = ⟨x, (I − A∗) y∗⟩

0 = (I − A∗) y∗

A∗ es disipativo

∥y∗∥ ≤ ∥(I − A∗) y∗∥

⇒ ∥y∗∥ = 0 ⇒ y∗ = 0

lo cual es una contradicción. Entonces Im(I − A) = X.
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Por lo tanto A es el generador de un semigrupo de clase C0 y de contracciones en X.

Corolario 4.2. Sea A : D(A) ⊆ X → X el generador de un semigrupos de clase C0 y

sea ∥·∥D(A) : D(A) → X y |·|D(A) : D(A) → X definidos por ∥x∥D(A) = ∥x∥ + ∥Ax∥ y

|x|D(A) = ∥x− Ax∥ respectivamente, para cada x ∈ D(A), entonces

(i) ∥·∥D(A) es una norma en D(A), llamada norma del grafo, y el D(A) con la norma

del grafo es un espacio de Banach.

(ii) D(A) dotado de la norma ∥·∥D(A) está continuamente incrustado en X.

(iii) A ∈ L (D(A), X)
�
donde D(A) está dotado de ∥·∥D(A)

�

(iv) |·|D(A) es una norma en D(A) equivalente a ∥·∥D(A)

(v) I − A es una isometŕıa de
�
D(A), |·|D(A)

�
a (X, ∥·∥)

(vi) Para cada x ∈ D(A), S(·)x ∈ C ([0,+∞);D(A)) ∩ C1 ([0,+∞);X)

Demostración:

(i) Sea ∥·∥ la norma en X, entonces

a) Para cada x ∈ D(A) se tiene ∥x∥D(A) = ∥x∥+ ∥Ax∥ ≥ 0.

b) Si se toma x = 0, entonces

∥x∥+ ∥Ax∥ = 0

∥x∥D(A) = 0

luego, si ∥x∥D(A) = 0, entonces se tiene cada uno de los sumandos debe ser

igual a 0, por lo cual se tiene que x = 0.
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c) Para cada x ∈ D(A), para todo escalar λ ∈ K, se tiene

∥λx∥D(A) = ∥λx∥+ ∥A(λx)∥

= |λ| ∥x∥+ |λ| ∥Ax∥

= |λ| (∥x∥+ ∥Ax∥)

= |λ| ∥x∥D(A)

d) Sea x, y ∈ D(A), entonces

∥x+ y∥D(A) = ∥x+ y∥+ ∥A(x+ y)∥

≤ ∥x∥+ ∥y∥+ ∥A(x)∥+ ∥A(y)∥

≤ ∥x∥D(A) + ∥y∥D(A)

entonces ∥·∥D(A) es una norma en D(A).

Sea (xn)n∈N una sucesión de Cauchy en el D(A) con la norma ∥·∥D(A). Entonces

como X es completo se tiene que

ĺım
n→∞

(xn)n∈N = x

ĺım
n→∞

(Axn)n∈N = Ax por ser A cerrrado

son sucesiones de cauchy que convergen en la norma en X, entonces x ∈ D(A).

Por lo tanto D(A), con de la norma ∥·∥D(A), es un espacio de Banach.

(ii) Se afirma que D(A) está continuamente incrustado en X, si la inclusión i : D(A) →
X es continua, es decir xn converge a x.

En efecto si xn → x en D(A), entonces xn → x y Axn → Ax en X, entonces
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∥i(xn)− i(x)∥ = ∥xn − x∥ ≤ ∥xn − x∥+ ∥Axn − Ax∥

= ∥xn − x∥+ ∥S(0)Axn − S(0)Ax∥

≤ ∥xn − x∥+ ∥S(0)∥L(X) ∥Axn − Ax∥

S(0) es acotado, por se un semigrupo de clase C0, entonces ∥i(xn)− i(x)∥ → 0 por

lo cual se dice que i es continua.

(iii) Sea A : D(A) ⊆ X → X se tiene

∥Ax∥ ≤ ∥x∥+ ∥Ax∥

≤ ∥x∥D(A)

entonces ∥Ax∥ ≤ ∥x∥D(A), por lo cual se concluye que A es acotado.

Por lo tanto A ∈ L (D(A;X)).

(iv) Sea |x|D(A) = ∥x− Ax∥, entonces

|x|D(A) ≤ ∥x∥+ ∥Ax∥ = ∥x∥D(A)

|x|D(A) ≤ ∥x∥D(A)

luego,

∥x∥ = ∥R (λ;A) (λI − A) x∥

≤ M

λ− ω
∥(λI − A) x∥

≤ M ∥(λI − A) x∥
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tomando λ = 1,

∥x∥ ≤ M ∥(I − A) x∥

≤ M ∥x− Ax∥

= M |x|D(A)

además se tiene que

∥x∥D(A) = ∥x∥+ ∥Ax∥

≤ 2 ∥x∥+ ∥Ax− x∥

= 2 ∥x∥+ |x|D(A)

≤ 2M |x|D(A) + |x|D(A)

= (2M + 1) |x|D(A)

entonces se tiene que

1

(2M + 1)
∥x∥D(A) ≤ |x|D(A) ≤ ∥x∥D(A)

Por lo tanto |·|D(A) es una norma equivalente ∥·∥D(A).

(v) Sea I − A : D(A) → X, además x, y ∈ D(A)

|x− y|D(A) = ∥(x− y)− A (x− y)∥

= ∥x− y − A (x) + A (y)∥

= ∥(x− A (x))− (y − A (y))∥

= ∥(I − A) (x)− (I − A) (y)∥

entonces I − A es una isometŕıa entre D(A) y X.
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(vi) Para cada x ∈ D(A) se tiene que por el teorema 4.9 S(·)x ∈ D(A) y S(·)x es de

clase C1 ([0,+∞), X), por otro lado con la norma del grafo

∥S(·)x∥D(A) = ∥S(·)x∥+ ∥AS(·)x∥

entonces S(·)x ∈ C ([0,+∞), D(A)). Luego,

S(·)x ∈ C ([0,+∞), D(A)) ∩ C1 ([0,+∞), X)

Ahora se mostrará dos resultados que nos ayudará para la solución de la Ecuación de

Transporte que se presentará más adelante (ver Galo, 2018, pp. 153-155).

Teorema 4.18. Si A y A∗ son operadores disipativos, tal que A es lineal, densamente

definido y cerrado entonces A genera un semigrupo de clase C0 y para cada x0 ∈ D(A)

existe una solución única x ∈ C ([0,+∞);D(A))∩C1 ([0,+∞);X) del problema de Cauchy

x′(t) = Ax(t), t ∈ [0,∞)

x(0) = x0

tal que para todo t ∈ [0,∞),

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥






d

dt
x(t)





 = ∥Ax(t)∥ ≤ ∥Ax0∥

Demostración:

En efceto, por hipótesis A es lineal, densamente definido y cerrado; además A y A∗

son operadores disipativos, entonces por el corolario 4.1 se tiene que A es un generador

de un semigrupo S(t) de clase C0.

Por otro lado si tiene que A es el generador de S(t) por el teorema 4.12 el problema

de Cauchy dado por

x′(t) = Ax(t), t ∈ [0,∞)

x(0) = x0
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tiene una única solución y es x(t) = S(t)x0. Además como x0 ∈ D(A) entonces por el

corolario 4.2 se tiene que x(t) = S(t)x0 ∈ C ([0,+∞);D(A)) ∩ C1 ([0,+∞);X).

Luego para cada t ∈ [0,∞)

∥x(t)∥ = ∥S(t)x0∥ ≤ ∥S(t)∥ ∥x0∥

Por el corolario 4.1 S(t) es un semigrupo de clase C0 y de contracciones, entonces

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥. Finalmente,





d

dt
x(t)





 =






d

dt
S(t)x0





 = ∥AS(t)x0∥ = ∥S(t)Ax0∥ (4.8)

por lo tanto, 




d

dt
x(t)





 = ∥Ax∥ y ∥Ax∥ ≤ ∥Ax0∥

Teorema 4.19. Si A es lineal, densamente definido y cerrado, tal que A y A∗ son disipa-

tivos, entonces para cada punto x0 ∈ D(A), T ∈ [0,+∞), y f ∈ C1 ([0, T ];X) existe una

única solución x ∈ C0 ([0, T ];D(A)) ∩ C1 ([0, T ];X) del problema no homogéneo

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ [0, T ]

x(0) = x0

(4.9)

dada por

x(t) = S(t)x0 +

Z t

0

S(t− τ)f(τ)dτ, para todo t ∈ [0, T ]

Demostración:

Sea x(t) la solución 4.9, además como A es un operador lineal densamente definido y

cerrado; tal que A y A∗ son operadores disipativos, entonces se tiene que A es un genera-

dor de un semigrupo S(t) de clase C0.

Luego,

d

ds
(S(t− s)x(s)) = −AS(t− s)x(s) + S(t− s)x′(s)

= −AS(t− s)x(s) + S(t− s) (Ax(s) + f(s))

= S(t− s)f(s)
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ahora integramos

Z t

0

d

ds
(S(t− s)x(s)) ds =

Z t

0

S(t− s)f(s)ds

S(0)x(t)− S(t)x(0) =

Z t

0

S(t− s)f(s)ds

x(t) = S(t)x0 +

Z t

0

S(t− s)f(s)ds

Por el corolario 4.2 se tiene que S(t)x0 ∈ C0 ([0,+∞);D(A))∩C1 ([0,+∞);X), además

g(t) =

Z t

0

S(t− s)f(s)ds por teorema 4.9 se tiene que g(t) ∈ D(A) para t ∈ [0,+∞]

-
dg

dt
(t) = S(t − t)f(t) = f(t) donde f ∈ C1 ([0,+∞);X) entonces g es diferenciable

y
dg

dt
∈ C0 ([0,+∞);X)

- Sea rn tal que rn ∈ [0,∞). Luego ∀ ϵ > 0, ∃ N ∈ N tal que si n > N se tiene que

|rn − r| < ε

k

|g(rn)− g(r)| =

����
Z rn

0

S(t− s)f(s)ds−
Z r

0

S(t− s)f(s)ds

����

=

����
Z rn

r

S(t− s)f(s)ds

����

≤
Z rn

r

|S(t− s)f(s)| ds

como S(t−s)f(s) es continua en el compacto [r, rn], entonces S(t−s)f(s) es acotado

|g(rn)− g(r)| ≤
Z rn

r

kds = k |rn − r| < ε

Luego g(rn) → g(r). Por lo tanto g es continua.

entonces g ∈ C0 ([0,+∞);D(A)) y g ∈ C1 ([0,+∞);X), es decir, g ∈ C0 ([0,+∞);D(A))∩
C1 ([0,+∞);X).

Por lo tanto x(t) = S(t)x0 + g(t) ∈ C0 ([0,+∞);D(A)) ∩ C1 ([0,+∞);X).
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Sea y(t) una segunda solución de 4.9

y(t) = T (t)x0 +

Z t

0

T (t− s)f(s)ds tal que T (t) es el semigrupo C0 generado por A

Por el teorema 4.11 se tiene que T (t) = S(t), entonces

y(t) = S(t)x0 +

Z t

0

S(t− s)f(s)ds

Por lo tanto y(t) = x(t).

4.6. Ecuación diferencial de transporte

Para finalizar la sección se presentará a la ecuación diferencial de transporte, y además

se mostrará una aplicación de la teoŕıa de semigrupos de clase C0 para dicha ecuación.

4.6.1. Ecuación diferencial de transporte con valor inicial

La ecuación diferencial de transporte tiene sus fundamentos en las leyes de conserva-

ción de la masa y se deriva a menudo a través de principios f́ısicos y matemáticos. La

ecuación de transporte puede adaptarse a diferentes contextos, como la transferencia de

calor, la propagación de ondas, el transporte de contaminantes, entre otros.

Los oŕıgenes de esta ecuación diferencial se remontan a los trabajos de cient́ıficos y

matemáticos que desarrollaron las teoŕıas fundamentales en los campos de la f́ısica y la

matemática aplicada.

El problema de valor inicial 4.10, el cual puede ser visto en Evans (2010).

ut + v∇u = 0 en Rn × (0,∞)

u(x, 0) = g(x) en Rn × {t = 0}



 (4.10)

donde, u : Rn × [0,∞) → R es una función desconocida que representa el desplaza-

miento de la sustancia en un medio, v ∈ Rn es un vector fijo, g : Rn → R es una función

de clase C1 conocida y ∇u es el gradiente de u(x, t) en las variables de x.
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El objetivo es encontrar la función u(x, t), la cual debe satisfacer a 4.10. En la teoŕıa

de ecuaciones diferenciales existen diversos métodos para lograr encontrar soluciones de

problemas de Cauchy. En nuestro caso se utilizará la teoŕıa de semigrupos para encontrar

la solución de 4.10.

Se tiene que

ut = −v∇u donde A = −v∇ = − (v1∂x1 + . . .+ vn∂xn)

El operador A, ¿Qué semigrupo genera?.

Para ello considere X = C (Rn,R) el espacio de Banach de funciones continuas y

acotadas, dotado de la norma

∥f∥∞ = sup
x∈Rn

{|f(x)|}

y define el operador

S : [0,+∞) −→ L(X)

t 7→ S(t) : C (Rn,R) −→ C (Rn,R)

f 7→ f (x− tv)

luego se afirma que A genera el semigrupo S(t) de clase C0.

En efecto, es claro S(t) es lineal y acotado, pues para f ∈ C (Rn,R)

∥S(t) (f(x))∥ = ∥f(x− tv)∥∞

= sup
x−tv ∈R

{|f(x− tv)|}

= ∥f∥∞
Luego,

(1) Sea f ∈ C (Rn,R), t ∈ [0,+∞), y x− tv ∈ Rn

S(0) (f(x)) = f(x− 0v) = f(x) = I (f(x))
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(2) Sea f ∈ C (Rn,R), t, s ∈ [0,+∞),

S(t+ s) (f(x)) = f (x− (t+ s)v)

= f ((x− sv)− tv)

= S(t) (f (x− sv))

= S(t) (S(s) (f(x)))

= (S(t) ◦ S(s)) (f(x))

(3) Sea f ∈ C (Rn,R), t ∈ [0,+∞)

ĺım
t→0

∥S(t) (f(x))− f(x)∥ = ĺım
t→0

sup
x+tv∈R

|f(x− tv)− f(x)|

= sup
x∈R

|f(x)− f(x)|

= 0

entonces, S(t) es un semigrupo de clase C0.

Ahora verifiquemos que A genera a S(t)

Af(x) = ĺım
t→0+

S(t) (f(x))− f(x)

t
= ĺım

t→0+

f(x− tv)− f(x)

t

= ĺım
t→0+

f(x1 − tv1, · · · , xn − tvn)− f(x1, · · · , xn)

t

Sea u1 = x1 − tv1, · · · , un = xn − tvn y se define h(t) = f(u1, · · · , un). Luego

h′(t) =
∂f

∂u1

du1

dt
+ · · ·+ ∂f

∂un

dun

dt

=
∂f

∂u1

(−v1) + · · ·+ ∂f

∂un

(−vn)

Si t = 0, entonces ui = xi para cada i = 1, . . . , n y
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h′(0) =
∂f

∂x1

(−v1) + · · ·+ ∂f

∂xn

(−vn)

=
nX

i=1

�
∂f

∂xi

�
(−vi)

= ∇f · (−v)

Luego, se tiene que

(−v)∇f(x) = h′(0) = ĺım
t→0

h(t)− h(0)

t

= ĺım
t→0+

f(x1 − tv1, · · · , xn − tvn)− f(x1, · · · , xn)

t

= Af(x)

entonces A = −
�
v1

∂

∂x1

+ . . .+ vn
∂

∂xn

�
genera a S(t).

Aplicando el teorema 4.12 al problema 4.10 la unica solución de u(x, t) seŕıa S(t) (g(x))

entonces

u(x, t) = g(x− tv)

Un caso particular, es el problema de valor inicial:

ut = −ux en R× (0,∞)

u(x, 0) = sin(x) en R× {t = 0}



 (4.11)

donde u : R× [0,∞) −→ R.

Para estudiar este problema, sea X el espacio de Banach C (R,R) de las funciones

continuas y acotadas en R con la norma

∥f∥∞ = sup
x∈R

{|f |}

Se sabe que sin(x) es una función continua, además es acotada. Por lo visto anterior-

mente sin(x − t) es un semigrupo de clase C0 y la solución única del problema 4.11 esta

dado por u(x, t) = sin(x− t).
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Teorema 4.20. Sea el semigrupo de translación (izquierda)

Sl(t)f(x) = f(x+ t) s, t ∈ R

El generador del semigrupo de translaciones (izquierdo) {Sl(t), t ≥ 0} en el espacio X

está dado por

Af = f ′

con dominio

(i) D(A) = {f ∈ Cub(R) : f es diferenciable y f ′ ∈ Cub(R)}, si X = Cub(R).

(ii) D(A) = {f ∈ Lp(R) : f es absolutamente continua y f ′ ∈ Lp(R)}, si X = Lp(R),

1 ≤ p < ∞.

Demostración:

(i) Se fija f ∈ D(B), entonces

BS(t) (f(x)) =
d

dt
S(t) (f(x))

=
d

dt
f(x+ t)

= f ′(x+ t)

evaluando t = 0

BS(0) (f(x)) = f ′(x+ 0)

Bf(x) = f ′(x)

Bf = f ′

por hipótesis se tiene que f ′ = Af , entonces Bf = Af para f ∈ D(B)

⇒ B = A|D(B)
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(ii) Tome f ∈ D(B) y g = Bf ∈ Lp(R) y además a < b; donde a, b ∈ R

1

h

�Z b+h

b

f(s)ds−
Z a+h

a

f(s)ds

�
=

1

h

�Z b+h

b

ds+

Z b

a+h

ds−
Z a+h

a

ds−
Z b

a+h

ds

�

=
1

h

�Z b+h

a+h

f(s)ds−
Z b

a

f(s)ds

�

=
1

h

�Z b

a

f(s+ h)ds−
Z b

a

f(s)ds

�

=
1

h

Z b

a

(f(s+ h)− f(s)) ds

=

Z b

a

f(s+ h)− f(s)

h
ds

aplicando ĺımite cuando h tiende a cero.
Z b

a

g(s)ds = ĺım
h→0

Z b

a

f(s+ h)− f(s)

h
ds

= ĺım
h→0

1

h

�Z b+h

b

f(s)ds−
Z a+h

a

f(s)ds

�

= ĺım
h→0

1

1
(f(b+ h)− f(a+ h))

= f(b)− f(a)

luego aplicando la derivada con respecto a b se tiene que f ′(b) = g(b). Por tanto

Af = f ′ = g = Bf, f ∈ D(B)

entonces A|D(B) = B.

4.6.2. Ecuación diferencial de transporte con valor inicial y de

contorno

Ahora al problema de valor inicial 4.10 se le agregará la condición u(0, t) = y(t).
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Se fija T, L > 0. Se considera en particular la siguiente ecuación diferencial de trans-

porte, la cual puede ser vista en Galo (2018)

ut + ux = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, L)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ (0, L)

u(0, t) = y(t) t ∈ (0, T )





(4.12)

donde t es el tiempo, y(t) ∈ L2(0, T ) y u0 ∈ L2(0, T ) son funciones dadas.

Se procederá a resolver el problema 4.12 y su solución será una solcuión débil. Para

ello primero se mostrará que el problema está bien planteado.

Supongase que existe u ∈ C1 ([0, L]× [0, T ]) que sastisface 4.12 y sean τ ∈ [0, T ] y

φ ∈ C1 ([0, L]× [0, τ ]), entonces

φut + φux = 0

Z τ

0

Z L

0

(φut + φux) dxdt = 0

Luego, Z τ

0

Z L

0

(φut) dxdt =

Z L

0

Z τ

0

(φut) dtdx

=

Z L

0

�
φu|τ0 −

Z τ

0

uφtdt

�
dx

=

Z L

0

φu|τ0dx−
Z L

0

Z τ

0

uφtdtdx

además Z τ

0

Z L

0

(φux) dxdt =

Z τ

0

�
φu|L0 −

Z L

0

uφxdx

�
dt

=

Z τ

0

φu|L0 −
Z τ

0

Z L

0

uφxdxdt
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entonces se tiene que

Z τ

0

Z L

0

(φut + φux) dxdt =

Z L

0

φu|τ0dx−
Z L

0

Z τ

0

uφtdtdx+

Z τ

0

φu|L0 −
Z τ

0

Z L

0

uφxdxdt

=

Z L

0

φu|τ0dx+

Z τ

0

φu|L0 −
Z τ

0

Z L

0

uφtdxdt−
Z τ

0

Z L

0

uφxdxdt

=

Z L

0

φu|τ0dx+

Z τ

0

φu|L0 −
Z τ

0

Z L

0

u (φt + φx) dxdt = 0

La siguiente definición es debida a Galo (2018, p. 156).

Definición 4.22. Sea y(t) ∈ L2(0, T ) y u0 ∈ L2(0, L) tal que T, L > 0. Una solución

débil del problema 4.12 es una función u ∈ C0 ([0, L]× [0, T ]) tal que para cada τ ∈ [0, T ]

y para todo φ ∈ C1 ([0, L]× [0, τ ]) con φ(L, t) = 0, t ∈ [0, τ ] satisface

Z τ

0

Z L

0

u (φt + φx) dxdt =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u(x, 0)dx−
Z τ

0

φ(0, t)u(0, t)dt

(4.13)

El siguiente teorema muestra propiedades de la solcuión debil u del problema 4.12

Teorema 4.21. Si u es una solución débil del problema 4.12 de clase C1 en [0, L]× [0, T ],

entonces

I. u(x, 0) = u0(x) para todo x ∈ [0, L],

II. u(0, t) = y(t) para todo t ∈ [0, T ],

III. u0 ∈ C1 ([0, L]),

IV. y ∈ C1 ([0, T ]),

V. ut(x, t) + ux(x, t) = 0 para todo (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ].

Demostración:

Sea u solución débil del problema 4.12 se tiene que u(x, 0) = u0(x) para todo x ∈ [0, L]

y u(0, t) = y(t) para todo t ∈ [0, T ]. Para los item III, IV y V se debe probar que ut y ux

existen y son continuas.
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En efecto,

Z τ

0

Z L

0

u (φt + φx) dxdt =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u(x, 0)dx−
Z τ

0

φ(0, t)u(0, t)dt

además φ(t, L) = 0, entonces

Z τ

0

Z L

0

u (φt + φx) dxdt =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u(x, 0)dx−
Z τ

0

φ(0, t)u(0, t)dt

+

Z τ

0

φ(L, t)u(L, t)dt

0 =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u(x, 0)dx−
Z τ

0

φ(0, t)u(0, t)dt

+

Z τ

0

φ(L, t)u(L, t)dt−
Z τ

0

Z L

0

u (φt + φx) dxdt

0 =

Z τ

0

Z L

0

(φut + φux) dxdt

esto se obtiene siempre que ut, ux existan y sean continuas en [0, T ] y [0, L] respecti-

vamente.

De esto se obtiene que u0 ∈ C1 ([0, L]), y ∈ C1 ([0, T ]) y ut(x, t) + ux(x, t) = 0 para

todo (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ].

Teorema 4.22. Si u0 ∈ L2(0, L) y y(t) ∈ L2(0, T ) para cada L, T > 0, entonces el

problema 4.12 tiene una única solución débil u tal que

∥u(·, τ)∥L2(0,L) ≤ ∥u0∥L2(0,L) + ∥y∥L2(0,T ) para todo τ ∈ [0, T ].

Demostración:

Existencia.

- Caso 1 : Consideramos y ∈ C2 ([0, T ]) con y(0) = 0, u0 ∈ H1 (0, L) con u0(0) = 0.

Se define el operador lineal

A : D(A) ⊆ L2 (0, L) −→ L2 (0, L)

f 7→ Af = −fx
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donde D(A) = {f ∈ H1 (0, L) : f(0) = 0}.

Se tiene que A genera al semigrupo de traslaciones

Sl(t)f(x) = f(x− t)

entonces por el teorema 4.10 se tiene que D(A) es denso en L2(0, L) y que A es un

operador cerrado.

Sea f ∈ D(A)

⟨Af, f⟩ =

Z L

0

f · Afdx = −
Z L

0

f · fxdx =
−f 2(x)

2
|
L

0
=

−f 2(L)

2
≤ 0

⟨Af, f⟩ ≤ 0

Por lo cual se tiene que A es disipativo.

Para cada f ∈ D(A), g ∈ H1(0, L) se tiene

⟨f, A∗g⟩ = ⟨Af, g⟩ =

Z L

0

g · Afdx = −
Z L

0

g · fxdx

= −f(x)g(x)|L0 +

Z L

0

f · gxdx

= −f(L)g(L) +

Z L

0

f · gxdx

= −f(L)g(L) + ⟨f, gx⟩

Luego, se define D(A∗) = {g ∈ H1 (0, L) : g(L) = 0} donde el operador A∗ es el

operador lineal adjunto de A, tal que A∗g = gx, g ∈ D(A∗).
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Para cada g ∈ D(A∗) se tiene que

⟨A∗g, g⟩ =

Z L

0

g · A∗gdx =

Z L

0

g · gxdx

=
g2(x)

2
|L0 = −g2(0)

2
≤ 0

⟨A∗g, g⟩ ≤ 0

Por lo cual se tiene que A∗ es disipativo.

El teorema 4.19 asegura la existencia de una función z ∈ C1 ([0, T ];L2(0, L))
T

C0 ([0, T ];H1(0, L)) tal que

dz

dt
= Az − y′(t), en L2(0, L)

z(0, t) = 0

z(·, 0) = u0

se tiene también
dz

dt
= Az − ut(0, t) = Az + ux(0, t)

donde

z(·, t) = S(t)u0(·) +
Z t

0

S(t− τ)ux(0, τ)dτ

z(·, t) = S(t)u0(·) +
Z t

0

S(t− τ) (−Au(0, τ)) dτ, u(0, t) ∈ D(A)

= S(t)u0(·)

Luego

z(0, t) = S(t)u0(0) = 0

z(x, 0) = S(0)u0(x) = u0(x)

Definimos la función u ∈ C1 ([0, T ];L2(0, L))
T
C0 ([0, T ];H1(0, L)) como
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u(x, t) = z(x, t) + y(t) para todo (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ] (4.14)

Fijamos τ ∈ [0, T ] y φ ∈ C1 ([0, L]× [0, τ ]).

Z τ

0

Z L

0

u(x, t)φx(x, t)dxdt =

Z τ

0

Z L

0

φx(x, t) (z(x, t) + y(t)) dxdt

=

Z τ

0

Z L

0

φx(x, t)z(x, t)dxdt+

Z τ

0

Z L

0

φx(x, t)y(t)dxdt

Z τ

0

Z L

0

u(x, t)φx(x, t)dxdt =

Z τ

0

φ(x, t)z(x, t)|L0 dt−
Z τ

0

Z L

0

φ(x, t)zx(x, t)dxdt+
Z τ

0

y(t)

Z L

0

φx(x, t)dxdt

=

Z τ

0

Z L

0

φ(x, t)A (z(x, t)) dxdt+

Z τ

0

φ(L, t)z(L, t)dt+
Z τ

0

y(t)

Z L

0

φx(x, t)dxdt

Z τ

0

Z L

0

u(x, t)φx(x, t)dxdt =

Z τ

0

Z L

0

φ(x, t)A (z(x, t)) dxdt+

Z τ

0

φ(L, t)z(L, t)dt+
Z τ

0

y(t)
�
φ(x, t)|L0

�
dt

(4.15)

Además
Z L

0

Z τ

0

u(x, t)φt(x, t)dtdx =

Z L

0

Z τ

0

φt(x, t) (z(x, t) + y(t)) dtdx

=

Z L

0

Z τ

0

φt(x, t)z(x, t)dxdt+

Z L

0

Z τ

0

φt(x, t)y(t)dtdx

=

Z L

0

Z τ

0

φt(x, t)z(x, t)dxdt+

Z L

0

φ(x, t)y(t)|τ0dx

−
Z L

0

Z τ

0

φ(x, t)y′(t)dtdx

=

Z L

0

Z τ

0

φt(x, t)z(x, t)dxdt+

Z L

0

φ(x, τ)y(τ)dx

−
Z L

0

Z τ

0

φ(x, t)y′(t)dtdx
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Z L

0

Z τ

0

u(x, t)φt(x, t)dtdx =

Z L

0

Z τ

0

φt(x, t)z(x, t)dxdt+

Z L

0

φ(x, τ)y(τ)dx

−
Z L

0

Z τ

0

φ(x, t)y′(t)dtdx

(4.16)

Para cada ξ ∈ L2(0, L) se tiene que

d

dt
⟨z(t), ξ⟩L2(0,L) =

�
dz

dt
(t), ξ

�

L2(0,L)

= ⟨Az(t)− y′(t), ξ⟩L2(0,L)

Se considera el conjunto de funciones

V =
�
ϕ(t)ξ(x) : ϕ ∈ C1 ([0, τ ]) , ξ ∈ C1 ([0, L]) y ξ(L) = 0

	

Sea φ(x, t) = ϕ(t)ξ(x) ∈ V. Ahora

Z τ

0

Z L

0

φt(x, t)z(x, t)dxdt =

Z τ

0

Z L

0

ϕ′(t)ξ(x)z(x, t)dxdt

=

Z τ

0

ϕ′(t) ⟨z(t), ξ⟩L2(0,L) dt

Por integración por partes se tiene

Z τ

0

Z L

0

φt(x, t)z(x, t)dxdt = ϕ(t) ⟨z(t), ξ⟩L2(0,L)|τ0 −
Z τ

0

ϕ(t)
d

dt
⟨z(t), ξ⟩L2(0,L) dt

=

Z L

0

ϕ(t)ξ(x)z(x, t)|τ0dx−
Z τ

0

ϕ(t) ⟨Az(t)− y′(t), ξ⟩L2(0,L) dt

=

Z L

0

φ(x, t)z(x, t)|τ0dx−
Z τ

0

Z L

0

ϕ(t)ξ(x) (Az(x, t)− y′(t)) dxdt

Z τ

0

Z L

0

φt(x, t)z(x, t)dxdt =

Z L

0

φ(x, t)z(x, t)|τ0dx−
Z τ

0

Z L

0

φ(x, t) (Az(x, t)− y′(t)) dxdt

(4.17)

V es denso en el espacio C1 ([0, L]× [0, τ ]) por el teorema de Stone-Weierstrass y

[0, L]× [0, τ ] es compacto. Por las ecuaciones 4.15, 4.16 y 4.17 se tiene que para cada

φ ∈ C1 ([0, L]× [0, τ ])

Z τ

0

Z L

0

(φt + φx)udxdt =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u0(x)dx+

Z τ

0

φ(L, t)u(L, t)dt

−
Z τ

0

y(t)φ(0, t)dt
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Por otro lado si se toma φ = u|[0,L]×[0,τ ] entonces

Z τ

0

Z L

0

(φt + φx)udx =

Z τ

0

Z L

0

(ut + ux)udxdt = 0

además se tiene que
Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u0(x)dx+

Z τ

0

φ(L, t)u(L, t)dt−
Z τ

0

y(t)φ(0, t)dt

=

Z L

0

u(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

u(x, 0)u0(x)dx+

Z τ

0

u(L, t)u(L, t)dt−
Z τ

0

y(t)u(0, t)dt

=

Z L

0

(u(x, τ))2 dx−
Z L

0

(u0(x))
2 dx+

Z τ

0

(u(L, t))2 dt−
Z τ

0

(y(t))2 dt

=

Z L

0

|u(x, τ)|2 dx−
Z L

0

|u0(x)|2 dx+

Z τ

0

|u(L, t)|2 dt−
Z τ

0

|y(t)|2 dt

entonces
Z L

0

|u(x, τ)|2 dx+

Z τ

0

|u(L, t)|2 dt =

Z L

0

|u0(x)|2 dx+

Z τ

0

|y(t)|2 dt

∥u(x, τ)∥2L2(0,L) + ∥u(L, t)∥2L2(0,L) = ∥u0(x)∥2L2(0,L) + ∥y(t)∥2L2(0,L)

∥u(x, τ)∥L2(0,L) ≤ ∥u0(x)∥L2(0,L) + ∥y(t)∥L2(0,L)

- Caso 2 : Sean y ∈ L2 (0, T ) y u0 ∈ L2 (0, L) funciones arbitrarias. Como D(A) es

denso en L2 (0, L), entonces existe una sucesión (u0,n)n∈N ⊆ D(A) tal que

ĺım
n→0

u0,n = u0

Por la densidad de C2 ([0, T ]) en L2 (0, T ), existe una sucesión {yn}n∈N ⊆ C2 ([0, T ]),

yn(0) = 0, tal que

ĺım
n→0

yn = y

Por el caso 1 se tiene que para cada n ∈ N existe una sucesión {un}n∈N de funciones

en

C1 ([0, T ];L2(0, L))
T

C0 ([0, T ];H1(0, L)) tal que
Z L

0

|un(x, τ)|2 dx+

Z τ

0

|un(L, t)|2 dt =
Z L

0

|u0,n(x)|2 dx+

Z τ

0

|yn(t)|2 dt (4.18)
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se define un por

un(x, t) = zn(x, t) + yn(t),

donde zn satisface

dzn
dt

= Azn − y′n(t), en L2(0, L)

zn(0, t) = 0, t ∈ [0, T ]

zn(·, 0) = u0n

entonces de 4.18 se tiene que

∥un(·, τ)∥C0([0,T ];L2(0,L)) ≤ ∥u0,n∥L2(0,L) + ∥yn∥L2(0,T ) n ≥ 1. (4.19)

luego, para n,m ∈ N se tiene

∥un − um∥C0([0,T ];L2(0,L)) ≤ ∥u0,n − u0,m∥L2(0,L) + ∥yn − ym∥L2(0,T )

Para todo ε > 0, existe N ∈ N tal que n,m > N se tiene que

∥u0,n − u0,m∥L2(0,L) ≤
ε

2
∥yn − ym∥L2(0,T ) ≤

ε

2

luego {un} es una sucesión de Cauchy en C0 ([0, T ];L2(0, L)) por lo tanto existe

u ∈ C0 ([0, T ];L2(0, L)) tal que

ĺım
n→0

un = u

por otro lado se tiene,

ĺım
n→0

Z τ

0

Z L

0

(φt + φx)undxdt = ĺım
n→0

�Z L

0

φ(x, τ)un(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u0,n(x)dx−
Z τ

0

yn(t)φ(0, t)dt

�

Z τ

0

Z L

0

(φt + φx)udxdt =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u0(x)dx−
Z τ

0

y(t)φ(0, t)dt

además de 4.19 se tiene

∥u(·, τ)∥C0([0,T ];L2(0,L)) ≤ ∥u∥L2(0,L) + ∥y∥L2(0,T )
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Unicidad. Sean u1 y u2 soluciones del problema 4.12. Luego, u = u1 − u2 es solución

del problema de Cauchy homogéneo

ut + ux = 0, (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ]

u(x, 0) = 0 x ∈ (0, L)

u(0, t) = 0 t ∈ (0, T )

Se observa que si φ ∈ C1 ([0, L]× [0, τ ]) con φ(L, t) = 0, t ∈ [0, τ ] se tiene que

Z τ

0

Z L

0

(φt + φx)udxdt =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx−
Z L

0

φ(x, 0)u0(x)dx−
Z τ

0

y(t)φ(0, t)dt

Z τ

0

Z L

0

(φt + φx)udxdt =

Z L

0

φ(x, τ)u(x, τ)dx

luego se define una sucesión de funciones {fn}n∈N en C1(R) tal que

fn = 0 en [L,+∞), para todo n ∈ N

fn|(0,L) → u(·, τ) en L2(0, L) cuando n → ∞



 (4.20)

Para n ∈ N se considera φn ∈ C1 ([0, L]× [0, τ ]) dada por

φn = fn(τ + x− t) (x, t) ∈ [0, L]× [0, τ ]

Además se tiene que φn(L, τ) = fn(L) = 0, entonces

(φn)t + (φn)x = 0 [0, L]× [0, τ ]

después, Z L

0

φn(x, τ)u(x, τ)dx =

Z L

0

fn(x)u(x, τ)dx = 0

aplicando ĺımite

ĺım
n→0

Z L

0

fn(x)u(x, τ)dx =

Z L

0

(u(x, τ))2 dx = 0

entonces

0 = u(x, τ) = u1(x, τ)− u2(x, τ) ⇒ u1(x, τ) = u2(x, τ)

Por lo tanto 4.12 tiene una única solución débil.
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5. Recomendaciones

La presente investigación fue diseñada para ser utilizada por estudiantes de diferentes

escuelas profesionales de matemáticas y público interesado, se sugiere hacer modificaciones

al problema teniendo en cuenta los datos iniciales y de contorno en un espacio de fase

adecuado.

Se sugiere a los investigadores interesados ampliar el estudio de la ecuación de trans-

porte, no solo en su formulación básica, sino también en contextos más generales donde

intervengan términos adicionales de reacción o difusión, y condiciones de frontera no tri-

viales.

Asimismo, resulta pertinente profundizar en teoremas más avanzados de la teoŕıa de se-

migrupos tales como el teorema de Gearhart–Prüss y teorema de Desch–Schappacher que

proporcionen criterios rigurosos para identificar y caracterizar generadores de semigrupos

en espacios funcionales. De esta manera, los estudiantes podrán aplicar estas herramientas

en problemas con condiciones de frontera más complejas, fortaleciendo su formación en

análisis funcional y ecuaciones diferenciales parciales, y generando aportes que conecten

la teoŕıa abstracta con aplicaciones en f́ısica e ingenieŕıa.
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6. Conclusiones

En relación al objetivo general, se garantizó la existencia de solución de la ecuación

diferencial de transporte del problema de valor inicial 4.10 mediante la aplicación rigurosa

de la teoŕıa de semigrupos de operadores, además se muestra una única solución débil del

problema 4.12.

En relación al objetivo espećıfico uno, el análisis de teoremas y propiedades de la

teoŕıa de semigrupos permitió identificar las condiciones necesarias sobre el operador de

transporte que aseguran la existencia de soluciones.

En relación al objetivo espećıfico dos, la construcción del semigrupo asociado a la

ecuación diferencial de transporte posibilitó demostrar el teorema de existencia débil y

unicidad de solución para el problema 4.12.
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Fuentes, J. (2020). Introducción a la teoŕıa de semigrupos de operadores acotados en es-

pacios de Banach [Tesis de pregrado, Universidad Central del Ecuador]. http :

//www.dspace.uce.edu.ec/bitstream/25000/21998/1/T-UCE-0020-CIE-021.pdf
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//mym.iimas.unam.mx/ramon/docs/TesisEduardoParra.pdf

Pazy, A. (1983). Semigroups of linear operators and applications to partial differential

equations. Springer Science & Business Media.

Tarazona, V. (2021). Existencia, unicidad y estabilidad de solución de un sistema de

Timoshenko con memoria [Tesis de doctoral, Universidad Nacional del Santa].

https://repositorio.uns.edu.pe/bitstream/handle/20.500.14278/3795/52322.pdf?

sequence=1&isAllowed=y

Vrabie, I. I. (2003). C0-semigroups and applications. Elsevier.

107


