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RESUMEN

El objetivo de esta investigacion fue asegurar la existencia de una solucién para una
ecuaciéon diferencial de transporte utilizando la teoria de semigrupos. Se llevé a cabo un
estudio descriptivo fundamentado en fuentes de informacién como Google Académico y
material bibliografico en formato fisico. Los resultados obtenidos revelan la existencia
de soluciones tanto fuertes como débiles de la ecuacién diferencial de transporte sujetas
a condiciones especificas. Ademas, los rersultados fueron analizados y explicados minu-
siosamente para ofrecer una mayor compresion de las demostraciones. En conclusion,
los hallazgos de esta investigacion resaltan la eficacia y relevancia de los semigrupos de
operadores como un enfoque tedrico robusto y perspicaz para abordar la resolucién de
ecuaciones diferenciales de transporte, y para la comprension y aplicacion de teorias en

este campo de investigacion.

Palabras clave: Semigrupo de operadores, ecuacion diferencial de transporte.
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ABSTRACT

The objective of this research was to confirm the existence of a solution to a trans-
port differential equation using semigroup theory. A descriptive study was conducted,
based on information sources such as Google Scholar and printed bibliographic material.
The results obtained reveal the existence of both strong and weak solutions to the trans-
port differential equation subject to specific conditions. Furthermore, the results were
thoroughly analyzed and explained to provide a greater understanding of the proofs. In
conclusion, the findings of this research highlight the effectiveness and relevance of opera-
tor semigroups as a robust and insightful theoretical approach for addressing the solution
of transport differential equations, and for the understanding and application of theories

in this field of research.

Keywords: Semigroup of operators, differential transport equation.
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1. INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s) son una herramienta fundamental para
describir y comprender fenémenos naturales; y a lo largo de la historia los matematicos
hicieron estudios donde analizaron diversos métodos para solucionar dichas ecuaciones.
Sin embargo, el andlisis y la solucién de las EDP’s pueden ser muy tediosas debido a
la complejidad de las ecuaciones y a la necesidad de comprender como evolucionan las
soluciones en el tiempo; la teoria de semigrupos de operadores proporcionan una estruc-
tura matematica adecuada para solucionar las EDP’s. El estudio formal de la teoria de
semigrupos comenzoé a mediados de siglo XX, con el objetivo de resolver analiticamente
algunas ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales (Huerfia, 2020). En otras pala-
bras, la teoria surgié inicialmente como un lenguaje analitico-funcional para el estudio
de las ecuaciones diferenciales parciales, pero con el tiempo se consolidé como una he-

rramienta fundamental en el anélisis de procesos estocasticos. (Chirinos y Zavaleta, 2016).

Una de las primeras aplicaciones de esta teoria se dio en ecuaciones diferenciales aso-
ciadas a operadores diferenciales lineales, los cuales dieron origen a un tipo particular
de semigrupo denominado semigrupo de operadores fuertemente continuos (Galo, 2018).
El desarrollo de estos semigrupos alcanzé mayor profundidad gracias a los aportes de
los mateméticos K. Yosida, E. Hille y R. S. Phillips. En particular, la publicacién de la
obra clasica Functional Analysis and Semigroups de Hille y Phillips impulsé significativa-
mente su crecimiento, tanto desde la perspectiva tedrica como en sus aplicaciones. Dicho
trabajo abordé no solo problemas tradicionales de ecuaciones diferenciales parciales y
procesos estocasticos, sino también situaciones menos habituales, como ecuaciones inte-
gro—diferenciales, ecuaciones diferenciales funcionales, ademas de aplicaciones en mecédnica

cudntica, biologia y teorfa de control. (Chirinos y Zavaleta, 2016).
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1. Introduccién

La ecuacion de Boltzmann, conocida como la ecuacion de transporte, tiene un papel
crucial en el ambito de la fisica matemadtica, revistiendo una importancia en la teoria
cinética de los gases Cisneros, 2018 (Cisneros, 2018). Ludwig Boltzmann, en el ano 1872,
dedujo esta ecuacién integro-diferencial no lineal con la finalidad de describir la evolucion

de un gas hacia un estado de equilibrio.

A pesar de la trascendencia de dicha ecuacion, durante 140 anos no se logré una de-
mostracion rigurosa de la existencia de soluciones. Fue tinicamente en el ano 2010 que dos
eminentes matematicos de la Universidad de Pennsylvania, Gressman y Strain, alcanzaron
la resolucion de dicha ecuacién, marcando asi un hito significativo en la comprension y

resolucion de este complejo problema matemaético.

En el presente trabajo se estudiara la existencia de la solucién al problema de valor
inicial para la ecuacion de Boltzmann homogénea por medio de la teoria de semigrupos,

se formula de la siguiente manera

u+ovVu = 0 en R™ x (0, 00)
u(z,0) = g(x) en R"x{t=0}

(1.1)

donde, u : R™ x [0,00) — R es una funcién desconocida que representa el desplaza-
miento de la sustancia en un medio, v € R™ es un vector fijo, g : R® — R es una funcion

de clase C' conocida y Vu es el gradiente de u(z,t) en las variables de z.

Ademas, al problema se considera una condicién de contorno, quedando un nuevo

problema

u; +vVu = 0
u(z,0) = wug(x) (1.2)
w(0,8) = y(t)

La eleccién de la ecuacion diferencial de transporte como objeto de estudio se origina
en la discrepancia observada en el tratamiento académico de las ecuaciones de calor y
onda durante el pregrado, las cuales gozan de una notoria prominencia y son ampliamen-

te abordadas en las clases. Contrariamente, la ecuaciéon de transporte, en ocasiones, no

16



1. Introduccién

recibe una mencion en las lecciones impartidas.

Esta disparidad en la atencion académica suscita la curiosidad de explorar y com-
prender la ecuacién de transporte, la elecciéon de abordarla y resolverla se justifica, por
la intencién de aplicar la teoria de semigrupos, contribuyendo asi a llenar un vacio en la

comprension de esta ecuacion menos explorada en el ambito educativo.
La presente investigacién se estructura por secciones, donde la primera seccion se

denomina preliminares, la segunda seccién semigrupos de operadores acotados y la tercera

seccion Ecuacion diferencial de Transporte.
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2. DISENO TEORICO

2.1. Antecedentes:

A. Nivel Internacional

- Daset al. (2021), en su articulo “An application of semigroup theory to the coagulation-
fragmentation models”, demostraron que existen soluciones fuertes para la ecuacién
continua de coagulacién-fragmentacién singular y nticleo de coagulacion esencial-
mente acotado y ademas la unicidad de estas soluciones, empleando la teoria de
semigrupo de operadores. Ademas, lograron demostrar la existencia del semigrupo
subestocéstico para la ecuacién de fragmentacién, la cual tiene importantes impli-
caciones para modelar procesos fisicos y biolégicos. Este antecedente evidencié la
efectividad de la teoria de semigrupos como herramienta para resolver ecuaciones

diferenciales complejas.

- Fuentes (2020), en su tesis de pregrado “Introduccién a la teoria de semigrupos de
operadores acotados en espacios de Banach”, estudié los semigrupos uniformemente
continuos y fuertemente continuos, abordando las propiedades principales de los
generadores del semigrupo. Ademas, analizo los teoremas de Hille-Yosida y Lumer-
Phillips que son fundamentales para la caracterizacion de generadores de semigrupos
fuertemente continuos. Estos resultados fueron clave para esta investigacion, ya que

la teoria de semigrupos permite dar soluciéon a una ecuacién diferencial parcial.

- Huerfia (2020), en su tesis “Semigrupo de Operadores Lineales Acotados con Apli-
caciones”, analiz6 casos asociados a operadores acotados de ecuaciones diferenciales:
como la ecuacion de transporte y del calor. Esta investigacion resalto la importancia

de la teoria de semigrupos como herramientas para resolver problemas diferenciables
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2. Diseno Teodrico

parciales. Este antecedente me permitio analizar resultados clave para darle solucién

a la ecuacion diferencial de transporte.

- Galo (2018), en su articulo “Teoria de semigrupos fuertemente continuos de opera-
dores lineales continuos aplicada a una ecuaciéon de transporte-difusion”, utilizo la
teoria de semigrupos de operadores lineales continuos para demostrar la existencia
y unicidad de la soluciéon a una ecuacién de transporte-difusion. En su enfoque,
consideré especificamente a los semigrupos fuertemente continuos, generados por
un operador lineal A, conocido como el generador infinitesimal del semigrupo. Estos
resultados me permitieron elegir condiciones de contorno adecuadas para la ecua-
cién diferencial de transporte y caracterizar adecuadamente un espacio funcional de

soluciones.

- Parra (2018), en su tesis “ Cy Semigrupos para sistemas hiperbélicos port-hamiltonianos
y sus aplicaciones”, evidencio que la teoria de semigrupos Cy y con condiciones es-
pecificas es posible garantizar la existencia, unicidad y estabilidad del problema de
valor inicial con valores en la frontera en sistemas port-Hamiltonianos. La meto-
dologia de este trabajo me proporciond una base sélida para analizar la ecuacién

diferencial de transporte bajo condiciones iniciales y de frontera.
B. Nivel Nacional

- Berrocal (2021), en su trabajo de pregrado “Ecuacién del calor: existencia y uni-
cidad” evidencié que través de la teoria de semigrupo de operadores acotados es
posible garantizar la existencia y unicidad de la solucién para una ecuacién dife-
rencial del calor no lineal. El marco tedrico desarrollado por Berrocal facilitara el
estudio y andlisis de existencia de soluciones para la ecuacién diferencial de trans-

porte de este estudio.

- Tarazona (2021), en su tesis doctoral “Existencia, unicidad y estabilidad de solucién
de un sistema de Timoshenko con memoria” evidencié que utilizando la teoria de
semigrupos de operadores lineales se determina la existencia, unicidad y estabili-
dad exponencial de la solucién del sistema de Timoshenko con memoria total. La
metodologia del trabajo de Tarazona me sirvié como ayuda para la busqueda de

soluciones para la ecuaciéon diferencial de transporte.
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2. Diseno Teodrico

2.2. Bases Teoricas:

La base tedrica de esta investigacion se fundamenta en tres pilares fundamentales
interrelacionados: el analisis funcional, la teoria de semigrupos de operadores y las ecua-

ciones diferenciales parciales, con especial énfasis en la ecuacién diferencial de transporte.

El analisis funcional proporciona el marco matematico esencial para el estudio de la
ecuacion de transporte. Esta rama de las matemaéticas nos permite trabajar en espacios
de Banach y Hilbert apropiados, particularmente los espacios L', L? y H*', que son fun-

damentales para la caracterizacion de las soluciones.

Los conceptos de operadores lineales y sus propiedades, constituyen herramientas in-
dispensables para establecer la existencia de soluciones. Ademas, la teoria espectral de
operadores y los conceptos de convergencia débil y fuerte son cruciales para el analisis del
comportamiento de las soluciones. La teoria de semigrupos de operadores, que represen-
ta el nucleo central de esta investigacién, proporciona un marco teérico para el estudio
de problemas de evolucion. Esta teoria incluye el estudio de semigrupos uniformemente
continuos y fuertemente continuos, asi como sus generadores infinitesimales. El teorema
fundamental de Hille-Yosida establece las condiciones necesarias y suficientes para que un
operador lineal sea el generador de un semigrupo fuertemente continuo, lo cual es esencial
para la existencia de soluciones de la ecuacién diferencial de transporte. Las propieda-
des espectrales de los generadores y el estudio de semigrupos adjuntos complementan el

analisis.

En el contexto de las ecuaciones diferenciales parciales, la investigacion se centra en
la formulacién del problema de Cauchy abstracto asociado a la ecuacién diferencial de
transporte. Esto implica el analisis de las condiciones de frontera apropiadas y la identifi-
cacion de los espacios de soluciones adecuados. La teoria de distribuciones y los métodos
de energia son herramientas fundamentales para establecer la existencia de soluciones, asi

como para estudiar su regularidad.

La conexién entre estos tres pilares tedricos se materializa en el estudio especifico de la
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ecuacion diferencial de transporte. El operador de transporte se identifica como el gene-
rador de un semigrupo, lo que permite aplicar la teoria de semigrupos para establecer la
existencia de soluciones. El comportamiento asintotico de las soluciones se analiza median-
te las propiedades espectrales del generador y las caracteristicas del semigrupo asociado.
Adicionalmente, la investigacién incorpora herramientas matematicas complementarias
como la teoria de interpolacion, las desigualdades fundamentales de Holder y Gronwall,
y los teoremas de inmersion de Sobolev. La teoria de trazas también juega un papel im-
portante cuando se consideran condiciones de frontera. Esta base tedrica se sustenta en
trabajos fundamentales de la literatura matematica, incluyendo las contribuciones de Pazy
(1983) sobre semigrupos de operadores lineales, los trabajos de Engel y Nagel (2000) sobre

semigrupos, y los tratados de Evans (2010) (2010) sobre ecuaciones diferenciales parciales.

La integraciéon de estos elementos tedricos proporciona un marco robusto para el anali-
sis de la existencia de soluciones de la ecuacion diferencial de transporte, permitiendo no
solo establecer resultados de existencia, sino también caracterizar el comportamiento cua-

litativo de las soluciones.

2.3. Bases Conceptuales:

2.3.1 Espacio de Banach

Definicién. (Kreyszig, 1991) Sea X un espacio vectorial normado con norma || - ||.
Se dice que X es un espacio de Banach, si toda sucesién de Cauchy (z,)neny C X es

convergente en X.
2.3.2 Operador Acotado

Definicién. (Kreyszig, 1991) Sean E y F espacios normados sobre K,y T : E — F
un operador lineal de E en F'. Diremos que 7' es acotado si existe una constante

¢ > 0, tal que se cumple que

T (2)||r < cllz||E, Vozek.

2.3.3 Semigrupos de operadores acotados
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2.34

2.3.5

2.3.6

Definicién. (Vrabie, 2003) Sea (E, ||-||) espacio de Banach. Una familia de opera-
dores acotados L(E)

T: [0,00) — L(F)
t — Tt): E — FE
fo= TW)f

es un semigrupo de operadores acotados si satisface:

a) T(0) =1, I es el operador identidad.

b) T(t+s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0

Ecuacién diferencial de transporte (Ecuacién de Boltzmann) homogénea

Definicién. La ecuacion diferencial de Transporte homogénea se formula:
u+ovVu =0 en R™ x (0,00) (2.3)

donde u : R™ x [0, 00) — R es la funcién que deseamos encontrar que serd represen-
tada por u = u(x,t), aqui x = (x1,--+ ,x,) € R" senala una posicién en el espacio,
y t > 0 representa el tiempo, v € R” representa un vector constante conocido y Vu

es el gradiente de u(z,t) en las variables de = (Evans, 2010).
Solucion Fuerte o Solucién Clasica

Definicién. (Evans, 2010) Consideremos una EDP general de la forma:

)a (m,u,@,@,~--@> -0
Ox’ 0x? Oxk

donde u(x) es la funcién que se debe encontrar y F' es una expresién que involucra

la funcién u y sus derivadas. Se llama solucién fuerte de la EDP a la funcién u =

w(zy, e, -, xy,t) € C™(R) que satisface la ecuacién en cada punto dentro del

dominio especifico R. Ademas, también cumple con las condiciones de contorno que

puedan estar definidas para el problema en cuestion.

Solucién Débil
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Definicién. (Evans, 2010) Consideremos una EDP general de la forma:

2 k
F( @811.“%):0

T, U —
" 0x 0x27 Oxk

una solucién débil se define como una funcién u(z) que satisface la siguiente relacion

ou 0*u 0Fu

¢(z) es una funcién de prueba en un espacio funcional adecuado, y 2 es el dominio.

integral:
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3.1. Diseno de contrastacion de hipodtesis

Especificamente se verificard que el operador derivado de la ecuacion diferencial de

transporte genera un semigrupo fuertemente continuo mediante:
(1) Teorema de Hille Yosida.
(11) Demostracién de existencia y unicidad débil de la ecuacion.
(111) Validacién de un caso especifico de la ecuacion de transporte

La investigacion es descriptiva tedrica, la hipdtesis funciona como conjetura matemati-
ca a demostrar.

La contrastacién de hipdtesis estuvé respaldada por fuentes bibliograficas de recono-
cida autoridad académica en el campo del andlisis. Se llevo a cabo a través del andlisis
riguroso de las demostraciones matematicas contenidas en la literatura especializada con-

sultada.

3.2. Poblacion y Muestra

Por ser un trabajo basico tedrico, no hubo poblacién ni muestra.

3.3. Técnicas, instrumentos, equipos, materiales

No se utilizé técnicas estadisticas, solo se uso de bibliografia especializada en el tema

como articulos cientificos, tesis de repositorios institucionales y libros.
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4. Di1scusiON Y RESULTADOS

4.4. Preliminares

En esta seccion preliminar, se establece conceptos bésicos que ayudaran al lector a
entender los resultados posteriores. Se considerara nociones de espacios de Banach, ope-

radores lineales acotados, espacios de LP y espacios de Sobolev.

4.4.1. Espacios de Banach

Las siguientes definiciones y resultados pueden ser encontrados en Kreyszig (1991),

Leén (2008).

Se iniciara mencionando a los espacios métricos y normados para luego hablar de es-

pacios de Banach.

Definicién 4.1. Sea X un conjunto no vacio. Un par (X,d) es llamado espacio métri-

co, tal que d es una funcion

d: X xX — R
(z,y) = d(z,y)

la cual cumple con las siguientes condiciones:

1) d(xz,y) > 0 para todo x,y € X.
11) d(z,y) = d(y, ) para todo x,y € X.
1) d(x,y) =0 si solo si x =y.
) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X.
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Definicién 4.2. Sea E es un espacio vectorial sobre K. (E,| ||) es llamado espacio

normado si || || es una funcion

|l:E—R

donde esta funcion cumple con:

1) ||z]| > 0 para todo x € X.
11) ||z|| =0 si y sdlo six=0.
1) || Az|| = |A|||z]| para todo x € X, para todo escalar A € K.

W)z +yll < =l + [lyll para todo z,y € X.

Ahora se mostraran algunos resultados en las que se relacionan las dos definciones

anteriores.

Teorema 4.1. Sea (X, || ||) un espacio normado. La funcion
d: X xX—=>R

definida por
d(l‘,y): ||$_y||7 m,yGX

es una métrica sobre X.

Demostracion:

En efecto la primera condicién de métrica se cumple de manera inmediata, ya que por
la definicién de norma (4.2)

0 < lz =yl
entonces 0 < d(z,y). Ahora solo se debe verificar las 3 condiciones restantes de métrica.
11) d(z,y) = d(y,z) para todo =,y € X.
& d(z,y) = |z -yl
& d(z,y) = [ly — =]

& d(z,y) = d(y, 2)
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11) d(z,y) = 0 si solo si z = y.

= <]

Tenemos que d(z,y) =0 Tenemos que z =y
= flz —yll =0 1=y =0
Sy = e~y =0
—r=y = d(z,y) =

) d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y, 2 € X.
& d(z,z) = |z — 2|
e d(z,z) = [z —y) + (y — 2)|l
& d(z,z) < |z =yl + Iy = 2

s d(x,z) <d(z,y) +d(y, 2)

Teorema 4.2. Si d es una métrica en un espacio vectorial X y d es inducida por una

norma en X, entonces

dx 4+ a,y +a) = d(z,y)

d(az, ay) = |ald(z,y)

Demostracion:

w d(z+a,y+a) =d(z,y)
d(z+a,y+a)=|(z+a)—(y—al
d(x +a,y+a) = |z -yl

dx + a,y+a) = d(z,y)
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v d(ax,ay) = |ald(z,y)

d(az,ay) = |laz — ay]|

d(az, ay) = lla(z —y) ||
d(az, ay) = lalllz -y

d(az,ay) = |a|d(z,y)

Observacion 4.1. Ezisten métricas que no provienen de una norma.
El sigueiente ejemplo garantiza lo afirmado en la observacién 4.1.

Ejemplo 4.1. Sea D la métrica discreta, definida

1 s x#y
D(z,y) =

0 st x=y

la cual no estd inducida por una norma.

Tomemos la sequnda condicion
d(ax, ay) = |a|d(z, y)
Demos un a = 2. Para el caso de x =y la condicion cumpliria.
Ahora, en el caso x # y
D(az,ay) =1+# 2 =aD(z,y)

Por lo cual, la métrica D no proviene de una norma.

Definicién 4.3. Sea {x,}.2, una sucesion en (X,|| ||). Se dice que {x,}:2, es una
suceston de Cauchy si para todo € > 0 existe un nimero natural N tal que si N € N
yn,m > N entonces

|t — xm|| < e

Para finalizar la seccion se mostrara la definiciéon de espacios de Banach.

Definicién 4.4. Sea X un espacio vectorial normado con || ||, entonces X es un espacio

de Banach, si toda sucesion de Cauchy (x,)nen C X convergente a un punto x € X.
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4.4.2. Operadores Lineales Acotados

Ahora se mostraran conceptos y resultados de operadores lineales acotados y cerrados

(Kreyszig, 1991, Ledn, 2008).
Definicién 4.5. Sean E y F' espacios normados sobre K, y

A: X — Y

r — S(x)

Diremos que A es un operador lineal de X en'Y, si se cumple lo siguiente:
1. Alz +y) = Alz) + Aly), VazyeX.

2. Alax) =aA(x), VzeX y Vaek.

Definicién 4.6. Sea A : X — Y un operador lineal donde X yY son espacios normados
sobre K. A es un operador lineal acotado si existe una constante ¢ > 0, tal que se
cumple que

[A@) ]y <dlzflx,  VaeelX

Ejemplo 4.2. Sea X = Cy,(Ry) = {f : (0, +00) — R/f acotada y uniformemente continuo}

con norma || f|x = sup (|f(x)]). La familia de operadores
>0

S: [0,400) — L(X)

Se tiene que,

= S(t) ((af +bg)(x)) = (af +bg) (x+t) =af (x +1)+bg (x +1)
S(t) ((af +bg)(x)) = aS(t) (f(2)) +bS(t) (9(x))

= [1S() (NIl = sup 15@) (f ()] = sup ICf G+ DI = LA =1 1Ll

donde se observa que el operador S(t) es lineal y acotado.
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Definicién 4.7. Sea A : X — Y un operador lineal tal que X y'Y son espacios vectoriales,

se define el grafo de A como

Ga={(z,5()):ze€ X, S(x)eY}

Teorema 4.3. Si A: D(A) C X — X un operador lineal, entonces A es cerrado si y solo

st su grafo es G 4 cerrado.

Ver la demostracion en Ledn (2008).

4.4.2.1. Operador Adjunto

Definicién 4.8. Sea el operador A : X — Y. Se define el adjunto del operador A como
el operador A* : D(A*) C Y* — X* con dominio

D(A")={y € Y™ ¢>0 tal que |(y,Ax)| < c|lz|| Vxe D(A)},

tal que
(y, Az) = (A"y,x) Vo€ D(A), Vy € D(A)

4.4.3. Espacios L?

A continuacién se definiran a los de espacios LP y espacios de Hilbert, las cuales pue-

den ser vistas en Brezis (2011), Castillo (2014), kreyszig (1991).

Se denotard L'(Q) al espacio de funciones integrables de 2 a R.

Definicién 4.9. Espacio LP Sea p € R con 1 < p < oo se define al espacto LP como

LP(Q)={f:Q—=R; [ esmedibley |f|" € L' (Q)}

£l = ]l = (/Q |f(x)|pdﬂ> 1/p

Definicién 4.10. Espacio de Hilbert Sea H un espacio vectorial con producto interno. H

con

se denomina un espacto de Hilbert si es completo con respecto a la norma la cual es

generada por su producto interno.
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Observacién 4.2. L? es un espacio de Hilbert.

Ver la demostracién en Brezis (2011), Castillo (2014), kreyszig (1991).

4.4.4. Resolvente

Ahora se presenta al resolvente de un operador A, donde estas definiciones nos ayu-
daran con la demostracion del teorema de Hille-Yosida 4.13 el cual se presentara mas

adelante.

Definicién 4.11. Sea X es un espacio de Banach y A € L(X). Se define el resolvente

de A como el conjunto

p(A)={ e C: A - A: X — X es biyectivo}

y el espectro A como

o(4) = C - p(A)

Ejemplo 4.3. Sea el operador
A: BF(R) — [*(R)

Uu = (0,“1,'&2,'&3,"')

V u = (up)nen € P(R).

Tenemos que

(A[ - A)(U) = )\(ul,u2,u3,u4,-- ) - (O,Ul,UQ,Ug, te )

= ()\Uh Ay — Uy, AUz — Ug, AUy — U3, - - - )
luego,

ker(A) = {u € ’(R)/Au =0} = {0}

después ker(A) = ker(—A) = ker(0I — A), entonces ker(0I — A) = {0} se tiene que
M — A es inyectivo para A = 0.

Entonces 0 € 0(A) y ademds 0 & p(A).
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La siguiente definicién muestra como esta dado el resolvente cuando A no es necesa-

riamente acotada.

Definicién 4.12. Sea X un espacio de Banach y A : D(A) C X — X un operador lineal.
Se dice que \ € p(A), donde p(A) es el resolvente de A, si

1) \[ — A: D(A) C X — X es inyectivo.
11) (M — A)(D(A)) es denso en X.
) (M — A)~" es continua y (M — A)™" - Im(M — A) — X.

y el espectro de A es 0(A) = C — p(A).

Ejemplo 4.4. Sea Q = [0,1] y X = L*(Q). Sea A : D(A) C— X definido por Au = v’
(en el sentido distribucional 4.14). Hallar p(A)

Solucién: Sea D(A) = {u € L*(Q) /u' € L* () y u(0) =0}
Entonces para A € C, w € D(A) y f € L*(Q)

M —-—A)u = f, u0)=0
Au—Au =
—u = f, u(0)=0

desarrollando la ecuacion su solucion es u(z) = [ f(s)e *ds, para todo x € €.
0
1) ker (Al — A) ={ue D(A)/ (M — A) (u) =0} = {0}, entonces \I — A es inyectivo.

11) Se tiene que \I—A : D(A) C X — Im(M — A) es sobreyectivo, es decir (\[ — A) ™"
existe sobre Im (A — A)

Im(M — A) = (M — A)(D(A))
— (A= 4)(12(2))

= L*(Q)
entonces Im (A — A) es denso en L* ().
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111) Para cada f € L*(Q) se tiene
| =) (f@)] = u)]

| e s

0

IN

/0 le= || 1£(s)1l ds

([ heipas) " ([ o) "

= [|(AT - A7 (F@)| < ClIf e

IN

entonces (Al — A)_1 es acotado, por lo cual es continuo.

Luego p(A) = C.

Nota 4.1. Para cada ) € p(A), se denotard a R(\; A) = (M — A) ™.

Ahora se mostraran definiciones de soporte y derivada distribucional (Brezis, 2011,

Evans, 2010).

Definicién 4.13. Para ¢ € C (R2) se define el soporte

sopp ={x € Q: o(r) # 0}

Ejemplo 4.5.
Sea Q=R, p(z) #0siz e (—1,1) CQ Il
/cp
sopp = (—1,1) = [-1,1]
de esto se deduce que O (sop) =0, ademds se tiene -1 1 j
que el soporte es compacto.

Nota 4.2. Si ¢ € Cfj, se dice que ¢ tiene soporte compacto y ademds es de clase C".
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Definicién 4.14. Sea u € L? () se dice que u' es la derivada distribucional de u si

existe g € LP () tal que

/ugp’:—/ggo, peCy (), QCR
Q Q

donde se deduce que u' = g.

Nota 4.3. La derivada distribucional es conocida como derivada débil.

Ejemplo 4.6. Calcular la derivada distribucional de u(zx) =

Solucion: Sea p € C§, Q = (0,2) y ademds ¢(0) =0 = p(2).

/ggpdx = —/USO/CM
Q Q
1 2
= —/ xgo'dac—/ 1o'dx
0 1
1
0
1
0

2 1 2 1, st 0<z<1
entonces / gpdr = / 1cpdx~l—/ Owdz. Por lo tanto u/'(z) =
0 0 1

IN
8
IN

0, st

4.5. Semigrupo de Operadores Lineales Acotados

La teoria de semigrupos de operadores surgio entre los anos 1930-1960 a través de las
principales contribuciones de Feller, Hille, Lumer, Miyadera, Stone, Yosida y Phillips. En
este capitulo se introducen conceptos de semigrupos de operadores, semigrupos uniforme-
mente continuos, semigrupos de clase Cy y se estudian sus propiedades basicas; ademas
se presentan resultados importantes como los teoremas de Hille-Yosida, Feller-Miyadera-

Phillips y Lumer-Phillips.
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4.5.1. Generador y Semigrupos de Operadores

4.5.1.1. Generador de Semigrupos de Operadores Lineales Acotados

A continuacion se presentaran las definiciones de semigrupos y generadores de semi-

grupos las cuales son mostradas en Engel et al. (2000), Pazy (1983), Vrabie (2003).

Definicién 4.15. Una familia {S(t);t > 0} en £L(X) es un semigrupo de operadores

lineales acotados en X si:
(1) S(0) =1, I es el operador identidad.
(2) S(t+s)=5(t)S(s) para todo t,s > 0.

donde L(X) es el conjunto de los operadores lineales acotados de X a X, ademds X es

un espacio de Banach.

Debido a que la familia de operadores {S(t);t > 0} es acotado se posible dotarla de

una norma.

Observacion 4.3. La norma para el operador se define

151 ¢(x) = sup [|Sz]
<1

para cada S € L(X), ademds L(X) es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.7. Sea la familia de operadores {S(t)}i>0, definido por S(t) = e con A una

matriz cuadrada, entonces {S(t)}i>0 es un semigrupo.

Demostracion:
(1) S(0)=1.
2 A" 1242 3A3 pAAd
_ A _ _
S(t)=e _ZO - — [ +tA+ sttt

= S5(0)=T+0+0+0+0+---

= S50)=1
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(2) S(t+s)=5(t)S(s) para todo t,s > 0.

S(t+s) = elt+)d = Z

()
n=0 k=0 TL‘

_ f: < ~ n!t”_kskA”)
= \'= k!(n — k)!n!

B i < n tn—kSkAn >
n=0 \ k=0 kl(n — &)!

B i n SkAk tnkanfk

B El (n—k)!
n=0 k=0

hacemos un cambio de variable m =n — k

2 [ sFAR g Am
St+s) = Z( TW)

m=0 \ k=0

- (%)

observamos que {S(t)}1>0 cumple con las condiciones de semigrupo.
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Ejemplo 4.8. Sea X = Cy,(Ry) = {f : (0, +00) — R/f acotada y uniformemente continuo}

con norma || f| x = sup (|f(x)]). La familia de operadores
x>0

S: [0,400) — L(X)

entonces S(t) es semigrupo

Demostracion:

Del ejemplo 4.2 se demuestra que S(t) es un operador lineal y acotado.

Ahora probaremos las condiciones para ser un Semigrupo

(1) S(0) = Id.
S(0) (f(z)) = f(z+0)

= S5(0) = Id

(2) S(t+s)=5(t)S(s) para todo t,s > 0.

St+s)(f(x) = flz+(t+s))

= f((x+s)+1)

= St)(f(z+s))

= St)(S(s) (f (x)))

= (5(t)05(s)) (f (x))

= S({t+s)(f(x) = S(t)oS(s)
observamos que {S(t)} cumple con las condiciones de semigrupo.

37



4. Discusiéon y Resultados

La siguiente definicién muestra que el generador de un semigrupo se define de manera

analoga al diferencial de una aplicacién definida en R.

Definicién 4.16. A: D(A) C X — X es el generador de un semigrupo de operadores

lineales acotados S(t) si

D(A):{xGX: h’mM

t—0+ t

existe} , Y

Az = lim —S(t)a; —

t—0t t

Observacion 4.4. Si A : D(A) C X genera un semigrupo de operadores lineales acotados,
entonces A es un operador que no necesariamente es acotado y D(A) es un subespacio

vectorial de X .

El siguiente ejemplo muestra que A es el generador del semigrupo del ejemplo 4.7.

Ejemplo 4.9. A es el generador del semigrupo S(t) = et4.

En efecto,
S(t)x — tAy — eh—Nax
h’mM: lm &P Hmu
t—0+ t t—0+ t t—0t t
(AetA) x

utilizando L "Hospital, el limite resulta 1im
t—0t+

S(t)r —
- lim M
t—0t t

= Ax

Por otro lado, si en el ejemplo anterior el operador A es acotado, entonces también

genera el mismo semigrupo.

Ejemplo 4.10. Sea el semigrupo S(t) = €4 con A operador acotado entonces A genera

S(t).
o A" 0 £ A"
E Tr—x tAz + E T
tA n! n!
. er—x . m=0 , n=2
lim ——— = lim = lim
t—0+ t t—0+ t t—0+ t
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e —x > A"
lim ——= = lim | tAx A
t—0+ t t—0+ < + HZ:; n! )

el —x
lim ————— = Az
t—0t t

El siguiente ejemplo muestra que el diferencial genera el semigrupo de traslaciones

(ejemplo 4.8).

Ejemplo 4.11. Sea semigrupo S(t) definido por S(t) (f(x)) = f (z +t).

En efecto,
S)f(x) — f(x)

t—0+ t t—0+ t

lim =
t—0+ t dx

entonces el generador del semigrupo S(t) es —.

4.5.1.2. Semigrupos Uniformente Continuos

Ahora se definird a un semigrupo uniformente continuo, el cual se obtiene cuando una
familia {S(t);t > 0} cumple con las propiedades de la definicién 4.15 y ademds cumple
con una condicién de continuidad. (Engel et al., 2000, Pazy, 1983, Vrabie, 2003).

Definicién 4.17. Una familia {S(t)} es un semigrupo uniformemente continuo si

es un semigrupo y cumple la condicion de continuidad t = 0

(3) lim S(t) =1

t—0t

lo cual es equivalente a decir lim ||S(t) — I]| =0
t—0t+
El siguiente resultado muestra que el ejemplo 4.7 es uniformente continuo.

Ejemplo 4.12. El semigrupo {S(t)}i>0, definido por S(t) = e entonces {S(t)}1>0 es

un semigrupo uniformemente continuo.

Demostracion:
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(3) lim S(t) =1

t—0t

Por el ejemplo (4.7) sabemos que cumple con las condiciones de semigrupo. Ahora se

demostrara la condicion de continuidad t = 0

L AT
lim S(t) = lim ' = lim
t—0+ t—0+ 10+ £ n!
n=

lim S(t) = lim (I—I—tA+

t—0t+ t—0t

2A%2 A3 At
or T T T

t2A? t3A3 t+A4
lim S(¢t) = lim [ + lim tA + lim + lim + lim — +
t—0t t—0+ t—0+ t—o0+ 21 t—o0+ 3! t—o0+ 4!
= lim S (t) =1
t—0t

Por otro lado, la solucién de EDO v = Au con A matriz cuadrada de n x n esta dada

por la familia del semigrupo S(t) = !4, pues

. , 0 A" ! 0 nt"1 A" 0 1A A1
(o) = () = (Z ] ) =2 =l oy A

n=0 n=0 n=0

= u'(t) = Au(t)

La razon de que una familia de operadores sea un semigrupo no garantiza que sea

uniformemente continuo, tal como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.13. El semigrupo del ejemplo 4.8 no es uniformente continuo.

Sea la familia de operadores

S: [0,4+00) — L(E)
t = Sit): X — X

3
Se toma la funcion f(r) = max {0,1— T — 5’} donde
3‘ 5/2—x si x>3/2
1-|z—2| =
2 r—1/2 si x<3/2
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Tomamos © = 5/2 — t, donde t > 0. Entonces, se tiene que:

flz) >0
fle+t)=f(5/2) = 0
Luego, |f(x +1) = f(z)| = |0 = f(z)| = ¢ >0

Entonces,

Jm [S@)f =IO f = lmeor sup [[f(z + ) = fla)]

= lim sup|jc|]| = lim ¢ # 0
t—0t p“ H t—0*
Por lo tanto S(t) no es uniformemente continuo.

Ahora se mostraran algunos resultados basicos de semigrupos uniformemente conti-

nuos.

Teorema 4.4. Si el semigrupo de operadores lineales {S(t);t > 0} es uniformemente

continuo, entonces para cada t > 0, S(t) es invertible.

Demostracion:

Sea S(t) semigrupo uniformemente continuo,

lim S(t) =1

t—0t+
entonces para existe un o > 0 tal que

15@) = 1]l ¢ < (0,4]

Asi que para cada t € (0,9] S(t) es invertible.

Sea t > ¢, entonces existe un n € N* y n € [0, ) tales que ¢t = nd + n. Entonces
S(t) = S(nd +n) = S(nd)S(n) = 5(6)"S(n)

Por lo tanto S(t) es invertible.
i

Teorema 4.5. Si A: D(A) C X — X genera un semigrupo uniformemente continuo si

y solo st A € L(X).
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Demostracion:

= | S(t) lineal acotada, existe la integral de Riemman y por el T.F.C.

Ii 1 pStdt—l' 15 =1
fm =~ [ S(t)dt = lim £ () =

=00 Jo
entonces
1 [P
lim -/ S(t)dt—IH:O
=011 p Jo
entonces

< 1 para valores pequenos de p

H%/OPS(t)dt—I

1 [?
entonces — / S(t)dt es invertible y acotada.
P Jo

Por hipdtesis A genera un semigrupo uniformemente continuo

%/jsu)dt - (/OPS(h+t)dt—/0pS(t)dt>

cambio de variable m = h + ¢

%/OPS(t)dt - %(/hHhS(m)dm—/DpS(m)dm)
_ %( /h " S(m)dm + /,, " S mydm - /O " S(m)dm - /h pS(m)dm)

_ %( /p " Smydm - /O hS(m)dm)

p
como / S(t)dt es invertible
0

% ) % (/pp-i-h Sm)dm — /Oh S(m)dm> (/Op S(t)dt) -1

aplicando limite cuando h — 0%

m% _ }112%% (/pp+h5(m)dm— /OhS(m)dm) (/OPS(t)dt)

-1

-1

A =l (S(p+h)— S(h) ( /0 ' S(t)dt)

h—0

A = (S(p)—1) </OPS(t)dt>_1
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Alaz +by) = (S(p)—1) (/Op S(t) (az + by) dt) B

= st - ( [ swaa) (S - 1 ([ swma)

= aAx + bAy

o) -0 ([ stoaar) R

< [S(p) = I[| K |||
= MK |z| =]
entonces A € L(X).
< | Sea A € L(X),t>0 se tiene S(t) = —A”
n!
n=0
luego
ISty 11 = | Sar 1
n=0
oo tn
= |]>_ 4"
n=1
< > Oy
I n!
TVT) SpeayyTE
B n(n —1)!
n=1
<

o -1 .
1Al Zm A"
n=1 ’

t]| Al et Al
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aplicando limite cuando t — 0%

lim ||S(t) — I|] < limt| Al 4
t—0 t—0

I [|S(t) = I]| = 0

entonces S(t) es un semigrupo uniformemente continuo. Por otro lado

HM_AH — 1||S(t)—I—At||
t t
ot nzon!

1 "
= |t

aplicando L’Hopital limite cuando t — 0%

t—0 t t—0 1 Z:Q n — 1
i |2 =L 4 = 0
t—0 t

entonces A es el generador de S().

4.5.1.3. Semigrupos Fuertememente Continuos

Otro tipo de semigrupos que son estudiados son los semigrupos fuertemente continuos,
los cuales son muy utilizados para el estudio de muchas ecuaciones diferenciales parciales
de tipo parabolico o hiperbdlicos. Ademas se presentaran resultados y propiedades para
este tipo de semigrupos. (Engel et al., 2000 , Engel y Nagel, 2006 , Pazy, 1983 , Vrabie,
2003).

Definicién 4.18. Un semigrupo de operadores lineales acotados {S(t);t > 0} se llama

semigrupo fuertememente continuo para cada v € X se cumple

lim S(t)x =

t—0t
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Nota 4.4. Los semigrupos fuertememente continuos también son conocidos como semai-

grupos de clase Cy o Cy-semigrupos.

El siguiente resultado muestra la relaciéon entre semigrupos uniformemente continuos

y fuertemente continuos.

Teorema 4.6. Todo semigrupo uniformemente continuo es semigrupo de clase Cy.

Demostracion:

En efecto, ¥V § > 0 se tiene que ||S(t)x — I]| < ¢

luego,

[S@)x =zl = [[(SE) = ) 2| < [[S() = I/ [l]

£
se toma § = — vy

]

|S(t)e — x| <e

se obtiene que {S(t)} es clase Cj.
|
Acontinuacion se presenta que el semigrupo del ejemplo 4.7 es un semigrupo de clase

Co.

t

Ejemplo 4.14. Si A es un operador acotado entonces el semigrupo S(t) = e es fuerte-

mente continuo para todo x € X.

En efecto, para todo x € X, se tiene que

AN AN A"
Is(e) = 1@ = |32 e = 1) = [ <3 2 e
ISty = 1) < eI o] — o]
If )z — I(z)]| = lm (el =] — = |lz|| = ||z| =
i 15z — I(@)l| = Y (1] = Jal)) = ol = o] = 0

0< lim ||S(t)a — I(2)]| <0

t—0t
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luego,

lim S(t)z ==

t—0t

entonces el semigrupo S(t) es de clase Cy.

Observacion 4.5. El reciprocro del teorema 4.6 no es cierto, es decir, no todo semigrupo

de clase Cy es semigrupo uniformemente continuo.

El siguiente ejemplo garantiza lo afirmado en la observaciéon 4.5.

Ejemplo 4.15. Sea la familia de operadores

S: [0,400) — L(FE)
t = St): X — X
fx) = S (f(x) = f(z+1)

Luego, cada funcion f es uniformemente continua entonces ¥V € > 0 existe un § tal

que para todo z,y € D(f) se tiene que
|z —yll <d  entonces || f(z) — f(y)ll <e

despues,

lim [5()f — 71| = lim (sgg 1S(8)7(x) — f(w)H) ~ 1im (sgg e+ ) — f(x)H)

m [|S(t)f = fIl = sup||f(z) — f(2)]| =0
t—0t >0
entonces el semigrupo S(t) es de clase Cy.
El siguiente resultado es una propiedad importante en los semigrupos de clase C.

Teorema 4.7. Si {S(t)},5, es un semigrupo de clase Cy entonces existe M > 1 yw € R
tal que

ISl gy < Me**
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Demostracion:

Por hipétesis {S(t)},, es fuertemente continuo entonces {S(t)},, es localmente aco-
tado
SOOI <k tel0,0]

Sea t > (0 arbitrario tal que t =n+7,ne N, 0 <7 < 1.

Luego,

ST )S(r) = SM)SA) -~ S(1) S(r) = SM)S(7) = S +7) = S@)

Sea M = sup |S(7)]| < oo entonces
0<r<1

SO =15"WSOI < IS sup S = [SW" M = M IST

HS(t)H < M ISl

Si In||S(1)|| < 0, entonces e?™ISMI < 1 entonces ||S(t)|| < M = Met?, por lo cual

w=20.

Siln||S(1)]] > 0, entonces
1S < MM ISOI < pfetrn ISl ppotinlSOI
por lo cual w = 1n ||S(1)]|. Por tanto existe w € R tal que

S]] < Me™, Vit>0.
El teorema anterior nos permite clasificar los semigrupos de clase Cj.

Definicién 4.19. Sea X un espacio de Banach. Una familia de operadores lineales aco-

tados S(t) definido de X en X.

1. El semigrupo S(t) de clase Cy es del tipo (M,w) con M > 1 yw € R si para todo
t > 0 se tiene

19O lgex) < Me™
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2. El semigrupo S(t) de clase Cy es de contracciones si
IS ey <1
el semigrupo de contracciones es del tipo (1,0).

El siguiente ejemplo muestra que el semigrupo de traslaciones es de contracciones.

Ejemplo 4.16. El semigrupo de traslaciones S(t) (f(x)) = f(x +t) de clase Cy es de

contracciones, pues

IS@FI = sup [ (@ + ) = sup [ f(m)]] = [I£]

luego

IS =1

El siguiente resultado nos afirma que todo semigrupo de clase Cj es continuo.

Teorema 4.8. Si {S(t),t >0} es un semigrupo de clase Cy, entonces la aplicacion

(t,x) — S(t)x es continua de [0,00) x X a X.

Demostracion:

S(t)x es continua si

lim  S{t)z= lim S(t)z = S(t)y

(t.2)=(t5 ) (t:x)=(tg y)

= Para probar que ~ lim |S(t)x — S(to)y|| = 0 se realiza un cambio de variable
(t2)—=(tg »y)
h=t—1t
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[S@)x = Sto)yll =[St + h)z = S(to)yll

< [IS(to + h)z — S(to + )yl + [1S(to + h)y — S(to)yl|

< 1SCo + W)l ey 1@ = I+ 15 o)l o x) 1SRy = wli
< (IS +M)llex) 1@ =)+ 15C0) o x) 15(h)y =yl
< Mt [z —y)|| + Me [[S(h)y — y]

Luego
0<  lim  [IS@x—Sto)yll < lm (M |[(z —y)|| + M [|S(h)y —y|) =

(t2)—=(td ) (t,2)—=(td )

= lim [IS(t)z = S(to)yll = 0

(t.2) = (15 y)

» Para probar que  lim  [|S(¢)z — S(to)y|| = 0 se realiza un cambio de variable
(tx)=(ty y)
h=ty—t
[S@)z = Sto)yll = 115t —h)z = S(to)y

< |[S(to = h)x = S(to — h)yll + 15t — h)y = S(to)yl
< ISCto = Moy 1@ =)l + [15Wo)ll o x) 15(=h)y =yl
< 1SCto = Moy 1@ =)l + 115 W)l o x) 1S(=R)y =yl
< Me ¥ |(x —y)ll + Me" [|S(—h)y — y]

Luego

0<  lim  [[S()z—S(to)yll <  1m (M ||(z —y)| + Me'™ ||S(=h)y — y|l) =

(tx)—=(tg »y) (t,2)—(ty \y)
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= lim ||S(t)z—S(to)y|l=0
)

(tvx)%(ta Y
|

A continuacién se presentan algunas propiedades y resultados para el generador de los

semigrupos de clase Cy los cuales pueden ser vistos en Pazy (1983) y Vrabie (2003).

Teorema 4.9. Si A es generador del semigrupo de clase Cy {S(t)}, entonces:

(1) Para todo x € X y todot > 0, se tiene

(2) Para todo x € X y todot >0, se tiene
t t
/ S(r)zdr € D(A) y A (/ S(T)l‘dT) =S(t)r —x
0 0

(3) Para todo x € D(A) y todot > 0, se tiene que S(t)x € D(A). Ademds, la aplicacion
t — S(t)x es de clase C' en [0,+00), y satisface

d

pn (S(t)x) = S(t)Ax = AS(t)x

(4) Para todo v € D(A) y todo 0 < s <t < 400 se tiene

/8 ' 5(r) Avdr = / ' AS(r)adr = S(t)e — S(s)a

Demostracion

En efecto

(1) Observe que S(t)x es continua, entonces la integral de Riemman existe
t+h
/ S(7)xdr
t

luego aplicando el T.F.C. se tiene

1 t+h 1
lim — S(r)xdr = }llin(l) IS(t +h)r =S({t+0)x=S(t)x

h—0h J,
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(2) Seanz € X, h >0y

%/{l S(T)xdr = %/a (S(h) = 1) S(r)xdr

: / ’ S(h + 7)wdr — / b sunm}

r pb+h

- S(a)zda — / bS(T)xdT]

LJ a+h

_ L / :hS(T)xdT— / bS(T)xdT}

r rb b+h a+h b
/ dT—l—/ dT—/ dT—/ dT:|
LJ a+h b a a+h

= % /b " Sy — / HhS(T)xdT}

SRS

SRS

SRS

SRS

aplicando el limite y L’Hopital respecto a h

A< / bS(T);ch) = i (% / bS(T)xdT)
~ 1im <% [ /b " S ryedr — / a+h5(7)xdTD

= lim (S(b+ h)x — S(a+ h)z)

h—0t

= S)x — S(a)x

En particular si a =0y b =t se tiene que

A (/Ot S(T)Q:dT) — S()r -z

y /Ot S(t)xdr € D(A).

(3) Sean x € D(A),t >0y h > 0 se tiene
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H S+ h)"z =S50 gmadl| = s (S(h)]f - ""”‘) _ S(H)Ax
_ S(t)(S(h)x—x_Ax) ‘
h
S(h)r —x
< 180l | T A
aplicando el limite
.|| SE+h)z—S(t)x ) S(h)x —z
;}g& n —S(t)Az|| < hlgél+ IS¢ x) h — Az
< 0
= i || SR =S g4l 2o
h—0+ h
d+
Por lo cual se tiene ES(t)x = S(t)Ax
Sean z € D(A), t >0y h <0, cont+h>0se tiene
H S(t+ h)fl —S0r _ siyas| = |ls+n) (x S]E_h)x) — S(t+ h)S(—h)Ax
= ||S(t+h) <m Sé_h)x - S(—h)Am) ‘
S(—h
< NS+ )l || }E T At Ax
—S5(=h)Axz]|
S(—h)r —x
< ISt Mllggn (|22 e 4
15(=h) Az — Axl])
aplicando el limite, tomamos [|S(t + h)||zx) = | lzx)
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Hm‘sﬁ+mx_5@x—S@Ax S (H T Ae||+
h—0— h
|S(—h)Az — Az|)
< 0
= lim ‘S(t thjz =Stz S(t)Az|| =0
h—0~ h

d
Por lo cual se tiene %S(t)x = S(t)Az

Luego, aplicando la definicién del operador A tenemos

se cumple que S(t)xr € D(A), ademés de la igualad S(t)Ax = AS(t)x.

(4) Seax € D(A) y0<s<t <400

[A%wm:lﬁmmm

esta igualdad se cumple, ya que en el item anterior se cumple que S(t)Az = AS(t)z.

luego,

t t d
A — =
/S S(7)xdr /S dTS(T)xdT

= S(t)Azx — S(s)Ax
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entonces queda demostrado que

/t AS(7)xdr = /t S(T)Azxdr = S(t)Ax — S(s)Ax

Algo resaltante en el generador de los semigrupos de clase Cj es que es cerrados y

densamente definido.

Teorema 4.10. Si A : D(A) C X — X genera a un semigrupo de clase Cy, entonces

D(A) es denso en X y A es un operador cerrado.

Demostracion:

1) D(A) es denso en X.

1 n
En efecto, si v € X y la sucesion z,, = — / S(T)zdr.
nJo

Por el teorema 4.9 z,, € D(A) y

n—0t n—0t N

1 n
lim z, = lim —/ S(7)xdr
0

= S(0)z

entonces x € D(A).

Por otro lado si © € D(A) entonces existe la sucesién x,, € D(A) tal que z,, — =,

entonces z,, es de Cauchy y ademéas X es de Banach se tiene que z € X.

Por lo tanto se prueba D(A) = X.
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11) A es un operador cerrado.

Sea (x,)nen €s una sucesion de D(A) tal que

limz,=2 y lim Az,=y
n—oo n—oo

se debe de probar que z € D(A) y Az =y.

En efecto por teorema 4.9
t
S(t)x, —x, = / S(7)(Ax,)dr
0

Para cada n € N. Por otro lado

IN

/0 S(r)(Az,)dr — / S(r)ydr / 1S()lg e | Az — ] dr

t
< / Me“ || Ay — y| dr
0

M M
= —e" Az, —yll = — | Azn -yl
w w

M
= Az, —yl| (e — 1
— Az, =yl (e = 1)

aplicando el limite

lim
n—oo

z M tw
< lim (; | Az, — y| (e 1))

n—o0

/Ot S(7)(Axy)dr — /Ot S(r)ydr

IN
o

entonces
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/OtS(T)ydT — dim [ S(r)(Azy)dr

n—oo 0

= lim (S(t)x, — xn)

= St)r—=z

1
Ahora, multiplicamos n y aplicamos limite

I t)x —
Iim — [ S(7)ydr = lim S -z
t—0t+ ¥ Jo t—0+ t
= Ax

Por el teorema 4.9 el lado izquierdo resulta

1 t
lim — [ S(r)ydr =y

t—0t ¢ 0

entonces Ax =y y x € D(A).
|
El siguiente teorema afirma que si dos operadores generan el mismo semigrupo de clase

Co, entonces estos operadores son los mismos. Ademas si dos semigrupos de clase Cyy son

generados por un mismo operador, entonces los semigrupos son iguales.

Teorema 4.11. Sea S(t) y T'(t) dos semigrupos de clase Cy generados por A y B respec-
tivamente. A = B si solo si S(t) = T(t), para todo t > 0.

Demostracion:

= | Seax € D(A),t>0ysea f:]0,t] - X definida
f(s)=8({t—s)T(s)x ¥V sel0,t

Derivando con respecto a s y del teorema 4.9
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fi(s) = St —9)T(s)e +S(t - )T'(s)a

= —AS(t—s)T(s)x + S(t — s)BT(s)x

= —S(t—s)AT(s)x+ S(t — s)BT(s)x

Por hipotesis A = B, entonces
f'(s) =—=8(t —s)AT(s)x + S(t — s)AT(s)x =0

luego es constante en todo su dominio, es decir f(0) = f(t)

entonces A = B.

El siguiente resultado muestra la existencia y unicidad de un problema de Cauchy 4.4,

el cual es consecuencia de los teoremas 4.9 y 4.11.

Teorema 4.12. Si el operador A : D(A) C X — X genera al semigrupo S(t) de clase Cj

y el problema de Cauchy es dado por

v = Au

u(0) = & e D(4)

(4.4)

entonces la aplicacion u : [0, +o0] — X, definido por u(t) = S(t)¢, es la unica solucion

del problema de Cauchy 4.4.

Demostracion:

Para la existencia de la solucién del problema de Cauchy se tiene

W (t) = S'(H)E = AS(H)E = Au
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u(0) = 5(0)§=¢
Para la unicidad considere v(t) = T'(t)€ otra solucién del problema de Cauchy, y como

A genera a T'(t), entonces el teorema 4.11 se tiene T'(t) = S(t).
i

El teorema anterior muestra la existencia y unicidad de un problema de Cauchy 4.4,
es importante que la condicién inicial este en el dominio del operador A, ya que si la
condicion inicial no se encuentra en el dominio entonces la funcién no es necesariamente

diferenciable como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.17. Sea X = C,(Ry) el espacio de funciones uniformemente continuas y
acotadas de Ry hacia R y ademds se define un operador lineal A : D(A) C X — X donde
D(A) ={ue X;u € X} y Au = para todo uw € D(A).

Se toma una funcion & ¢ D(A), se observa que el problema de Cauchy 4.4 no tiene

una solucion clasica.

d
Reescribimos A = d_ entonces

s
uo= iu
~ ds
u(0,5) = &(s)
La posible solucion de u seria u(t,s) = &(t + s) donde
du d o
pn —§(t+s)dt(t+s) =&(t+s)
du d o
= —5(t+s)d8(t+s) =& (t+s)
d d
entonces d_itt = d_u y ademds se obtiene que u(0,s) = &(s)
s

4.5.2. Teorema de Hille-Yosida

En seguida se presenta uno de los resultados mas resaltantes dentro de la teoria de

semigrupos el cual es el Teorema de Hille-Yosida (Pazy, 1983 | Vrabie, 2003). Para la
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demostracion del teorema utilizaremos el concepto de resolvente el cual es mencionado en

la seccion de preliminares.

Teorema 4.13. (Hille-Yosida) El operador lineal A : D(A) C X — X genera un semi-

grupo de clase Cy de contracciones si y solo si
1) A estd densamente definida y cerrada
11) (0,+00) C p(A) y para cada A >0

[ R(A; A)”L(X) <

> =

Demostracion:

=] Sea A: D(A) C X — X el generador de un semigrupo de clase Cy de contraccio-
nes {S(t),t < 0}. Por el teorema 4.10, D(A) es denso en X y A es cerrado, se cumple la

condicon 1i).

Para la condicién ii), se define
+oo
RO\ = / NS (t)wdt
0
luego para a,b > 0y a < b, se tiene que

b b
/ e-”s<t>xdtH < [ SO ol

b
< [ e el

después,

7Oyl = |
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entonces

1
IROle <

Ahora se probard que R()\) es igual a R(\, A). Seaz € X, A >0y h > 0, se tiene

1 1 1
1 oo 1 [T
= —S(h) / e MS () wdt — — / e MS(t)adt
h 0 h Jo
1 [T 1 [T
= = / e MS(h + t)wdt — — / e MS(t)xdt
h Jo h Jo
e)\h +o00 1 +o0
= —/ e_AtS(t)xdt——/ e MS(t)xdt
h Jn h Jo
A [h oM oo 1 [+ oM rh
= — | e MS(t)adt + — e MS(t)zdt — —/ e MS(xdt — — | e MS(t)xdt
hJo hJn h Jo hJo
P 1 [+ oM rh
= — e MS(t)zdt — —/ e MS()xdt — — | e MS(t)adt
hJo h Jo hJo
M 1 oo A h
= - / e MS(t)xdt — - e MS (t)xdt
0 0

aplicando el limite

1 eAh -1 +oo e/\h h
lim — (S(h) = I) R(\)z = lim ( / e MS(t)zdt — - eMS(t):cdt)
0

h—0 h h—0 0

h—0

AR(N)x = AR\ — lim (Ae”‘ / ~ e MS(t)zdt — S(h)x)
ARN)z = ARN)z — I(z)

luego

= ARN)z — AR(N)x = (M — A) R(\)z.
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por otro lado,

“+o0o
ROVAz — / e MS(t) Awdt
0
+o0
= / e MAS(t)xdt
0
+oo
= A/ e MS(t)adt
0

= ARMNx
entonces se tiene que R(A\)Ar = AR(\)z.

Por lo tanto

R\ Az =N —A)"'z=R\z

R(X A) = R(N)

1

entonces [|R(A; A)|gx) < T
i

Antes de demostrar el regreso del teorema, necesitaremos dar los siguientes resultados,

los cuales pueden ser encontrados en Vrabie (2003).

Definicién 4.20. Sea A : D(A) C X — X un operador lineal que satisface las condiciones
i) y ii) del teorema Hille-Yosida 4.13 y X > 0. El operador Ay : X — X, definida
Ay = MAR(XN A) se llama aproximacion de Yosida de A.

Lema 4.1. Sea A: D(A) C X — X un operador lineal que satisface i) y ii) del teorema
Hille-Yosida 4.13, entonces

1) /\h’m AR(\; A)x = x para cada x € X,
—00
(1) Ayz = NR(\; A)x — Ax para cada v € X,
(111) /\h’m Ayx = Ax para cada x € D(A).
—00
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Demostracion:

(1) Sea z € D(A) y A > 0, se tiene

AR Az — zf| = JAR(X; A)z|

= [|R(X; A)Ax]|

IN

||R(>\§A)||L(X) | Az||

IA

1
Az
aplicando el limite

1
lim | AR(N A)z —z]| < lim (— HAxH)
A—00 A

A—00

< 0
entonces )\h/rn AR(\; A)x = z, para todo z € X ya que D(A) es denso en X.
—00

(11) Sea x € X y A > 0, se tiene

MR Az —Ar = AR A)r — A(M — A) R(\; A)x
= MR\ Az — NR(X\; A)z + AMAR(X; A)z
= MR\ A)x

= A)\ZB
entonces N2 R(\; A)z — Az = Ay

(1) Sea xz € D(A) y A > 0, se tiene que

lim Ayz = lim MR\ A)x = lim AR(\; A)Ax = Ax
A—00 A—00 A—ro0

con lo que se concluye con la demostracién del lema 4.1.
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Lema 4.2. Sea A: D(A) C X — X un operador lineal que satisface i) y i) del teorema
Hille-Yosida 4.13. Entonces, para cada X > 0, A\ genera un semigrupo uniformemente

continuo {etA*,t > 0} que satisface

tA <1

He HL(X) =

para cada t > 0. Ademds, para cada x € X y cada X\, > 0 se tiene que

e — era|| <t Az — ALz

Demostracion:

Como Ay € L(X) y ademds D(A,) = X, por el teorema 4.5 se deduce que genera un

semigrupo uniformemente continuo {etAA,t > O}.

Luego
HetAAHL(X) - et(AQR(A;A%M)HL(X)
2 . —
< o], e
< VIROA) ) -t
S 6t)\€—t>\ =1
entonces ||etAA||L(X) <1.

Por otro lado
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Ld
/ (estAAe(lfs)tAMx) ds
0

_—
1
< /

1
_ / HtestA)\e(l—s)tAuA/\x . tGStA)‘e(l_s)tA”A#l'” ds
0

ooz — e =

d
—GStA’\G(l S)tAux ds

ds

1
= / t HeStA*e(l_S)tA”(A,\ — Az ds
0

IN

1
/ tHestA,\e(lfs)tAuHL(X) |(Ax — A,z ds
0

1
< / FI(Ax — Azl ds = £](Ax — A,z

entonces ||z — e x| < t]|(Ay — A,z
Ahora se demostrara el regreso del teorema Hille-Yosida 4.13.

< | Por los lemas 4.1 y 4.2 se deduce que existe un operador S(t) : D(A) C X — X
tal que para cada x € D(A)

lim ea = S(t)x
A—00

entonces uniformemente en intervalos compactos del R.
Luego por el lema 4.2 se tiene que
[S@zll < flzll t=0 yze DA

ya que D(A) es denso en X, entonces la desigualdad anterior se cumple para cada

z € X. Como ||S(t)x| < ||z|, entonces se tiene que

1S g <1

Por otro lado S(t) es un semigrupo pues es acotado por lo anterior, ademéas S(0)z = 1

v S(t+s) = S(t)S(s).
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Para cadat >0y x € X, z. € D(A) tal que ||z — x| < e, se tiene

1Stz —z|| = [|S(t)x — S(t)ze + S(t)ze — M a, + eDa. — . + 2. — |

IN

1S(t)x — Stz || + ||S(t)ae — ePae|| + || o — x| + ||z — 2]

IN

||S(t)||L(X) |z — x| + ||S(t)x5 - etAkst + HetAAxE - xs” + ||z — z|]

IN

2|z =zl + ||S(t)ze — eMra|| + || o — .|

IN

2 + e+ ||z — .||

< 3e+ HetAA:cE — xEH

se sabe que {etAA, t > 0} es un semigrupo uniformemente continuo, entonces para cada

e > 0, existe d(¢) tal que He“‘A - IHL)(X) < g, para cada t € (0,6(¢)).

ISt)r —z|| < 3€+Het‘4kx€—x€H
< 3+ HetAA - IHL)(X) ]|

< Be+ e x|

entonces se dice que {S(¢),t > 0} es un semigrupo de clase Cj.

Luego, sea B : D(B) C X — X es el generador de S(t). Se tiene que z € D(A)

e Aye — S(H)Az|| = || Az — e Az + e Az — S(t) Az||
< e Ane — e Az| + || Az — S(t) Az]|
< HetA*HL(X) ||Axx — Azx|| + HetA*Ax—S(t)A:UH
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aplicando limite

lim [le Ayz = S@Aa|| < lim ([l [Are = Az] + [[e Az — S(t)Ax])

A—00 A—00

AN
o

entonces

lim e Az = S(t) Az

A—00

es uniforme en intervalos compactos R .

Luego se h > 0, se tiene que

S(h)x —x = /\lggo ("M — 2)
h
= Iim (etA*A,\x) dt
A—roo J

= /Oh S(t)Axdt

Ahora dividiendo entre h y aplicando limite

_ h
Tl G Ak T S(t) Awdt
h—0 h h—0h Jo

Bx = S(0)Ax

Bx = Ax

entonces D(A) C D(B).

Como B es el generador de un semigrupo de clase Cy de contracciones, entonces apli-
cando la condicién necesaria del teorema 4.13 se tiene que el D(B) es denso en X, I — B
es invertible y 1 € p(B). Ademas por hipdtesis el operador A cumple con la condicién ii),

entonces 1 € p(A).

Luego,
(I-B)D(A)=(I—-A)D(A) =X
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entonces (I — B) " X = D(A), por lo que D(B) C D(A).

Por lo tanto D(A) = D(B) y A genera un semigrupo de clase Cyy de contracciones.

4.5.3. Teorema de Feller-Miyadera-Phillips

Otro de los resultados importantes de la teoria de semigrupos es el Teorema de Feller-
Miyadera-Phillips, este teorema puede ser visto en Pazy (1983) y Vrabie (2003). Pre-
viamente se mostrara dos resultados los cuales seran de ayuda para la demostracion del

teorema.

Teorema 4.14. Sea A : D(A) C X — X un operador lineal. Si A, p son valores requlares,
es decir, \,pu € p(A), y R(\; A), R(u; A) € L(X), entonces

R(A;A) = R(ps A) = (n— A R(A; A)R(p; A)

a esta ecuacion es llamada como la ecuacion resolvente.

Demostracion:

Sea A\, i € p(A), z € D(A)

R\ A)r = RN A) (] — A) R(p; A)x

= RN\A) (Wl — A+ M — A)R(p; A)x

— ROA) {1 — N T+ (M — A)} R(; Az

= RN A) (n— N IR(u; A)z + R(A; A) (M — A) R(p; A)x

= (1= N) RO A)R(s; Ay + R(i; A)a
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entonces

RN Az = (0= A) RO A)R(; A)x + R(p; Az
R(X; A)x — R(p; A)z = (= A) RO\ A)R(ps; Az

R(AA) = R A)z = (= A) R(A A)R(p; A)

Lema 4.3. Sea A: D(A) C X — X un operador lineal que satisface que (0,+00) C p(A)

Y
IV RO A gy <M M 21

para cada n € N y A > 0. Entonces existe una norma |-| en X tal que

el <ol < Mzl y

[AR(X; A)x| < [z

para cada x € X y A > 0.

Demostracion: Para ;1 > 0 se define |-, : X — Ry donde

||, = sup || R(p; A)" x|
neN

se tiene que

|z, = sup||u"R(p; A) x|
neN

IN

Sup " R (ks A)" || gy Nl

= Mz
luego,

ol = [|1® R(p; A)°x]| < sup " R A)" | = |,

entonces se cumple que

[l <[], < M || (4.5)
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ademas

|uB(p; A)x|, = sup |[p"R(p; A)" pR(p; A)z|

neN

= sup H,un—HR(PJ; A)TH_IZL’H
neN

= sup [ R(p; A)*x||
k>1

VAN

sup || " R(p; A)* |
k>0

IN

],

entonces

R (p; A)z|, <z,

Sea A € (0, u|, se tiene por el teorema 4.14
R(A; A) = R(p; A) + (1 = M) R(p; A)R(X; A)

entonces

IN

|R(A; A)z|, |R(p; A)z|, + (1 — AN R(p; A)R(A; A)z |,

[R(A; A)],

IN

1 = A
u |z, + T |R(A; A)zxl,

IN

w—A . 1
(1- 22 Imocjel, < L,

A 1
LB A)el, < 2,

Luego, sea A € (0, y]

VRO Ayall < VRS A)al,

IN

|z],,
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tomando el sup
neN

sup [|A"R(A; A)"zl| < sup|z|,
neN neN

2, < |zl
Ahora se define

2] = lim |z],
aplicando limite en 4.5 y 4.6 cuando el p tiende hacia el infinito se obtiene
ol < el < Mzl y AR A)z| < |z

|
Ahora se presentara el teorema de Feller-Miyadera-Phillips, el cudl es una generaliza-

cion del Teorema Hille-Yosida.

Teorema 4.15. (Feller-Miyadera-Phillips) El operador A : D(A) C X — X genera un

semigrupo de clase Cy del (M,w) si y solo si:

(1) A estd densamente definida y cerrada

(1) (w,0) C p(A), y para cada X > w yn € N, se tiene

M

Demostracion:

= | Se considera w = 0. Se define |||-]|| : X — Ry
llz]]] = sup [|S(2)x]|
>0

se tiene que

lz][ = sup ||S(t)x]]
t>0

IN

sup [|S ()|l ¢ ) [l
>0

IN

M |||
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luego,
2]l = [[S(0)z|| < sup [[S(t)=]| = [|]]
>0
entonces
lzl| < fllzll < M ||lz]| z€X
Se observa que |||-||| v |||l son normas equivalentes en X. Ademds
NSl = sup [S(s)S ()]
= sup||S(s+t)z||
s>0
= sup [|S(m)x||
m>t
< sup ||S(t)«]
>0
<l
por lo cual {S(t),t < 0} es un semigrupo de clase C de contracciones en (X, |||-]||)-

Por el teorema Hille-Yosida 4.13 se garantiza que A es cerrado y densamente definido;

ademds (0,400) C p(A) y

1
RN Al gy < Y bara cada A >0=w
luego,
[R(X A)al] < [[LR(A; A)" |
< RO Al g x) ]
1

< -l

< ol

S W
entonces
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quedando demostrado las dos condiciones.

< ] Suponga que (i) y (ii) se cumplen, por el lema 4.3 existe una norma equivalente
|- | en X que satisface

[l < fef < Mzl y

IAR(\; A)z| <|z|] paracadaze X y A>0

entonces en (X, | -|), A satisface las hipétesis del teorema Hille-Yosida 4.13 y por lo
tanto genera un semigrupo de clase Cy de contracciones {S(t),t < 0}

luego,
1Sz < [S(t)z]

<z

< Ml
entonces ||S(¢)||zxy < M para cada t > 0, donde S() es un semigrupo de clase Cy de

contracciones del tipo de (M, 0).

- Sea T'(t) = e “'S(t), donde el {S(t),t < 0} es un semigrupo de clase Cy de contrac-

ciones del tipo (M, w), entonces

ITONgxey = e SOlgex)
= e 1SOlsx)
< e—thewt

< M

entonces T'(t) es un semigrupo de clase C de contracciones del tipo (M, 0).
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Luego, sea A el generador de S(t)

d d .,
S(@(t)) = 2 (e S(H)a)

= —we ¥S(t)x + e TAS(t)x
= (—wl+A)e Stz

= (—wl+A)T(t)x

entonces el genereador de T'(t) es A — wl.

Como T'(t) es un semigrupo de clase Cyy de contracciones del tipo (M, 0), esto equivale

a decir que A — wl es cerrado y densamente definido y

" M
[R(A; A —wl) ||L(X) < "

Se tiene que R(MA —wl) = M —A+wl)™ = (A+w)I—A) 7" = RO+ w; A),

entonces
R(MA—wl)=RA+w;A)
luego,
[RA+w; A)gxy = [ROAA=wI)"|5x
M
< —
S W
sea # = \ + w, entonces se tiene
" M
[R(0: A)" || g x) < =)

ademas A es cerrado y densamente definido, con lo cual concluye la demostracién del

teorema.

4.5.4. Teorema de Lumer-Phillips

Ahora se mostrara otra caracteristica de los generadores de los semigrupos de clase

Co de contracciones el cudl se menciona en el teorema de Lumer-Phillips (Vrabie, 2003),
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pero antes de enunciar el teorema se presentara un concepto y un resultado de operador

disipativo.

Definicién 4.21. Un operador lineal A : D(A) C X — X se dice disipativo si para

cada x € X existe un x* € F(x) tal que
Re (Az,z*) <0

donde X es un espacio de Banach real o complejo con norma || || y F: X — 2% es

la aplicacion dualidad definido
F(z) = {z" € X*; (z,27) = ||lz||” = ||l2*|* = (¢",2)}

Teorema 4.16. Un operador lineal A : D(A) C X — X es disipativo si y solo si para
cada x € D(A) y A > 0 se tiene que

Mzl < [ = A) |

Demostracion:

= | Sea A un operador disipativo entonces existe un z* € F(x) tal que Re (Azx, z*) <0,

se toma A > 0

A = A)zf |z} = [[(M = Az [l="]] = [(Az = Az, 27)]

> Re((h — Az,a*))
= Re({(\x,z*)) — Re ((Az, z*))
> Re((\x,z*))

= ARe({x,z*))

= Allz|®

entonces A ||z|| < |[(AM — A) z||.
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< | Seax € D(A) y A > 0 se tiene que

Mzl < Az — Ax]

*

Se toma y* € F(A\x — Az) y 2* = Y entonces |Iz*]] = 1y 2 € By, sabiendo

ly=1l”
que By« es la bola unitaria en X* por el teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki By« es

compacta en la topologia debil-estrella de X*.

Luego, se tiene

ly*|l = llAz — Ax]]

ademads,

*

* Yy 1 * 1 * 12 *
[yl [yl [l

= (A — Az, 2") = || \x — Az
Por otro lado
Mzl < [[Az = Ax|
= (Ax — Az, z%)
= Re(\x — Ax,z")

= Re(A\z,z*) — Re (Ax, z*)

= |(Az,z*)| — Re (Az, z*)

IN

27\ 1Az ]| = Re (Az, z7)

= Allzll = Re (Az, z7)

=0 < —Re(Azx,z")
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Esto implica que Re (Ax, z*) <0 para A > 0. Luego

Mzl < ARe(z,z*) — Re (Az, z*)
Alz|| + Re (Az, z*) < ARe(x,z")
Mzl + Az, 2*) < ARe(z, 2%)

Mzl + || Az|] < ARe(z,z*)

A
qu+w < Re(z,2")

Como Bx- es compacta en la topologia debil-estrella de X*, entonces para la sucesion

Y, va existir una subsucesion Y, que converge a y en Bx.. Por tanto la expresion

Ax .
o + 1470 < e (.,

converge a

|z]| < Re(x,y) y Re(Ar,y) <0 paraye Bx-

ademds Re (z,y) < [(z,y)| < ||z||, entonces Re (z,y) = ||z||.

Se define z* = y ||z|| entonces ||z*|| = ||z|| por lo cual z* € F(x), y ademds
Re (Az, 2%) < [(Az, 2%)| = [(Az,y |[z[D] = [l=]| [{Az, y)| = |[z]| Re (Az,y) <0

= Re (Az,z") <0

Por lo tanto, A es disipativo.

A continuacién mencionaremos al teorema de Lumer-Phillips.

Teorema 4.17. (Lumer-Phillips) Sea A : D(A) C X — X wun operador densamente

definido. Entonces A genera un semigrupo de clase Cy de contracciones en X si y solo si
(1) A es disipativo,
(11) existe un A > 0 tal que \I — A es sobreyectivo.
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Demostracion:

= ]

(1) Sea A un genera un semigrupo de clase Cj de contracciones en X. Sea x € D(A) y

xz* € F(x), se tiene

[(S(t)z, )| < ll2" || [1S®)z]| < [l llz]| = [l

Luego
Re (S(t)x — z,2*) = Re(S(t)x,z*) — Re (z,a*)

IN

|l — Re (&, )

= Re (S(t)x —z,z*) < 0
Se divide la expresién por t > 0 y hacemos tender a 0 por la derecha

1
lim —Re (S(t)x —z,2") < 0

t—0+ ¢ -

Re (A(x),z*) < 0

(11) Ademés por el teorema de Hille-Yosida 4.13 se tiene que (0,4+00) C p(A) entonces
la Im(/A\ — A) = X para cada A >0

= | Sea A es disipativo, para cada A > 0y x € D(A) se tiene que
Mzl < [[(M = A) z|

y ademés existe A > 0 tal que A\J — A es sobreyectivo, entonces (Al — A)™" (z) = y

Myl < I = A)yll

MAL =7 @) < el

jor - 47 @) < 12
1 1

= |[AM =47 < 3
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entonces (Al — A)f1 es acotada. Por otro lado tomamos un Ay lado, si x, — z y

(Aol — A) x,, — y entonces

Zn = (Mol — A) " Mol — A) (2,) = (Mol — A) " (y)

= lim 2, = (Mol — A) " (y)

n—oo

Por la unicidad del limite se tiene que

= lim z, = (Mol — A) " (y)
n—oo
=z = (NI -4)"(y)

luego (Aol — A)(2) =y y z€ D (NI —A).

Por lo tanto \g/ — A es cerrado, ademas como I es cerrado, entonces se tiene que A

es cerrado.

Ahora, se probard que \I — A es sobreyectivo para todo A > 0, considerando
A={A: A€ (0,+00) =R, , A\ — A sobreyectivo}

se tiene que \g € A se cumple que

- 1
IR, A)| = [[(al =) <
0

esto implica que Ay € p(A), entonces A C p(A).

Se sabe que R, es conexo y si A es abierto, cerrado y diferente del vacio entonces

R+:A.

En efecto, sea p(A) abierto, se tiene que Ay € A entonces existe una vecindad la cual

no tiene interseccion vacia y esta contenida en R, entonces A es abierto en R, .

Sea (A,), ey Una sucesion de A tal que lim A, — A. Para cadan € Ne y € X existe
n—oo
z, € D(A) tal que
ATy — Az, =y (4.7)
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Se tiene que

An [zl < [[An = A) x| = [ly]]

An [zl < lyll

lyll

)\—n = C. Luego

entonces decimos que va a existir un C' tal que ||z,| <
A2 = 2wl < 1A = A) (20 — 20 |
= || Anxn — Apin — Az, + Az |
= [ Amzn —y — Az,
= || Anzn — Anzy + Az, — Az, |
< P = Al Il
< A=\ C

esto implica que (2, )nen es sucesion de Cauchy. Sea lim z, =z y de 4.7 se tiene que
n—o0

lim Az, = lim (Auzp — )

lim Az, = Az —y
n—oo
como A es cerrado se tiene que x € D(A) y lim Az, = Az. Luego (Al — A)z =y,
n—oo

entonces A € A y esto implica que A es cerrado.

Como A es abierto, cerrado y no vacio, esto implica que A = (0, +00). Por otro lado

se cumple que

IR A <

>

y ademas A es un operador densamente definido, por el teorema Hille-Yosida 4.13 se

tiene que A es un generador de un semigrupo de clase Cy de contracciones.
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4.5.5. Algunas Consecuencias

Las siguientes consecuencias, pueden ser vistas en Pazy (1983) y Vrabie (2003).

Corolario 4.1. Si A y A*son disipativos, tal que A es lineal, densamente definido y

cerrado, entonces A genera a un semigrupo de clase Cy y de contracciones en X.

Demostracion:

Por el teorema Lumer-Phillips 4.17 solo bastaria probar que existe un A > 0 tal que
Al — A es sobreyectivo.

Se tiene que A es disipativo y cerrado, se toma A = 1 entonces I — A es cerrado en X.
Digamos que Im(/ — A) # X, por el teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal

distinto de cero, y* € X*, tal que

(x — Axz,y*) = 0 z € D(A)

(r,y7) = (Az,y")
Como A* es el operador adjunto de A se tiene que
<:L‘, A*(y*» = <AZL‘, y*>
entonces
(x, A(y")) = (z,y7)
0 = (z,y"—A(y"))

0 = (z,(I-A")y")

0 = (I-AYy"

A* es disipativo
Iyl < [I(1 = A7) ]|
=yl =0=y"=0

lo cual es una contradiccién. Entonces Im(/ — A) = X.
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Por lo tanto A es el generador de un semigrupo de clase Cy y de contracciones en X.

Corolario 4.2. Sea A : D(A) C X — X el generador de un semigrupos de clase Cy y
sea ||| pay : D(A) = X y [|pay : D(A) = X definidos por ||z[|p 4y = [|z| + [[Az]| y

2| p(ay = llz — Az respectivamente, para cada x € D(A), entonces

(1) [l pay s una norma en D(A), llamada norma del grafo, y el D(A) con la norma

del grafo es un espacio de Banach.
(i1) D(A) dotado de la norma [|-||p( 4y estd continuamente incrustado en X.
(1) Ae L(D(A), X) < donde D(A) estd dotado de ||-HD(A))
(V) || pcay €s una norma en D(A) equivalente a |- p 4
(v) I — A es una isometria de <D(A), |-|D(A)> a (X, ||

(V1) Para cada x € D(A), S(-)z € C ([0, +0); D(A)) N C* ([0, +0); X)

Demostracion:

(1) Sea ||-|| la norma en X, entonces

a) Para cada z € D(A) se tiene |z, = [|z]| + [[Az[| > 0.

b) Si se toma x = 0, entonces

)l + [l Az =0
HxHD(A) =0
luego, si [|z||p4) = 0, entonces se tiene cada uno de los sumandos debe ser

igual a 0, por lo cual se tiene que z = 0.
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c¢) Para cada x € D(A), para todo escalar A € K, se tiene

Azl pay = Azl + [AQ)]
= Azl + Al Az]]
= Al + (| Az]])

= [l H?UHD(A)

d) Sea x,y € D(A), entonces

2+ yllpay = llz+yl+ 1Al +y)l
< lell +llyll + 1A + 1A

< lzllpay + 19l peay

entonces [|+[| 4y €s una norma en D(A).

Sea (25),cy una sucesién de Cauchy en el D(A) con la norma |- 54 Entonces

como X es completo se tiene que

Jim () =

lim (Az,)

n—oo

neny = Az por ser A cerrrado

son sucesiones de cauchy que convergen en la norma en X, entonces z € D(A).

Por lo tanto D(A), con de la norma ||-|| 5 4, es un espacio de Banach.

(11) Se afirma que D(A) estd continuamente incrustado en X, si la inclusién i : D(A) —

X es continua, es decir x, converge a .

En efecto si z, — = en D(A), entonces x, — =y Az, — Ax en X, entonces
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li(zn) — i) = llan —2ll < lan — 2| + [[Azy — Az]]
= lzn =2l +[|5(0) Az, — S(0) Az|

< len =2 +1150) ¢ x) [[Azn — Az]]

S(0) es acotado, por se un semigrupo de clase Cy, entonces ||i(z,) —i(x)|| — 0 por

lo cual se dice que ¢ es continua.
(rmr) Sea A: D(A) C X — X se tiene

[Az] < [le]l + || Az]]

< lzllpeay

entonces [|Az| < ||| 4, por lo cual se concluye que A es acotado.

Por lo tanto A € £ (D(A; X)).

(1v) Sea |2|p(4) = ||z — Az, entonces

2l peay < 2l + [[Az] = (1]l p 4

|37|D(A) < H?C”D(A)

luego,
lzll = [[R(XA) (M —A) ]|
M
< ——[(MM—-A
< I - A)al
< MM - A)z]
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tomando A =1,
[zl < M|(I—-A)z|

< Mz — Azl
MWD(A)
ademas se tiene que
[l peay = Nzl + [|Az]]
< 2fz] + [|Az — ]

= 2|lzf| + [z]pa

IN

2M || pay + %] pa)

= (M +1) || p
entonces se tiene que
1
anr 1 elloe < laloy < lallpey

Por lo tanto |54, es una norma equivalente |[|-[| -
(v) Sea I —A:D(A) — X, ademés z,y € D(A)

[z =Ylpy = I@—y)—Ax -yl
= llz—y—-A@)+ A
= |z —-A) =y - AW)l

= (I =A) (@) - =A) Wl

entonces I — A es una isometria entre D(A) y X.
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(vi) Para cada x € D(A) se tiene que por el teorema 4.9 S(-)x € D(A) y S(-)z es de

clase C' ([0, +00), X), por otro lado con la norma del grafo
1SC)zllpay = 15C)2l + 1AS()=]|

entonces S(-)x € C ([0,+00), D(A)). Luego,

S()x € C ([0, +00), D(A)) N C ([0, +00), X)

Ahora se mostrara dos resultados que nos ayudard para la soluciéon de la Ecuacién de

Transporte que se presentard mas adelante (ver Galo, 2018, pp. 153-155).

Teorema 4.18. Si A y A* son operadores disipativos, tal que A es lineal, densamente
definido y cerrado entonces A genera un semigrupo de clase Cy y para cada xo € D(A)

eziste una solucién unica x € C ([0, +00); D(A))NC* ([0, +00); X) del problema de Cauchy

() = Ax(t), te]l0,00)
z(0) = x

tal que para todo t € [0, 0),

[z@ < [lzo

d
|50 = 1wl < itz

Demostracion:

En efceto, por hipdtesis A es lineal, densamente definido y cerrado; ademas A y A*
son operadores disipativos, entonces por el corolario 4.1 se tiene que A es un generador

de un semigrupo S(t) de clase Cy.

Por otro lado si tiene que A es el generador de S(t) por el teorema 4.12 el problema

de Cauchy dado por
2(t) = Ax(t), te€]0,00)
z(0) = zo

85



4. Discusiéon y Resultados

tiene una tnica solucién y es z(t) = S(t)zg. Ademds como xy € D(A) entonces por el

corolario 4.2 se tiene que z(t) = S(t)zo € C ([0, +00); D(A)) N C* ([0, +00); X).

Luego para cada t € [0, 00)
@) = 1S5 (E)zoll < [1S@)]| [0l

Por el corolario 4.1 S(t) es un semigrupo de clase Cj y de contracciones, entonces

|z(®)|] < ||xof|- Finalmente,

|Giot0)] = [[55000]| = nasrsol = 5014z (1)

por lo tanto,

d
|G| = el v paal < )

Teorema 4.19. Si A es lineal, densamente definido y cerrado, tal que A y A* son disipa-
tivos, entonces para cada punto o € D(A), T € [0,+00), y f € C*([0,T]; X) existe una
tinica solucién x € C° ([0, T]; D(A)) N C* ([0, T]; X) del problema no homogéneo

P(t) = Az(t)+ f(t), te[0,T]

(4.9)
z(0) = o

dada por

z(t) = S(t)xo + /Ot S(t—7)f(r)dr, para todot € [0,T]

Demostracion:

Sea x(t) la solucién 4.9, ademés como A es un operador lineal densamente definido y
cerrado; tal que A y A* son operadores disipativos, entonces se tiene que A es un genera-

dor de un semigrupo S(t) de clase Cy.

Luego,

— (S(t—s)x(s)) = —AS(t—s)x(s)+ S(t— s)2'(s)

—AS(E— el + (e - 5) (As(s) + F(6)

= S(t—s)f(s)
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ahora integramos

| g sa=aanas = [ s

S(0)z(t) — S(t)z(0) = /0 S(t—s)f(s)ds

x(t) = S(t)a:o—l—/o S(t—s)f(s)ds

Por el corolario 4.2 se tiene que S(t)zg € C° ([0, +00); D(A))NC* ([0, +00); X), ademds
¢
g(t) = / S(t — s)f(s)ds por teorema 4.9 se tiene que g(t) € D(A) para t € [0, +00]
0

- —=(t)=S(t—1t)f(t) = f(t) donde f € C*(]0,+0c); X) entonces g es diferenciable

d
y d—‘j e C° ([0, +0); X)

- Sea r, tal que 1, € [0,00). Luego V ¢ > 0, 3 N € N tal que si n > N se tiene que
£
lrn — 1| < =

k

l9(ra) — 9(r)| = / " S(t— ) f(s)ds — / " S(t - s)(s)ds

_ / S(t— ) f(s)ds

< [ Ist= sl
como S(t—s)f(s) es continua en el compacto [r, r,,], entonces S(t—s) f(s) es acotado
9tra) =9 < [ hds =kl o] <

Luego g(r,) — g(r). Por lo tanto g es continua.

entonces g € C° ([0, 4+00); D(A))y g € C* ([0, 4+00); X), es decir, g € C° ([0, +00); D(A))N
C* ([0, +00); X).

Por lo tanto z(t) = S(t)zo + g(t) € C° ([0, +00); D(A)) N C* ([0, +00); X).
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Sea 7(t) una segunda solucién de 4.9
t
y(t) =T (t)xo + / T(t—s)f(s)ds tal que T(t) es el semigrupo Cj generado por A
0
Por el teorema 4.11 se tiene que T'(t) = S(t), entonces
t
y(t) = S(t)xg +/ S(t—s)f(s)ds
0

Por lo tanto y(t) = x(¢).

4.6. Ecuacion diferencial de transporte

Para finalizar la seccién se presentara a la ecuacién diferencial de transporte, y ademas

se mostrara una aplicacion de la teoria de semigrupos de clase Cyy para dicha ecuacion.

4.6.1. Ecuacion diferencial de transporte con valor inicial

La ecuacién diferencial de transporte tiene sus fundamentos en las leyes de conserva-
cién de la masa y se deriva a menudo a través de principios fisicos y matemaéticos. La
ecuacion de transporte puede adaptarse a diferentes contextos, como la transferencia de

calor, la propagacion de ondas, el transporte de contaminantes, entre otros.

Los origenes de esta ecuacién diferencial se remontan a los trabajos de cientificos y
matematicos que desarrollaron las teorias fundamentales en los campos de la fisica y la

matematica aplicada.

El problema de valor inicial 4.10, el cual puede ser visto en Evans (2010).

w+vVu = 0 en R" x (0,00)
u(z,0) = g(z) en R"x {t=0}

(4.10)

donde, u : R™ x [0,00) — R es una funcién desconocida que representa el desplaza-
miento de la sustancia en un medio, v € R" es un vector fijo, g : R” — R es una funcion

de clase C' conocida y Vu es el gradiente de u(x,t) en las variables de z.
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El objetivo es encontrar la funcién u(z,t), la cual debe satisfacer a 4.10. En la teoria
de ecuaciones diferenciales existen diversos métodos para lograr encontrar soluciones de
problemas de Cauchy. En nuestro caso se utilizard la teoria de semigrupos para encontrar

la solucién de 4.10.

Se tiene que
u=—vVu donde A= -0V =— (010 +...+0,0,,)

El operador A, ;Qué semigrupo genera?.

Para ello considere X = C (R",R) el espacio de Banach de funciones continuas y

acotadas, dotado de la norma

1/l = sup {[f(x)[}
T€R”™
y define el operador

St [0,+00) — L(X)
t — S{t): C®,R) — C(R",R)
f = f(x—tv)

luego se afirma que A genera el semigrupo S(t) de clase Cy.

En efecto, es claro S(t) es lineal y acotado, pues para f € C' (R",R)

1S (FNll = [lf(z = tv)ll

= sup {|f(z —t)|}

z—tv €R

= Ifll
Luego,

(1) Sea f € C(R",R), t € [0,40), y x —tv € R"

S(0) (f (@) = [z = 0v) = f(x) = I (f(2))
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(2) Sea f € C(R",R), t,s € [0, +00),

St+s)(f(z)) = [flx—(t+s))
= [z —sv) —tv)

= S@) (f (z —sv))

(3) Sea f € C(R",R), t € [0,+00)

i [[S(t) (f(2)) = f(@)| = lim sup |f(z —tv) = f(z)]

= sup|f(z) — f(2)]

z€R

= 0

entonces, S(t) es un semigrupo de clase Cj.

Ahora verifiquemos que A genera a S(t)

Af(z) = 1 SO~ @)

= lim
t—0+ t t—0+ t
— Ym floy —toy, o o, —tv,) — foy, -+, 1y)
t—0+ t
Sea u; = xy —tvy, -+, Uy, = x, — tv, y se define h(t) = f(uq, - ,u,). Luego
W(t) = Of dw - Of duy
Oouy dt ou,, dt
of of
= a—ul(—vl) Tt aun(—vn)
Sit =0, entonces u; = x; paracadai=1,...,ny
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HO) = Fh(-o) 4ot (v

Luego, se tiene que

(—v)Vf(x) =h(0) = lim

t—0

t—0+ t

= Af(z)

0
entonces A=—(vy—+...+ v,

0
o ) genera a S(t).

o0z,
Aplicando el teorema 4.12 al problema 4.10 la unica solucién de u(x, t) seria S(t) (g(z))
entonces

u(z,t) = g(x — tv)

Un caso particular, es el problema de valor inicial:

Uy = —u, en Rx(0,00)
(4.11)
u(z,0) = sin(z) en R x{t=0}

donde u : R x [0,00) — R.

Para estudiar este problema, sea X el espacio de Banach C (R,R) de las funciones

continuas y acotadas en R con la norma

1£loc = sup {|£1}

Se sabe que sin(z) es una funcién continua, ademads es acotada. Por lo visto anterior-
mente sin(x — t) es un semigrupo de clase Cy y la solucién tnica del problema 4.11 esta

dado por u(z,t) = sin(x — t).
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Teorema 4.20. Sea el semigrupo de translacion (izquierda)
Sit)f(x) = flz+1t) steRr

El generador del semigrupo de translaciones (izquierdo) {S;(t),t > 0} en el espacio X

estd dado por

con dominio
(1) D(A) ={f € Cw(R) : f es diferenciable y f' € Cyp(R)}, si X = Cpp(R).

(1) D(A) = {f € LP(R) : f es absolutamente continua y f' € LP(R)}, si X = LP(R),

1<p< .

Demostracion:

(1) Se fija f € D(B), entonces

BS5(t) (f(z)) = —5() (f(2))

evaluando t =0

BS5(0) (f(z)) = [(z+0)

Bf(x) = f'(z)

Bf = f

por hipétesis se tiene que f' = Af, entonces Bf = Af para f € D(B)

= B = A|D(B)
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(11) Tome f € D(B)y g= Bf € LP(R) y ademés a < b; donde a,b € R

1 bth a+h 1 br-h ’ e '
([ ) = ([ f e [
1 b+h b
= 5 ([, s [ sas)

= ([ st mas— [ sas)

- 5 [ U= reas

" fls+h) = f(s)
/a . ds

aplicando limite cuando h tiende a cero.

/abg(S)ds — lim/abf(SJrh})l—f(s)ds

h—0

1 b+h a+h
= lim — s)ds — s)ds
(b roas— [ )

h—0 h

_ m%(f(bm)—f(wh))

= [f(b) = f(a)

luego aplicando la derivada con respecto a b se tiene que f'(b) = g(b). Por tanto
Af=f =g=Bf, [feD(B)

entonces A|pp) = B.

4.6.2. FEcuaciéon diferencial de transporte con valor inicial y de

contorno

Ahora al problema de valor inicial 4.10 se le agregard la condicién u(0,t) = y(t).
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Se fija T, L > 0. Se considera en particular la siguiente ecuacion diferencial de trans-

porte, la cual puede ser vista en Galo (2018)

wtu, = 0, te€(0,T), ze€(0,L)
u(z,0) = wug(x) xz € (0,L) (4.12)
u(0,t) = y(t) te (0,7T)

donde ¢ es el tiempo, y(t) € L*(0,T) y ug € L*(0,T) son funciones dadas.

Se procedera a resolver el problema 4.12 y su solucién serd una solcuion débil. Para

ello primero se mostrara que el problema esté bien planteado.

Supongase que existe u € C*' ([0, L] x [0,T]) que sastisface 4.12 y sean 7 € [0,T] y
o € C*([0, L] x [0,7]), entonces

YU+ YUy = 0

T L
// (pur + @uy) dedt = 0
o Jo

Luego,
T L L T
//(gout)dxdt = / / (puy) dtdx
o Jo o Jo
L T
= / (gpu|6—/ ugotdt) dx
0 0
L L T
= / g0u|8dx—/ / wpdtdr
0 o Jo
ademas

T L T L
// (puy) dedt = / (gpu!é—/ ugpxdx) dt
o Jo 0 0
T T L
= /¢u|g—/ / ugpxdxdt
0 o Jo
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entonces se tiene que

T L L L T T T L
// (pus + puy) dedt = / cpu|gdx—/ / wptdtdx—i—/ gau|0L—/ / updzdt
o Jo 0 o Jo 0 o Jo
L T T L T L
= / <pu|gd3:+/ <pu|£—/ / u@tdxdt—/ / up drdt
0 0 o Jo o Jo
L T T L
= [ eulan e [Couls~ [ [ et o dode =0
0 0 o Jo

La siguiente definicién es debida a Galo (2018, p. 156).

Definicién 4.22. Sea y(t) € L*(0,T) y ug € L*(0,L) tal que T, L > 0. Una solucién
débil del problema 4.12 es una funcidn u € CY ([0, L] x [0,T)) tal que para cada 7 € [0, T)
y para todo ¢ € C* ([0, L] x [0,7]) con p(L,t) =0, t € [0, 7] satisface

// (e + o) dudt = /gp(x,T)u(m,T)d:p—/OLgp(x,O)u(m,O)dx—/OTgo(O,t)u(O,t)dt
(4.13)

El siguiente teorema muestra propiedades de la solcuion debil u del problema 4.12

Teorema 4.21. Siu es una solucion débil del problema 4.12 de clase C* en [0, L] x [0, T},

entonces
I u(z,0) = ug(z) para todo x € [0, L],
II. u(0,t) = y(t) para todo t € [0,T],
11 o € C* ([0, L)),
IV. y e C* ([0, T]),

V. u(z,t) + ug(x,t) =0 para todo (x,t) € [0, L] x [0,T7].

Demostracion:

Sea u solucién débil del problema 4.12 se tiene que u(x,0) = ug(x) para todo = € [0, L]
y u(0,t) = y(t) para todo t € [0,T)]. Para los item III, IV y V se debe probar que u; y u,

existen y son continuas.
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En efecto,

/OT /OL u (1 + ) dudt = /OL oz, 7)ulz, T)dx—/OL oz, 0)u(z, O)dm—/OT (0, £)u(0, t)dt

ademds ¢(t, L) = 0, entonces

/OT/OLU(SOtvLQOI)dmdt _ /OLgo(x,T)u(x,T)d:E—/OLgo(a:,O)u(x,O)da:—/OTgp((),t)u(o’t)dt
+/OT¢(L,t)u(L,t)dt

L L ,
0 = / oz, T)u / o(z,0)u xO)dx—/ ©(0,t)u(0,t)dt
0o o _ 0
+/ o(L, t)u / u (pp + @) dadt
0

T L
0 = // (puy + pu,) dedt
o Jo

esto se obtiene siempre que uy, u, existan y sean continuas en [0, 7] y [0, L] respecti-

vamente.

De esto se obtiene que uy € C* ([0, L]), y € C* ([0,7]) y ui(z,t) + uy(x,t) = 0 para
todo (z,t) € [0, L] x [0,T7.

Teorema 4.22. Si ug € L*(0,L) y y(t) € L*(0,T) para cada L,T > 0, entonces el

problema 4.12 tiene una unica solucion débil u tal que
Hu('aT)HLQ(o,L) < HuUHLQ(O,L) + “yHL2(0,T) para todo T € [0, T7.

Demostracion:

Existencia.

- Caso 1: Consideramos y € C?([0,T]) con y(0) = 0, uy € H* (0, L) con uy(0) = 0.

Se define el operador lineal

A: D(A)CL?(0,L) — L*(0,L)
f — Af=—f.
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donde D(A) = {f € H' (0, L) : f(0) = 0}.

Se tiene que A genera al semigrupo de traslaciones

Sit)f(z) = fz —1)

entonces por el teorema 4.10 se tiene que D(A) es denso en L?(0,L) y que A es un

operador cerrado.

Sea f € D(A)

=)

L L _
(Af,f) = /Of~Afd:c=—/o fofutr =110 = =T <

(Af,f) <0

Por lo cual se tiene que A es disipativo.

Para cada f € D(A), g € H'(0, L) se tiene

L L
(f,A*q) = (Af,9) = /09~Afd:c=—/0 g fodzx
= f(o)ga@)lE + / F-gudn
L
— —f(L)e(D) + / [ gude

= —f(L)g(L) + ([, gx)

Luego, se define D(A*) = {g€ H'(0,L): g(L) = 0} donde el operador A* es el
operador lineal adjunto de A, tal que A*g = g,, g € D(A").
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Para cada g € D(A*) se tiene que

L L
(A*g,g9) = /g-A*gde/ g+ gzdx
0 0

(A*g,g) < 0

Por lo cual se tiene que A* es disipativo.

El teorema 4.19 asegura la existencia de una funcién z € C* ([0, T]; L*(0, L)) N

CY([0,T); H*(0, L)) tal que

% = Az—y/(t), en L*0,L)

2(0,t) = 0

2(+,0) = w
se tiene también

% = Az —u,(0,t) = Az + u,(0,1)
donde t

2(-,t) = S(t)up(-) + /0 S(t — T)ug (0, 7)dr
z2(-,t) = S(t)uo(:) —I—/O S(t—71)(—Au(0,7))dr, u(0,t) € D(A)
= S(t)uo(-)

Luego

2(0,1) = S(t)up(0) = 0

2(x,0) = S(0)ug(z) = up(x)

Definimos la funcién u € C* ([0, T]; L*(0, L)) (" C° ([0, T]; H'(0, L)) como
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u(z,t) = z(z,t) + y(t) para todo (x,t) € [0, L] x [0,T] (4.14)

Fijamos 7 € [0,T] y ¢ € C* ([0, L] x [0, 7]).

// (x,t)pz(x, t)dxdt // z(x,t) + y(t)) dedt
// (T, 1)z xtdxdt+// t)dxdt

/OT/OLu(:z:,t)%(:I;,t)dxdt _ /()Tgo(x,t)z(x,t)\gdt—/; /OLgo(w,t)zx(x,t)dxdt+
/OTy(t) /OL @z, t)dxdt

/ / (x,t)A da:dt—l—/OT o(L,t)z(L, t)dt+
/0 ) /0 (o, ) dadt

T pL T
/ / (x,t)dxdt = / / (x,t)A ) dzdt +/ o(L,t)z(L, t)dt+
o Jo 0

/ y(t) (ol t>|o>
’ (4.15)

Adem3s

/OL /OT u(z, t)p(x, t)dtde = /OL /OT o, 1) (2(2, ) + y(t)) dtdx
— /L /T @t(m,t)z($,t)dxdt+/L /T oz, t)y(t)dtdx

// (z,t)z xtdmdt+/ o(x, t)y(t)|odx
/ / (e, 1)y (D)t

// i(z,t)z :ctdxdt+/ o(x, 7)y(T)dx
/ / (e, 1)y (£t
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/OL /OT u(z, t)pi(x, t)dtde = /L /T oz, t)z(x, t)dxdt + /OL o(x, 7)y(T)dx

/ / (x,t)y'(t)dtdx

Para cada £ € L?(0, L) se tiene que

d dz ,
000 = (GOE) =040 =90 00

Se considera el conjunto de funciones
V = {¢(t)¢

Sea ¢(x,t) =

[ [ ettt

o(t)¢(x) € V. Ahora

Por integracion por partes se tiene

/OT/OLgot(ac,t)z(x,t)dxdt — e (2
g

:/0 (0,1)2 xt|6dm—//¢

(4.16)
):peC([0,7]),£€C([0,L]) y &L)=0}
/ / &' (t z(x, t)dxdt
/¢ &) o) dt
&) 120, / (1) &) 1200y 4

xt|6dx—/ o(t) (Az(t) — o' (1), & 20,0y A

) (Az(z,t) — ' (t)) dedt

/OT/OL%(m’t)Z(x’t)dxdt:/o gp(x,t)z(x,t)lgdx—/o /O oz, t) (Az(x,t) — o/ (1)) dzdt

V es denso en el espacio C* ([0, L] x

(4.17)

[0,7]) por el teorema de Stone-Weierstrass y

[0, L] x [0, 7] es compacto. Por las ecuaciones 4.15, 4.16 y 4.17 se tiene que para cada

o € C ([0, L] x [0,7])

/OT /OL (o + @p) udxdt = /DL o(x, T)u(z, 7)dr — /OL o(z, 0)ug(z)dr + /OT (L, t)u(L, t)dt

0
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Por otro lado si se toma ¢ = u\[O, L]x[0,7] entonces

T L T L
/ / (¢t + ) udr = / / (ur + ug) udzdt =0
o Jo o Jo

ademas se tiene que

/O ¥ oYl T)de — /0 ¥ (e O)ug (@) + /O "L (L )t — /0 " y()(0, )t
= /OLu(a:,T)u(x,T)dx — /OL u(z, 0)ug(x)dz + /OT u(L, t)u(L,t)dt — /OT y(t)u(0,t)dt
= [w@nra- [ weras [ eeopa- [oora

L L T T
= [l ntae - [ jate)de s [t [l
0 0 0 0
entonces

/OL |U(x,7)|2dm+/OT lw(L,t)?dt = /OL |u0(x)|2dx+/0T () dt

2 2 2 2
Hu(va)HLQ(O,L) + Hu(Lut)HLQ(O,L) = Huo(x)HB(O,L) + ”Z/(t)HH(o,L)

lu(@, T 20y < lwo(@) 20,0y + YO 2200y
- Caso 2: Sean y € L*(0,T) y up € L*(0, L) funciones arbitrarias. Como D(A) es

denso en L? (0, L), entonces existe una sucesion (ugn), .y € D(A) tal que

lim ug,, = ug
n—0

Por la densidad de C? ([0, T]) en L? (0, T'), existe una sucesion {y, },,.y € C* ([0,T7),
yn(0) = 0, tal que
lim y, =y

Por el caso 1 se tiene que para cada n € N existe una sucesién {u, },, . de funciones

en

C* ([0, T); L*(0, L)) C° ([0, T]; H*(0, L)) tal que
/0 |un(a:,7)|2dx+/0T|un(L,t)|2dt:/0 |u07n(x)|2dx—|—/07]yn(t)|2dt (4.18)
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se define wu,, por

un(x,t) = zp (2, t) + yu(t),

donde z,, satisface

&n

ol Az, —y,(t), en L*(0,L)

2,(0,t) = 0, tel0,T]

Zn(',O) = U

n

entonces de 4.18 se tiene que
||Un('a7')||CO([0,T];L2(0,L)) < ||U0,n||L2(o,L) + ||Z/n||L2(o,T) n =1 (4.19)
luego, para n,m € N se tiene
[wn — Um||00([0,T];L2(o,L)) < luopn — uO,mHm(o,L) + lyn — ymHL?(O,T)
Para todo € > 0, existe N € N tal que n,m > N se tiene que
€ €
o, — UO,m”LQ(o,L) < B [y — ym”L?(O,T) < )

luego {u,} es una sucesién de Cauchy en C°([0,T7]; L?(0,L)) por lo tanto existe
u e C°([0,T]; L*(0, L)) tal que

lim u,, = u
n—0

por otro lado se tiene,

T oL L L
h’m/ / (o1 + @z) updadt = lim (/ o(x, T)up(x, 7)dx —/ o(x, 0)ugpn(x)dr—
o Jo 0 0

n—0 n—0
-

[ miet.0a)

0

T L L L T
/ / (60 + u) udadt = / o, TYu(e, 7)dx — / o, 0o () der — / y(1)(0, 1)dt
0 0 0 0 0
ademas de 4.19 se tiene

[ Il coqoryrz0ny < Nellzzo,n) + 19llr2om)
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Unicidad. Sean uy y us soluciones del problema 4.12. Luego, u = u; — us es solucién

del problema de Cauchy homogéneo

w+u, = 0, (x,t)€l0,L] x][0,T]
u(z,0) = 0 z e (0,L)
w(0,8) = 0 te(0,7)

Se observa que si ¢ € C* ([0, L] x [0,7]) con ¢(L,t) =0, t € [0, 7] se tiene que

/OT /OL (o1 + ) udzdt = /OL o(x, T)u(z, 7)dr — /OL o(x, 0)ugp(x)de — /OT y(t)p(0,t)dt

/OT /OL (91 + @) udvdt = /OL o(z, T)u(z, 7)dz

luego se define una sucesién de funciones { f,},cy en C'(R) tal que

=0 en |L,400), para todon € N
/ (L +0), (4.20)

falony = u(-,7)  en L*(0,L) cuando n — oo

Para n € N se considera ¢,, € C* ([0, L] x [0, 7]) dada por
on = fulT+2x—1) (x,t)€0,L] x[0,7]
Ademas se tiene que ¢, (L,7) = f,(L) = 0, entonces
(@n); + (@), = 0 [0, L] x [0, 7]

después,
L L
/gpn(.x,T)u(x,T)dx = / fo(@)u(z,T)de = 0
0 0

aplicando limite

n—0

lim/OLfn(x)u(x,T)dx _ /OL(u(x,T))de ~ 0

entonces

0=u(x,7) =u(x,7) —us(x,7) = wy(z,7) = us(z, 7)

Por lo tanto 4.12 tiene una unica solucién débil.
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5. RECOMENDACIONES

La presente investigacién fue disenada para ser utilizada por estudiantes de diferentes
escuelas profesionales de matematicas y publico interesado, se sugiere hacer modificaciones
al problema teniendo en cuenta los datos iniciales y de contorno en un espacio de fase
adecuado.

Se sugiere a los investigadores interesados ampliar el estudio de la ecuacion de trans-
porte, no solo en su formulaciéon basica, sino también en contextos mas generales donde
intervengan términos adicionales de reaccién o difusion, y condiciones de frontera no tri-
viales.

Asimismo, resulta pertinente profundizar en teoremas méas avanzados de la teoria de se-
migrupos tales como el teorema de Gearhart—Priiss y teorema de Desch—Schappacher que
proporcionen criterios rigurosos para identificar y caracterizar generadores de semigrupos
en espacios funcionales. De esta manera, los estudiantes podran aplicar estas herramientas
en problemas con condiciones de frontera mas complejas, fortaleciendo su formacién en
analisis funcional y ecuaciones diferenciales parciales, y generando aportes que conecten

la teoria abstracta con aplicaciones en fisica e ingenieria.
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6. CONCLUSIONES

En relacién al objetivo general, se garantizé la existencia de solucion de la ecuacion
diferencial de transporte del problema de valor inicial 4.10 mediante la aplicacién rigurosa
de la teoria de semigrupos de operadores, ademés se muestra una tinica solucion débil del
problema 4.12.

En relacién al objetivo especifico uno, el anélisis de teoremas y propiedades de la
teoria de semigrupos permitié identificar las condiciones necesarias sobre el operador de
transporte que aseguran la existencia de soluciones.

En relacién al objetivo especifico dos, la construccién del semigrupo asociado a la
ecuacién diferencial de transporte posibilité demostrar el teorema de existencia débil y

unicidad de solucién para el problema 4.12.
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