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Resumen

El trabajo de tesis estudia la regularidad métrica y sus variantes como herramientas para
caracterizar propiedades y el andlisis de estabilidad en optimizacién y control éptimo. Se
desarrollan caracterizaciones de la regularidad métrica mediante propiedades lipschitzianas,
derivadas graficas y variaciones contingentes en el contexto de multifunciones. Se explora
también el concepto de regularidad bi-métrica, que necesita dos métricas en el espacio imagen,
asi como las versiones Holder de las propiedades de regularidad antes mencionadas.

En las aplicaciones, se estudia el vinculo de la regularidad métrica con las condiciones de
calificacion de Mangasarian—Fromovitz en problemas de optimizacién no lineal, mostrando
que estas propiedades son equivalentes. También se aplican los resultados y caracterizacio-
nes de las propiedades del tipo regularidad métrica al estudio de estabilidad de soluciones
de inclusiones variacionales que surgen en las condiciones de optimalidad del principio de
Pontryagin para problemas de control éptimo afin. Se establecen condiciones suficientes, ba-
sadas en propiedades de crecimiento de la funcion switching, para garantizar regularidad

(bi)métrica de orden x > 1 de una multifuncién asociada a dichas inclusiones variacionales.
Palabras clave: Regularidad métrica, Regularidad bi-métrica, Holder regularidad

métrica, Condicién de calificacion de Mangasarian—Fromovitz, Inclusiones variacionales, Con-

trol 6ptimo, Analisis de estabilidad, Multifunciones.
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Abstract

This thesis focuses on metric regularity and related notions as key instruments for sta-
bility analysis in optimization and optimal control. We present characterizations of metric
regularity using Lipschitz notions, graphical (contingent) derivatives, and contingent varia-
tions in the framework of set-valued maps. The work also explores the concept of bi-metric
regularity, which envolves two metrics on the codomain, as well as their Hélder counterparts.

Regarding applications, we study the connection between metric regularity and the Man-
gasarian—Fromovitz constraint qualifications at a feasible point of a nonlinear programming
problem, showing that they are equivalent. Moreover, the theoretical tools examined are used
to study the stability of solutions to variational inclusions which appear in the first opti-
mality conditions derived from Pontryagin’s principle for affine control problems. We derive
sufficient conditions, expressed in terms of growth properties of the switching function, that
ensure (bi)metric regularity of order £ > 1 of the set-valued mapping associated with these

variational inclusions.

Keywords: Metric regularity, Bi-metric regularity, Holder metric regularity, Mangasarian—

Fromovitz constraint qualification, Stability analysis, Set-valued mappings.
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Introduccion

La regularidad métrica y sus variantes constituyen una herramienta fundamental en opti-
mizacién y andlisis no lineal, ya que permiten cuantificar la robustez de las soluciones frente

a perturbaciones. Su estudio se centra principalmente en inclusiones de la forma

y € F(x),

donde F' es una correspondencia (funcién o multifuncién) entre dos espacios métricos
(X,dx) y (Y,dy), la incégnita es x € X y y € Y es un pardmetro dado. Las propiedades de
tipo regularidad métrica constituyen herramientas fundamentales para estudiar la estabilidad
de las soluciones de dicha ecuacion. En términos generales, estas propiedades garantizan
que, ante una perturbaciéon ligera del lado izquierdo de la ecuacion, las soluciones de la
ecuacién perturbada no se alejan excesivamente de las soluciones de la ecuacion original.

Mas especificamente, si 3/ estd cerca de y, entonces
dx (z, F7(y)) < Ldy (Y, F(x)),

para alguna constante ¢ > 0.

Debido al auge y la utilidad de estos conceptos, en el presente trabajo exploramos sus
propiedades, caracterizaciones y aplicaciones en optimizacién y control éptimo. En particu-
lar, abordaremos dos lineas principales de investigacion. La primera es la relacién entre la
regularidad métrica y las condiciones de calificaciéon de Mangasarian-Fromovitz en un pro-
blema de optimizacién no lineal. La segunda se refiere a la estabilidad de las soluciones de

la inclusién variacional

0 € F(u(t)) =6(t) + Nu(u(t)),

donde ¢ : [0,T] — R% u : [0,T] — U, y Ny representa el cono normal al poliedro
convexo y compacto U C RY. Estas inclusiones variacionales aparecen de manera natural

en las condiciones de optimalidad de primer orden dadas por el principio de Pontryagin en

\%



problemas de control éptimo afin.

La regularidad métrica ha sido ampliamente estudiada y aplicada en optimizacién, anali-
sis variacional, control 6ptimo, entre otras areas; véanse, por ejemplo, los textos [10], [11], [13],
[15], [22] y las referencias alli citadas. Existen caracterizaciones de esta propiedad mediante
nociones lipschitzianas, apertura lineal, derivadas graficas, etc. En particular, la relacién en-
tre las condiciones de calificaciéon de Mangasarian-Fromovitz y la regularidad métrica es bien
conocida; para este trabajo tomamos como referencia el articulo [8], donde se emplea la ca-
racterizacién de regularidad métrica via derivada grafica para demostrar que las condiciones
de Mangasarian-Fromovitz se satisfacen en un punto factible z si y solo si la multifuncién
F(z) = f(z) + K, con K = {0} x R, es métricamente regular en (z,0).

Por otro lado, la multifuncion

F(u(t)) = o(t) + No(u(t)),

definida en L' ([0, T],U) y con valores en L>([0,T],R?) o en W->([0,T],R?), ha sido
muy estudiada recientemente. Se han establecido condiciones suficientes para propiedades del
tipo regularidad métrica de F'. En [19] se considera U = [—1,1]¢ y una funcién ¢ : [0, 7] — U
que satisface la siguiente condicién de crecimiento: existen nimeros reales k > 1, a, 7 > 0,

tales que para todo indice j =1,2,...,d y para todo Z € [0,T] con (2) = 0 se cumple

o(t)>alt—2|%, Vtel|z—T1,2471]N][0,T].

En la Proposicion 4.3 de dicho articulo se muestra que para x = 1 esta propiedad es uni-
forme en un entorno W> de & (es decir, la propiedad es W' >-estable). La W' —estabilidad
también se muestra en la Proposicién 3.4 de [21] y en el Lema 4.1 de [6] cuando U es un
politopo convexo y compacto. Mediante una desigualdad integral inversa, como en el Teore-
ma 2.1 de [23], se deduce la subregularidad métrica, la regularidad métrica y la regularidad
bi-métrica de F' en (1, 0).

Otra propiedad sobre ¢ se ha vuelto estandar en la literatura sobre problemas de control
6ptimo de ecuaciones en derivadas parciales con controles del tipo bang-bang (véase, por

ejemplo, [7] y algunas de sus referencias). Esta propiedad, establece que, existe u > 0 tal que
meas{t | [6(t)| < e} < pe, Ve>0,

donde “meas” denota la medida de Lebesgue. En la Proposicién 6.4 de [7] se muestra
que esta propiedad implica una desigualdad integral inversa. De este resultado se deduce la
subregularidad métrica de F.

En este trabajo estudiaremos propiedades del tipo regularidad métrica asumiendo alguna

de las propiedades antes mencionadas sobre ¢, cuando U es un politopo convexo y compacto.
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El trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presentan las definicio-
nes y resultados basicos sobre analisis en multifunciones que son el soporte para los capitulos
siguiente. En el Capitulo 2 se estudia la regularidad métrica, subregularidad métrica y re-
gularidad bi-métrica de una multifuncion, asi como sus caracterizaciones mediante derivada
grafica, variaciones y propiedades de cubrimiento. El Capitulo 3 se ha destinado a las aplica-
ciones. Se analiza la relacién entre la condicién de calificacion de Mangasarian-Fromovitz y
la regularidad métrica de la multifuncién asociada a un problema de optimizaciéon no lineal.
En el Capitulo 3 también se estudian las propiedades de crecimiento de la funciéon & y su
conexion con la regularidad métrica de la inclusion variacional que aparece en el principio de
Pontryagin. Finalmente, en el Capitulo 5 se recogen las conclusiones y se sugieren posibles

investigaciones futuras.
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Capitulo 1

Preliminares

Sea (X, dx) un espacio métrico. La bola cerrada de centro a y radio r > 0 en el espacio
métrico X es
By, (a,r) ={z € X | dx(z,a) <71},

y su interior es la bola abierta
By, (a,r) = intBy, (a,r) = {x € X | dx(z,a) < r}.

La cerradura de un subconjunto A C X se denota por A. Un subconjunto U C X es una

vecindad de x € X si existe € > 0 tal que

BdX(J_I,€> cU.

Si(X,|-]]) y (Y,] - ||) son dos espacios de Banach y U C X es un subconjunto abierto,
una funcién f: U € X — Y es Gdteaux diferenciable en T si existe T' € L(X,Y), es decir,
un operador lineal continuo 7" : X — Y tal que para cada u € X,

St — f()

t—0 t

= Tu.

Dicho operador T" se denomina derivada de Gateaux de f en Z y se denota por f'(z).

Decimos que f es Fréchet diferenciable en T € U si existe T' € L(X,Y) tal que

@)~ @) = ThY

0.
h—0 |12l

2



Capitulo 1. Preliminares

En tal caso, denotamos T' = f/(Z) o D f(Z). Si ademas se cumple que

@)~ S~ T — )|
z,2' =T HLC —LI?/H

r#x’

=0,

se dice que f es estrictamente diferenciable en Z.

Cuando f es Fréchet diferenciable en todo punto de U y la aplicacién derivada f': U —
L(X,Y) definida por = — f’(z) es continua, se dice que f es de clase C'.

Para funciones entre espacios de dimensién finita, la derivada de Gateaux es equivalente
a la derivada de Fréchet. Podemos denotar ambas derivadas de la misma manera, pero se

debe tener presente que son nociones de derivada distintas en general.

Una multifuncion o aplicacion multivaluada F de (X, dx) en (Y, dy) es una corresponden-
cia que asigna a cada x € X un subconjunto F'(z) de Y. Si bien, tal tipo de correspondencias
deberfan ser denotadas por F' : X — 2Y, existen otras notaciones igual o més populares,
tales como F': X = Y o la que adoptaremos en este trabajo F': X ~» Y.

El grafico de F es el subconjunto de X x Y,

Gph F ={(z,y) e X xY |y € F(z)}.

Diremos que F' es cerrada cuando Gph F' es cerrado respecto a dy X dy.

El dominio y rango de F' son
DomF={xe X |F(x)#0}, v RanF={yeY |TreX talque yé€ F(x)},

los cuales son las imagenes del grafico GphF bajo las proyecciones my: X XY — X, m(z,y) =
xyme: X XY =Y, m(x,y) = vy, respectivamente. Es claro que una multifuncién queda
completamente determinada por su grafico, cualquier subconjunto S C X x Y es el grafico

de una unica multifuncién G: X ~~ Y tal que
Gz)={yeY|(xr,y) €S} y GphG=S5.
La aplicacién multivaluada inversa de F' es F'=! : Y ~» X definida por
F(y) == {z € X |y € F(a)}.
Evidentemente, (F~!)~! = F. La imagen de un conjunto A C X bajo F es

F(A):=JF@)={yeY | F 'y nA#0,

z€EA

Victor Lopez Mego 3
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Figura 1.1: Grafico de F

mientras que la imagen inversa de un conjunto B C Y es

F'(B):=|JF 'y ={xeX|Flx)nB+0}.

yeB

Note que
Dom F~'=Ran F = F(X), Ran F™'=Dom F = F'(Y).

Desde esta perspectiva, las funciones son un caso especial de multifunciones, pues una funcién
f: X — Y puede verse como la multifuncién que asocia a cada z € X el singleton {f(x)}
en 2V,

Ejemplo 1.1. Considere la multifuncion F: R ~» R definida por

{1} x>0,
F(z)=<¢[-1,1 x=0,
{-1} =x<0.

Su grdfico se muestra en la Figura 1.1. Se observa que, DomF = R, RanF = F(R) =
F(O) = [_1’ 1]; Fﬁl(_1> = (—O0,0], Fﬁl((_lu 1)) = {O}, F71(1> = [07+OO)7 Y

(

(—00,0], y=-1
pg 2 O e

0,400), y=1

L0, y e R\ [-1,1].

Para dos conjuntos A, B C Y en un espacio vectorial Y, la suma de Minkowski y la
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multiplicacion escalar de conjuntos se definen por
A+B:={a+blac A be B}, MN:={Xla|a€ A}, NeR.

Sean X, Y y Z espacios de Banach y F': X ~» Y y G: X ~» Y dos multifunciones, las

multifunciones suma de F'+G y producto de un escalar A € R por F', A\F', son respectivamente
(F+G)(x) = F(2) + G(z), y (\F)(x):=\F(z).

Si otra multifuncién H es tal que H: Y ~~» Z, la composicion de 'y Hes Ho F' : X ~~ Z
definida por

(HoF)(x) =H(F(x))= |J H(y)={z€Z|Fx)nH (=) #0}.

yEF ()

En el caso de que F'y GG sean univaluadas, esto se reduce a la nocién usual de composicion
de funciones. Es claro que (Ho F)™' = F~1o H 1,

Ejemplo 1.2. Sea C C R" un conjunto convexo y cerrado. La multifuncion Ng : R™ ~» R"

cono normal a C' es definida por

{vGR”‘(v,y—x)SO, VyGC}, x € C,

ch:
) 0, ré¢C.

Dada una funcion convexa y diferenciable f : R™ — R. El conjunto argmin, . f(x) = {z €

C| f(z) < f(y), Yy € C} coincide con el conjunto solucion de la ecuacion generalizada
0 € Vf(z)+ Ne(z),
donde V f(x) € R™ es el gradiente de f en x. Es decir,
argmin, . f(z) = F71(0), donde F(x)=Vf(x)+ Nc(z)

Dada una multifuncién F': X ~» Y. Un problema importante (como en el Ejemplo 1.2 )
es

determinar Z tal que g€ F().

El conjunto solucién es F~(7), este, en general puede ser dificil de obtener, en tales ca-
sos, perturbaciones pueden dar informacion de la solucién deseada, es decir, puede ser til
estudiar el comportamiento de F'~'(y) cuando y estd cerca de y. La experiencia nos dice

que, para estudiar este tipo de problemas, eventualmente debemos tratar con las versiones
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multivaluadas de los teoremas de la funcién inversa e implicita.

Para comprender el comportamiento local de las multifunciones, es fundamental describir
cémo varian sus valores mediante nociones de convergencia de conjuntos, lo cual permite
caracterizar su continuidad y propiedades tipo Lipschitz. Estas extensiones (secuencias de
elementos a secuencias de conjuntos) fueron introducidos por Painlevé en 1902 bajo los
nombres de [limites superiores e inferiores de conjuntos. Luego fueron popularizados por
Kuratowski en su libro Topologie y por lo tanto, a menudo llamados limites inferior y superior
de Kuratowski de sucesiones de conjuntos. En este trabajo, los llamaremos limites inferior

y superior o cuando sea necesario limites inferior y superior de Painlevé-Kuratowski.

Sea (X, dy) un espacio métrico y un subconjunto K de X, la distancia de v € X a K es
dX(x7K> = yl/glf(dX<'r7y)

No es dificil mostrar que dx(z, K) = dx(z, K), donde K es la cerradura de K.

Sea (K,),,cy Una sucesion de subconjuntos de X . El limite superior de Painlevé-Kuratowski

de la sucesion K, es

limsup K, := {:c € X |liminfdx(z, K,) = O} (1.1)
n—r+00 n—+00
y
liminf K, := {Jj € X | lim dx(z,K,) = O} (1.2)
n——+00 n——+oo

es el limite inferior Painlevé-Kuratowski. Un conjunto K se dice que es el limite o conjunto
limite en el sentido de Painlevé-Kuratowski de la sucesion K, si

K =limsup K,, = liminf K, := lim K, (1.3)

n——+o0 n—-+oo n—-+oo

Se observa que el limite inferior de una sucesién de subconjuntos K, es el conjunto de
limites de sucesiones de elementos x,, € K, y el limite superior es el conjunto de puntos
de adherencia de tales secuencias. En consecuencia, ambos limites superior e inferior son

conjuntos cerrados. Note también que

liminf K,, C limsup K.

n—r+00 n—-+o00

Puesto que dx(z, K,) = dx (v, K,), los limites superiores e inferiores de la sucesiones K, y

K,, coinciden.
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Cuando K,, = {x,} es un singleton,

lim, o0 K, = {2}, si limy, . ioox, = .
liminf, o K, =0, si Alimg, . o T,

limsup,,_, o Kn = (Tn)nen,

donde (z,,)nen es el conjunto de puntos de adherencia de la sucesién de los x,,. Los limites
inferior y superior puede ser vacios, por ejemplo, considere la sucesién dada por K, =
[n, +00).

Ejemplo 1.3. Sea la sucesion K, dada por: K, = {—%} x [0,1] si n es par y K, =

{%} x [=1,0] si n es impar. Entonces

liminf K,, = {(0,0)} vy limsup K, = {0} x [—1,1].

KKy K K,

Figura 1.2: Visualizacion de la sucesion de conjuntos K, paran =1,...,8.

Ejemplo 1.4. Otros ejemplos
1. La sucesion de bolas By (y, pn) converge a By (z,p) cuando x, — x y p, — p.

2. Una sucesion de conjuntos C,, que alterna en dos cerrados diferentes: C,, = Dy cuando
n es impar y C,, = Do cuando n es par. Entonces D1 Dy es el limite inferior y DU Dy

es el limite superior. La sucesion no es convergente cuando Dy # Ds.

3. Considere la secuencia (K,)nen de subconjuntos de X tal que K,, C K,, para n > m.
Entonces,
Iim K,=()K,
M Ko =[] K

neN
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Propiedades y caracterizaciones relacionadas con limite inferior y superior de conjuntos

en el sentido de Painlevé-Kuratowski pueden ser encontradas en [2], [11] y en sus referencias.

Ademas de la convergencia de Painlevé-Kuratowski, existen otras nociones de convergen-
cia de conjuntos. Entre ellas, la convergencia de Pompeiu—Hausdorff resulta especialmente
relevante, ya que implica la convergencia de Painlevé-Kuratowski bajo hipétesis adecuadas.

Para subconjuntos C' y D del espacio métrico (X, dx), el exceso de C fuera de D es
definido por

ex(C, D) =supd(x, D) (1.4)

zeC
con la convencién de que e(C, @) = +oo, e((), D) = 0 cuando D # 0 y e((, D) = 400 en otro

caso. La figura 1.3 ilustra el exceso.

Figura 1.3: Tlustracion del exceso.
La distancia de Pompeiu-Hausdorff entre C'y D es
h(C,D) = max{ex(C,D),ex(D,C)} (1.5)

Cundo X es ademds un espacio vectorial, (1.4) y (1.5) pueden ser escritos de manera equi-

valente como

ex(C,D) =inf{r >0|C C D+ 7By, (0,1)}

h(C,D)=inf{r >0|C C D+7B4,(0,1), D CC+7B4(0,1)}.

Notemos que e(C, D) y h(C, D) no distinguen si C'y D son cerrados o abiertos, por ejemplo,
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para los intervalos C'= (0,1) y D = [0, 1] se comprueba facilmente que
ex(C,D)=0 y h(C,D)=0.

También, ex(C, D) y h(C, D) a veces pueden ser +0o0 cuando se se consideran conjuntos
no acotados, en particular, la distancia de Pompeiu—Hausdorff no constituye una métrica en el
espacio de subconjuntos cerrados no vacios de X, pero es una métrica sobre los subconjuntos
cerrados, acotados y no vacios de X.

Una sucesién de conjuntos { K, },72 se dice que converge con respecto a la distancia de

Pompeiu—Hausdorff hacia un conjunto K si K es cerrado y
h(K,,K) — 0 cuando n — +o0.

El conjunto limite (en el sentido Pompeiu-Hausdorff) K debe ser cerrado, esto garantiza la

unicidad del limite. Un ejemplo que ilustra este hecho es el siguiente, para cada n € N, sea
1 1
N E
n n

h(Kn,(0,1)) — 0 y h(K,,[0,1]) — 0 cuando n — +oo.

Entonces se tiene

De la definicién de la distancia de Pompeiu—Hausdorff se deduce que, si K, converge
a K, entonces el conjunto K debe ser no vacio, ya que la distancia de Hausdorff entre un
conjunto vacio y uno no vacio es infinita. Asimismo, solo un nimero finito de los conjuntos
K, pueden ser vacios, pues en caso contrario se tendria h(K,, K) = +oo para infinitos valores
de n, lo cual contradice a h(K,, K) — 0. Esto no ocurre en la convergencia en el sentido de

Painlevé-Kuratowski, por ejemplo, en R, considere la sucesién de conjuntos (K,),en

g, si n es par,
K, =
{n}, sin esimpar.

Entonces,
lim K, =liminf K,, = limsup K,, = &,

n—-4o00 n—-4o00 n——+oo

aunque infinitos conjuntos de la sucesién son vacios.
La relacion entre estas dos nociones de convergencia de conjuntos queda establecida en
el Teorema 3A.4 de [11]. Resumiéndolo, es este resultado se muestra que, para sucesiones

de conjuntos cerrados, la convergencia en el sentido de Pompeiu-Hausdorff implica la con-
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vergencia en el sentido de Painlevé-Kuratowski(con el mismo limite para ambas nociones).
Ademas, si se asume que la sucesion estd contenida en un subconjunto acotado, la reciproca
también es valida.

Cabe destacar que, cuando K, = {z,}, las nociones de convergencia de Pompeiu—-
Hausdorff y de Painlevé-Kuratowski se reducen a la convergencia usual de sucesiones en
espacios métricos. Esta observacién refleja el hecho bien conocido de que, en espacios métri-
cos, la continuidad de funciones esta intimamente ligada al comportamiento de las sucesiones.
De manera similar, esta relacion se presenta también en el contexto de las multifunciones.

Los conceptos semicontinuidad de aplicaciones multivaluadas fueron introducidos por
Bouligand, Kuratowski y Wilson a principios de los anos treinta. Una aplicacién multivaluada
F: X ~ Y se llama semicontinua superior en x € Dom F' si para cualquier vecindad U de
F(x), existe n > 0 tal que

F(2'yc U, Va' € By, (x,n).

Se dice que es semicontinua superior si lo es en todo punto de z € Dom F.

Notemos que esta definicion es una adaptacién natural de la definicién de funcién conti-
nua. Entonces, jpor qué se usa el adjetivo “semicontinua superior” en lugar de “continua”?,
una de las razones es que la caracterizacién de las funciones continuas(una funcién f es
continua en x si y solo si aplica sucesiones que convergen a x en sucesiones que convergen a
f(z)) ya no se cumple en el caso multivaluado.

En efecto, la version multivaluada de esta caracterizacion conduce a la siguiente definicién.
Una aplicacion multivaluada F' : X ~» Y se llama semicontinua inferior en x € Dom F' si
para todo y € F(x) y para toda sucesién x,, € Dom F' que converja a z, existe una sucesiéon
Yn € F(x,) que converge a y. Se dice que es semicontinua inferior si lo es en todo punto
x € Dom F'.

No es dificil verificar que la definicion secuencial de semicontinuidad inferior es equivalente
a: para todo subconjunto abierto U C Y tal que U N F(z) # 0,

In > 0 tal que Vo' € By, (z,n), F(2')NU # 0.

Se dice que una aplicaciéon multivaluada F' es continua en x si es semicontinua superior
y como semicontinua inferior en x, y que es continua si y solo si es continua en todo punto
de Dom F'.

Las propiedades de continuidad de una multifuncién F : X ~» Y, donde X e Y son
espacios métricos, pueden también caracterizarse mediante las siguientes nociones de limites.

Sea F': X ~» Y una aplicacién multivaluada, decimos que

limsup F(2') := {y €Y |liminfd(y, F(2")) = O}

T —z 1‘/—>F:lf
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es el limite superior de F(z') cuando 2’ — x, y que

liminf F(2') := {y eY | lim d(y, F(z')) = O}
' —x ' —rpx

es el limite inferior de F(z') cuando 2’ — z. Donde, la notacion @’ —p x significa que '
estd en Dom F' y converge a x.

Se observa que ambos, son cerrados y

liminf F(z') C F(x) C limsup F(z').
' —x 2 s
Se muestra en la Proposicién 1.4.7 de [2] que, un punto (x,y) pertenece a la clausura del

grafico de una aplicacion multivaluada F': X ~~ Y siy solo si

y € limsup F(2)

' —x

y F' es semicontinua inferior en € Dom(F) si y solo si

F(x) C liminf F(z").

' —x
Otra nocién de continuidad es la propiedad de ser Lipschitz. Para X e Y espacios vec-
toriales normados, se dice que F' : X ~» Y es Lipschitz alrededor de x € X si existen una

constante positiva £ y un entorno U C Dom F' de x tales que
Vay,xg € U, F(x1) C F(xg) + {||x1 — 22| Bay (0, 1).

En este caso, F' también se llama Lipschitz (o ¢-Lipschitz) sobre U.
Si se localiza también y en F(x), se dice que F es pseudo-Lipschitz alrededor de (x,y) €

Gph F' si existen una constante positiva £ y entornos U C Dom F' de x y V de y tales que
\V/LL’l,IQ EU, F(xl)ﬂVCF(x2)+€Hx1—xQHBdY(O,l).

La propiedad de ser pseudo-Lipschitz es equivalente reqularidad métrica la cual es un
tema central en este trabajo y serd definida y estudiada en el siguiente capitulo.
Los conceptos descritos en este capitulo pueden encontrarse en literatura referente a

andlisis en multifunciones, tales como [2], [10], [11], [15], [22] y algunas de sus referencias.
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Capitulo

Regularidad métrica

Dada una aplicacién multivaluada F': X ~» Y entre dos espacios métricos (X,dy) y

(Y, dy) y la ecuacién generalizada
y € F(x), (2.1)

en la cual, z € X es la incognita y y € Y es dado.

Un problema importante es el estudio de la estabilidad de las soluciones de (2.1), es decir,
.qué ocurre cuando perturbamos ligeramente y? en principio, al tratarse de una aplicaciéon
multivaluada sin ninguna propiedad adicional, la intuicién nos dice las soluciones de la nueva
ecuacion perturbada pueden ser muy ajenas a las soluciones de la ecuacién general. Nos
interesa entonces alguna propiedad sobre F' de tal forma que nos asegure que las soluciones
de la ecuacién perturbada no estén muy “lejos” de las soluciones de la ecuacién original, la

propiedad estdndar para tratar esta problematica es la regqularidad métrica.

Decimos que F' es métricamente reqular en (Z,y) € Gph F si existe £ > 0 y vecindades
U>zyV >ytal que

dx(z, F~'(y)) < ldy(y,F(z)), YeelU y VYyeV. (2.2)

El infimo de los ¢ sobre todas las combinaciones (¢,U, V') es llamado mddulo de regularidad
métrica de F alrededor de (Z,y) y denota por reg F'(Z, y). La ausencia de regularidad métrica
es indicada por reg F'(z,y) = +00

Cuando se fija y = ¢ y solo varia z, F' es llamada métricamente subreqular en (Z,7) €
Gph F.

Desde el punto de vista del andlisis numérico podemos interpretar: dados F'y y, si F' posee
la propiedad de ser métricamente regular, podemos estimar qué tan lejos estd un punto x
de ser una solucién de la ecuacion generalizada y € F(x), en términos del residuo d(y, F/(z))

que en teoria es conocido.

12



Capitulo 2. Regularidad métrica

A la izquierda de la Figura 2.11 se muestra una multifuncién que es métricamente regular
en (0,0), mientras que en la derecha se ilustra una multifuncién que no tiene la propiedad
en (0,0), pues, para valores positivos pequenos de y, el residuo dy (y, F'(0)) = y no aproxima

linealmente a la distancia del conjunto solucién de y € F'(x) al origen.

A A

Gph F
Gph F

- g >

¢
)

(a) F' es métricamente regular en (0,0) (b) F no es métricamente regular en (0, 0)

Figura 2.1: Regularidad métrica en el origen

El término “regularidad métrica” fue introducido por Borwein en [3] en 1986 pero su
origen podria remontarse al Teorema de la Aplicacion Abierta de Banach: para cualquier

aplicacion lineal acotada entre dos espacios de Banach L: X — Y, son equivalentes
(a) L es sobreyectiva,
(b) L es abierta;

(c) Existe k > 0 tal que para todo y € Y existe un z € X de modo que

y= Lz

x| < &llyl.
Notemos que (c), es equivalente a que existe una constante £ > 0 tal que
dx(0,L7"(y)) < &llyll

para todo y € Y. Donde dx es la distancia inducida por la norma de X.

Como L es lineal, entonces, para cualquier x € X se tiene que
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en efecto,

ze LNy~ L) & L(z) =y — L(z) & Lz +z) =y
sSz+rel Ny 2e Ll (y) -

Entonces,

dx(z, L7 (y) = IL7 (y) — @[l = | L7 (y — L(2))]
=dx(0, L7 (y — L(2))) < &lly — L(2)|| = rdy (y, L(2));

es decir,
dx (w, L (y)) < wdy (y, L(z)) (2.3)
paratodox € X,y €Y.

Por otro lado, vemos que en este caso la propiedad es global y el médulo de regularidad
no depende del punto y aprovechando (c) tenemos que

regL=if{xk >0 |VyeY,Jxr € X talque y=L(x)A|z| <xklyl} (2.4)

Para todo k > 0 que satisface (c), tomando z = 0 para todo y # 0 en la desigualdad
(2.3),
dx (0, L' (y))

K > ,
lyll
lo cual implica que
dx (0, L
K> sup dx(0.L(y)) = sup dx(0, L *(y)) = sup mf{||z||: y = L(z)} (2.5)
vervioy 1yl Iyl<1 Jyl=1
_ dx (0,.L"'(y))

Llamemos 7 = sup, ey (o} o, entonces

re s XOLTW) S dx(0.L(y))

> , Vyey,
yev\{0} ]l [yl

de donde se obtiene,
dx (0, L7 (y)) < rlyll, VyeY.

esto dice que r satisface (c) y por (2.5) es la menor constante con esta propiedad. Por lo
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tanto

L—l
reg L = sup dx(0. L (y)) = sup dx(0, L7 (y)) = sup mf{||z|: y = L(z)}.  (2.6)
yeY'\{0} [yl yll<1 lyll=1

Se deduce de (2.6) que si L es un isomorfismo, entonces
reg L = |L7Y.

Deducimos entonces que una aplicacion lineal continua es métricamente regular si y solo

si es abierta, si y solo si es sobreyectiva.

Se define la constante de Banach de un operador lineal y continuo L que actia entre dos

espacios de Banach X e Y como el niimero
C(L):=sup{r > 0:rB4,(0,1) C L(Ba,(0,1))} = mf{||y|l : v ¢ L(Ba,(0,1))}  (2.7)

Proposicién 2.1. Sean X eY dos espacios de Banach y L € L(X,Y), entonces reg L = ﬁ
con las convenciones % =400 Yy %o =0.

Demostracion. Si C(L) = 400 entonces, para todo n € N,
1
nBg, (0,1) C L(B4y(0,1)) = By, (0,1) C L (Ede(Ov 1)) .

Entonces, para todo y € Y con ||y|| = 1 existe € By, (0, 1) tal que y = L(z/n). De (2.6) se
deduce que

1 1
reg L = — sup inf{||z|: y = L(x)} < —.
T yl=1 n

Haciendo n — 400 tenemos que reg L. = 0.

Si C'(L) = 0 entonces L no es abierta, por consiguiente reg L = +00. Supongamos que
0<C(L) < +ooysear >0 tal que rBg, (0,1) C L(B4,(0,1)). Seay € Y \ {0}, entonces
er—” € 1Bq, (0,1) y esto implica que, existe u € By, (0,1) tal que TH:Z_H = L(u). Entonces,
existe x = ”f—” ~u tal que y = L(z) y

[yl

[yl 1
&4l , [ul] < , 7ﬁ”yH

Note que para y = 0 la desigualdad se satisface trivialmente, pues 0 = L(0). Por lo tanto,

tomado supremo sobre todos los r > 0 con la propiedad antes mencionada, tenemos

1
regl < - = C(L)-regL < 1.
T
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Reciprocamente, sea k > 0 tal que, para todo y € Y, existe x € X tal que y = L(x) y
1
lzll < kllyll = —llzll < llyll

Sea y € %BdY(O, 1), entonces existe v € By, (0,1) tal que y = %v; ademads, existe x € X
tal que
1
lzll < kllyll = & - —lloll <1,

es decir,

%de(o, 1) € L(Byy (0, 1)),

Entonces, % < C(L), tomando infimo sobre todos los k > 0 con la propiedad antes mencio-
nada, tenemos que reg L - C'(A) > 1.
]

Otra cosa que podemos mencionar es que, para un par de espacios de Banach X y Y y
sus duales X* y Y*, cualquier L € £(X,Y) tiene un adjunto L* € L(Y™*, X*) el cual es tal
que

(y*, Lz) = (L*y*, ) paratodoz € X, y* € Y,

donde (y*, Lz) denota a la evaluacién y*(Lx). Si ademds L es sobreyectiva, entonces L* es
inyectiva y |L*|| = || L||-
Proposicién 2.2. Bajo las condiciones y convensiones de la Proposicion 2.1,

1 —
regl

C(L) = mf{| L7y« fly"ll = 1}

Demostracion. Si'Y = {0} implica que reg L = 0; también implica que Y* = {0} y por lo
tanto el resultado es obvio ya que inf ) = +o00. Si L™ (y) = () para algin y € Y, entonces de
la ecuacién (2.6) se deduce que reg L = +00. Por otro lado, Im L es un subespacio propio de
Y y por el Corolario 1.8 de [4], existe y* € Y* tal que

(y",y) =0, VyelmlL,

lo que implica que
0= (y*y) = (y" Lx) = (L'y",z), VzrelX;

de donde se deduce que inf{||L*y*|| : ||y*|| = 1} = 0 y la igualdad se satisface.
Supongamos que Y es no nulo y denotemos por g > 0 al lado izquierdo de la ecuacion

en la proposicién. Sea y € Y tal que |ly|| = 1, entonces reg L > ||z|| para algin x € X con
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y = L(x). Sea y* € Y* con |ly*|| = 1, tenemos,
' y) =" Loy = (LY, o) = (" )| < |77 [l[l=l] < veg L - [[L7y"]),

esto implica que,

1=yl = ﬁlp (y*, y)| <regL- || Ly
yl|=1

Tomando infimo sobre todos los y* € Y* con ||y*|| = 1 tenemos que 1 < regL - 3.
Ademés, si reg L > 0 entonces L es abierta, es decir int L(By, (0,1)) # 0. Sea y ¢
L(Ba,(0,1)), entonces existe y* € Y* con |ly*|| = 1 tal que

(y*,y) = sup{(y",y) : y € L(Bay(0,1))} = sup{(y", Lz) : = € By, (0,1)}
=sup{(L*y",x) : x € By, (0,1)} = [|[L"y"|.

Entonces,
lyll = (v w) = IL7y7.

Tomando infimo sobre y ¢ L(By, (0, 1)), tenemos

1
=(C(A) =inf : L(B 1) > || L y*||.
g = O =ity y ¢ L(Bay(0,1) = L'
Tomando infimo sobre todos los y* € Y* con ||y*|| = 1 se obtiene la desigualdad deseada
regL-C(L) <1. O

La extension del teorema de la aplicacion abierta de Banach a aplicaciones no lineales y
multivaluadas se remonta a los trabajos de Lyusternik y Graves. En 1934, L.A. Lyusternik
publicé un resultado geométrico que establece que si una funcién f : X — Y es diferenciable
en el sentido de Fréchet en un entorno de un punto z donde f(z) = 0 y su derivada f'(z)
es continua y sobreyectiva, entonces el espacio tangente a f~!(0) en Z es exactamente el

conjunto afin z + ker f'(z). Es decir, para todo € > 0 existe § > 0 tal que
dx (x, [71(0)) < ell — |

siempre que = € (T + ker f/(Z)) y ||z — Z|| < 0.
En 1950, L. M. Graves obtuvo una generalizacién del resultado de Lyusternik, como

vemos a continuacion

Teorema 1 (Graves). Sean X,Y espacios de Banach y sea f una funcién continua de X
en Y, definida en la bola By, (Z,€) para algin ¢ > 0. Sea L € L(X,Y) y sea k la constante

correspondiente al item (c) del Teorema de la Aplicacion Abierta mencionada anteriormente.
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Supongamos que existe una constante 6 < k! tal que, para todo x1, x5 € By, (Z,¢), se

cumple
[ f(21) = f(w2) — L(z1 — 22)|| < G|zt — 22 (2.8)

Entonces, la ecuacion y = f(x) tiene una solucion v € By, (T,¢€) siempre que ||y — yol|| < ce,

donde f(Z) =yo yc=r"1—0.

La prueba puede seguirse en [9] y en [11]. Notemos que Graves no asume diferenciabilidad
sobre f. Si se asume que, para todo § > 0, existe € > 0 tal que la condicién (2.8) se satisface
para todo x1,x2 € By, (Z,¢), entonces L = f'(z) es la derivada estricta de f en z. La
diferenciabilidad estricta de f en Z implica que f es Lipschitz en un entorno de .

Entonces, del Teorema de Graves podemos deducir que: si f es estrictamente diferenciable
en Z y la derivada es sobreyectiva, entonces existen € > 0 y ¢ > 0 tales que, para todo y € Y

con ||y — f(Z)|| < ce, existe v € X tal que ||z — Z|| < ey y = f(x). En otras palabras,

Bay (f(7), ce) € f(Bax (7€), (2.9)

Mas generalmente, sean X y Y espacios de Banach, sea T € X ysea f : X — Y
una funcién estrictamente diferenciable en z. Supongamos que la derivada estricta f'(z)
es sobreyectiva. Entonces, por el Teorema de Graves, existe un entorno U de z donde (2.8)
ocurre para todo z1,x9 € U. Seax € U y 7 > 0 tal que By, (z,7) C U, como f satisface (2.8)

sobre By, (x,T), entonces
BdY (f(‘x)? CT) - f(de (IvT»v (21())

donde c =kt —6y ok < 1.

La propiedad (2.10) es mas fuerte que la propiedad de ser abierta en un punto, ya que es
uniforme con respecto a x en un entorno de z, con la misma constante ¢ para establecer una
relacién proporcional entre los tamanos de los entornos de z y f(z). Cuando una funcién f

satisface (2.10) se dice que f es abierta con tasa lineal alrededor de un punto.

Sea U el entorno de T para el cual el Teorema de Graves ocurre. Parax € Uy y € Y tal
que |ly — f(z)]] < e, donde ¢ y 7 son las constantes para las cuales (2.10) ocurre. Tomemos
7=c Yy — f(x)||, como 7 < T entonces (2.10) se cumple para 7.

Entonces y € By, (f(x),c7), y por (2.10), existe & € By, (z,7) tal que f(Z) = y. Luego,
dx(z, [T () < dx(2,2) <7 ="y — f(2)].

Es decir, para todo = € U y y cerca de f(x) se tiene

K
1—ko

dx(z, [~ (y)) < ly = f(@)]I (2.11)
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Capitulo 2. Regularidad métrica

Esto nos dice que la propiedad de ser abierta con tasa lineal alrededor de z implica la
propiedad de ser métricamente regular en z. Claramente la constante s en el Teorema de

Graves puede ser substituida por reg L.

Teorema 2 (Lusternik—Graves). Sea f: X — Y wuna aplicacion estrictamente diferenciable

en el sentido de Fréchet, y sea T € X. Entonces se cumple la igualdad
reg f(7) = reg f'(Z).
Por lo tanto, f es métricamente regular en T si y solo si f'(Z) es sobreyectiva.

Demostracion. Asuma que f es estrictamente diferenciable y f'(Z) es sobreyectiva, entonces
en el Teorema de Graves podemos tomar L = f'(z), lo que hace § = 0. Por otro lado,
de (2.11),

K
T) < = K.
rog f(7) < T = &
Por lo tanto,
reg f(z) < reg f'(Z).
Para la otra desigualdad, ver Theorem 1.12 de [15]. O

2.1. Algunas caracterizaciones de regularidad métrica.

En las lineas anteriores, queda bastante claro, la estrecha relacion de la regularidad
métrica con las propiedades de sobreyectividad y la de ser abierta con tasa lineal, para
el caso de funciones y aplicaciones lineales acotadas. En esta seccion estudiaremos estas
relaciones en el contexto de multifunciones, ademés relacionaremos regularidad métrica con
propiedades del tipo Lipszchitz. En lo sucesivo, consideraremos aplicaciones multivaluadas

cerradas, a menos que se indique lo contrario.

Definicién 2.1. Una multifuncion F': X ~ Y cerrada es pseudo-Lipschitz o tiene la
propiedad de Aubin en (z,y) € Gph F' si existen { > 0, vecindades U de T y V de y tal
que

e(F(z) NV, F(x") </t||lx —2'||, para todo x,2" € U. (2.12)

La propiedad de ser pseudo Lipschitz puede ser identificada por el médulo de Lipschitz
definido por
lip F(z,y) = inf{l: existen U,V tal que (2.12) ocurre} (2.13)

La ausencia la propiedad de Aubin es indicada por lip F(Z,y) = +oc.
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2.1. Algunas caracterizaciones de regularidad métrica.

Si F' es univaluda (es una funcién), la propiedad pseudo Lipschitz es equivalente a ser

Lipszchitz sobre U y lip F(z,y) es el médulo de Lipszchitz usual de F'.

Definicién 2.2. Se dice que una multifuncion cerrada F : X ~»Y es linealmente abierta
o abierta con tasa lineal o tiene la propiedad de cubrimiento lineal en (z,y) cuando

y € F(Z) y existen constantes positivas £, § y hqy tales que

de(y? h) - F(de(x7€h))7 Vh e [Oa hO] Y ‘v’(az,y) S GphF N (de(i‘75) X de(ga 6))
(2.14)

La siguiente proposicion da otra forma de definir la propiedad de cubrimiento lineal.

Proposicion 2.3. F: X ~ Y es linealmente abierta si y solo si existe una constante k > 0

junto con vecindades U de Tz y V' de y tales que
Ba, (y,h) NV C F(Bay (x,kh)), V(z,y) € Gph F N (U x V), Vh > 0. (2.15)

Demostracion. Asumamos la Definicién 2.2. Tomemos k = ¢, U = By, (Z,0) y V = By, (¢, 9).
Si h < hy, para todo (z,y) € Gph FFn (U x V),

Bay (y,h) NV C Bay (y, h) C F(Bay (z, £h)),

entonces (2.15) ocurre.
Para h > hg, tomemos k = ¢, U = By, (:7:,6%1) y V = By, (7, %1) Entonces

VC BdY(y7h>7 Vyev,

en efecto, para cualquier y/ € V

he h
WMMSWW@+®@MS3+§=%<U

Como % < hg, de la Definicién 2.2 se sigue que

v o (5.2) < 7 (5 (62)).

Ademas, para todo z € U,

h
Bay <i, /<550> C By, (x,kh),
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Capitulo 2. Regularidad métrica

pues, para cualquier 2’ € By, (:E, m%),

h h
dx(2',x) <dx(2',z) + dx(Z,z) < H?O + K?O = kho < Kh.

Luego, para cualquier (z,y) € Gph FF N (U x V),

&J%MHV:VCF(&XGW%v)CF@WQWM)

Por lo tanto, tomando k = ¢, U = By, (Z,a) y V = By, (7,b), donde a = min{s, (%} y
b =min{d, 22}; obtenemos (2.15).

Reciprocamente, asumamos (2.15). Existen constantes positivas a y b tal que By, (Z,a) C
Uy Bg,(y,b) CV. Tome { =k, 0 <0 < min{%,g} y hg < 6.

Para cualesquiera (z,y) € Gph F' N (Byy (Z,d) X Bay, (4,6)) v h € [0, ho], se tiene que
Bay, (y,h) C V', pues para todo y' € Bg, (y, h),

dy (Y, ) < dy(y,y) +dy(y,5) Sh+5<hg+5 <25 <b.
Luego, de (2.15) se sigue que
Ba, (y,h) = Ba, (y,h) NV C F(Bay (x, (h)).

]

En el siguiente teorema se establece la equivalencia entre regularidad métrica, propiedad

de Aubin y la propiedad de ser linealmente abierta.

Teorema 3. Sea F': X ~»Y cerrada y una constante { > 0, las siguientes propiedades con

respecto a (Z,y) € Gph F son equivalentes:

(a) F es métricamente reqular en (Z,y) con constante /.
(b) F~! tiene la propiedad de Aubin en (y,T) con constante (.
(c) F es linealmente abierta en (Z,y) con constante (.

Para la prueba del teorema necesitamos de los siguientes lemas.

Lema 2.1. Si F' es métricamente regular en (z,y) con constante {, vecindades U y V,
entonces, F~(y) # 0 para todo y € V.

Demostracion. De la definicion,

dx(z, F ' (y)) < ldy(y,F(z)), Yz eU y VyeV
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2.1. Algunas caracterizaciones de regularidad métrica.

Tome x = T y supongamos que Ffl(y) =0 apara algun y € V, entonces
+00 = dx(z,0) = dx(z, F(y) < ldy(y, F(z)).

Como dy (y, F(Z)) < 400 se concluye que ¢ = +o0 lo cual es una contradiccion. O

Lema 2.2. Si F' es pseudo-Lipschitz en (Z,y) con constante ¢, vecindades U y V', entonces,
FYy)UU # 0 para todoy € V.

Demostracion. Seguir el mismo argumento dado en la prueba del Lema 2.1. O

Demostracién del Teorema 3. Asumamos (a) con £ > 0, U y V. Por el Lema 2.1, F~!(y) # 0
para cualquier y € V, entonces V' C dom F~!. Ahora, sean y,y’ € V, entonces, F~!(y) # 0
ysi F71(y)NU = 0, el lado izquierdo de la desigualdad en (2.12) es cero, por lo que (b) se
cumple automdticamente. Si no, sea x € U tal que 3y € F(x). Aplicando (a) con este par z

y Yy tenemos

dx(x, F~'(y)) < ldy(y, F(x)) < ldy(y,y') =y — /|,

tomando el supremo en el lado izquierdo con respecto a x € F~1(y/) N U,

sup  dx(z, F'(y)) < Ly — v,
zeF~1(yNU

es decir
e(F 'y )NUF ' (y) <y -,

obtenemos (b).
Supongamos que ocurre (b). Es decir, existe vecindades U de z y V' de g tal que apara
todo y,y € V,
e(F () NU F () <ty =1,

Seah >0y (x,y) € Gph FN(U x V). Del Lema 2.2, para cualquier 3 € By, (y, h) NV existe
' € U tal que y' € F(2'). Es suficiente mostrar que «’ € By, (z,¢h). En efecto,

dx(',2) < e(F'(y)NU,F ' (y)) < llly — || < th.

Por lo tanto
Ba, (y,h) NV C F(Bgy(x,th)), V(x,y) € Gph FN (U x V), Vh >0,

y asi, (¢) ocurre.
Asumamos (c). Supongamos que F~!(y) # () para todo y € V, caso contrario, (c) implica

que podemos reducir V' con tal propésito. Sean x € U, y € V. Si F(x) = (), entonces,
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Capitulo 2. Regularidad métrica

dy(y, F(xz)) = +o0; lo cual implica que la desigualdad (2.2) se cumple trivialmente. Si
F(z) # 0,tomey’ € F(x).Siy =y entonces dx(z, F~(y)) = dy(y, F(x)) = 0, cumpliéndose

(2.2). Caso contrario sea r = dy (y,y’) > 0, notemos que (c¢) implica que
By, (y,7) NV C F(Bgy (z,0r)).
Entonces existe 2’ € By, (z, ¢r) tal que y € F(2'). Luego,
dx(z, F ' (y)) < dx(z,2") < r = ldy(y,9).
Tomando infimo respecto a todo 3’ € F(z), tenemos la desigualdad deseada

dx(z, F~H(y)) < ldy(y, F(x)).

2.2. Regularidad métrica y derivada grafica.

En esta seccion se estudia la generalizacion del Teorema de Lusternik-Graves en el con-
texto de multifunciones. Para esto se necesita la nocién de derivada de una multifuncion.
Este concepto es conocido, ver por ejemplo [2] y [11]. La nocién de derivada de una multina-
cién se establece aprovechando la naturaleza geométrica de la derivada de una funcién, Sea

f: X — Y una funcién diferenciable en x con derivada f'(x) : X — Y. Entonces,
(u,v) € Gph f'(z) <= (u,v) € Tgpns(z, f(2)).

En otras palabras, la derivada esta completamente representada geométricamente por el cono
tangente al conjunto Gph f en el punto (x, f(z)). De hecho, la diferenciabilidad es, de cierta

forma, equivalente a que Tgpn ¢(z, f(2)) resulte ser el grafico de una aplicacién lineal.

Adoptando esta caracterizacion de diferencibilidad se define la derivada de una multifun-

cién.

Definicién 2.3. Sea F': X ~» Y una multifuncion (no necesariamente cerrada). La derivada
grdfica de F en (Z,y) € Gph F' es la multifuncion DF(Z,y) : X ~Y cuyo grdfico es el con
tangente al Gph F' en (Z,y). Esto es

CAS DF({Z’,@)U A (U,U) S TGphF(j>g)' (216)
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2.2. Regularidad métrica y derivada grafica.

La derivada grdfica convexificada D**F(x,y) de F en (x,y) es definida por
veDYF(x,y)(u) <= (u,v) € clcoTgpnr(z,y),

donde clco denota la envoltura convexa cerrada.

La Figura 2.2 muestra la interpretacién geométrica de la derivada grafica. Notase que la
derivada gréafica de I’ depende de la nocién de cono tangente. En el sentido de Boulingand,
la derivada grafica de F' es llamada derivada grdfica contingente o derivada contingente. En

este sentido tenemos,

v€ DF(z,9)u < (u,v) € Topnr(Z, 7).
Existen sucesiones t,, | 0, u, = u, v, = v
tal que § + t,v, € F(Z + t,uy,).

Dado que la diferenciacién grafica esta definida mediante graficos de las aplicaciones, y el

grafico de una funcion se convierte en el de su inversa al intercambiar las variables, tenemos

1

D(Fil)(yw%') = (DF<:U7Z/))_ :

DF(z,y)

\ 4
A
\/

S| B

(a) Gréfico de F (b) Derivada grafica de F' en (Z,7)
Figura 2.2: Figura de Gph F'y DF (%, %)

Proposiciéon 2.4 (Regla de la suma, ver [11]). Para una funcion f : R" — R™ que es

diferenciable en x, una aplicacion multivaluada F : R™ ~~ R™ y cualquier y € F(x), se tiene

D(f+ F)(x, f(z) +y) = Df(x) + DF(z,y).

Demostracién. Siv € D(f + F)(z, f(z) 4+ y)(u), entonces existen sucesiones 7, — 0, uy — u
y v — v tales que
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Capitulo 2. Regularidad métrica

f(x) +y— f(z + meug) + To, € F(x + Thu)  para todo k.

Usando la definicion de derivada para f, obtenemos

Y+ (=D f(z)u+ i) + o(7x) € F(x + mup,).

Por lo tanto, aplicando la definiciéon de la derivada grafica, se concluye que

ve Df(x)u+ DF(z,y)(u).
Para la otra implicacién, siv—D f(x)u € DF (z,y)(u), entonces existen sucesiones 7, — 0,
up — uy wy — v — Df(x)u tales que
Y+ mewg € F(x + moug).

Nuevamente, por la diferenciabilidad de f, se tiene

y + f(x) + mhv + o(i) € (f + F)(z + mu),

donde vy, = wy, + D f(x)uy, lo que implica que

ve D(f+ F)(x, f(x) +y)(u).
[l

Ejemplo 2.1 ([11]). Considere para una funcion f : R" — R™ diferenciable, un conjunto
D C R™ y la multifuncion F : R™ ~ R™

Sea (z,y) € Gph F'. Entonces, se tiene

DF(z | y)(u) = Df(Z)u = To(f(Z) - 9).

En efecto, aplicando la regla de la suma al caso de una aplicacion constante F' = —D,
para la cual la definicion de la derivada grdfica da DF (x| z) = T_p(z) = —Tp(—=2).
Un caso especial, cuando D = R® x {0}™% con f = (f1,..., fm), para y = (Y1, .., Ym)

la ecuacion y € F(x) toma la forma

<wy, parai=1,...,s,
fi(z)

=y; parat=s+1,....,m.

Victor Lopez Mego 25



2.2. Regularidad métrica y derivada grafica.

Se deduce entonces que un vector v = (vy,...,vy) estd en DF(x,y)(u) si y solo si

v /() <w; parai € [1,s] con fi(x) =y,

=wv; parat=s-+1,...,m.

Se dice que una multifuncion H : X ~» Y es positivamente homogénea si Gph H es
un cono, es decir 0 € H(0) y H(Ax) = AH(z) para todo A > 0. Entonces DF(x,y) es

positivamente homogénea, es decir
0€ DF(z,y)(0) v DF(x,y)(Au) = ADF(x,y)(u) paratodou e X y A>0.

Para obtener informacién cuantitativa de una multifuncion, se hace necesaria la nocion

de norma de una multifuncién

Definicién 2.4. Sea H : X ~ Y, se define la norma interior y norma exterior de H

respectivamente por

[HZ]I” = sup fnf Jlyl, y [H|" = sup sup [y].
e <1 9€H (@) Izl <1yeH ()
Con la convencion inf e ||ly[| = +o00 y sup,p [|y|| = —oc.
Note que para un operador lineal acotado H, ||H||~ = ||H||T = ||H||. Pero en general,

las normas interior y exterior no satisfacen la definicion de norma como tal, ya que las
aplicaciones multivaluadas ni siquiera forman un espacio vectorial.
De la definicién se sigue que, si Dom H = X entonces ||H||" > ||H||~. Si Dom H # X la

desigualdad puede fallar, tal como lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 2.2. Considere H : R? ~ R definida por

1, six; >0,
F(I‘l,l‘g) =
0, en otro caso.

Entonces de la definicion, infycp—10) ||y]| = infycp ||lyl| = +00 lo que implica que || H||~ = oo.
Por otro lado, ||H||* = 1.

Observe que de las convenciones sobre el conjunto vacid, se sigue que |[H||~ < +oo

entonces Dom H = X, es decir

|HY™ < +oo= H(X) =Y.
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Capitulo 2. Regularidad métrica

Cuando H es una aplicacién lineal que actia entre espacios de dimension finita, la
interpretacion de las normas interior y exterior es mas sencilla. Para la aplicacién lineal
L :R" — R™ y su matriz asociada A.

» Si m < n, entonces ||L7!|T = +oo. L es sobreyectiva si y solo si ||[L7!]7 < +oc.
Ademas,
IL7H™ = AT (AAT) .
™

» Sin <m, entonces |L7}|” = +oo. L es inyectiva si y solo si ||[L7}|* < +o0o. Ademés,

IL=H" = (AT A)T AT

» Sim =n, Lesbiyectivay |[L7||” = ||[L7'|" = ||L7!||. Ademds, las normas son finitas

(IL7Y|| < +o0) si y solo si A es no singular.

A continuacién se establece el criterio de derivada grafica para regularidad métrica. El
teorema enunciado aqui es el principal resultado de [8], omitimos la prueba de este, el teorema

para el caso en dimensién finita se encuentra en el Capitulo 4 en [11].
Teorema 4. Sea ' : X ~~ Y de grdfico es localmente cerrado en (z,y) € Gph F'. Entonces

reg F(Z,7) < lmsup |DF(z,y)~"|", (2.17)

y por lo tanto, F' es métricamente reqular en (Z,7) si el lado derecho de (2.17) es finito.

Si X tiene dimension finita, entonces

reg F'(7,7) = limsup ||DF(z,y)7'|, (2.18)

(z,y)—(Z,7)
(z,y)€Gph F

y por lo tanto, F' es métricamente reqular en (Z,y) si y solo si el lado derecho de (2.18) es

finito. Mds aun si X eY tienen dimension finita se tiene

reg F(z,9) = limsup |[DF*(z,y)~"|".
(i

Sea la ecuacién generalizada

0 € G(p, ),

Considere G : P x X ~~ Y, donde P es un espacio métrico, x € X es la variable que se busca

encontrar y p € P es un parametro. Denotemos por S : P ~» X la aplicacion de solucion,
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2.2. Regularidad métrica y derivada grafica.

que asocia a un valor p el conjunto de soluciones
S(p) :={r € X | G(p,x) > 0}.

La derivada grdfica parcial de G respecto a x se denota por D,G(p,x | y) y se define
como la derivada grafica de la aplicacion = — G(p, z), manteniendo p fijo.

El teorema y demostracién que siguen son una transcripcién directa de [8]. Este resultado
establece que si la derivada grafica parcial de G respecto a x es acotada, entonces G es

métricamente regular.

Teorema 5 (Teorema de la multifuncién implicita). Consideremos la multifuncion G : P X
X ~Y yun punto (p,z,0) € Gph G tal que el grdafico de G es localmente cerrado alrededor
de (p,z,0) y la funcion p — d(0,G(p, T)) es semicontinua superior en p. Entonces, para todo

escalar positivo ¢ que satisface

limsup |[D.G(p,x [ y)~'[I” <ec (2.19)

(p,7,y)—(P,7,0)
(p,z,y)€GPh G

existen vecindades V de p y U de T tales que
d(x,5(p)) < d(0,G(p,x)) paraz €U ype V.
Demostracion. En el espacio producto Z := X X Y consideramos la norma

I, )| := max||z]], cl|y[]}-

Lo que sigue convierte a (Z, |||-|||) en un espacio de Banach, y en el espacio P x Z introducimos

la métrica

o((p,2), (¢, w)) = max{p(p,q), |||z — wl|[}, parap,q€ P, z,w € Z,

donde p representa la métrica en P.

Una constante c¢ satisface (2.19) si y solo si existe n > 0 tal que,

Y(p,z,y) € GphG, con o((p,z,y), (P, 7,0)) < 3n,

2.20
v VoeY, 3ueDGlpz|y) (o) con Ju] < . (2:20)

Podemos elegir n tan pequenio como fuere necesario para que Gph G N B,((p, z,0), 3n) sea
cerrado.Tomemos € > 0 tal que
ce < 1. (2.21)
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Probaremos el siguiente lema que es pieza clave para la demostracion del teorema.

Lema 2.3. Paran y e que satisfacen (2.20) y (2.21), tome cualquier (p,w,v) € Gph G con
(p,w,v) € B,((p,%,0),n) y cualquier s, 0 < s < en. Entonces, para todo y' € Bg, (v,s),
existe & tal que (p,z,y") € GphG y

) 1
12 = wll < Zlly" = vl (2.22)

Demostracion. Sea (p,w,v) € Gph Gy stalque 0 < s < en. Dado que Gph GNB,((p, z,0), 3n)
es cerrado,
By :={(z,y) | (p,z,y) € Gph G N B,((p,7,0),3n)} C X x Y

equipado con la métrica inducida por la norma ||| - |||, es un espacio métrico completo. Para

y' € Bg, (v, s), la funcién V, : E, — R definida por
Vo(,y) == lly" = yll
es continua en su dominio £, pues

Vo(z,y) = Volan,y)| = Iy =yl = [ = wnlll < ly —wll
para todo (z,y), (z1,y1) € E,.
Aplicamos el principio variacional de Ekeland a V), para (z,y) cerca de (w,v) y el € elegido
en (2.21). Entonces existe (#,7) € E, tal que
(1) Vo2, 9) +elll(w,v) = (&, 9)|]] < Vy(w,v).

(if) Para todo (x,y) € Ej, se tiene que, V, (%, ) < Vy(2,y) + ¢l[|(2,y) — (&, 9)Il]

Usando la definicién de V,, en (i) Y (ii) obtenemos

ly" =9l +elll(w, v) = @ )l < [ly = vl (2.23)
y
1y = all < 1y =yl +elll(z,y) = @& DI, V(z,y) € E,. (2.24)
De (2.23), se deduce
A A / Ao~ 1 /
ellllw, v) = @ DI <y = vil = [ll(w,v) = @ DI < Zlly =l (2.25)
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Como y' € By, (v, s) tenemos que

Il v) = @9l < =

Dado que (p,w,v) € Gph G N B,((p, 7, 0),n),

o((p.2.9). (.7.0)) < o((p.2.5). (p.0.0)) + o ((p.0,v). (7, 7,0))
<n+lllw.r) ~ @l <n+ - <.

Por lo tanto, (p,z,y) € GphG con o((p,z,0), (p,2,9)) < 27, y entonces (2.20) implica

que existe u € X tal que
v =9€D.Gp. & |g)(u) v ull <clly =l (2.26)

De la definicién de la derivada gréfica parcial, existen sucesiones ¢, | 0, u, = uy v, =y —9
tales que
U+ tyu, € G(p, & + tyu,) paratodon € N,

lo que significa que, para n suficientemente grande, (& + t,,u,,§ + t,v,) € E,. Ahora, si

sustituimos (Z + t,up, ¥ + t,v,) en (2.24), obtenemos

1y =9l < Ny — (@ + tavn) | +el[[(Z + tatin, § + tava) — (2, 9)|[].
< ||(y, —7) — thtn +tn(y/ - @) - tn(?/ - ?))H +5tn|||(umvn)|||
< (A=t )Y = Gl + tallve — (" — DI + et ] (wn, va)]]-

Restando términos comunes y dividiendo por ¢, tenemos que

ly" = 9l < el (um, va) 1] + [l = (" = D).

Luego, cuando n — 400

ly" = 9l < elll(u, y" = DI

Por lo tanto, de la segunda relacion en (2.26), concluimos que
1y — 9l < eclly’ — 9l
Como ec < 1, finalmente obtenemos que 3y’ = g. Entonces, de (2.25)

) o 1
lo =2l < [ll(w,v) = @ DIl < Zlly" vl
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se obtiene lo deseado. O

Para continuar con la prueba del Teorema 5, fijemos s € (0,en/2]. Dado que la funcién

p+— dy(0,G(p,T)) es semicontinua superior en p, existe § > 0 tal que
dy(0,G(p, 7)) < g, para todo p € B,(p,9). (2.27)

Note que ¢ puede tomarse tan pequenio como se desee, considere § < s/e. Para p que satisface

(2.27), por definicién de distancia y de infimo, existe y € Y tal que y € G(p, Z) con
_ s
lyll < d(0,G(p, 7)) + 5 < s.
Note que,

/ _ , , S S
o((p,2.y). (5,2.0)) = mioc{p(p. p)llyl}} < mie {8, es} < mx {,es} = 2 <

Entonces, aplicando el Lema 2.3 con s, ¥ = 0y (p,w,v) = (p,Z,y) obtenemos & tal que
(p,2,0) € GphG; es decir, 2 € S(p). Ademds, de (2.22) con w = 7, tenemos que & €
Bay (7, 5/2).

Consideremos V := ép(ﬁ, 9), U = l%’dx(i", sfe)yseanpeVyzel.

Si dy(0,G(p,z)) > 2s, acabamos de mostrar que existe & € S(p) con & € E?dx (z,s/e);

entonces,

dX(I7 S(p))

IN

-zl < ||z — 2| + [z — 7

B

dx(z,5(p))
25
€

+|
<

IN

dy (0,G(p,x)). (2.28)

o | =

S
-+
3

o | ®»

Si por el contrario, dy(0,G(p,z)) < 2s, por definicién de distancia y de infimo, para

v > 0 suficientemente pequeno, podemos encontrar ¥, € G(p,x) tal que
19511 < dy (0, G(p, @) + v < 2s.

Entonces,

£
cllyy Il < 2es < 20777 <,

y, por lo tanto, (p,z,y,) € GphG es tal que

a((p, 7, yy), (9,7,0)) <.

Aplicando el Lema 2.3 para (p,w,v) = (p,z,y,), ¥ =0y 2s en lugar de s, existe &, € S(p)
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tal que
R 1
lz =251l < gl
Entonces, por la eleccion de .,

dx (e, S) < o = 3] < s | < (e (0, Glp2)) +7),

por lo que

™ | =

dx(z,5(p)) < = (dy(0,G(p,x)) + 7).

Haciendo v — 0, obtenemos

dx(z, S(p)) < %dy((), Gp. 7). (2.29)

Dado que 1/e puede acercarse arbitrariamente a ¢, entonces (2.28) y (2.29) nos dan la
desigualdad deseada para todope V yz e U.
[l

Note que, el Teorema 4 es una generalizacion del Teorema de Lyusternik-Graves que
fue enunciado en la parte final de la secciéon anterior para el caso de funciones. Se usa este
resultado para probar la equivalencia entre regularidad métrica y la condicién de calificacion

de Mangasarian-Fromovitz, [8].

2.3. Regularidad métrica y variaciéon contingente

En esta secciéon se estudia una caracterizacion de regularidad métrica mediante variacio-
nes, las cuales miden el cambio infinitesimal de un aplicaciéon multivaluada. Los conceptos
y resultados de esta seccién fueron mostrados en [13] y [14], referencias que se recomiendan
seguir para tener un panorama mas amplio sobre estos temas y sus conexiones.

En esta seccion, consideramos espacios de Banach X y Y condy = || - || y dy = || - || que

son las distancias inducidas por las normas de X y Y respectivamente.

Definicién 2.5. Sea F': X ~~ Y una multifuncion y (z,y) € GphF. La variacion contin-

gente de F' en (Z,7) se define como

F -
Fﬁl (fa @) = lim sup <BdX (SL’, h)) Y
h—0+ h

Y

donde lim sup denota el limite superior en el sentido de Painlevé-Kuratowski.

32 Victor Lopez Mego



Capitulo 2. Regularidad métrica

Desde la definicién del limite superior en el sentido de Painlevé-Kuratowski, se tiene que
v € F*(Z,y) si y solo si existen sucesiones h, — 07, v, — v y v, € By, (0,1) tales que
U+ hpyn € F(Z + hyvy).

De la definicién se deduce que F*(z,y) es subconjunto cerrado de Y pues es limite de
secuencias.

Sea f: X — Y una funcion, z € X.

= Si f diferenciable en el sentido de Gateaux == f'(z)(Bq,(0,1)) C f*(x).

= Si f diferenciable en el sentido de Fréchet = f*(x) = f/(z)(Ba, (0,1)).
Ejemplo 2.3. Para f(z) = 23 se tiene que f*(0) =0 y f*(x) = [-322, 32?] cuando z # 0.

El teorema a continuacién establece una caracterizacién de la regularidad métrica en
términos de la variacion contingente. Presentamos la version unificada de los resultados de
H. Frankowska, adaptada a nuestra notacién.

Para la prueba, necesitamos del principio variacional de Ekeland, que es una herramienta
clave en andlisis y optimizacion: Sea (E, dg) un espacio métrico completo, f : E — RU{+o00}
una funcién semicontinua inferior y acotada inferiormente. Sea € > 0 y un punto u € X dado

tal que f(u) < infg f + e. Entonces, para todo o > 0, existe un punto v € E tal que:

(i) f(v) < f(u)

(ii) dg(u,v) < «a
(iii) f(v) = Sdp(v,w) < f(w) Yw #v.

Teorema 6 ([13], [14]). Sea F': X ~Y una multifuncion cerrada y (Z,y) € Gph F. Enton-
ces, F' es métricamente reqular en (Z,7) con constante p~' > 0 si y solo si existe § > 0, tal
que

pBg, (0,1) C N FY (2, y).

(x:y)e Gph FanX (5’5) Xde (g76)

Demostracion. De la Proposicién 3, es suficiente mostrar que existen hg > 0y 6 > 0 tal que,
para todo (z,y) € Gph F' N By, (Z,8) X Ba, (,6),

Bay (y,h) € F (Bay (z,p7'h)) . Vh € [0, hl.

Tomemos 6 = §/2y 0 < hg < min{d/4,p5/2}. Sea (x,y) € Gph F N By, (7,6) x Ba, (¥,0),
0<h<hoyy €Bs (uh).

Sea A > 0 tal que ¢/ Eédy (v, 1%\), entonces |y — ¢'[|[(1 + A) < h. En consecuencia,
podemos elegir 0 < 6§ < 1 tal que ||y — /[|(1 + \) = 62h.
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Consideremos el espacio E = Gph F'N(B(x,p 'h) x Y), el cual es cerrado y por lo tanto
completo con la métrica dg((z,y),(Z,7)) = pllz — Z|| + M|y — 7|, v la funcién continua
acotada por debajo f(z,y) = ||y — y|| sobre E.

Note que (z,y) y fi—}f\ > () satisfacen la hipodtesis del principio variacional de Ekeland, es
decir o, 62

< inf —
T S W+

puesto que infg(f) > 0. Entonces para 0h > 0, existe (¢, z) € E tal que

fxy) =y —yll =

(i) f(t,2) < flz,y)
(i) de((z,y), (¢ 2)) < Oh,

(iii) Para todo (Z,9) € E, f(t,2) < f(z,9) + 1_;L)\cl];((gi’,gj) ,(t, 2)).

De (i), uno tiene ||z —¢/|| < h < §/4. Entonces,

lz=gll < llz=yII+1ly =yl +lly — vl
< 0/4+6/446/2 =0,
es decir, z € intBy, (v, ).

De (ii), pdx(t,z) < dg((x,y), (t,2)) < 0h < h; entonces dx(t,z) < p~*hy
dx(t,7) < dx(t,z) +dx(z,7) < p 'h+06 <5/2+6/2=6

es decir, t € intBy, (7, 0).

Si z = ¢/, no hay nada méas que probar. Supongamos que z # ¢/, entonces tomemos w
dado por
s

==Y 1
w = 'OHZ -y € pBay, (0,1) C F*(t, 2).

Entonces, existen sucesiones h; — 07 y w; — w tal que z + hyw; € F(Bqy, (t,h;)). Para i
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grande, aplicando (iii) en z + h;w; € F(t + h;u;) , donde u; € By, (0,1), tenemos

! / 9
Iy =zl < |y — 2z — haw;|| + — (pdx (t + hiui, t) + X ||z + haw; — 2]])

14+ A
0
< Y =2 = hawl| + T (phi + Ahi||lwl] + Ahsllw — wi])
O\h;
< Y-zl hi(w — w; Ophi ~[lw —w;
< Y =z = haw|| + [|hi(w — wi) || + Op +1+>\||w wi
/ 2=y
< Y — 2= hip—— || + 2hillw — willg, + Oph;
ly" — |
hi
= = o (1 ) 2 — i+ O
Iy — =]

= |y — 2l = hip + 2hsl|w — wi|| + Oph,.

Entonces, ph; < hi|jw — w;|| + 0ph;. Dividiendo por h;p y haciendo i — +oo tenemos que
6 > 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, z = /.

Reciprocamente, fijamos p > 0 tal que reg F(:Z’,gj) < %. Entoonces, para cada Op’ € (0,p)
existe § > 0 tal que para todo (x,y) € Graph F' N (By, (Z,0) X Bay, (9,9)) v ¢ € Ba, (9, 9).

- 1
d(z, F7H(y)) < ;Hy — |

Tomamos (z,y) € Graph FN(By, (z,

Z,0)x By, (7,0)) y0 < h < % suficientemente pequenio
de tal manera que By, (y, hp') C l%dy (g,9). Entonces, para cualquier v € édy (0,1),

_ 1
d(x, F~'(y + hp'v)) < ;Hy — (y+hp'v)|| <h.
Esto implica que

F(Bax (2,h)) =y
h

y+ hp'v € F(Byy(z,h) = pve

En consecuencia, p'édy(o, 1) C F*(z,y). Dado que Fi(x,y) es cerrado, esto implica que
p/BdY(O7 1) - Ful(xyy)' [

Este criterio es mas fuerte que el criterio con derivada grafica establecida en la seccion
anterior. La relacién entre derivada grafica y variacién contingente y la relacion entre estos
criterios para regularidad métrica puede seguirse principalmente en [13] y [14].

2.4. Regularidad bi-métrica

Sea 2 C R™ un conjunto medible y sea d € N. Recordemos los espacios de funciones:
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= LY RY) = {f : Q) — RY ‘ f es medible y /||f(t)||dt < —I—oo}7 es el espacio de
Q

funciones modulo integrables que provisto de la norma

1 flls = / LF()]]de.

es un espacio de Banach.

s L(Q;RY) = {f :Q = RY

f es medible y esssup || f(t)]| < —i—oo}, es el espacio de
teQ

las funciones esencialmente acotadas que provisto de la norma
[fllLee := esssup || f(£)]].
teQ
es un espacio de Banach.

= Whe(Q;RY) = {f : Q0 — RY ‘ f.f e ]L‘X’(Q;]Rd)}, es el espacio de Sobolev de las
funciones Lipschitz continuas y cuyas derivadas (en el sentido de distribuciones) son

esencialmente acotadas. Este espacio, provisto de la norma
flwrroe := Nl flleos + [ llLee-
es un espacio de Banach.
Es claro que la inclusion WH(Q; R?) ¢ L>®(Q;R?) es continua, pues
£l < A fllum + 1 Nl = [ Fllwnee,  VF € WEP(QR).

Propiedades de estos espacios se pueden encontrar en literatura de andlisis funcional y

ecuaciones diferenciales parciales, se sugiere [4].

Sea ¢ : [0,2] — U definida por () = —1 + ¢, donde U = [—1, 1] y la multifuncién
F: Ll([oa 2]7 [_]—’ 1]) ~ LOO([Oa 2]7]R)
tal que

Fu(t)) = o(t) + Nu(u(t)).

1 sitel0,1),

F=H(0) = a(t) = ~1 site (1,2
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¢Es F métricamente regular en (u,0) ?. La respuesta es No!l. En efecto, fijemos b > 0, sea

€ > 0y sean o, ¢’ tal que
e 6= ol = 16— o'l = b
P -

tal y como se ilustra en la Figura 2.3

Figura 2.3: Tlustracién de 6, o y o’

No es dificil calcular
u=F1o) vy o =Fd)

y son tal que ||[u — u/||L1 > b. Si F' fuese métricamente regular en (4, 0) entonces para algin
k>0
b<|lu—u|p <kllo—0cllLe = ke (=<).

Pero se muestra en [21] que si se toman 0,0’ € By (6,3) C Wh2([0, 2], R),
lu— [l < 4flo = 0" [|wree.
Es decir F': L ~» W es métricamente regular en (i, 0). Mds atn,
lu = vl < 4flo = o' |lee

Este fenémeno originé el una nueva version de reqularidad métrica que fue llamada re-
gularidad bi-métrica, al considerar dos métricas en el espacio imagen. Este concepto fue
introducido en [20].

Sean (X,dy), (Y,dy)y (Y, Jy) espacios métricos, con dy < dy, es decir la inclucién entre
los espacios tipolégicos (Y, 74,) v (Y, TJY) es continua, donde la notacién 7, simboliza a la

topologia generada por la métrica d.
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Definicién 2.6. Una multifuncion cerrada F: X ~»'Y es bi-métricamente reqular en (T,7) €

Gph F si existen ¢ >0, a >0 y b > 0 tales que

ex(F~'(y) N Bay (Z,a), F'(y)) < <dy(y,y) para todo y,y' € By, (5,0).  (2.30)

Regularidad métrica
de
(X, dx) ~ (Y,dy)

VAN

Regularidad métrica Regularidad bi-métrica
de de

F:(Xodx)~ (Yydy) |~~~ | F:(X,dx)~ (Y,dy)

Figura 2.4: Implicaciones de regularidad métrica y bi-métrica

Puesto que By, (7,b) C By, (§,b), se observan algunas implicaciones que se muestran en
la Figura 2.4.

= Si F' es bi-métricamente regular, entonces F' es métricamente regular con respecto a
(X, dx) y (}/, Jy)

» La regularidad bi-métrica no implica la regularidad métrica con respecto a (X, dx) y
(Y, dy).

Hasta el momento, de manera oficial, no se conocen caracterizaciones de esta propiedad.

El autor de este trabajo y sus colaboradores esperan obtener resultados al respecto pronto.

2.5. Regularidad (bi-)métrica de orden superior

La version Holder de regularidad métrica y sus variantes se define de manera natural, tal
y como ocurre con las funciones Holder continuas.
Sea F': X ~~ Y una aplicacién multivaluada cerrada entre dos espacios métricos (X, dx)

y (Y,dy). Sea k > 1, se define en [13] que F' es uniformemente abierta con tasa k o abierta
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con tasa k o tiene la propiedad de cubrimiento de orden k en (z,y) € Gph F si existen € > 0

y p > 0 tales que, para todo h € [0, ¢
de(yvphﬁ) CF (de ($, h))7 V([L’,y) € Gph Fn de (j’ 6) X de('ga E)' (2'31)

Cuando k = 1, F se llama abierta con tasa lineal o linealmente abierta que fue definida en
las secciones anteriores. En este caso, esta bien establecida la equivalencia entre apertura
lineal, regularidad métrica y propiedad de Aubin en la Seccion 2.1.

Decimos que F' es Hélder métricamente reqular de orden k en (z,y) € Gph F, cuando

existen vecindades U de T y V de g y una constante 7 > 0 tal que
dx(x, F71(y)) < 7dy (y, F(z))Y*, para todo (x,y) €U x V. (2.32)

Andlogamente, F~! tiene la propiedad de Aubin de orden k en (Z,), cuando existen vecin-

dades U de z y V de y y p > 0 tales que
ex(F'(y)NUF'(y)) < pdy(y, /)", paratodo y,y €V. (2.33)

Para k > 1, la equivalencia entre la propiedad de cubrimiento de orden « y Holder regularidad
métrica se muestra en [13]. La siguiente proposicién recoge las equivalencias entre (2.31),
(2.32) y (2.33) en el caso k > 1.

Proposicién 2.5. Para una aplicacion multivaluada cerrada F: X ~~Y y (Z,y) € Gph F;

y para k > 1, son equivalentes:

1. F es uniformemente abierta con tasa k en (T,7).

2. Existen v > 0, 0 > 0 y v > 0 tales que By, (y,r") C F (Bay(z,7r)), para todo
(l',y) S Gph Fn de(ja(s) X de(gv 5) yre [077’0}'

3. Existen constantesa > 0,b > 0y~ > 0 tales que By, (y,7")N\Bay (y,b) C F (Bgy (x,77))
para todo (z,y) € Gph F N By, (Z,a) X Ba, (y,b) yr > 0.

4. F es métricamente reqular de orden k en el sentido de Holder en (Z,7).
5. F~! tiene la propiedad de Aubin de orden r en (y,T).

Demostracion. Supongamos 1. Tomando ry = p'/%e, v = p~"/* y 0 < § < € obtenemos 2.

Ahora, supongamos 2. Tomamos a,b < §. Dado que By, (y,7") N By, (4,b) C Ba, (y, "),
o To
21/k7 2K

entonces 3 se cumple para 7 < 1. Cuando r > rg, tomando a < v y b < min se
. ri
tiene b < 2y

Ba, (y,b) C Bay (y,7%), Yy € B(y,b),
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ya que, para cualquier ' € By, (7,b),
dy (v, y) < dy (Y, 9) +dy(g,y) <20 <rg <r".

Por 2,
Bay (y,b) C Bay <§ (§0> > CF (de <f7§0>> .
Ademas,
Bax ("fW%O) C Bay(z,7r), Yz € B(Z,a),

porque, para cualquier @’ € By, (j’/y%O)

dx(2',x) <dx(2',z) + dx(z,z) < 77“_20 +a < 77“_20 + ’y% < r.

Entonces, para cualquier (x,y) € Gph F N By, (Z,a) x By, (y,b)

To

Bay (9.7) (1 Bay (7.5) = Bay (3.5) € F (Bay (2.7) ) € F (Bay(a.m))

K

Por tanto, tomando a < min{(g,v%‘)} yb < min{5 o o

) 91/k 5 9K
[0, oc.

}, 3 se cumple para todo r €

a b
PRIDE
Gph F'N By, (Z,€) X Ba, (y,€) y h € [0, €] tenemos

Supongamos 3. Definimos p = 7% ye< min{ v (%)W}, entonces para todo (x,y) €

ya que para cualquier y' € By, (y, ph"),
I = / — K e\” b b b
dy(y',y) < dv(y,y) +dy(y,§) < ph" + e < S) ta<ats =D,
Luego, usando 3

de (%phﬁ) = BdY (y, phﬁ) N BdY (gv b) C F(de (33', Vpl/ﬁh)) = F(de (xv h))

Supongamos que 3 se cumple. Entonces para (z, ) y ro > 0 tal que r§ < b, tenemos

Bay (4,75) C F (Bax (T,770)) -
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Mostraremos que, para ' = min{a, yro},

dx (z, F7Y(y)) < ~vdy (y, F(z) N By, (§,75))Y*, paratodo (z,y) € By, (Z,ad’) x By, (7,75).

(2.34)
Sea (x,y) € Bay (Z,a') X Ba, (y,r§) y vy € F(x) N By, (y,7§); si no existe tal 3 entonces el
lado derecho en (2.34) es +oo y la desigualdad es trivial, si ¥/ = y entonces (2.34) se cumple.
Sea r = dy(y,y')"/* y 6 > 0, entonces y € Bg, (v, (14+6)7%) N By, (y, 7). Entonces, 3 implica
que existe 2’ € By, (z,7yr(1 + 6)/%) tal que y € F(2'). Por tanto,

dx(z, F7'(y)) < dx(z,2") <yr(l + 0)1/"i =(1+ 0)1/”7dy(y,y’)1/”.

Tomando infimo en el lado derecho con respecto a y' € F(x) N By, (9, r§) y haciendo 6§ — 0
se obtiene (2.34).

Consideremos U = By, (z,d'/2) y V = By, (y,(r0/2)") y T = 7, escojamos cualquier
x e UyyeV.Si F(x) = () entonces 4 se cumple, en caso contrario, sea ' € F(z). Si
dy (y,y") > (ro/2)", entonces

dx(z, F ' (y)) < dx(z,z)+dx(z, F ' (y)) < d' /24 vdy(y, F(Z) N Bay (§,7§))
< ro/2 4+ ydy (y, §)VF < yrof2 4+ yro/2 < ydy (y,y) V"

Si dy (y,y') < (r0/2)",

dY(QI, g) < dY(ya y/) + dY(y7 :U) < (700/2)& + (TO/Q)K =
es decir, ¥ € F(x) N By, (y,7§). Entonces,
dx (2, F~'(y)) < vy (y, F() N Bay (,75))"" < vdy (y.9/) /",

Tomando infimo del lado derecho sobre 3’ € F'(x) obtenemos 4.

Supongamos 4 y sean v,y € Vy p=+.De 4, f71(y) # Dy si F7Y(y) NU = (), hemos

terminado, porque el lado izquierdo en 5 es 0. Sea € F~(y) N U, entonces 4 implica que
dx(x, F'(y)) < ~dy (', F(2))" < pdy (v, 9)"".
Tomando supremo del lado izquierdo sobre z € F~1(y) N U, tenemos
ex(F(y) NU,F1(y) < pdy (y, ).

Supongamos 5. Existe 5 > 0 tal que By, (Z,5) C Uy By, (y,3) C V. Consideremos el
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B8
2

numero real positivo € = min {—, P (g)l/ﬁ}, cualquier (z,y) € Gph FN By, (Z,€) X Bgy, (Y, €)
y 0 < h <e Seay € By, (y,p "h"), entonces

_|_

ESJRSY
INJRSY

dy(y,9) < dy(y,y) +dy(y,5) < p "B+ € < = 5;

es decir, y' € By, (y,5) C V. Como y,y" € V, 5 implica que

dx(z, F'(y)) < ex(F ' (y) N U, F'(y)) < pdy (y,9/)"" < h.

Por tanto, existe 2’ € F~1(y') N By, (z, h), es decir, y' € F (By, (z,h)). O

Tal y como en la seccién anterior, sean (X, dx), (Y,dy)y (Y, Jy) espacios métricos, con

dy < dy. La versién Holder de la regularidad bi-métrica queda establecida en la siguiente

definicién.

Definicién 2.7. Una aplicacion multivaluada cerrada F': X ~~'Y es Holder bi-métricamente

reqular de orden k > 1 en (Z,y) € Gph F' si ezisten nimeros s >0, a >0 y b > 0 tales que,

ex (F7(y) N Buy (Z,a), F7'(Y)) < sdy(y,y)"* Vy,y € By, (9,b).

Cuando la aplicacién By, (7,b) 3 y — F~'(y)N By, (Z,a) es una funcién Holder continua,

se dice que F' es Hdélder bi-métricamente reqular fuerte de orden k > 1 en (Z,y) € Gph F.

Notese que:

= Si I’ es Holder bi-métricamente regular de orden x > 1, entonces I’ es Holder métri-

camente regular de orden x > 1 con respecto a (X, dx) y (Y, Jy).

= La Holder regularidad bi-métrica de orden x > 1 no implica la Holder regularidad

métrica de orden k > 1 con respecto a (X, dx) y (Y, dy).

Caracterizaciones de esta propiedad ain no estan disponibles para compartir en este tra-

bajo. Ejemplos de esta propiedad son presentados como aplicaciones en el siguiente capitulo.
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Capitulo

Aplicaciones

3.1. Aplicacién de regularidad métrica en optimizacién

En esta seccion se estudia la equivalencia de la condicién de calificacién de Mangazarian-
Fromovitz con regularidametrica de una multifucién definida a partir del conjunto factible

de un problema de programacion no lineal.

Corresponde al siguiente problema de programacion no lineal

Minimizar f(x)

(P)

sujeto a  g(z) <

donde f, g v h son funciones definidas en R™ con valores en R, R™ y R’  respectivamente.

Sea = {x | h(x) =0, g(x) < 0} el conjunto factible y

1(@) = {j € {L,....m} | g,(&) = 0}

el conjunto de indices de las restricciones activas en .

Supongamos que f, h'y g son funciones continuamente diferenciables. Sea Z una solucién

de (P) y d € R™ una direccién factible en z, es decir: existe € > 0 tal que
T+tde E, Vte|0,¢.

Entonces

f(Z+td) = f(z) +tVF (@) d+ oft).
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3.1. Aplicacién de regularidad métrica en optimizacién

Dividiendo por t y tomando ¢t — 0" obtenemos
V(@) d>0. (3.1)

El conjunto de direcciones factibles en  es un cono y estd contenido en el cono tangente de

Bouligand a E en , denotado por Tg(z) y definido por
Te(z) = {d e R” ‘ It — 07, d, — d tales que x + t,dy € E, Vk € N} ) (3.2)

La condicién de optimalidad de primer orden primal establece que si Z es solucién de (P),
entonces (3.1) es valida para todo d € Tg(Z). Uno de los desafios por lo tanto es calcular
T (Z), este problema puede ser muy dificil, pero es conocido que este cono puede aproximarse
mediante el cono de direcciones factibles de primer orden, que se define a continuacién.
Consideremos = € F' y d € R™. Entonces, para cualquier i = 1,2, ..., ¢, por la aproxima-

ciéon de Taylor de primer orden tenemos
hi(z +d) ~ hi(z) + Vhi(z) " d.

Para garantizar factibilidad en la direccién d, debe cumplirse h;(z+d) = 0, luego Vh;(z)"d =

0. Andlogamente, para cualquier j € I(x),
gi(x +d) = gj(x) + Vg;(x) " d.

Para garantizar factibilidad en la direccién d, debe cumplirse g;(z+d) < 0, luego Vg;(z)"d <
0.

Asi, el conjunto de direcciones factibles de primer orden en x es
L(z)={deR"|Vhi(z)"d=0,i=1,....0, Vg;(x)'d<0, jeI(z)} (CL)

el cual es un cono y se denomina cono linealizado.

En general, Tgp(z) C L(x), pero bajo condiciones especiales, llamadas condiciones de
calificacion, se tiene Tg(x) = L(x).

Un de las condiciones de calificaciéon mas populares es la llamada Condicion de calificacion

de Mangazarian-Fromovitz, esta, queda establecida en la siguiente definicion.

Definicién 3.1 (Condicién de calificacién de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ)). Sea T un
punto factible del problema (P), es decir, T € E. Se dice que en T se satisface la condicion

de calificacion de Mangasarian—Fromovitz si:

1. Los gradientes de las restricciones de igualdad {Vhy(Z),...,Vhe(Z)} son linealmente
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independientes.
2. Exziste un vector w € R™ tal que
Vhi(z)Tw=0 parai=1,...,¢,
Vg;i(Z)Tw <0 para j € I(T).
Por comodidad y siguiendo la notacién de [8] modificamos la notacién en (P).

Minimizar  fo(x)

sujeto a  f;(x) , i=1,2,...,r (P)
fix) <

donde f;: R® - R parat=1,2,...,m.

0
0, 2=r4+1,...,m.

Sea F': R™ ~~ R™ definida por

donde, f(z) = f = (f1, fo., fm) y K = {0} x RT7". Supongamos que f de clase C' en
una vecindad de una solucién z. Sea J = {i € {r +1,...,m}: f;(Z) = 0} el conjunto de
restricciones activas en .

El siguiente resultado es una transcripcién directa del Teorema 4.1 de [8]. En este se
establece la equivalencia de las condiciones de calificacion de Mangazarian-Fromovitz y re-

gularidad métrica.

Teorema 7 ([8]). F' es métricamente reqular en (Z,0) si y solo silas condiciones de Mangazarian-
Fromovitz son satisfechas en T: Los vectores V fi(Z), i = 1,...,r son linealmente indepen-
dientes y también existe w € R™ tal que

i (3.3)

Vii(@)w=0 si i=12...,r
Vi@w<0 si i€lJ.

Demostracion. Supongamos que (MFCQ) se satisface en z. Por el Corolario 3F.5 de [11]
debemos mostrar que la linealizacion parcial

Fl)=f(z)+ Az —2)+ K (3.4)

es métricamente regular en (z,0), donde A = () = Vf(Z).
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3.1. Aplicacién de regularidad métrica en optimizacién

Por la forma especifica de K,

v; =0 parazt € I(y),
ve DK(z,y)(u) <= P (¥)
v; >0 paraie J(y),

donde

Iy)={ie{l,...;r} |y, =0}, Jy) ={ie{r+1,...,m}|y; =0}

Entonces J = J(f(Z)). Dado que f;(Z) < 0 para i € {r +1,...,m} \ J, tenemos que
y; — fi(x) > 0 para todos tales i y para (z,y) cerca de (z,0). Esto significa que para dichos

(z,y), el conjunto J(y) es un subconjunto de J.

Luego, el criterio de Aubin para la regularidad métrica de F' se convierte en la siguiente

condicién: para cada I C {1,...,r} y para cada J C J tenemos:
Yo e R JueR" talque (v— Au);=0paraicl, (v— Au); > 0paraic J (3.5)

Sea I C{l,....,r}yJCJ.Sil=0oJ=0 omitimos la demostracién. Supongamos
que I # (. Entonces la matriz H = [V f(Z);];e; (matriz con columnas 1.i.) es sobreyectiva y,
por tanto métricamente regular, por la regularidad métrica de H, existe una constante x tal
que

YweR!, FJueR® talque v=Hu y |ull <&xlv|.

Esto implica, en particular, que tomando v con norma suficientemente pequena, podemos
encontrar un u correspondiente en la ecuacién anterior con norma arbitrariamente pequeno.
Entonces, dado que Vf;(z) - w < —a para todo ¢ € J y algin a > 0, obtenemos que para

cualquier v € R’%’ con norma suficientemente pequeia,

0, el
>0

v; — V(@) (u+w) = g
, i€ J

Por la homogeneidad positiva, de las dos ecuaciones anteriores obtenemos (3.5).

Reciprocamente, si (3.5) se cumple, entonces tomando I = {1,...,7} y J = () concluimos
que los Vfi(Z), i = 1,...,r, deben ser linealmente independientes. Luego, tomando [ =
{1,...,r} y J = J, para

0 parat=1,...,7,

Uy = -
—c parai € J

con algin £ > 0 obtenemos lo deseado. O
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3.2. Aplicacién de regularidad métrica en control opti-

mo

Consideremos el problema de control 6ptimo afin

nmjwy:A (8, 2(8)) + (h(t, 2(8)), ()] dt

sujeto a  @(t) = f(t,z(t)) + B(t,z(t))u(t), x(0)= zo,
u(t) € U = [-1,1]%, t€0,T).

(3.6)

donde z: [0, 7] — R" y u: [0,T] — U representan, respectivamente, la funcién de estado
y la funcién de control. Las funciones f: [0, T]xR™ — R", g: [0, T]xR™ — R, h: [0, T]|xR™ —
R% B: [0,T] x R* — R™*? son funciones dadas y (-, -) denota el producto escalar euclidiano.

La condicién inicial es zg y T > 0 es el horizonte temporal (finito).

La condicién de optimalidad de primer orden correspondiente al problema (3.6), conocida

como el principio del méximo (minimo en este caso) de Pontryagin, se expresa como

0=—a(t)+ f(t,x(t)) + B(t,z(t))u(t), x(0)—x9=0, (3.7)
0= p(t) + Ho(t, (1), u(t), p(t)), p(T) =0, (3.8)
0 € Hy(t,2(t), u(t), p(t)) + Nu(u(t)), (3.9)

donde p es una funcién absolutamente continua definida en [0, 7], H es el Hamiltoniano
definido en [0,7] x R™ x [—1,1] x R™ por

H(t,x,u,p) = g(t, ) + (h(t,z),u) + (p, f(t,2) + B(t, x)u),
y Ny denota el cono normal en U,

weRY: (w,v—u) <0 YveU}, si uel,
NU(U):{{ ( ) )

0, en otro caso.
Note que, la inclusién (3.9) se reescribe como
0 € h(t,z(t)) + BT (t,z(t))p(t) + Ny (u(t)).
Si h y B no dependen de z, la inclusion anterior se puede expresar como

0 € F(u(t)) := 6(t) + Ny(u(t)),
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donde 6(t) := h(t) + BT (t)p(t).
En esta seccién se estudia las propiedades del tipo regularidad métrica en (u,0) € Gph F

de la multifuncién

F(u(t)) :=&(t) + Ny (u(t)) (3.10)
definida sobre L' ([0,7],U) y tomando valores en L ([0,7],R?) o Wt ([0,7],R?). A

partir de ahora ¢ no necesariamente es de la forma deducida anteriormente y U es un
politopo convexo y compacto.

En adelante, L' ([0, 7], U) representa el espacio de las funciones medibles e integrables
de [0,T] a U con la norma esténdar || - |1, L ([0,7],R?) es el espacio de las funciones
esencialmente acotadas de [0,7] a R con la norma estandar || - || y Wh> ([0,7],R?) es
el espacio de las funciones absolutamente continuas x de [0, 7] a R? tal que la derivada i
tiene una norma > finita, equipado con la norma estdndar ||z |lwi.e = ||2||Le + ||&]|L. Por
simplicidad, los espacios anteriormente mencionados serdn denotados por L', > y Whe°,
Ademas, las bolas cerradas y abiertas centradas en a y radio r > 0, serdan denotadas por
Bg(a,r)y éK (a,r) respectivamente, donde K =L} L>*® o Wb,

Se han establecido condiciones suficientes para (sub)regularidad métrica (fuerte) de F
en varios trabajos, por citar algunos, [6], [5], [18], [19], [21]. En todas etas referencias, la
siguiente propiedad sobre ¢ es asumida.

Siguiendo las notaciones de [18], denotamos por V' el conjunto de todos los vértices de
U y por E el conjunto de todos los vectores unitarios e € R? que son paralelos a alguna
arista de U, denotamos |E| al numero de elementos de E, el cual es finito. Para cada vector

unitario e € RY, definimos
Ge(t) = (o(t), €).

Es claro que cuando U = [—1,1]" entonces d.(t) = ,(t) son las funciones coordenadas de
¢ salvo signo. Para un vértice v € V, denotamos por F(v) el conjunto de todos los vectores
unitarios (v' —v)/||v' —v||, donde v’ es cualquier vértice adyacente a v (es decir, el segmento

[v, 0] es una arista de U). Nétese que E = J, o, E(v).

Hipétesis 1. Supongamos existen & > 0 y 7 > 0, tal que, para todo e € E y para todo

z2€10,T] con 6.(2) =0 se cumple que
|6:(t)| > alt— 2], Vte[z—72+7]N][0,T].

Mads recientemente, una nueva propiedad sobre ¢ es considerada en [7]. De esta tltima

referencia, una versiéon para U politopo convexo y compacto se escribe como
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Hipdtesis 2. Supongamos que ezisten B >0 y § > 0, tal que, para todo ¢ € By~ (0,9) y
para todo e € F
meas ({t | |oe(t)] < €}) < PBe, Ve>0,

donde c.(t) := pe(t) — .(1).
La siguiente proposicion muestra la relacién que hay entre estas dos propiedades.

Proposicién 3.1. Para una funcion continua o: [0,T] — RY, la Hipdtesis 1 implica la

Hipdétesis 2 para € > 0 suficientemente pequeno.

Demostracién. Para una funcién o: [0,7] — R? continua que satisface la Hipétesis 1 con

constantes a > 0, 7 > 0. Para e € F, definimos

L(o,r)= |J (z=62+6)n[0,T], I(o,7)=|]L(o,7) (3.11)
oe(2)=0 eck
y
Imm(o,7) =min ~ min  |o.(t)] >0 (3.12)

eckE t€|0,T|\Ic(o,7)

Asumamos 1. Por Lema 4.4 de [6], existe § > 0 tal que, para cada ¢ € By (0,0), la
funcién o (t) := @.(t) — 6.(t), para todo e € Ej satisface la Hipdtesis 1 con constantes v = 2
yT<T.

Sea 0 < € < {1, a7, lnm(o, 7)}, entonces

{tlloc) <t |J [z—¢€/a,z+¢/al.

oe(2)=0

Luego,
2e 2

meas ({1 | [oe(t)] < €}) < A (—) < (A—) ‘

« o
donde A < L +1 es el nimero de ceros de o, y A < (£ +1)|E| es la suma del niimero de
ceros de o, para todo e € E; donde |E| es el numero de aristas de U.
Podemos tomar 8 = (£ 4 1)|E|, pues no depende de la eleccién de ¢ € By~ (0,4). Para
uniformizar e consideremos la funcién G : C([0,7]) — (0, 400) definida por

G - { { e t)| = lml’n 3 .
(o) min i |oe(t)] (0,7)

Dado que G es continua y By (0,6) es compacto en C([0,7]), existe n > 0 tal que

0<n< { G(o).
N g i, G)
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Entonces, para todo 0 < e < {1,ar,n}, e € E'y ¢ € By~ (0,0), para § = (g +1)|E|,
meas ({t | |oe(t)] < €}) < e,

donde 0, (t) = pc(t) — de(t). O

La Hipotesis 2 no implica la Hipdtesis 1 para todo € > 0, como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.1. En el intervalo [0,1] consideremos consideremos la funcion

0, =0,
flz) = 2n(n +1) (x_n_Jrl |:n+1’273nn++11:|’ nzl,.
~2nn+1) (2 1), we |zt et

Notemos que para € > 0 pequeno, el conjunto solucion de la inecuacion |f(x)| < e alrededor

de la raiz 5 es (ver Figura 3.1)
1 € 1 . €
n+1l 2n+1)(n+2) n+1 2n(n+1)

cuya longitud es

G
Conn+2)
Entonces, ;
meas ({z | |f(2) < e}) <Y m = %€
neN

y por lo tanto, [ satisface la Hipotesis 2.

Por otro lado, f tiene infinitos ceros y por lo tanto no satisface la Hipotesis 1.

Lema 3.1. Consideremos F(u(t)) = &(t) + Ny(u(t)) tal que & satisface la Hipotesis 1.

Entonces, i € F~1(0) es continua a trozos y a(t) es un vértice de U para casi todo t.

Demostracion. Note que &, tiene a lo mas % + 1 ceros en [0,7]. Entonces, el nimero de
ceros de G, para todo e € E es alo més (£ + 1)|E|, donde |E| es el nimero de aristas de U.
Es decir, el numero de ceros de ¢, para todo e € E es finito, lo cual permite ordenarlos de
mayor a menor en [0, 7.

Sean z; vy zy dos ceros consecutivos. Entonces, . no se anula en el intervalo abierto
(21, 22) para todo e € E. Como &, es continua para todo e € F, estas funciones tienen el

mismo signo sobre estos intervalos. Entonces, (6(¢),v) tiene un inico minimizador v € U, el
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1
n

n+2 n+1

1 € 1 €
[n_+1 T 2m+)(n+2)° ntl + 2n(n+1)

Figura 3.1: Grafica de f

cual es un vértice de U, y dicho vértice es el mismo para todo t € (21, z2). Luego, se tiene

que u(t) = v en (z1, 22), salvo en un conjunto de medida cero. ]

3.2.1. Regularidad bi-métrica

En la siguiente proposicién se dan algunas condiciones para que F' sea métricamente

subregular en (u,0).

Proposicion 3.2. Sea F: L' ~» L™ definida por F(u(t)) = 6(t) + Ny(u(t)). Supongamos
que existe B > 0 tal que para todo e € F,

meas ({t | |0.(t)] <e€}) < PBe, Ve>0.
Entonces, F' es métricamente subregular en (u,0).

Lema 3.2. Si & satisface la Hipdtesis de la Proposicién 3.2. Entonces, i € F~1(0) es tal

que u(t) un vértice de U para casi todo t.
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Demostracion. Note que meas({t | 6.(t) = 0}) = 0 para todo e € E. Ademés, {t | 6(t) =
0} C {t | 6.(t) = 0}. Entonces meas({t | 6(t) = 0}) = 0. Por otro lado,

Es decir, para casi todo t € [0, T]
u(t) € argmin,; (6(t),v) . (3.13)

Al ser U un politopo convexo y compacto se deduce que, u(t) es un vértice de U cuando
a(t) # 0. Si llamamos A = {t | 6(¢) = 0} entonces,

U i teA
=9 B, (3.14)
vértice de U, si t€[0,7]\ A.

[]

Demostracion de la Proposicion 3.2. Sea (u,0) € GphF. Por definiciéon de cono normal,

para cualquier v : [0,T] — U tal que v(t) € U para casi todo t € [0,T], tenemos
(o(t) —a(t),v(t) —u(t)) <0 y (=o(t),v(t) —u(t)) < 0.
En particular,
(o(t) —o(t),u(t) —at)) =0 y (6(t),u(t) —a(t)) > 0.
Dado que para cada vértice v € V' y cada u € U, existe una representacion

u=v-+ A€, A > 0.
e€E(v)

Ademéds, u(t) € V para casi todo t. Entonces para casi todo ¢, existen representaciones

u(t) =da(t)+ Y Ab)e(t),  Ae(t) > 0. (3.15)

e(t)eE(a(t))

Como (G(t),u(t) — u(t)) > 0 entonces,

0< (G(t)ult) —alt) = Y At)oun(t), (3.16)
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esto dice que, para casi todo t, d.)(t) > 0 para todo e(t) € E(

>
/‘\
=
=

Luego,

[ tottutt) - atenae = [ ¢

Q»
—
~
N~—
£
—
~
N—
|
<
—~
~
N—
Nyt
QU
~
I
>
®
—~
~
N—
Q>
)
=
—~
~
N—
QU
~

e(t)€E(a(t))
Sea { = diam(U) el didmetro de U, es decir, £ = sup,, oy [[u—v/||. Considere € = ﬁIEIHU_
il y A= {t]|6ew(t)] < e}. Note que
Ac | J{t]16e(t)] < €} = meas(A) < |E|Be.
eck
Entonces,
[ to.ue) ~ vy ar > | S, Al
e(t)eE(a
). Z MOl Ok [ 3 Mo 0l
t)eE(i(t)) e(t)eE(a

/ Z M6, |dt>e/ Z M (t)dt
(a(t)) (a(t))

—c [t~ o~ (uu il - / () - a(t)Hdt)

> €(|Ju —dflr — f(meas(A))) > e (|lu — dl[ — €3 El)
1
~ wupE

— a2,

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce que

— U 1 < oo
a1 il < ol

O

Corolario 3.1. Asumiendo las hipdtesis de la Proposicion 3.2, la multifuncion F definida

en L' con valores en WY es métricamente subreqular en (i, 0).

Demostracion. Puesto que W CL>® y || - ||~ < || - ||wr.c, tenemos

1
AP E)|

[ = @l < floflue < loflwoe.
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A continuacién se muestran resultados asumiendo la Hipdtesis 1 y para el caso U =

[—1,1]¢. Iniciamos introduciendo algunas notaciones.

Para una funcién continua o: [0,7] — R? con la Hipétesis 1 con constantes o, 7 > 0.
Para 6 > 0 definimos

L(o.))= |J (z=6240)n[0,T), I(0.0)= ] Lo9) (3.17)
0;(z)=0 1<j<d
y
Imin(0,0) = min ~ min ~ |o;(t)] >0 (3.18)

1<j<d t€[0,T)\1;(o,6)

El siguiente Lema es el caso k = 1 del Lema 3.1 en [19].

Lema 3.3. Sea o: [0,T] — R? una funcién continua que cumple Hipétesis 1. Entonces,

existe ¢ > 0 tal que

HUHLOO/ Z|aj Jo;(t)|dt > c|jv]|F,, para cualquier v e L* ([0,T],R?) (3.19)

Demostracion. Sea v € L= ([O, T ,]Rd). Si v =0, la desigualdad en el Lema 3.3 se cumple.

Si v # 0, es suficiente demostrar el Lema en el caso de ||v||p~ = 1.
Elijamos & € (0, 7) tal que
ad < (0, 9), (3.20)

vemos que, para todo § € (0, 5} y para todo j € {1,2,...,d},
lo;(t)| > ad para todo t € [0,T]\ I(o,9). (3.21)

En efecto, sea t € [0,7]\ I(0,0), entonces, t & I(0,d) y I(0,0) C I(o,7). Tenemos dos
posibilidades:

1. Sit € Ij(o,7)\ I(o,0), entonces por la Hipétesis 1 la desigualdad se cumple.

2. Sit ¢ I;(0,7), entonces por (3.20) obtenemos ad < ad < Lyw(0,d) < |oj(t)].

Definamos ¢(v / Z |o;(t)v;(t)|dt y A == ntimero de ceros de todas laso;,j =1,...,d.
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A partir de (3.21), tenemos

T d d
= U~tv-tdt:/ J~tv-tdt+/ o:(t)v; dt
/szluum W);um(n OT]\M)ZM L(0)

d

> / (0 (£, (1)t 2/ a8 S v, (1)t
[OT]\Iaé)Z T 0,71\(c5) le ’
~ ad ( [ Z|vj<t>|dt— [ > rvj<t>|dt>
—1 I(0,9) j=1
> 5<|yv\|L1 _/ dt) > ad (o]l — 263
1(0,9)
Si [|v]|lLr > 4\, tomamos & = §.Entonces, % > 200 v vl — 2A0 > vl — I ”Ll . Por

tanto,

)
o) > 2ol (3.22)
Ademas, como [|v||p1 < T||v||L~ < T, se tiene 1 > %, por lo tanto, sustituyendo en (3.22),

ad

> vl (3.23)

pv) =
Si ||v|jr < 4M6, elegimos § == ”U”Ll < 4. Sustituyendo, tenemos

p(v) = 23/\HUHL1 (3.24)

o0 o

5T 33 /\} tenemos

Por lo tanto, escogiendo ¢ = mm{

[ Z\oj Jos(tldt = elol. (329

[]

El siguiente Lema se basa en la Proposicién 3.4 [21] en y la Proposicién 4.3 en [19]. Este

establece la estabilidad de la Hipétesis 1 en una vecindad de &.

Lema 3.4. Supongamos que ¢ satisface la Hipdtesis 1 con &, 7 > 0; 0; es continua en los
ceros de 6. Entonces, existen constantes positivas o, T y b tales que, si 0 € Byi.=(d,b),

entonces, para todo j € {1,2,...,d} y z € [0,T] con 0j(z) =0, tenemos

loj(t)] > alt — 2| para todo t € [z—T,2+7|N[0,T] (3.26)
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Demostraciéon. Para cualquier j € {1,2,...,d} yt € [0,T],

| < los(t) —a5(0)] (3.27)
| = 1o;(®)] = lo(t) —a(®)]. (3.28)

Establezcamos 2 tal que ,(2) = 0. Para é, por la continuidad de O'], existe 1 € (0, 7]

tal que, si 6 € [0,T] y |6 — 2| < 71, entonces
: S 8}
l6;(0) —0;(2)] < T (3.29)
Luego, parat € (2 — 1,2+ 1) N[0,7T]
t
610 - 5,2 = | [ 6,009
t . . ’ .
[ 610 - 021+ 65029
c -
< [ 16:(0) ~ by )la0 + / 6,(2)d6

[
T~
|
©»
A
mq>
—~
~
-
I

Asi, |6;(2)| > 3& para cualquier cero 2 de ;.
Tomemos 7 = 5 y b < min {lmm ( ,5) } Si 0 € By~ (6,b), a partir de la ecuacién

(3.42)

05(8)] = 1350 = o) = 6(1)] = L (6,5) = b >0,

MR

Eso significa que todos los ceros z de o; estdn en [; (6, %) Entonces, z € (2 — 5,2+ ) N

0, T para algtin 2 cero de ;.
Tomemos t € [z — 7,z + 7] N[0, 7], entonces z,t € (2 —7,2+7)N[0,T]y

[ oo

/Zt [(}g(é) + (6j(9) - 53(2)) + (64(0) — 5j(9))] d@‘

o5 = oi(t) —;(2)] =

~

o

> Za|t—z|—%|t—z|—b|t—z|

L (3 _a Ay, _d,
—_—— === —z|=—|t—z|.

- 4 4 4 4

N[=}

Asi, o satisface el Lema (3.3) con constantes 7 = % y o =
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O
Los lemas anteriores permiten probar lo siguiente.

Proposicién 3.3. Suponga que U = [—1, 1]d y 0 satisface las hipotesis del Lema 3.4. Enton-
ces, la multifuncion F: L' ([0,T],U) ~ L> ([0, T],R?) tal que F(u) = Ny(u), es bi-métri-

camente regular en (4, —&) respecto a las métricas inducidas por || - || y || - ||wres-

Demostracion. De hecho, por el Lema 3.4, existe una constante b > 0 tal que si ¢ €
Byy1.(0,b), entonces o satisface la Hipétesis 1.

Tomemos 7,7 € Byy.(0,b). Entonces,

u(t) = F~(o(1)) = argmin (y,o(t)) v a(t) = F(6(1)) = argmin (y. 5(1))

tenemos que (u(t), o (t)) < (a(t),o(t)) y (a(t),a(t)) < (u(t),a(t)). Entonces, (o(t), u(t) — u(t)) >
0y (=a(t),u(t) —u(t)) >0, para todo t € [0, T].
Entonces,

/0 (o(t) — 5(8), alt) — ul(t)) dt = /0 (o(t), () — u(t)) dt + /0 (—5(t), alt) — u(t)) dt
> [ tott.a() — e a

Fijemos j € {1,2,...,d}. Definimos y(t) = (y1(t), y2(t), . . ., ya(t)) tal que y;(t) = u;(t) y

y;i(t) = u;(t) para todo ¢ # j. Entonces, o;(t)(@;(t) — u;(t)) = (o(t),y(t) — u(t)) > 0. Por lo

tanto, o;(t)(u;(t) — u;(t)) > 0 para todo j € {1,2,...,d}.
Dado que o satisface la hipétesis del Lema 3.3 y a(t) — u(t) € L, existe ¢ > 0 tal que

/O (o(t) — 6(t), a(t) — u(t) dt > / (o(t). a(t) — u(t)) dt

7=1
clla — ullf
T e =l

Dado que u;(t) — u;(t) € [-2,2] y aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos

- 2 N

Esto implica que

. 2 -
Ju =l < EHO — Gl
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Entonces, F' es métricamente regular en (4, —¢). Més atin, la desigualdad (3.30) dice que
F:LY[0,T],U) ~» L ([O, T) ,Rd) es bi-métricamente regular en (i, —&) con respecto a las
métricas inducidas por || - [[Le y || - [lwree en L ([0, 7], R%). O

3.2.2. Regularidad bi-métrica de orden superior

En esta seccién se muestran las versiones Holder de algunos de los resultados de la seccion

anterior. Comenzamos introduciendo introduciendo la versién Holder de la Hipotesis 1.

Hipétesis 3. Supongamos que para 6(t) = (61(t), 62(t), 05(t),...,04(t)), existe un nimero

real k > 1 y &, 7 > 0 tal que para todo j € {1,2,...,d} y 2 €[0,T] con 6;(2) =0 tenemos
l6;(t)| > alt — 2|, Vte[z—7,2+7|N][0,T]. (3.31)

Para una funcién continua o: [0,7] — R que satisface la Hipdtesis 3 con constantes

o, 7 > 0. Para 0 > 0 definimos

Li(o.6)= |J (z=06,2+6)Nn[0,T], I(0,0)= ] Lo, (3.32)
0;(2)=0 1<j<d
y
Imin(0,0) = min ~ min  |o;(t)] >0 (3.33)

1<5<d t€[0,T)\I, (c,0)

El siguiente Lema es exactamente el Lema 3.1 en [19].

Lema 3.5. Sea o: [0,T] — R? una funcion continua que cumple la Hipdtesis 3 con cons-

tantes Kk, y 7. Entonces, existe ¢ > 0 tal que
T d
VIT o / Z |0 (t)v;(t)|dt > c||v|liT",  para cualquier v € L™ ([0,T],R?) (3.34)

Demostracion. Sea v € L* ([0,T],R?). Si v =0, la desigualdad en el Lema (3.5) se cumple.
Si v # 0, es suficiente demostrar el Lema en el caso de ||v||p~ = 1.

Elija 6 € (0,7) de manera que
" < lpin(o, 7), (3.35)
Observamos que, para todo § € (O, 5] y para todo j € {1,2,...,d},

lo;(t)] > ad™ para todo t e [0,T]\ I(0,0). (3.36)
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En efecto, si t € [0,T] \ I(0,4), entonces t & I(0,0) y I(c,0) C I(o,7). Tenemos dos
posibilidades:

1. Sit e Ij(o,7)\ I(0,0), entonces por la Hipotesis 3 la desigualdad se cumple.

2. Sit ¢ I;(o,7), entonces por (3.35) tenemos ad”® < ad”® < Iy (o, 7) < |o;(t)].

Sea (v / Z loj(t)v;(t)|dt y X = nimero de ceros de todas las o;.

A partir de (3. 36) obtenemos
T d
o0 = [ Dl
0 5
d

d
S I SOOI S S CETCIT
1(0.6) = 0.7\ (9,6) 5=
> oi(t)v; dt>/ ad” v;(t)|dt
/OT]MZM 20! Zu )

[0,71\I(c,5)

— o (/0 jzl|vj(t)|dt—/I(J’J)jzle(tﬂdt)

> aé”(HUHLl—/ dt) > a6 (||l — 260)
1(0,0)

Si [[v||lL > 46, tomamos & := . Entonces, % >2M0 v ||lvllr — 2A0 > vl — %
Asi, _
ad”
2

p(v) 2 —[lvflw. (3.37)

Ademés, dado que |[v]jpr < T'||v||Le < T, tenemos 1 > ”}”Lfl. Sustituyendo en (3.37),

adt
o) > 2 ol (3.38)

Si [|v||r < 4M0, elegimos § = L ”Ll < 0. Sustituyendo, obtenemos p(v) > 5%+ |v||FF.

Asi, eligiendo ¢ = min {25‘% , W}> tenemos

/Z@ Yo () dt > c||v]|5f. (3.39)
0
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El siguiente Lema se basa en la Proposicién 3.4 en [21] y la Proposicién 4.3 en [19].

Lema 3.6. Supongamos que ¢ satisface la Hipdtesis 3 con constantes k,& y 7 > 0; (5j es
continua en los ceros de 6; y existe v > 0 tal que |€f](2)| >~ para todo j y Z cero de 6.
Entonces, existen constantes positivas o, 7 y b tales que, si ¢ € By~ (6,b) entonces, para
todo j € {1,2,...,d} yz€[0,T] con gj(z) =0, tenemos

lo;(t)| > alt — 2| para todo t € [z —T,2+7|N[0,T]. (3.40)

Demostracion. Para cualquier j € {1,2,...,d} y t € [0,T],

o ()] = 1a; DI < Joy(t) = 05(0)] (3.41)
o5 = [o;(0)] = |o(t) = ()] (3.42)

Definamos 2 tal que 6;(2) = 0y 8 < min{&,~}. Para g, por la continuidad de 33-, existe
7 € (0,7] N (0,3) tal que, si 6 € [0,T] y |6 — 2| < 71, entonces

5,(0) — 6;(2)| < g (3.43)

Tomamos 7 = 5 y b < min {lmin (&, %) , g} Si 0 € By (d,b), a partir de (3.42)

05(8)] = 1350 = o () = 6(1)] = b (6,5) = b >0,

N>

Esto significa que todos los ceros z de o; estan en I; (6, %) Luego, z € (2’ — 5,2+ ) N

M|

[0, T para algtin Z cero de &;.
Tomando t € [z — 7,z 4+ 7] N[0, T], entonces z,t € (2 — 1,2+ 7)NI[0,T] y

/Z t aj(e)de‘

/ 65+ 650 = 55() + (65(6) — 6506 de]

B BB B
> 7|t—z|—§|t—z|—b|t—z|2( —§—Z)|t—z|zz|t—z|.

loj ()] = loj(t) —0;(2)| =

Dado que [t — 2| < 1y x > 1, entonces |o;(t)| > 2|t — z|*. Asi, o cumple con la Hip6tesis 3

con constantes 7 = 5 y a = g.

]

Una versién mas débil(menos hipdtesis) del lema anterior se muestra a continuacién.
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Lema 3.7. Supongamos que & satisface la Hipdtesis 3 con constantes k > 1, & y 7 > 0; 7
es continua en los ceros de 6. Entonces, existen constantes positivas o, T y b tales que, si
0 € By (6,b), tenemos

lo;(t)] > alt — 2|" para todo t € [z — 7,24 7] N[0,T7,
para todo j € {1,2,...,d}, 2 € [0,T] cero de o; y k > 1.

Demostracion. Para cualquier j € {1,2,...,d} yt € [0,T],

o (D] = lo; O] < o;(t) —a;(t)], (3.44)
o ()] = lo;(0)] = lo(t) — a(t)]. (3.45)

Definimos 2 tal que 6;(2) = 0. Para ¢, por la continuidad de &;, existe 7y € (0,7]N(0, %) tal
que, si 6 € [0,T] y |0 — 2| < 71, entonces

|65(0) — 65(2)] <

~] O
oS
w
N
D
N—

Entonces, parat € (2 — 7,2+ 1) N[0, 7]

alt—2 < 16,0 = 16,(t) —cw|—|/a] 6| = |/ 0) — 6,(2) + b,(2))d6)
t
< /|&j<e>—a-j<z>rd9+/ 55(2)1do < Tt 2|+ 16yt~ 2.

Aora 3& . A ~
Entonces, |6;(2)| > = para cualquier cero 2 de 6;.

Tomemos 7= % y b < min {lmm (a, 2) , 4} Si 0 € Byi.(d,b), a partir de (3.45)

05(8)] = 1350 = o (1) = 6(1)] = L (6, 5) = b >0,

Esto significa que todos los ceros z de o; estdn en I; (&, %) Entonces, z € (2 — 5,2+

MR

)N
0, T para algtin 2 cero de ;.

Tomemos t € [z — 7,z + 7] N[0, 7], entonces z,t € (2 —7,2+7)N[0,T]y

[ a0

[ [5500+ 650~ 6520+ (6,0 ~ 5,00 a0

o5 = oj(t) = 0;(2) =

v

I Y e R e
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Dado que [t — z| < 1, para todo x > 1 tenemos |o;(t)| > |t — z|” Por lo tanto, o satisface

)
la Hipétesis 3 para todo xk > 1, con constantes 7= 5 y a = ]

4>|

Proposicién 3.4. La aplicacion multivaluada F: L' ([0,T],U) ~ L>® ([O,T] ,Rd) definida
por F(u) = Ny(u), es Holder bi-métricamente reqular de orden k > 1 en (i, —d) con respecto
a las métricas inducidas por || - ||z y || - |lwi. Donde U = [—1,1]* y & satisface la hipdtesis
del Lema 3.7.

Demostracion. De hecho, por el Lema 3.7, existe una constante b > 0 tal que si 0 €
Byy1.(6,b), entonces o satisface la Hipétesis 3.

Tomemos 0,7 € Byy.(0,b). Entonces,
u(t) = F~(o(t)) = argmin (y,o(t)) y a(t) = F~'(5(t)) = argmin (y,5(1))
yeu yelU

tenemos que (u(t),o(t)) < (u(t),o(t)) y (a(t),a(t)) < (u(t),(t)). Entonces,

S
=
:_/
N
=
S~—
|
<
=
V
s}
<
|
Qe

(t),a(t) —u(t)) >0, paratodo te][0,T].

> / (o(t). a(t) — u(t)) dt

Fijamos j € {1,2,...,d}. Definimos y(t) = (v1(¢), v2(t), - .., ya(t)) tal que y;(t) = u;(t) y
y;i(t) = u,(t) para todo ¢ # j. Entonces, o;(t)(@,(t) — u;(t)) = (o(t),y(t) — u(t)) > 0. Por lo
tanto, o;(t)(u;(t) — u;(t)) > 0 para todo j € {1,2,...,d}.

Dado que o satisface la hipdtesis del Lema (3.5) y @(t) — u(t) € L, existe ¢y > 0 tal que

/0 (o(t) —al(t),u(t) —u(t)d > /0 (o(t),a(t) —u(t))dt
= [ Sl - wionie

colli — ul|f™

12— ullfo
Dado que @;(t) — u;j(t) € [-2,2] y aplicando la desigualdad de Hélder, obtenemos

25
e = allis < Zllo = ol (3.47)
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Esto implica que B
Ju =l < o = 5o (3.49
Entonces, F' es métricamente regular de orden « en (4, —&).

La desigualdad (3.47) muestra que F: L' ([0,T],U) ~ L* ([0,7],R?) es Holder bi-
métricamente regular de orden x en (u, —&) con respecto a las métricas inducidas por || - ||
y I+ lwee en 1L ([0, 77, RY).

[l
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha estudiado el papel de la regularidad métrica y sus va-
riantes, subregularidad, regularidad bi-métrica y regularidad métrica y sus variantes Holder,
como herramientas fundamentales para el andlisis de estabilidad en optimizacién y control
optimo. Se han estudiado caracterizaciones de estas propiedades mediante conceptos como la
derivada grafica, la variacion contingente y condiciones de cubrimiento, las cuales permiten
una verificacion practica en problemas concretos. En el ambito de la optimizacion no lineal,
se ha mostrado la equivalencia entre la condiciéon de calificacion de Mangasarian—Fromovitz
y la regularidad métrica de una multifunciéon asociada al conjunto factible, lo que propor-
ciona un puente entre la teoria de condiciones de calificacion y el analisis de sensibilidad.
En el contexto del control éptimo afin, se han obtenido condiciones suficientes, basadas en
propiedades de crecimiento de la funcién de switching, que garantizan regularidad métrica y
sus variantes para inclusiones variacionales provenientes del principio de Pontryagin. Estos
criterios permiten verificar la estabilidad de soluciones en sistemas con controles bang-bang
y, ademas, sugieren futuras direcciones de investigacion, como extender el estudio de la regu-
laridad métrica a problemas con restricciones de estado o a sistemas descritos por ecuaciones

en derivadas parciales.
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