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Resumen

En este trabajo, se estudia el comportamiento asintético de una ecuacién diferéncial de
orden tres, donde los coeficientes son perturbaciones de la ecuacién lineal con coeficientes
constantes. Se introduce un cambio de variable y se deduce que la nueva variable satisface
una ecuacion diferencial de segundo orden de tipo Riccati. Se asumen tres hipdtesis.
La primera es la siguiente: todas las raices del polinomio caracteristico asociado a la
ecuacion lineal de segundo orden tienen parte real distinta.

Las otras dos hipétesis estan relacionadas con las funciones de perturbacién. Bajo esta
hipdtesis general obtenemos cuatro resultados importantes. Los primeros dos resultados
estan relacionados con la aplicacién del Teorema del Punto Fijo para probar que la
ecuacién de Riccati tiene una tnica solucién. El siguiente resultado es concerniente al
comportamientb asintdtico de las soluciones de la ecuacidén de Riceati.

El tercer teorema principal, se introduce para para establecer la exiétencia de un sistema
fundamental de soluciones asi como férmulas precisas para el compértamiento asintético

de la ecuacidn diferencial lineal de tercer orden.



Abstract-

In this work, the asymptotic behavior of a third order differential equation where the
coefficients are perturbations of linear equation with constant coefficients is studied. A
change of variable is introduced and it follows that the new variable satisfies a second
order differential equation of Riccati type. Three hypotheses are assumed. The fivst is
as follows: all the roots of the characteristic equation associated with the second-order
linear equation have different real part.

The other two hypotheses are related to the functions of disturbance. Under this general
Irypothesis we obtain four important results. The first two 1'esu1£s are related to the
implementation of Fixed Point Theorem to prove that the Riccati equation has a unique
solution. The following result concerning the asymptotic behavior of the solutions of the
Riccati equation.

The third main theorem is introduced for establishing the eiistence of a fundamental
system of solutions and precise for the asymptotic behavior of the linear differential

equation of third order formulas.
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Introduccion

\

En esta tesis estamos interesados en la siguiente ecuacién diferencial de tercer orden

2

2@+ (a+ ()2 =0, ; €R, 1 : R R (1)
=0 .

Esta ccuacién es perturbacion de la siguiente ccuacion con cocficientes constantes

2
z® + Z 22D =0, ¢; €R ' (2)
. =0 '

Fl analisis clasico de la ecuacién (1) se centra en dos cuestiones: la existencia de un
sistema, fundamental de soluciones y la caracterizacién del comportamiento asintdtico
de estas soluciones. Los trabajos pioneros para responder ambas cuestiones son los desa-
rrollados por Poinca:fé.'[l], también han sido iuvestigados en [2, 3, 4, 5]. En la actﬁalidad,
a pesar de ser un viejo problema, atin se sigue investigando y obteniéndose nuevos re-
sultados en comportamiento asintético, por ejemplo en [6, 7, 8, 9,10).

Actualmente existen tres formas de estudiar el problema del comportamiento asintético
de las soluciones de la ecuacion (1): la teoria analitica, la teoria no analitica y el método
escalar. La esencia de la teoria analitica consiste en la suposicién de alguna represen-
tacién de los coeficientes y de la sblucién: por ejemplo una representacién por series
de potencias (ver [13] para mayoresv detalles). Con respecto a la teorfa no analitica, se
conoce que sus métodos consisten en dos pasos: primero un cambio de variable para
transformar la ecuacién (1) en un sistema de primer orden de tipo Poincaré y entonces
por aplicacién de un proceso de diagonalizacién se obtienen las formulas asintéticas para
las soluciones de la écuacién (1) (para mayor detalle consultar (3, 14, 15,16]). Mientras
que en el método escalar [2, 6, 7, 8,9, 10, 11,12] el comportamiento asintético de las
soluciones de la ecuacién (1) es obtenido mediante un cambio de variable el cual reduce
la ecuacién (1) en una ecuacién de tipo Riccati de segundo orden entonces los resulta--

dos para la ecuacién (1) son derivados analizando el comportamiento asintético de la

v
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ccuacion de tipo Riccati obtenida mediante este cambio de variable.

En particular en este trabajo se muestran resultados del comportamiento asintético de
las soluciones de la ecuacién (1) aplicando el método escalar introducido por Bellman
en [11], y recientemente aplicado por Figueroa y Pinto en [6, 7], Stepin [8, 9], Pietroczuk
[10].

‘En esta tesis reorganizamos y reformulamos el método escalar original de Bellman intro-
duciendo nuevas hipé6tesis para, caracteﬁzar el comportamiento asintético de la ecuacion
(1) considerando que las funciones de perturbaciones r; € LP[tg, 00, i = 0,1, 2.

Esta tesis se desarrolla en tres etapas: en la.primera etapa se introduce un cambio de
variable y se deduce que la nueva variable es una solucién de la ecuacién tipo Riccati.
En la segunda etapa, para obtener que el problema este bien puesto y caracterizar el
comportamiento asintGtico de la ecuacion de tipo Riccati se asume una hipétesis sobre la
partc no lincal de la cenacién (1) asf como también sobre las funciones de perturbacionces
r;.Finalmente en la tercera etapa se trasladan los resultados de la ecuaciéon tipo Riccati
a las soluciones de la ecuacién (1), en esta etapa se deduce la existencia de un sistema
fundamental de soluciones de la ecuacién (1), y concluimos el proceso con la formulacién
y prucha dc férmulas de integracién asintética para las soluciones de la ccuacion (1).

~ Estos resultados se resumen en el capitulo 2 y se obtienen bajo las siguientes hipétesis:

, - . s . 2 i . .
(1) Todas las raices del polinomio caracteristico X3+ Y77, a;A* asociado a la ccuacién

(2) tienen parte real distinta.

(11) Para cada i = 0,1, 2 las funciones de perturbacion r; son seleccionadas de modo
que £(r;) = 0 cuando ¢ — oo donde £ es un funcional definido adecuadamente

sobre IZ[ty, 00|




Capitulo 1

Preliminares

De aquf para adelante la ecuacién (1) se escribira como (1.1), ﬁlieritras que la ecuacién
(2) se escribird corno (1.2).

En este capitulo estudiaremos los resultados para la ecuacién (1.1), que como ya se dijo
se obtienen mediante un cambio de variable qué reduce el orden a una de tipo Riccati.
Asumiremos que las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién (1.2) tienen parte
real distinta.

Iniciaremos definiendo lo siguiente

Déﬁnicién 1.1. Dadas las ful}ciones f,9: R — R diremos que
T=0() & k>0 0] <Hg(D], L€ R

Definicién 1.2. Dadas laé funciones f,g: R — R diremos qﬁe

f=ola) & tim T8 —0

SECCION 1.1
Ecuacion diferencial de orden 3

Consideremos la ecuacién

0 :
1'(3) + Zaix(i) =0, a; €R (11)

=0
Diremos que el polinomio P()) = X* + Y2 a;\; es polinomio caracteristico de la

ecuacién (1.1). 8i ), 4 = 1,2,3 son las rafces de P entonces diremos que A;, 1 = 1,2,3

1



1.1. Ecuacién diferencial de orden 3 2
son rafces. caracteristicas de la ccuacién (1.1).
Para la perturbacién de la ecuacién (1.1) dada por la ecuacién
2 .
z® 4 Z(ai +7:(1))z® =0, aeER rn:R>R (1.2)

=0

se tiene el siguiente lema

Lema 1.1. Considcrcmos la ccuacién '(1.2) y supongamos quc las raices caracteristicas,
Ai, 1=1,2,3, de (1.1) son distintas. Entonces se tiene un conjunto de soluciones de la

forma

y?(t) = exp (/t[)\i + zi(s)]d5> ) i=1,2,3 . (13)

1)

donde z;, i = 1, 2, 3 satisfacen respectivamente. las ecuaciones
2+ (8N + a2) 2k + (BA2 + 2a9\; + a1)zi + o(t) + A1 (t) + N2ry(£)
+ (2N (1) + (1) 2 + m2() 2] + 32z + (3N 4+ ag + ()22 + 22 = 0. (1.4)

Demostracién. La demostracién consiste en verificar que y;, i = 1,2,3 satisfacen la

ecuacién (1.2), pongamos

v e ([ D a(elas)

para simplificar la notacién, donde A ¢s una raiz caracteristica de (1.1), luego

J) = exp( t[A+z(s)1ds) O+ 2(8)) = 5O + (1)

)]

Y1) = yON+z1)* +y)7 ()
y@0) = y(OO+2()* + 3y A+ 2(0)7 (1) + (02" (1)

entonces

y® + (ag + 12)y” + (a1 + )y + (a0 + 7o)y =y(A + 2)® + 3y(A + 2)2’ + y2" + (a0 + 7o)y

+ (a1 + r)y(A + 2) + (a2 + r2)[y(A + 2)* + y7]

=y[(A+ 2)® +3(A + 2)2 + 2"+ (a2 + 1) [(A + 2)? + 2]

+ (CL1 -+ '1"1)()\ + Z) + (CL() -+ 7‘0)]




1.1. Ecuacién diferencial de ordeh 3 ' 3

Por ofro lado, tenemos

A+ 2)2 + 3+ 2)2 + 2 + (ag + 1) [\ + 2)% + 2] + (a1 + 1) (A + 2) + (ao + 7o) =
A 4302+ 3022+ 22+ 302 + 322 + z”l +.a9)2 + 2090z + 0222
+roX + 2oz + 192° + agz’ + ro2 + @A+ a1z +rA+rz+ag+rg=
2"+ (BA+a)? + (302 + 2a9)\ + a1)z + 1o + My + A2y 4+ (2Arg + 1) 2
| +192 + 327 + (BA +ag + 1) 2% + 22 =0.

Por lo tanto, y es la solucién de (1.2). Como las caracteristicas son distintas ténemos

tres ecuaciones para z, dependiendo de ); luego, dos soluciones z;, para i =1,2,3. 0O

Este lema presenta de otra forma el cambio de variables z = ”3' — A, cuando las rafces
caracteristicas de (1.1) son distintas.

Ahora estudiaremos la ecuacién (1.4) para conocer el comportamiento asintético de
las soluciones de la ecuacién (1.2). De hecho, conociendo soluciones de (1.4) para i =
1,2, 3se obtienen soluciones para la ecuacién (1.2). Para esto debemos conocer las raices

caracteristicas de la ecuacién
2"+ (BA 4 ag)2’ + (332 + 240\ + a;)z = 0.

Lema 1.2. Si las raices de P, X;, i = 1,2,3 son distintas, entonces A; — \;, i #
](

satisfacen la ccuacion
/\2 + (3)\, + az))\ + 3)\;‘2 + 20,2}\7; +a; =0..
Demostracién. Basta verificar que satisfé,cen la ecuacién, luego

(0 — A2+ (Bhi 4 a)(Nj — N) + 332+ 209\ + 0y =
/\? - )\,;)\j + sz + 3/\11\J - 3)\12 + ag)\j — ag\; + 3)\,2 + 200 + a1 =
)\3 + A,;)\j + )\? -+ azkj + agA; + ay,

- pero si § # j entonces \; — A; #£ 0,

)\:3 -|-CL2>\Z2 +aih+ag=0




1.2, Ecuacién tipo Riccati 4

)\3‘ + ag)\? + a1} +ap =0,

 luego, restando esta ecuaciones y dividiendo por Aj — A; # 0 se obtiene que

X2+ Ay + M 4 as); + azi + 4y = 0.

SECCION 1.2
Ecuacién tipo Riccati

Aquf estudiaremos una ecuacién de tipo Riccati.
Considercmos la ecuacién diferencial 37 + by’ + bz = 0. Sea Q(A) = A2+ byA + by el
polinomio caracteristico de esta ecuacién Y %, i =1,2]as raices de Q, con 11 # 12 ¥y

Rev; #0, i = 1, 2. Definimos la funcién g como

e—al(t—s) _ 6—0:2(1;—5) sit>s
g(t,s) = |
0 sit<s

cuando Rey; = —Rewy, Reys = —Reas <0,

' e lt=9) g >
g(t,s) =
e (-9 gip<g

cuando Rey; = —Rea; <0, Rey >0,y

' sit>s
g(t,s) = '
enl=s) —grl=s) gt <y
- cuando Rey;, Rey, > 0. Diremos que g es la funcién de Green de esta ecuacion.
En cstricto rigor, la funcién de Green deberfa contener un factor 1/(m — 7y2), pero se
puede omitir ya que lo podemos eliminar con un cambio de variables.
Notemos que para la funcién de Green tenemos 3 casos, y podemos escribir los resultados
para la ecuacién tipo Riccati simplemente poniendo g. Sin embargo, se mencionaran los

distintos casos cuando corresponda.




1.2. Eeuacién tipo Riccati : ' 5

Lema 1.3. Dados ki, ks > 0 existen constantes M, k,, k» y ks > 0 que satisfacen

ke + Mky + l\ffz(kl + kf) + J\J3k2 =M, ky + ZM(kl + kf) + 3]\[2k2 <1

Demostracién. Escogemos M tal que 0 < 1—2k; M —3ke M 2 es decir, M que satisface

—2k; + /4k? + 12k,

O< M <
6ko

Luego, escogemos ky, y kj tal que ky + 2k; M < 1 — 2k M — 3ko M 2y podemos ya que
primero tomamos 0 < ky < 1 — 2k M — 3kyM? y luego

1
0<ks< W(l — 2ky M — 3k M? — k).
IAsf, se satisface la desigualdad. Teniendo M, k; y k; fijos, k, se encuentra de la relaéién

ko= M — kM — ]‘42(]{?1 + k‘f) — k?gMg,

3 %

Pl W

y kq > 0, pues T - ?;j\\
T FROUESON é;i
Tacnioos &)

M(ky + kg) + 26 M? < 1— by — M(ky 4 by) — koM 12

Este lema asegura la existencia de las constantes M, k,, ky ¥ ky, que se ocuparan en el

siguiente resultado.
Lema 1.4. Consideremos la ecuacién diferencial escalar
i bz =all) +b()z+ ()7 + crzd + (ca + J(1) 22 + 32 (1.5)

donde b; y ¢j, i = 1,2, j = 1,2, 3 son constantes; a, b, ¢y f estin definidas en [0, c0).
Sean 71, 2, las raices del polinomio Q(X) = A% + b\ + by; y supongamos que 1 # e,
Revi, Reye # 0, G(a), L(¢) y £L(J) — 0, cuando ¢ — oo, donde

/m.g(t, s)r(s)ds /oo g—‘z(t, s)é‘(s)ds

-+

G(r)(t) =

o Jig

26,9 relas,

con ¢ la funcién de Green de la ecuacion z” +by 2’ + boxr = 0. Entonces existe una solucion

£y = [ (lssl+

o

de la ecuacién (1.5), digamos z, tal que z, 2/ = 0, cuando t — oo.




1.2. Ecuacién tipo Riccati | | 6

‘Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢; > 0,72 = 1,2,3 y
veER i=1,2 |

Sabemos que la ecuacién (1.5) es equivalente a la ecuacién integral

A0 = [ 00,9)[ale) + U) + )7 (6) +a2(6)2 () + (cat S 26) + o ()

to
por variacién de parametros. Ademas, notemos que para todo ¢ > tg

1 1
L)) < —+—+2,
T
ya que en el primer caso (Re~y;, Revys < 0) tenemos

)e

(le—ai(t—s) = e—az(t—s)' + ]a2e—a2(t—s) . ale—a1(t~s)])ds

cwo = [ (lsol+ |5

1

I

to )
t .
S (e-—-al(t—s) 4 e—az(t—s) + Olze-—aQ(t—s) + o e——al(t—s))ds
to :
1 1
< —+—+2;
(25} (8] .

y para los otros casos se deduce de forma andloga.

Consideremos el siguiente espacio
Cilto, 00) = {z :-[tg,00) =+ C 2,7’ son continuas y z,2 — 0, cuando ¢ — oo},

que denotaremos por Cj para simplificar (en el caso que y; € C tomamos 2 : [ty, 00) — C).

Observemos que C} es un espacio de Banach con la norma

2]l = sup{|z(&)] + ()] | £ € [to, o)}

Entonces definamos ¢l operador 7' como

to

To(0) = [ 96, 9)lal)+He)2(0)+(5)7(5)+2(5)7 )+ (a+ F)(0)+ a2 ()

luego, tenemos que T : C§ — C} (ya que £(r) — 0 cuando ¢ — o0, si r € Cj, por el lema

1L1),y buscaremos un punto fijo 7" en algiin conjunto invariante. Notemos que

-0

T2 [ 0,5l +H()2(5)+e(5) (6)+ers(s) (5)+ (e () (5) e ()]




1.2. Ecuacién tipo Riccati ' (.

Escojamos M, k,, ky y ky como en el lema anterior, con

1 1 ' 1 1 '
ky = (Cl+62) (—+ +2) y k2263( +2>
Il e Il el

y io tal que |G(a )( | < kay L))+ L{c)(t) < ky ¥y L(f)(t) < ky para todo ¢ > 1. Sean
B = B0, M]yzEBpa,rat>tg

[E(t s)als)ds| + f 9 I (6) + c(5)2(5) + c12(5)2(5)ds
[ ot e + )+ o

/ B (t s a(s)ds

|Tz(t)] <

/ ot NI2(6)] + e (6)] + et ) s
/t oolg(t,5)l[(ca + |F())|=(8) 2 + cal(s) Plds

y

(T2) (1) < (tmi?ﬁ(f .«,) ()de) /: 9%

Y1,5)
+ / %9.1,5)| Ifea + F&)22(5) + eo(s)lds

( /t a(t,s)a(s)ds) + /: %

OL(
22(1,9)| [(e2 + |/ (5)DI()* + coles)lds

ooag
“l,
Sy (O

|b(s)z(8) + ¢(5)2'(5) + c12(s)2' ()| ds

[B(s)1z(s)] + le(s)11'(8)] + cal2(s)]]2(s) s

t,s)

~ luego,

T0)] + (T2 O] < L@ + ML + L] + b’ L)) + ML)
| ML) + oM L))

Con esto tenemos,
T2@)] + |(T2) ()| < ko + Mky + ki M? + M?k; + ko M®.

Asi, || Tz]| < M. Por lo tanto, T'z € B.

Sean z, 7 € B, entonces |
Tz(t) — Tz(t) = / i g(t, )[b(s)(21(5) — 2a(8)) + c(8) (21 (5) — 25(5)) + ca(21(s) 21 (s)
- 22(5‘)52(3)) + (e + F(9))(F(5) = 2(s)) + ea((s) — #(5))]ds




.1.2. Ecuacién tipo Riccati : 8

Luego, para t > iy se tiene

[T(0) - Taa(0)1 < | " latt, B a(s) — ()] + eI (5) ~ ()
C +ala@F(e) - 2B + (e + FEDIAE) - B+ el - )

a)zt) = al)@0) - 20) - W) - 20)
7(t) =4t = (a() - 21)(al) + 20),
2t - A1) = (alt) - 20)(#E) + 21t)2() + £0)
l21(t) + 22(8)] < 2M
y
|20 + ()] < 2M
tenemos

T2() - Tza(t)]- < ( / 9t $)I116(s)] + () s + 26 M / "9l 5)lds

+2M /LOO \g(t, s)|[ca + f(s)]ds + 3caM? /Loo lg(t, s)lds) |21 — 22|
Anslogamente para (Tz) tenemos
TaY Q) - Ty@) = [ SO~ 26) + ) A - 5(6) + ala@40
—2a(5)25(5)) + (ca + J(5))(22(s) = 2(s)) + ca(2i(s) — A(s))]ds

Luego, para t > 1, se tiene

dg

I(Ta) @) — (T2 @) < / 2(t,5)

+/oo‘—— [e121(5) 21 () — 22(s) 2 (s)| + (ca + 1 ()25 () — 25 (5)]
+c3l2(s) — 2 (s)|]ds

< ( / 129 ol 1306 + el + 2en /

5{( ; "
-
+2M /
Jg

[6()ll21(8) — 22(8)] + le(s)]|21(s) — 23(s) ]ds

~ %
ot

(c2 + lf(e)])de + 3(’3/\[2

X t,s)

\ (t,s) de) |21 — 22|
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Asi,
1Tz (t) — Tz(t)| + () @) — T2)@O < LE0) + L@@ +2M (e +e) L))
| ML) + 3esMELD) D] 21 — 2]
. , - < [kb + 2]\/[(1{‘,1 + k'j) + 3k‘2M2]”Zl - 272”

pero ky + 2M (ky + ky) + 3koM? < 1.

Con esto tenemos || Tz — Tz2|| < [ky + 2M (k1 + ky) + 3k2M?]|| 21 — 2||. Por lo tanto
tenemos que T es un operador contractivo de B en B, y como B es completo existe un
tinico z € B C C} tal que, Tz = z. Asi, tenemos una solucién, digamos z de la ecuacién
(1.5) tal que 2,2 — 0 cuando L — 0. A

~ Observemos que si a, b, ¢, f — 0 cuando t — oo entonces se satisfacen las condiciones de
este lema, usando el lema 1.1, y ademés 2’ — 0 cuando ¢t —+ co. De la misma manera,
se cumplen las hip6tesis de este lema si a,b, ¢, f € L? (por el lema 1.1). Por lo tanto,
se pueden mezclar estas hipdtesis, es decir, podemos tomar a, ¢ = 0 cuando [ — oo y

b, f € I”, por ejemplo. O

Ya sabemos que existe una solucién de (1.5), digamos z, tal que z,2 — 0 cuando
t — co. Ahora podemos precisar el comportamiento de esta solucién, dependiendo de
las condiciones sobre v;, i = 1,2; tenemos tres casos, y para cada uno de ellos un

resultado.

Corolario 1.1. Consideremos la ecuacién (1.5), las hipdtesis y conclusiones de la demos-

tracién del lema 1.4. Supongamos ademés que Rey; = —Reay, Reyy = —Reay < 0,
dado
(8%
< —
0<p<,

donde o = min{Re a3, Re an}, y tal que '
a-B-(c+ec+esM)M
0< K<
S Ta-BltatptM)

se saﬁsface qué »
T
/ @A p(s)|ds < K

tp
para todo t > tp, y que para c y f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la

solucién de (1.5) dada por el lema 1.4 satisface

zm,ﬂo=o</kﬂwmﬂm@>.

to
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Demostracién. Sin pérdida de genceralidad, supongamos que ¢; > 0, i = 1,2,3, 7,

T2 € R. Sabemos que existe una solucién de (1.5) que satisface la ecuacién

2(t) = / © g(t9)]a(s) +b(s)2(s) +e(5)2'(s) + e12(5) 2 (5) + (c2 + f(5)) 2% () + c32°(s)]ds
to .

v li2ll < M. En este caso

e—on(t=s) _ e—.a2(t"3) sit>s
g(t, '5) =
0 ) Si A S S

lucgo, la ccuacion que satisface z es

2(t) = /t e~ o10=) _gmo2(t=9) g () 4+-b(5) 2(s5)+c(5) 2 (8)+¢12(8) 2 (8)+(cat F(5)) 22 (s)+c32°(5)]ds

(1]

Tomemos la sucesién dada por zp =0y 2,11 = Tz, paran > 0, donde T es el oper'ador
definido en la demostracion del lema 1.4. Sabemos que z, — z cuando 1 — 0o, ya que
T es contractivo. Observemos que la condicién sobre b equivale a que se satisfaga
/ ! @ Ps|b(s)| < Kelo Pt
. tp
pata todo 1 < #y, y se tiene lo mismo para cy f.

Ahora probaremos por induccién que para todo t > &g

13
()] <N / P9 a(s)|ds,
to

para todo n € N, con
N
a—pf

Para n = 0,1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k, y veamos que

N>2+ KN+ ay +as+ M)+ M(cy + ez + esM)

sucede para n = k + 1, entonces

2o (8)] < t(e"‘““_s)+8‘°""(t_s))[|a(8)|+Ib(S)HZ(S)I+|c-(8)HZ'(8)I+01I2k($)l|22(8)|

/1g

+(ea + [ £(8)D)]2(s)]* + eslzs(s)*)ds

< /tt g~ olt—s) [la(s)l + Nb(s) /ts e—ﬂ(s*f)la('r)ld'r + (a1 + a2)Nlc(s)l ’ B_ﬂ(s_r)la(T)ldT

to

e MN / PO MNa(r)|dr + (caf () MN / &6~ a(r)\dr
Jig to

+(:3M2N/ e_ﬁ(s_f)|a(7')|dfr] ds,

Jg
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Lucgo usando cambio de regién de integracion y aplicando ¢l teorema de Fubini se sigue -

que:

4 s . ot ps '

/e"“(t_'q)lb(s)l/ e PCDa(7)|drds = e“”‘t/ / Pl a(7)||b(s)|drds

to . to . iy Jito

: t pt

_— / / (=207 (7) | |b(s) drds
- Lto . n
= e‘“t/ eﬂT|a(7')}/ e @83 |b(s)|dsdr

1o

t N
< Ke‘"‘t/ A7 |a(7) |l Ptdr

1

ol .
= K [ ¢ Pt=9)|g(s)|ds;

Jig

y para cy f tenemos la misma desigualdad; ademaés

¢ s : t t
/ g o=s) / e P a(r)|drds = & f ’"la(r)| / e P dsdr
to lo VT

o

e—at 13

a — 18 ig
= 1 t c_ﬁ(t“’)la(sﬂds
a — ﬁ to . .

7 |a(T)| (=B dr

A

luego

N
a—pf

|Zk+1(t)( < (2+KN+ (Oll +CM2)KN+ ]M(Cl +C2)

T t
- +KMN + M?c; N /c_ﬂ(t—5)|a(5)|ds
Ol—-,f)' tO

t
< N / P9 |g(s)|ds.
LO .

Y ahora para la derivada tenemos

Aall = [ (et 4 oy o)+ ) 26(6)] + eI+l ()14

to

+(cz + [ F(s)D|2e(8) [ + calza(s)lds

< (a1 + ow) / e ja(s) + N / P a()dr {b(s)] + (er + a)lc(s)|

Lo

+a M+ (Cz-i;|f(3)DM+03M2}] ds,
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Luego, ‘

21 ()] < (1 + ) (2+ KN(1+on+ax+ M)

to

. . N ot
+M(ci+co+ 03AI)—&—_-E> / e_ﬁ(‘—s)la(s)|ds

) t
< (a1 +az)N / e Pt=3)a(s)|ds.
to

Por otro lado,

- Oz—ﬁ—lf(a—ﬁ)(1+a1+a2+M) —M(Cl+C2) —11"[263

y se tiene que

Nfo— = K(a— B)(1+ 0y +az + M) — M(es + ca) — M)

> 2(a—p)
1 1
N(1—-K(1+(11+(X2+M)——M(Cl-i-(,'z)a_ﬂ ——]\»’jzcga_6> > 2
N— KN~ (s + &)KN — M(e + 02)—— — KMN — M2es—>— > 2
a—p a—f
. N , N
2+ KN+ (g + @)KN + M(¢y +c2)a 5 +KMN+M 63—-—5& < N
Notemos que N > 0, ya que
o @=B—(er+ e+ MM
(Ol— ,5)(1-}-(21 + C¥2+M)
Ademis, tenemos que '
(04 1 Oflaz' 1 9
—-B>=>= —(3csM* + 2M MM
a.ﬁ_2‘2a1+(12+2041(12.>2( “ + (61+62))>(Cl+02+63 )
usando la desigualdad que define a M en el lema 1.3 tomando
1 1 1 1
ki = (1 +¢p) (——+——'+2) Yy ke=cs (—+—+2)
Iml I’YZ| Iml

y con esto K > 0. Asi, para todo n € Ny 1 > 1, tenemos que
13 at .
2 < N [P Nao)ds 1401 < (0r+a)V [ e Ia)lds,
: 4‘to L)
entonces podemos decir que

i 3
l2()] < N / e P Nas)lds y 17(0] < (o +az)N / ¢ P Ia(s)|ds,
o ) to
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Luego,

z(%)| ~0 ( / t e‘ﬁ(t_5)|a(s)lds) y 2t)=0 ( / t e-ﬁ<t-¥>|a(;)|d.s> .

o to

O
Ahora si Rey1, Rev; > 0 en la ecuacién (1.5) tenemos un resultado andlogo al auterior.

Corolario 1.2. Consideremos la ecuacién (1.5), las hipétesis y conclusiones de la de- -

mostracién del lema 1.4. Supongamos ademas que Rev;, Rev > 0, dado
«
0<B< =,

donde @ = min{Rey,;,Rey,} y K tal que

a— b — (Cl +co + Cg]\[)]\/f

K< (a—B(1+a+8+ M)

se satisface que
/ @B b(s)|ds < K

o .
para todo t > #o; y que para ¢ y f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la

solucién de (1.5) dada por el lema 1.4 satisface
z(t),2'(t) = O (/ cﬁ(t"5)|a(s)|ds) .
* t
La demostracién de este resultado es andloga a la de el corolario anterior. El tiltimo caso

que vamos a cubrir de la ecuacién (1.5) es cuando Rey; <0y Rey, >0

Corolario 1.3. Consideremos la ecuacién (1.5), las hipétesis y conclusiones de la de-

mostracién del lema 1.4. Supongamos ademds que Rey; = —Rey, < 0, Reyp > 0
dado '
o
< pf< =
0<h=3,

donde o = min{Re~;, Re v} y K > 0 tal que

- - (g +e+esM)Ba—- LM
3 - )1 +a+p+ M)

K<

“con M satisfaciendo
3
My +co+esM) < —i%,
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se satisface

13
/ e~ (A=) p(s)|ds < K,

to

/ c("‘*ﬁ)(t_‘)|b(s)|ds <K,

&
para todo ¢ > o, ¥ que para ¢ y f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la

solucion de (1.5) dada por cl lema 1.4 satisface .

20) ()= 0 ( / "= s)a(olds ).

donde
e Bl §it>s

¢(L7 '5) =

P8 gii<s
Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢; > 0, i = 1,2,3 y
% eR,i=1,2

Sabemos que existe una solucién (1.5) que satisface la ecuacién

2(t) = /oo g(t, s)[a(s) + b(s)2(s) + c(8) 2 (8) + c12(8) 2 (8) + (ca + f(8))2%(s) + c32%(s)]ds,

to

v |lz|]| < M. En este caso

em =) gif>g
#(t,5) =

gr2(t=s) sit<s.

Luego la ecuacién que satisface z es
t . .

Z(t) = / 9(t, 8)[a(s) + b(s)2(s) + c(5)2'(s) + c12(8)2'(s) + (ca + f(8))2%(s) + c32°(s)]ds

Jitg .

. lo'e) '

+/ gL, 8)[als) + b(s)2(s) + c(s)2(8) + c12(s) 2 (8) + (ca + [(5))22(8) + c323(s)]ds,

£ ’ - '

Tomemos la sucesion dada por 29 =0y 2,41 = Tz, paran > 0, donde T es el operador
definido en la demostraciéon de lema 1.4. Sabemos que z,, — z cuando n — ©0, ya que
T es contractivo. Observemos que la condicién sobre b equivale a que satisfaga

o
/ c(a=B)s|p( )] < Kol

tp

~

20
/ e~ =P|p(s)| < Ke (P

Jt
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para todo t > 1y, y se tiene lo mismo para cy f. Ademas, notcmos que.

1 1
/ e~ @+BE=9) p()| < / e~ (@A) p(5)| < K

) tg

/ eletAE=9) p(5)| < / é(a—ﬁ)(t—s)|b(5)| <K
t

t
puestoque B < a2 <a-B<a<a+f. Asi concluimos que

ot -

J1g

/ e~ (@A |p(s)| < Kem(ath)

t

para todo t > 1y, y se tiene lo mismo para cy f.

Ahora probaremos por induccién que para todo ¢ > tg

sl ([0 o la(slds )

4,01 < (er+ N ( [ ot sals)lds ).

para todo n € N, con
N(® = B) = 8K(e® = B) 1+ ar+ 12 + M) — M(er + 2 + sM)(Ba — ) 2 o — f°

Para n = 0,1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k;, y veamos que

sucede para n = k 4 1 entonces

262 (8)] < /w g(t: s)lla(s)] + 1b(s)l[2x(s)] + [e()l|2(s)] + ealzu(5) 22 (5)

Lo

Heat+ |7 (8)Dlzi(s)* + csllzx(s)Plds

< /'°° o(t. 5) [Ia(s)l N /f 85 7)la()|dr{b(s)| + (a1 +az)|c(s)

Jig

+c M + (e + f(s))M + 03M2}] ds
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2k ()] < /t gt {IG(S)HN /t c’O<25(<'>‘,T)la(T)!l.Jl’f{lb(S)l+(0l1+Cﬁz)|0(8)l

+eir M + (e + f(s ))M+(’3Mz}} ds

+ / " gl [Ia(s)l LN / " 85, 7)a()ldr{b(s)] + (o + az)le(s)|
+e1 M + (ca + f(s))M + cﬂ\-ﬁ}}ds

De manera anéloga al corolario anterior usando cambio de regién de integracién y apli-

cando el teorema de Fubini se sigue que: -

/te—a(t—s)|b(5)l /t " b5, T)a(r)|drds = / - s);b(s); / Pela(r)|drds

/ —a(=9)p(5)| / ~#s=7)|o(7) | drds

para el primer término ya tenemos una desigualdad y pa;ra el segundo tenemos
t poo T
/ —al={p(s)| / Hear)ldrds = et [ [ ey b(s)ards
io Jitg Js
t T
= 6_“"// e(“+5)se'5r|a(7')|']b(s)Ides
. 0 Jto
_poo gt
+e_°‘t/ / el@tPse=h714(7)||b(s)|dTds -
[A lo
1 T
= g / e |a(7T)] / e+B)s1p(s)|drds
1o

ig

o0 4 .
vt [T etata)| [ deeiaglards
t

to

IA

l
e~ / e P7|a(r)| KA dr

L]

ret [ la(r) K+ Pdr
t

L o0
= K/ e“”(t‘T)|a(7)|dT+K/ et |a(1)|dr
ip t

Asi, tenemos que

to

/ " e9o(s)| / " o5, latrldrds < K [ P Da(s)lds + K / " 6(t, 9)la(r)lds.
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Anilogamente, tenemos que
[ e [ otsmiattdrds = [ etnpgs) [ et atrjaras
3 Lo : t o
+ [ el [ e atldras
t s

Y muevamente usando cambio de regién de integracién y aplicando el teorema de Fubini

se sigue que:
/ e“=9]p(s)| / Ag(r)|drds = e f 4 / &) [o(s) | drds
; 1o t to
gt poo
= / / e~ +0)2 6| (1) |b(s) | ddr
tg Jt '. ‘
Lot / / =287 |0 (1) [B(5) | dsdr
Ji JT .
t o0
= / e’ la(7)| / e~ (*t|b(s)|dsdr
JLo. .

o

o / Fla(7)| / o2 b(s)|dsdr
Ji JT

IA

1
e / A a(7)| Ke~ (Ot dr

to

lo o]
+e°‘t/ 657|Q(7)1Ke'(°‘+ﬁ)7d7
Jt

: oo ‘
= K f e P \a(7)|dr + K / & a(7)|dr
1

tp

Asi, concluimos que

|7 e [ ot lateanas < & [ aoas + K [ ottt

Y para ¢ y f se tiene la misma desigualdad y nuevamente cambiando la regién de inte-

gracion juntamente con la aplicacién del teorema de Fubini se sigue que:
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t 00 i [o<] .
/ e™*U=)|b(s)| / P lg(r)|drds = e / / >t~ |a(r)|drds
7 s ' 1

Jig 0 V8

I

A 7
e / / e+Bs =BT o (1) |dsdT
Jig Jilg :
o g] 3
+e‘°‘t/ / P b7\ o (1) |dsdr
t to

' T
= g0t / &P |a(T)] / e @ths dodr
. o

Lo

oo £
+et [T a(r)
t : tg

: t (at+-8)T
e““t/ e Pa(1)| dr
A la(m)l— 3
(atB)t
¢ dr

+e_“t/t e P |a(T)| oL
1 /t —aft—T1) . /oo —
= e~ Dla(7)|dr + P\ o(7)|dr
5 ([ atar+ [~ o)
y analogamentc -

/ ex(t=9) / e PCNa(7)|drds = e* / / e~ @P)sePT10(7)|drds
-z to

t i to

eletPsdsdr

IA

d poo
— / / e*(m+ﬁ)se/37|a(7-)|dsd'r
Jig J1

et / / &6 o)) [b(s) | dsdr
t T

o OO .
= ™ / cﬁf|a(7’)| / e~ etB)sdsdr
# Jt

k]

+e* / e’ a(T)] f e~ TP dsdr
t T

t —(a+p)t
e [ la(r)
" a+f
e (a+8)r

at < B
+e /t e la(7)}———a+6 dr

1 "t i
= e B\ a(F)|dr + / o1 dT) ;
a+ﬂ(L;, a(r)ldr + | o)

IA

dr
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Por lo tanto

- ' 2 1
18 < [ 1+3KN 3KN+MN +
lzer ()] < ( + (01 + 72) (c1+c2) (a—}-ﬂ oz——ﬁ)

1 >0
| +3KM1V+C3;7‘5[2]\7 (0/3_[), + a—ﬁ) ) /to P(t, s)la(s)|ds

< N / " b(t, 9)la(s)]ds.

Y ahora para la primera derivada tenemos que
- | o | |
2@t = — / are” N a(s) + b(s) 2(s) + c(5)7'(s) + c12(s)Z (s) + (ca + F(5))2%(s) + c32°(s)]ds
to . . .

+ /Loo Y22 a(s) + b(s)2(5) + c(s) .+ 2'(s) + clé(s)z’(s) + (e + f(s))z2,(§) +¢32°(5)]ds,

2 (O] < /ttale—al(?"s)ﬂa(S)Hlb(S)sz(S)l+IC(S)1|22(S)I+61|2k(8)||22(8)| |
Het |/ ()Dlze() [ + cslz(s))ds .
+ /¢ 7267'2“‘5)“@(8)! +[b(s)[z(s)] + le(s)l|2()] + ealzn(s)l|2(s)]

+(e2 + F()D]2(s)* + cslz(s)]ds

o [ ' malt- [m(s)l v [ s, e ()] + (e -+ ()]

IA

+o M+ (co + f(s))M + 03M2)} ds

a [ [Ia(s)l 8 [ s, lalo) (805 + (o + )]
+aM + (c2 + f(s))M + C3M2)] ds

Luego,

2 1
lZ;H_l(t)l < (Oll+’72)(1+3K]V+(C’M1+’Yz)3KN+MN(Cl+Cg) (C\{+/3+Of—,3)

 +3KMN + csM*N (a—?—ﬂ +- i ﬁ)) /to ¢(f, 5)|a(s)[ds‘

< (o +’}’2)N/:)o o(L, s)|a(s)|ds.
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Por otro lado,
N(e? - p*-3K(a® - 1+ o1+ v+ M) — M(c; + co + csM)(3a — B)) > o — 2

y se tiene que

2 1
N{1-3KQ+a1+y+M)— M(c;+ ¢+ csM + > 1
< ( a1 72 ) (Cl C2TC3 )(06-1-5 a—ﬁ)) =
, : 2 1
N—-3KN(A+ai+v+M)—MN(c1+ca+csM + > 1
( 01T 72 ) (1 + 2+ csl )(a—i-ﬁ a—,ﬁ) Z
2 1
I+ 3KN(1 M)+ MN ; M < N
( + oy + v+ )+ (Cl+62+631 )'<a+ﬂ+a—ﬁ) < |

Notemos que N > 0 ya que

a? — 2 — (c1 + ¢ + csM) (30 — f)M

. 2y v N

adem4s, tenemos que
(a—B)(a+B) > (c1 + 2+ sM)(Ba— f)M

puesto que si 0 < < a/2 entonces

« —52
3o — ,B - 10

> (61 4+ co + C3]VI)M
y con esto K > 0. Asi, para todo n € Ny ¢ > 1y tenemos que

@I <N [ ot la(s)lds v |ZO]< (@ +)N /t°°¢u,s>|a(s>|ds,

to

entonces podemos decir que

O <N [ gt a)lds v 7)) < (02 + )N /L°°¢(t;s)|a<s>ids,

lo

=0 ([T smeants) v 2w=0( [ o laloiis).

Notemos que la eleccién de B depende la eleccion de M. En los corolarios 1.1 y12 M

Luego

O

satisface '
| Re 71 Re 7o

|Rei| + | Reve| + 2| Re 1 Re e

2(61 -+ Cg)]\[ + 3631\-’[2 <
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y en cl dltimo corolario

(c1+ ca + MM < i—g

y necesitamos que 0 < 8 < a/2, para que sea K > 0. Es facil ver que si M satisface
la segunda designaldad entonces satisface la primera. Ademaés, para los casos a,b — 0 °
cuando ¢ — 00 6 a,b € L” podemos encontrar t, tal que se satisfacen las condiciones
que aseguran la existencia de z € C§ como solucién de (1.5) y que, dependiendo del .

caso (Rem, Reye < 06 Rey, Reye > 06 Rey; < 0y Reyy > 0), se chmplan las

desigualdades - ,
/ @A) b(5)|ds < K
L .
6 t
/ =B b(5)|ds < K
fp
0

t : b
/ e EAy(s)ds < Ky / PEIp(s)lds < K
L R ) A

0
para todo ¥ > 1p; y lo mismo para ¢y f, donde

CY—,H—“(61+CQ+C3M)M
a-Bl+a+B8+M)"

0< K<

?— 2 —(a+e+eM)(Ba—B8M
3?2 -B2)14+a+ B+ M)

Bl siguiente lema tiene relacién con condicion integrables y nos presenta un desarrollo de

0< K <

la solucién de (1.5) como una suma de términos, donde cada término ticne una propiedad

de integrabilidad.

Lema 1.5. Cousideremos la ecuacién (1.5) y las hipitesis del lema 1.4, Supongamos
que a, b, ¢, f € IP[ty, 00), con p > 1. Entonces z, 2’ € I.”7[t, 00), donde z es la solucién

que nos entrega el lema 1.4. Ademds, si p € (1, 2] entonces podemos escribir z como
S 2(t) = 00t) + (1),
con

0(t) = / " gt 5)als)ds,

0
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0e Lp[to,‘oo) y 1 € Lty,00). Ysip e (m,m+ 1] con m € N\ {1}, podemos escribir z

de la siguiente manera
m—1
2() =) 6u(t) + $m0),
=1

- donde

e = [ " gt s)a(s)ds,

4]

0(t) = /oo g(t, s)[b(s)01(s) + c(8)01(s) + c161(8)6}(s) + c203(s))ds

to

~ o -1 -1 ‘
0ty = / g(t,s) [b(S)Oz—l +c(8)01_1(s) + e1 Y Ou(s)0i_(8) + 2 Y Ou(8)01(s)
i ' k=1 : k=1

to
-2

+1(3) Y 0u()01k(s) + 5 D 0:(s)05(5)0u(s) | ds,
k=1 itgk=l

con Oy, 0, € LP/*[t5,00), k=1,2,...,m — 1y ¥, 9., € LP/™[t, 00).
Demostracién. Sabemos que si a, b, ¢, | € LP[ly, 00) entonces para todo z > 0
4i(lal, 2, ), b2(lal,g,-) € LP[ly, 00) N Colto, 00)

v lo mismo para b,c y f. Luego, podemos escoger 1y de tal forma que se satisfacen las
hipétesis del lema 1.4 v de los corolarios 1.1, 1.2 y 1.3, asi
oQ
2(1), 2 (1) = ()(/ gs(t, .s)|a(.s)|ds) :
. to
con v = min{|Rem|,|Rem|}, 0 < B < /2y
Pl=s) sit>s

Qﬁ(tn S) =
10 sit<s

cuando Re~y;, Reys < 0,
e Bl=s) g >
gﬁ(ta S) =
Pl=s) gt <s
cuando Rem; <.0, Rev, >0,y
0 sit>s

gﬁ(tﬂs) =
fl=s) g <s




1.2. Ecuacién tipo Riccati - ‘ ' . .23

cuando Rev;, Rey, > 0.
Por otro lado, tenemos que
J

/ " 930 )la(s)lds € Po, 00)

to
Asi, concluimos que 2,2 € LP[lg,00). Notemos que z y 2/ son acotadas, luego 2,2 €
TH[to, 00) con js > p.
Ahora si p € (1,2] entonces p' su exponente conjugado pertenece a [2,00), y como
z,2' € L*[ty, 00) con p > p se tiene que 2, 2 € LP[ty,00). Asi, bz, c2', 22/, 2% € Ly, 00)
y usando el hecho que z y 2/ son acotadas se tierie que [22, 2° € Ll[Lo,oo). Luego,

concluimos que

2(t) = /Loo g(t, s)a(s)ds
# [ 9AB) + )+ )6) + (en+ SF) + e (s
- , ~ ,
= 0(t) +¥(t),
donde |

o) = /too g(t, s)a(s)ds,

0
9 € TP[tg,00) y 9 € L tg, 00).
Para la otra parte, tenemos que si p € (m, m + 1] entonces bz, c2, 22/, 2% € LP/?[ty, c0)

y 22, 28 € LP/3[ty, 00). Asi, podemos escribir z como
2(t) = 0:(2) + ¥a(2),

donde _ -
o) = [ st al)ds,

to
0, € LP[ty,00) y 1 € LP/%[ty, 00). Luego, sim = 2 est4 demostrado el resultado. Suponga-

mos que m > 2, entonces reemplazando z cn la ecuacion tenemos
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z(t) =0:1(t) + /t T gt,s) [6(s)(61(5) + ta(s)) + c(s)(01(5) + ¥5(s)) + c1(01(5) + ¥a2(5)) (01(s) + b(s))

+ () + () s+ [ sl IR + as(o)lds

to

=0(t) + /L ” g(t, s)[b(s)01(s) + c(s)t9’1 (8) + c101()8 () + c2[01(5)]%]ds

s [ 9t b6 a(s) + el (5) + cata(s)(s) + ca(0h(s) + v (5)) + 2eatu(s)a(s)

Jtp
+ a3 (s) + f(5)2%(s) + caz’(s)]ds

tomamos

00 = [ 9t ) + ) + s (0L(6) + aalt ()

ip

¥ 13 como el resto; y tenemos que 8y € LP/2[ty, 00), 12 € LP/3[ty, 00) v podemos escribir

Z coImo ,
2(t) = 01(2) + 0a(t) + s ).

Supongamos que podemos escribir z como

k
2(t) = pu(t) + Yrta(t) con  pi(t) = Z‘gl(t),
1=1

donde

0(t) = Lfduﬁdﬁﬁ’,

() = [ ot 9b(s)01(e) + c)OF(E) + b () (5) + caf s
y para l > 2 0

oo -1 ’ 1'._1
o) = f g(t,s) [b(st+c<s)0;_1<s>+>clzez-(s)e;-i(s)+c220i(s)9¢_i<s>

to i=1

+£(s) i 0:(s)0—1-:(s) + ¢3 Z Gi(sjﬁ?f(s)ﬁn,(s)} ds,

i=1 i+j+n=l

k< m—1,0,68 € I?'ty,00), Yhri1, Phyq € IP/FH[to, 00). Sustituyamos en la ecuacién,

JErEROTECAU KPRE
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luego

A0 =010+ [ g ) orCo) + a6 + el ((5) + W (9) + ) + a9 (9

to

1 (5)) + ealien(s) + Prsa(9)” + FO(0r(8) + Brra () + caliuls) + aa(s))ds

~03)+ [ 0, ) Bloals) + o) 6) + eagn(o)h(5) + ealon() + F(on(s)

AT

+ cslpn(s)]’)ds + / o [6(s)¥r41(5) + c5)dha(8) + c10n() P (5)

to

+ c1(pi(s) + Y1 () Wrr1(8) + 2c008(8) Rt (8) + calria (8)]2‘+ 2f (8)r(8)rsi(s)
+ F(8) [Whrr1(8)] + Bealon(8)*Prsa (5) + Beswr(s) [Wesa (5)]* + cs[ors1(s)]°] ds

- simplificando la escritura tomamos by, + e} + c1or0), + cap? + fior + caph = A, que

es el segundo término

k 1 '
A = Z(bel + )+ (Z S0+ > ez-e;.) + e (Z Y00t Y 9i0j>

=1 i=1 145> k41 I=1 i=1 i+i>k+1
k-1 "1
+f (ZZOOHJA—*— 3y 00) +c3 (Z > 00,0 )
I=1 i=1 iti> k41

1=3 it+j+n=l
= by + b + c1010] + o265 )

k-2 EETER 11 ‘
+§:(bol+1+cal+1+qzeel_z+2+r2§je 0 L+z+f29 Oivites eiejen)

= i=1 =1 . i=1 i+ jtn=l42

. k k ) k-1
+b0x + cl+ 1Y 0 it 2 Ok i1+ [ Oibites Y 6.0,

=1 i=1 i=1 itjtn=k+1
-+ Z 9,9; + ¢ Z 9193 -+ j Z 0191 + 3 Z 9i9j0n
_ i+j>k+1 i+j>k+1 i k+1 i+j+n>k+1 .
= 92+Ee,+2+9k+1+c1 S 08i+c >, 00i+f > 06i+es Y, 6:0;0,,

it+i>k4+1 it j>k+1 o ijzEtL itjtn>k+1
donde tomamos
k k k-1 .
’ /
6k+1 = bl + cdp, + ¢ E 91-0,“_1-__‘_1 + Co E 0.0;—iv1+ f E 0,0)_; + cs E (91-09]-9".
=1 i=1 =1 . i+jt+n=k+1 :

Ahora notemos que b6, cf) € I7/(+D para todo 1 <1<k, 6:6]_,,; € I”/*1) para todo
1<i<l4+leonl<i< k, 00,11 € Lr/(+D) paratodo 1 <i<lcon1<I<k~1
yQiHjGnELP/‘ paratodoi+j+n=I1lcon1<i,5,n<l—-2y3<I<k+1 Para los
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otros términos tencmos que 0,0, 0;0; € LP/*+2) para todo it i >k+1, f0,0; € LP/*+2)
para todo i+ j > k+ 1y 6,0;6,, € L”**? paratodo i+ j+n>k+1.
Por otro lado, para el tercer término de la sustitucién tenemos que 11, ¥t y, Cr¥ipt,

LUty Vi1 Wrats Oxlret, 1/)12c+1>‘ fortrer, fUiig Cibert, Vet erdiesrs Vi €
/4D, | S

Asi, considerando como 12 la suma de todos los términos que pertenecen a L/ (+2)

podemos escribir z de la siguiente manera

2(8) = @r(8) + Oppr (8) + Prr2(0),
donde 0; € TP/, i=1,2,...,k+ 1y thea € IP/0+2),
De esta manera, iteramos el proceso hasta llegar a k = m — 1 y obtenemos

z(t) = ni (1) + PYm(2),
=1

donde 6, € LP!,1=1,2,...,m — 1y 9, € LB/™, O

Nota. Usando cl resultado anterior observamos que si iteramos una vez mas ¢l proceso,
es decir reemplazamos .
m—1
2t) = D 6u(t) +hlt)
1=1

en la ecuacién integral, podemos encontrar @, y 1,41, donde

o0 . . m—1 ' ‘m-—l.
0,,(1) = / g(t, s) [b(s)G Lt e()0h,y(8) 1 Y Ok(8)0_i(8) + 2 Z 05.(8)0rm—1(5)
. to ‘ k=1 k=1
+f(8)01 mi 61‘,(3)9.,,&_1_19(8) +cC3 Z 9.1-(3)9'7' (S)ak(s) ds,
k=1 i+jtk=m

0,, € LP/™ y 4.1 € L. Asf, podemos escribir z de la forma
+
2() = 0(t) + Yrmia (t),
=1

donde

1p s 1o

01(t) /oo g(t, s)a(s)ds, 0:(t) = /oog(t, 5)[b(5)01(5)+c(5)0;(5)+c101(5)01(8)+co8 (s))ds
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oo ' : -1 -1 )
O,(t) = / g(t, s) {b(s)ﬁl_l + c(8)0,_1(s) + &1 Z 0x(5)0)_1(s) + 2 Z 0r(5)0-1(5)
1y k=1 k=1

i+j+k=l

) -2
+1(5) ) 0k()01-k(s) +cs >, 0:(s)0;(5)0u(s) | s,
k=1 ’

con Gl, 0; € Lp/l[tm OO), l = 1 21 s 7"77" Yy Il/)m-i-l's ¢;n+1 € Ll[tOu OO)




Capitulo 2

Generalizacion del teorema de Poincaré

Aqul' veremos los resultados para la ecuacién de orden trés. Consideraremos solo la situa-
cién cuando las raices caracteristicas de la ecuacién no perturbada (1.2) son distintas y
sus partes reales son distintas. Deduciremos los resultados usando la ecuacion de Ricceati
escalar mostrada en el lema 1.1.

Ahora estamos en condiciones de demostrar una versién generalizada del teorema de
Poincaré para la ecuacién de orden 3, dada por la ecuacién (1.1), usando los resultados

previos obtenidos en el capitulo anterior.
Teorema 2.1. Counsideremos la ecuacién (1.2). Supongamos que

1..R6A1 > Reldg > Re)\g, " = Al — /\2, Yo = >\1 - A3 Y V3 = Ay — /\3; donde /\i,
i=1,2,3 sou las rafces caracteristicas de la eccuacién (1.1);
2. Li(r;) — 0 cuando ¢ — co, para cada i = 1,2, j =0, 1,2; donde
i ‘ 00 .
Li(f)(t) = / eI f(s)lds y L)) = / 9| f(s)lds,
¢

Lo

con y = min{Re~y;,Reys}.

Entonces la ecuacién (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, ¢ = 1,2, 3,

tales que

i =\ 22l =)\ 2.1
tllm' i( ) ‘/\“ tllm z( ) )\z ( )

Demostracién. Sabemos que la ecuacion (12) tiene un sistema fundamental de solu-

ciones de la forma (1.3), donde 2; satisface la ecuacién (1.4); luego tenemos que

yi() = (M + z))wi(t)

28
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y'(8) = y OO+ 2(2)* + y(1) 2 ()
entonces si demostramos que para cada i = 1,2, 3 existe z;, tal que é.i, Z =0, cuando
t— oo; habremos probado el resultado. Ademas, debemos verificar que y;(¢t) # 0 para
todo t > to, para algln ty € R, y asi
z(t) = ult) _ i

vi(t)

y : | '

Ot 2(0)? + 2(t) = é—%

Usando las hipétesis 1 y 2, tenemos que, para cada i = 1, 2, 3 se cumplen las condiciones

. del lema 1.4, con

bg = 3)\,2 -+ 20,2)\,; + ai, bl = 3)\, + ag
a(t) = —ro(t) — Air1(t) — X (1), b(t) = —r(t) — 2Nira(t), o) = —72(¢)
a=-3, =-0Bl+ta), [fl)=-n@) vy s=-1

Las ecuaciones para z;, 1 = 1,2, 3 son respectivamente

-1 t ' :
2(t) = f (e — ==y £, (s, 21(s))ds,
Y1 — Y2 Jyg
1 rt ' o0
(t) = ( / e £, (s 20(s))ds + / EACOINS zz(s))ds>
N+ \Jy | ¢
y L e '
z(t) = / (e70=9) — 12079 fo(s, 25(s)))ds,
’)_’2 — Y3 Ji
donde

Jill,z) = [7'o(L)+/\i'r1(L)+/\,?-r2_(t)+(r1(t)+2Ai7'2(L))z+fr'-2(L)z’+3zz’+(3/\i+a2+'r2(L))z2+z3]

Ademés, claramente se tiene que Rey, > Reys y Reya > Revy, luego v < Rewy; -
para i = 1,2, 3. Verificando las hipGtesis para z;, tenemos que claramente las raices del
polinomio

A2 4 (31 + ag) A + 327 + 2a9M + a1
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son distintas y con partec real distinta dc cero por la hipétesis 1, pucsto que las rafccs

de este polinomio son —y; y —v2; ademads la funcién de Green es

‘ e~ nlt=s) _ g=n(-9) &>
(Y2 —m)a(t, 5) = ) '
S 0 sit<s

luego, tenemos

@) = | [ 00g(t, s)a(s)ds

_ 1
|’Yl - ’Yz| -

t ' '
/ (2™ — 317D (rg(s) + Arra(s) + Aira(s))ds

o

1
”)’1 - "72|

1 .
+/ (Irele™ 29 4 |y |e D) o () + Mara(s) + )\:frz(s))dsl)
to ' :

2+ |m|+ |l [*
|fy]. - 72| 1))

W[Mlﬁ@l(h)@ + || L1 (t) + L1(ro) (2)]

Asi, G(a) — 0 cuando ¢ — oo.

+

| /t %%(t, s)a(s)ds

0

t - .

/ (e_“("_s) — e‘”""(‘—s))(ro(s) + Mri(s) + /\f'rg(s))ds
to ' .
t . .

/ (e7 Reml=2) 4 e=2(=2) o () + A7y () + A2ra(s)|dss

to -

-

IA

&R (1 Plra(s)] + Pallra(s)] + ro(s)[)ds

IA

Anilogamente

)t = [l + 0.9 ) o
A

= (e — 7208 4 |ypem 12079 — gy N9y (5) + 2Mgma(s) | ds
1= Yl Jio

24 |nl+ |l
71 — el
Asi, £(b) — 0 cuando t — co. De forma més ‘Adirecta se obtiene que L(c), L(f) — 0

ds

210 ]L(r2)(2) + L(r) (®)]

cuando t — oo, yaque c = f =ro.

Para z y z3 se pueden verificar las hipdtesis de la misma manera. Asi; existe z; para
- cada 1 = 1,2,3 tales que z;, 2, — 0, cuando t — 00 y como z; esta definida en [tg,00) y
z(t) € C'para todo ¢ > to, tenemos que y;(t) # 0 para todo ¢ > .

Por lo tanto, se ha demostrado el teorema. O
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Obscrvemos que la condicién sobre rg se puede relajar a G;(rg) — 0 cuando ¢ — oo,

1=1,2,3, donde

1 L ‘ ‘ ;
G1(N)(2) : m ( /Lo[e—'n(t—s) _ e—-yz(t—s)]f(s)ds + /LO [,\/26—72( —s) _ 716—71( "5)]f(s)ds >
1 " (=) * l—s) ]
GO = ey |+ )| [ 1 @) | [ s
t OO
Ga(f) (t) = —l:y—z——i—%' ( ; [e'vs(t—s) — e‘Yz(t—-s)] f(s)ds| + /t [erﬁ(t—.e) — 73373&—.9)] f(s)ds )

aplicando el lema 1.4 a la ecuacién (1.4). Por ejemplo, 9 podria ser condicionalmenté
integrable.
Este resultado generaliza el teorema de Poinc.a:ré, que pide r; — 0 cuando ¢ — o0; ¥
aquf usamos el hecho que £(r;) — 0 cuando { — 00, es decir, aqui se consideran muchos
mas casos. Una condicién més general que pueden satisfacer las perturbaciones es

t+1

lfm Iri(s)|ds =0

t—o0 L

Sin embargo, dependiendo del tipo de perturbacién se puede obtener una férmula mejor.

De hecho, para el caso dado por Poincaré tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.2. Consideremos la ecuacién (1.2). Supongamos que

1. ReAd; > Redy > Rels, 7 = A\ — A2, Yo = A1 — A3 ¥ 73 = A2 — Ag; donde A,

i=1,2,3 son las raices caracteristicas de la ecuacién (1.1);
2. r; = 0 cuando ¢t — oo, para cada i =1,2,3.

Entonces la ecuacién (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, ¢ = 1,2.3,

tales que satisfacen (2.1) y més aiin, se tiene que

n ‘
) T .
Hm ¥ \Y ®) = /\f .

t~—o0 (t)

u®) = 1+ o)W | T[ =17 [ Floaoas |, 22)

. JEN()
donde N (i) = {1,2,3}\ {i}

fi (t, Z) = — [’r'()(t) +A?T1 (t) + )\?Té(lf) + (Tl (t) +2A,;T2 (t))Z+T2 (t) Z,+ (3)\1 +.012 +79 (t)) Z2+ 23],
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v 2,2 =0(),1=1,2,3 con -

71(t) = | / t e~ ro(8) + Arra () + Ari(s) + Nro(s)|ds

to

.fg(t) = / Ga(t_s)|7'o(8) + A3’I‘1 (5‘) + A§T2(5)|ds,
t

1A 00 '
Fa(t) = / e ro(s) + dori(s) + dar1(s) + A2ro(s)|ds + / e |rg(s) + M1 (s) + ANro(s)|ds

19 A
v=min{Re~;,Rey3} y 0 < a < Revy/2.
~ Demostracién. Sabemos que £;( f) = 0 cuando t — oo, si f — 0 cuando ¢ — oo para
i=1,2, donde £; son los operadores del teorema 2.1. Asi tenemos que se satisfacen las
hipétesis del teorema 2.1 y luego se tiene la existencia de tres soluciones y;, i = 1,2, 3

“que satisfacen las ecuaciones (2.1). Ademés, tenemos que

yi(l) = exp ( / t[)\i + zi(s)]ds> ,

to
’ ()
L = O w0 + Ot 500 + £
donde z;,i=1,2,3 s'atisfacen A
_ e
alt) = —— / (€709 = ) 1 (5. 21 (5))ds,
M~ Y2 Jy
. 1 . 00
a(t) = — ( | e s mohas+ [ e, z2<s>)ds)
1 + V3 to . e
y ) . o
2t) = o [ - o o, )
Y2— V3 J )
Ccon :

fi(t, 2) = —[ro(t)+Mir1 ()X () +(r1 () +2Nire(8) 2+ 72(8) 2/ +3 22 + (3B Ni+an+ra(8)) 27+ 2°].

Usando integracion por partes se sigue que

/t: z(s)ds = 7"2 i’yl {% (/t: fl(s,zl(s))dé - /t: 6—71@_5).) B :3_2 (/t: oo
+ [: &9 1 (s, zl(s))dsﬂ A

- = [(2-2) [t o),

= 7—11’-)/-2- tn‘ fl(s, z1(s))ds +.0(1);
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,/t: zz(s)ds. _ 71117; {% (/t: fa(s, z2(s))ds — /t: e £, (5, zz(s))ds> +;11— (/t: f2(8, 22(s))ds

+ / e £, (s, 25(s))ds — / M=) (g zZ(,q))d.«;)}
t

tp

_ 1 [(}N) Z:f;(s,n(s))dsﬂto(l)Ml},

Y+ 73 ;1—

-1 . N
- = /t Fols, 2a(s))ds + o(1) + b,

y

/to z2(s)d5 = 71:_173 {% (/to fa(s, za(s))ds — -/to 6‘73““5)]‘2(.5,22(5))(13) +% (/to fz(s,zg(s))d.é

. /oo 6'71(l-—-s)f2(5, Z2(s))ds _ /°° 671(Lo~s)/'2(5’ Z’g(b’))db‘) :l

)

_ 1t [(l--1—)_/t:fg(s,éa(s))dwo(l)+k2],

T2 78 T T2

1 T .
= .f3(3, Zg(s))ds -+ ()(]_) + ko,
7'2’)/3 Jig

Puesto que fi(t, z) = ﬁ:(t, z) — 327 y que

/to 2(s)(s)ds = 2 ;S) = z22(t) - z2(2t0)

= c‘—l-' o(1).

to
Lucgo, por las hipétesis 1 y-2 sc cumplen las condiciones de los corolarios 1.1, 1.2 y
1.3 en los casos correspondientes a los z;; con b= —ry — 2y;19, c = f - —7g, entonces
%, 20 = O(F). Ademis Revqs > Rewvys, Reya > Rey1 vy v < Rew; para i = 1,2,3.
Verificando las hipétesis para 2; tenemos que las raices del polinomio
A+ (3A1 + a2) A + 32T + 2a0) 1 +

tienen parte real distinta de cero, por las hipdtesis 1, puesto que Reyi, Reys > 0.
Ademss la funcién de Green es

e nl=5) _ g nl=9) s>

(2 —)9(t, s) =
0 , sit<s

luego, tenemos que las hipdtesis del lema 1.4 se cumplen (visto en la demostracién del

teorema, 2.1). Ademés, como para todo € > 0, 4 = 0,1,2 £(r;,¢,-) = 0 cuando { = oo,
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dado 0 < a < /2y K tal que

U<K<7—a—(3+3)\1+a2+‘}u)1\fl
| (v— @)@+ |ml + |l + M)

existe ¢y tal que para todo £ > i

ot '
/ e~ =203 () + 2Xma(s)|ds < K
i

0

y lo mismo para re. De la misma mancra sc verifican las hipétesis para z2 y 23.
Por otro lado de la ecuacién (1.4) se deduce que 2! — 0 cuando ¢ — oco. Asi, se tiene
que
"
yi'(t)

m Y8 _ g3
oo B T

Ahora estamos en condiciones de demostrar un teorema tipo Levinson.
Teorema 2.3. Consideremos la ecuacién (1.2). Supongamos que

1. ReA; > Relds > Res, Y= Al — )\‘2, Y2 = A — A3 Y V3 = A2 — A3; donde ),

i=1,2,3 son las raices caracteristicas de la ecuacién (1.1);
2. et i=0,1,2.

Entonces la ecuacién (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, 7 = 1,2, 3,

tales que satisfacen (2.1) y més afu, se tiene que.
yi(l) = (1 + o(1))e¢").

. Demostracién. De la misma manera que el teorema anterior, tenemos un sistema fun-
damental de soluciones de la forma (1.3), donde z; satisface (1.4), entonces probaremos
que para cada i = 1,2, 3 existe z;, tal que 2;,z, — 0 cuando t — co y z; € L*. Ademis,
sabemos que L;(1) — 0 cuando ¢ — 00, si 7 € I! para i = 1,2, donde £; son los ope-
radores del teorema 2.1. Asi, tenemos que se satisfacen las hipdtesis del teorema 2.1y
luego se tiene la existencia de tres soluciones y;, i = 1,2, 3 que satisfacen las ecuaciones
(2.1).

Usando las hipétesis 1 y 2, vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 1.4 y 1.5

para la ecuacién (1.4), luego, las del teorema 21, conp=1,

bo = 3)\72 ~+ 2&2)\,; + a1, bl = 3/\1, + as
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a(t) = —ro(t) — ir1(t) — A?r'g(t), b(t) = —ri(t) — 2Xra(2), | c(t) = —Tz(t).,
' cC = —3, Co = —(3)\,, + Gg), f(t) - —’rg(t) Yy C3= —1.

Asi, existe z; tal que 2z, 2] — 0, cuando ¢ — oco. Entonces z; € L' y asi ft z(s)ds =
c+0(1). En particular, escogemos c tal que el 5% 1+0(1), luego queda demostrado

el teorema. , O

Otro tipo de teorema es el de Hartman-Wintner, que considera perturbaciones en L

con p € (1, 2] Ahora veremos un resultado de cste tipo para la ccuacion (1.2).
. Teorema 2.4. Consideremos la ecuacién (1.2). Supongamos que

1. ReAr > Redy > Relds, 1 = A1 — A, Yo = Al — A3 Y= A2 — A3; donde Aiy

i=1,2,3 son las raices caracteristicas de la ecuacién (1.1);
2.melri=0,1,2ype(1,2].

Entouces la ecuacion (1.2) tiene un sistema fundawental de soluciones y;, ¢ = 1,2, 3,

tales que satisfacen (2.1)'y en particular se tiene
4i(t) = (L + o(1))eM0") exp H (X = A~ / ro(s) + Nir1(s) + )\27‘2(5)] :
JEN(9)
donde N(7) = {1,2,3} \ {i}.
Demostracién. Tenemos soluciones de la ecuacién (12) de la forma (1.3), donde z;

satisface (1.4), para i = 1,2, 3. Vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 1.4 y

1.5 para la ecuacién (1.4), con p € (1, 2],
bo =302 4+ 200 + a1, b =3\ +as
a®(t) = —ro(t) — Air1(t) — Mra(2), b(t) = —ri(t) — 2}\ir2(t), | c(t) = —ro(t )'
e = —3, c2 = —(3\; + ag), f)=—-m(t) v cz=-1.

Entonces existe z; tal que Zi, 7 — 0, cuando ¢ — o0, ademas z,,z’ € L? y podemos

escribir z; de 1a forma

(1) = 090) + 4O ),
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donde
00 () = / 4i(t, 5)a (s)ds,
B

00 e 17, @ € L' y g; es la funcién de Green para cada z, i = 1,2, 3, es decir,

, e nl=s) _ g=n(t—s) &if>
(Y2 = 1) (t,5) = o
0 . sit<s

el gt >
—(n +13)92(t,8) =
enl—s)  gig<g

sit>s
(72 — 1) g3(t, 8) = § )
‘ - e l=s) _eml-5) g1 <
A partir de esto tenemos que |

/;Zi(s)ds:/ta(i)(s)ds+c,;_|_o(1)

lo
Explicitamente para cada caso tenemos

1 1 . 1 t 1 ’ - 1 T |
/ 00 (5)ds — {_ (/ a(l)(s)ds—/ c_'yl("_”')a(l)(s)d.s> - (/ aW(s)ds
tg T2 — T mn to 1o Y2 1o
L
| + / G—W@—s)a(l)(‘s)dsﬂ
g

’ t
= L [(l — —1—> / oM (s)ds + 0(1):‘ ,
Te—M L\ M2/ Jy
1 1
= — | a®(s)ds +o(1),
Y2 to

. 13

= —— [ [ro(s) + Airi(s) + A%rﬁ(s)]ds +0(1),
T1Y2 Sy

t _ i t t .
/ 03 (s)ds = L [i ( / a®(s)ds — / 6‘73(t”5)a(2)(s)d5) + e ( / a®(s)ds
1o T + Y3 L3 to o Y1 tg

+ / =9 (5)ds — / e™(to — s)a(2)(s)ds>]
13

to

-1 (1, 1\ [ @
= _ — 4+ — a'¥(s)ds + o(1) + k1|,
NI\ N/ J,

—_— t ~
S a®@(s)ds + o(1) + ki,
T1Ys . to
I 5
= —— [ [ro(s) + Aari(s) + Adra(s)]ds + o(1) + ki,
A/1FY3 to -
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t ) oL oo [s5)
/ 603 (s)ds = — [i ( / o) (s)ds + / £0(5) 4 (5)ds — / evs(to—s)a(3)(8)ds)
to Ye—73 LYs to t . to
1 i oo oo
e ( / a(3)(s)ds + / e”(t”s)a(3)(s)ds - / e”"?(t"‘s)a(?')(s)ds)}
72 to 1 Jto

= — - — / a*’(s)ds + o(1) + k2| ,
T2 Y3 e to

1 ¢ -
= / a®(s)ds +o(1) + kg,
P23 S _
— t ~
= —— [ [ro(s) + Asr1(s) + Nara(s)]ds + o(1) + ko
Y273 J iy

Puesto que

oL . t
/ w(s)ds= [] Ga- )~ / [70(s) = Miri(s) — N2ra(s)]ds + & + o(1)
o JEN() o
Luego, escogemos ¢ de forma que ¢%+°®) para i =1,2,3. | O.
Podemos generalizar la idea anterior y considerar perturbaciones en cualquier I?, p €
(m,m+1]. |
Teorema 2.5. Consideremos la ecuacién (1.2). Supongamos que
1. Re/\1 > Rely > Re)\3, Y = AL — A2, Yo = A1 — Az Y 73 = Ag — As; donde Ais
i=1,2,3 son las raices caracteristicas de la ecuacién (1.1);

2.1mel?i=0,1,2ype (mym+1],conme N\ {1}
Entonces la ecuacién (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones y;, ¢ = 1,2, 3,
tales que satisfacen (2.1) y en particular se tiene que

- yi(t) = (L4 0(1))eM exp (/ tiﬂﬁ’(nds) ’

fo =1

donde .
()f) = — _/ 9i(t, 8)[ro(s) + Nir1(s) + Mira(s)]ds,

v - | T gts) [" (r1(s) + 2Xura(5)07 (5) = () (07) (5) — 36 (5) (67 (s)

—(3; + az) [0 (s)]z} ds
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00 = /,,mgi(t,s) [‘(rl(->+zx ra(6))012) — ra(s) (62, 320(’)@("(’)

—(3); + ag) ZO(’)H(‘)k(e)—rg Ze(l’ W) = Y 0960 (s)6(s) | ds
k._.

j+k4n=l

paral > 2.

Demostracién. Tenemos soluciones de la ecuacién (1.2) de la forma (1.3), donde 2; -
satisface (1.4), para i = 1,2,3. Vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 1.4 y

1.5, y del teorema 2.1, con p € (m,m + 1],
b() = 3)\72 + 20,2)\5.'{— ay, bl = 3Az + an

a(t) = —ro(t) — Ar1(t) — Mora(t),  b(t) = —ra(t) — 2\ire(t),  c(t) = —ra(t),
' cp = —3, Cp = —(3)\? +az), [ =-rt) y 3=~
Entonces existe 7 tal que 2,2l = 0, cuando t = oo y 2z € LP, y como z; es acotada,

z; € L* para todo p > p. A partir de esto, tenemos que podemos escribir z; como

m

4() = ¢81) + 9P, con @) =3"06(1) donde

I=1

0f) = — ‘/t‘°° gi(t, 8)[ro(s) + Mri(s) + Mira(s)]ds,

to

#w = ["aws {‘ (ra(5) + 22arals))6f) (s) + ra(a) (07) (5) + 307 (5) 07 ()

+(3M\ + a2>[0$‘°(s)]2] ds

k=1

- ‘ _ _ -1 )
600 = /t a(l, s) [—(n (8) + 22ara(8))02) + ra(s) (621 () + 3D 6 ()(0)'(9)

-2 .
+(8)\ + ag) Zawomk(s)+r2(s)Za,§">(_s)9@1 L+ D 09()09(5)60(s) | ds

k=1 k=1 k=l
con 91("') cIPt 1=1.2... . myd € L'y g; es la funcién de Green para cada z,
i=1,2,3, es decir,

e Nn(=s) _ g=m2(t—s) qj¢ > s

(2 —m)aa(t, s) = :
0 sit<s
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e B9 g >
~ (1 +3)92(2, 8) =
enlt=8)  gii<g

. sil>s
(12 — 18)gs(t, s) = ’
. e _ gr-s) gt <

Asi, para z; tenemos

/L z(s)ds = /L bei)(S)ds + ¢; + o(1),

L] o

y ahora escogemos c; de modo que e%+°(1) =1 + (1) para i =1,2,3. O

Nota. Ohservemos que para el primer término de la suma, en cada caso, tenemos

t 1 1 t t ' 1 t
/05”(5)(15 = — [— (/ a(l)(s)ds—/ ¢‘71(L*s)a(1)(s)ds> ~—(/ a(l)(.s)d.s
tg 12 N ’Yl 1o k) . ’yzv to
L
+ / e""(t_s)a(l)(s)ds>]
L]

!

t
- L aM(s)ds + o(1),
"1/1’)/2 J o ]

i

E 7_*1%_2. (e + Arra(s) + Aira(s)]ds + o(1),

t 1 [1 (7 t 1/t
99(3)@ = {— ( / a@(s)ds — / . 6_73““‘)‘(1,(2)(3)(13) +— ( / a®(s)ds
io gat + Y3173 ip 1o 4! to
+ / e~ =g @ (s)ds — / (it — s)a(z)(s)ds)}
t 1o

~1 11\ (" o
= —+ — / a?(s)ds + o(1) + ki | ,
MY L\ M/ Ji

-1 [t N
= — [ a®(s)ds+ o(1) + ki,
173 to
1 L

= [ro(s) + Aeri(s) + Agrg(s)]ds +o(l) + Eq
/_\/1’73 Jtg ‘
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t 1 1 T 00 o0
/ 0P (s)ds = {— ( / a®(s)ds + / (=903 (5)ds — / e(00=9)(3) (5)ds)
Jig . Y2~ V3 L8 1o t ' 1o

1( :
Yo

i o0 o0
/ a®(s)ds + / (=G (5)ds — / e72(t°_s)a(3)(s)ds>J
[5) : 3 lg

1 1 1 t
= l:(—— - —) / a®(s)ds + o(1) + k2J )
T2 L\ T2/ Jy
o )
= —— [ «®(s)ds + o(1) + ks,
A/273 {0

-1 rt N
= — / [ro(s) + Asri(8) + Aara(s)]ds + o(1) + ky
Y2V3 Jio

Y asf cada uno de los términos de la suma ticne una expresion cu términos de los ry,
1=0,1,2y delos Hl(i) anteriores. |

Una afirmacién que se hecho en todos los téoremas pero que no se ha demostrado es que -
yi, 1 = 1,2,3 forman un sistema fundamental de soluciones. Esto se deduce ficilmente

calculando el wronskiano de y;, i =1,2,3

Y2 ys
Wiy, e,y = |v) v 1| = uilyays — vavs] — wlvivs — vivs] + uslyive — vl
v s
B Wi W W KV Ui

——" + '
Y1y2Ys YolUYs YUY WNiYs UiYs Wil Ui 3/2}

Ademss, y1(1), ya(t), ys(t) # 0 para todo to <ty

oo ", "1 70 1N jl”’l’ '_
lfm {@’—3 _WEYs WY MY WY VLB () (0 ) (Aa—Ar)(Ae—Ad) #0
200 [YaYs  Y2UYs Y1Ys WiYs VY2 Nle

Luego, existe ¢; tal que Wiy, y2, ys](t1) # 0. Asi, y;, 4 = 1,2, 3 son linealmente indepen-

dientes. Observemos que este sirve para todos los teoremas.




Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo mostraremos tres ejemplos ilustrativos de los teoremas trabajadbs en

el capitulo anterior.

Ejemplo 3.1. Consideremos la ecuacion

1 ., sent
1/ . 1 - / — 0.
4 ( logt) vt logty

CAqui, tenemos My =1, o =0, s =-1, m=m1=1 1 =21 =0, r1(t) =1/logt y

ro(t) = sent/logt. Notemos que ry, r; — 0 cuando ¢ — 00 y cualquier p > 1, 1o, 1 ¢ L7,

ya que
1 1 ,
—— < —— paratodo t>e
ti/p logt - :
sent sent
| 7 .| < I—lo_g_tl paratodo [ >e¢

Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

‘ 1 [t [sens 1 1
. (t—10) i B Z2 3
w(t) —_ (1+o0(1))e exp (2 /to [log . + log 5 + log S4 (s) +321(s) + 2 (5)} ds)
: *lsens 1 9 3
1 = (1+ + ——29(8) + 325(s) + V1 ds
yZ(I’) (1 0(1)) exp (L [logs IOgS 2(‘5) 3 2‘(’5) 22 (‘S)il ﬁ)

y

ys(t) = (1 + (1)) exp(_ % | /t: [

donde z;, 2l = O(7;), i=1,2,3 con

4
Foll) = / a3 |sen s n 1
o llogs log s

sen s 1 1

— . 20 3/ ‘
logs logs + logsz?’(b) +323(s) + 23 (b)] db)

Sen s 1

logs logs

8,

ds, 73(l) =/ (=)
&

a1
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. N
Fa(t) = / e—a(t—s)w an / * a(t_s)lsen elds
to log s Ji logs .

y 0 < @ < 1/2. Notemos que rj € L' pero rj ¢ L', o sea no podemos aplicar el
teorema 2.2. Sin embargo, podemos dar una férmula para las soluciones. Como rq es

condicionalmente integrable, entonces podemos decir que

logs  logs

y1(1) = (1 + 0(1))el"") exp (1 /t { = + —1——z1 (s) +322(s) + zf(a)] ds)

)=+ oo ([ [@m +3:3(5) + (0] )

1/t 1 1
1) = (1 +0(1))e %) ——/ —_— 2 3
) = (o) exp (=5 [ |t () +3:2(6) + 300 s
Ejemplo 3.2. Cousideremos la ccuacion

y" — i + cos(t?)y = 0.

Aquitenemos My = 1, o =0, 3 =-1,m=9p=1,7%=2,17m=0,1 =0y

ro(l) = cos(?). . Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

w(t) = (1+ o(l))c(H"’) exp (%/ [cos(s?) + 3.2‘19‘(5) + zf(s)]ds) ;

1o

y2(t) = (1 + of exp/ [cos(s? +3z3( )+ 25(5)]ds

yS(t) == (1 + 0(1))6—(t—t0) exij <_._;_

donde z;, 2, = O(#;), i =1,2,3 con

2

[cos(s?) + 322(s) + 23(s)]d )

to

1] 00
71(t) = / e=t=9)] cos(s?)|ds, 7a(t) = / =9 cos(s?)|ds,
’ i

o

i o0 -
Falf) = / e=2=9)] cos(s2)[ds + / 29 cos(s2)|ds

J g [

y 0 <a<1/2. Y como ry es condicionalmente integrable, entonces podemos decir que

11 (t) = (1 + o(1))e exp (2/ 132(5) + 23(s)]ds )
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1(t) = (1+0(1)) exp / [322(s) + £(5)]ds

y
1
)= (4 o) o (5 (18300 + 0.
Ejemplo 3.3. Consideremos la ecuacion -
1
—y + = tl/:v =0.

Aquitenemos \; =1, a =0, 3=, = =1, 1 =2, ri,rs = 0y ro(t) = 1/#1/7,
Notemos que 1q ¢ Lr pero g € L? para ¢ > p. Para 1 < p < 2 podemos aplicar el

teorema 2.3. Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma
y1(2) = (1+ o(1))e ™),

(t) = (L+o(1)

va(t) = (1L +0(1))e (-

Para p > 2 podemos aplicar el teorema 2.5. Tenemos p+1 € (m,m+ 1]y m € N\ {1}.

Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma

)= 1+t ey ([ o@5), (0= 0+ o) [ o)

y ) i
yo(t) = (14 0(1))~ ™ exp ( / ;cf;’:)(s)ds) |
g
con m
@) =300,
=1
. donde

A
1
0 = [ L,
. 0

8 = [0 ) 00y o) -0 s

to
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¢
91(1)(75) — /t(e~(t—s) oA s) [ 20(1)(9) 9(1) 329(1) g(t)k(g)
0

= = Y (0 (5)60(s )} ds,

jt+k+n=l

-1 ¢ 1 0 1
R0 = 5 ([ amies [ 4g)
0 (

0 ~ 5 ( / « ¢~ 3f)§2>(,s)(o§2>>'(s>ds+/ o —30§"”<s><0§2>>'<.s>ds),

to

o) = 32—(_ / e-“-s)[ Zf)@ 62 ()~ > 6§"'><s>e,?’<s>a£f><s)} ds
. |

J+k+n=l

= + / "ot [¥320£">(s><o§?k>'<s>— PR UOLYUC )om} d) ;

k=1 , jHktn=l

I

[y

653) (t) — /t (e(t—s) 2(t-—-s)) dS'

siip

0 = | (e — =9) [-300(5) (67 (s) + 36 (5)P] ds

91(3)(1,‘) —_ / (e(t—s)_e2(t s) [ 329(3)( 01(3)0 _{__329(3) 5)9(3) s)
*

= — Z ()5-3')(3)(),2,3 )(5)0£3)(5)} ds

Ft+ktn=l

para l > 2




Conclusiones

. Usando el cambio de variables z = &’,’;— — A la ecuacién (1.2) de orden tres es

transformada en una ecuacion de Riccati de orden dos.

. Usando cl teorcma del punte fijo de Banach sc garantiza que la cenacion de Riccati

tenga solucién tinica.

. Estudiando ¢l comportamicnto asintético de la ccuacion de Riceati es posible cs-

tudiar el comportamiento asintético de la ecuacién (1.2)

. Usando el método escalar es posible obtener una generalizacion del teorema de

Poincaré (teorema 2.1).

. Usando el método escalar es posible obtener demostraciones alternativas de los

teoremas de Levinson y Hartman-Wintner
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