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Resumen 

En este trabajo, se estudia el comportamiento asintótico de una ecuación diferencial de 

orden tres, donde los coeficientes son' perturbaciones de la ecuación lineal con coeficientes 

constantes. Se introduce un cambio de variable y se deduce que la nueva variable satisface 

una ecuación diferencial de segundo orden de tipo Riccati. Se asumen tres hipótesis. 

La primera es la siguiente: todas las raíces del polinomio característico asociado a la 

ecuación ·lineal de segundo orden tienen parte real distinta. 

Las otras dos hipótesis están relacionadas con las funciones de perturbación. Bajo esta 

hipótesis general obtenemos cuatro resultados importantes. Los primeros dos resultados 

están relacionados con la aplicación del Teorema del Punto Fijo para probar que la 

ecuación de Riccati tiene una única solución. El siguiente resultado es concerniente al 

comportamiento asintótico de las soluciones de la ecuación de Riccati. 

El tercer teorema principal, se introduce para para esta?lecer la existencia de un sistema 

fundamental de soluciones así. como fórmulas precisas para el comportamiento asintótico 

de la ecuación diferencial lineal de tercer orden. 
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'Abstract · 

In this work, the asymptotic behavior of a third order differential equation where the 

coefficients are perturbations of linear equation with constant coefficients is studied. A 

change of variable is introduced and it follows that the new variable satisfies a second 

order differential equation of Riccati type. Thre.e hypotheses are assumed. The first is 

as follows: all the roots of the characteristic equation associated with the second~order 

linear equation have different real part. 

The other two hypotheses are related to the functions of disturbance. Under this general 

ltypothesis we obtain four important re~mlts. The first two results are related to the 

implementation of Fixed Point Theorem to prove that the Riccati equation has a unique 

solution: The following result concerning the asymptotic behavior of the solutions of the 

Riccati equation. 

The third main theorem is introduced for establishing the existence of a fundamental 

system of solutions and precise for the asymptotic behavior of the linear differential 

equation of third order formulas. 
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Introducción 

En esta tesis estamos interesados en la sig1üente ecuación diferencial de tercer ord~n 
2 

xC3
) + :L)ai + ri(t))x(i) =O, ai E IR, ":i :IR-+ IR 

i=O· 

Esta ecuación es perturbación de la siguiente ecuación con coeficientes constantes 
2 

xC3) + L aix(i) =O, ai E IR 
·i=O 

(1) 

(2) 

El análisis clásico de la ecuación (1) se centra en doR cuestiones: la eXistencia, de 1m 

sistema fundamental de soluciones y la caracterización del comportamiento asintótico 

de estas soluciones. Los trabajos pioneros para responder ambas cuestiones son los desa­

rrollados por Poiw;aré [1], también han sido investigados en [2, 3, 4, 5]. En la actualidad, 

a peRar de Rer 1m viejo problema, aún se Rigue investigando y obteniéndose nuevoR re­

sultados en comportamiento asintótico, por ejemplo en [6, 7, 8, 9,10]. 

Actualmente existen tres formas de estudiar el problema del comportamiento asintótico 

de las soluciones de la ewación (1): la teOTía analítica, la teoría no analítica y el método 

eRcalar. La esencia de la teoría analítica consiRte en la l'mpoRieión de alguna, repr~Ren­

tación de los coeficientes y de la solución, por ejemplo una representación por series 

de potencias (ver [13] para mayores detalles). Con respecto a la teoría no analítica, se 

conoce que sus métodos consisten en dos pasos: primero un cambio de variable para 

transformar la ecuación (1) en un sistema de primer orden de tipo Poincaré y entonces 

por aplicación de un proceso de diagonalización se obtienen las formulas asintóticas para 

las soluciones de la ecuación (1) (para mayor detalle consultar [3, 14, 15,16]). Mientras 

que en el método escala.r [2, 6, 7, 8,9, 10, 11,12] el cornportmniento asintótico de las 

soluciones de la ecuación (1) es ·obtenido mediante un cambio de variable el cual reduce 

la ecuación (1) en una ecuación de tipo Riccati de segundo orden entonces los resulta-· 

dos para la ecuación (1) son derivados analizando el comportamiento asintótico de la 

IV 



Índice general V 

ecuación de tipo Riccati obtenida mediante este cambio de variable. 

En particular en este trabajo se muestran resultados del comportamiento asintótico de 

las soluciones de la ecuación (1) aplicando el método escalar introducido por Bellman 

en [11], y recientemente aplicado por Figueroa y Pinto en [6, 7], Stepin [8, 9], Pietroczuk 

[10]. 

En esta tesis reorganizamos y reformulamos el método escalar original de Bellrnan intro­

duciendo nuevas hipótesis para caracterizar el comportamiento asintótico de la ecuación 

(1) considerando que las funciones de perturbaciones ri E V'[t0 , oo[, i =O, 1, 2. 

Esta tesis se desarrolla en tres etapas: en la primera etapa se introduce un cambio de 

variable y se deduce que la nueva variable es una solución de la ecuación tipo Riccati. 

En la segunda etapa, para obtener que el problema este bien puesto y caracterizar el 

comport~liento asintótico de la ecuación de tipo Riccati se asume una hipótesis sobre la 

parte no l~neal de la ecuación (1) a¡:;Í col!lo también sobre las funcione¡:; de perturbaciones 

ri.Finalmente en la tercera etapa se trasladan los resultados de la ecuación tipo Riccati 

a las soluciones de la ecuación (1), en esta etapa se deduce la existencia de un sistema 

fundamental de soluciones de la ecuación (1), y concluimos el proceso con la formulación 

y prueba de fórmula.<; de integr~ción asintótica para las solncíone¡:; de la ecuación (1). 

Estos resultados se resumen en el capítulo 2 y se obtienen bajo las siguientes hipótesis: 

(r) Todas las raíces del polinomio característico ..\3 + E7=o ai..\i a.sociado a la ecuación 

(2) tienen parte real distinta. 

(n) Para cada ·i = O, 1, 2 la.s funciones de perturbación ri son seleccionadas de modo 

que .C(r¿) -+ o cuando t -+ 00 donde e es mi funcional definido adecuadamente 

sobre V[to, oo[ 



Capítulo 1------

Preliminares 

De aquí para adelante la ecuación (1) .se escribirá como (1.1), mielitras que la ecuación 

(2) se escribirá como (1.2). 

En este capítulo estudiaremos los resultados para la ecuación (1.1): que como ya se dijo 

se obtienen mediante un cambio de variable que reduce el orden a una de tipo Riccati. 

Asumiremos que las raíces del polinomio característico de la ecuación (1.2) tienen parte 

real distinta. 

Iniciaremos definiendo lo siguiente 

Definición 1.1. Dadas las funciones f, g : IR -7 IR diremos que 

J=O(g) <* :3k>O: if(l)j:::;:kjg(l)j,l.EIR 

Definición 1.2. Dadas las funciones f, g: IR -7 IR diremos que 

.f = o(g) <* lím f(l) =O 
Hcc g(t) . 

~------------------------sECCIÓNl.I-------------------------. 

Ecuación ·diferencial de orden 3 

Consideremos la ecuación 

2 

x(3) + L aix(i) =O, 
i=O 

(1.1) 

Diremos que el polinomio P(>.) = ),3 +¿;=O aiAi es polinomio característico de la 

ecuación (1.1). Si Ai, i = 1, 2, 3 son las raíces de P entonces diremos que Ai, i = 1, 2, 3 

1 



1.1. Ecuación diferencial de orden 3 2 

son raíces características de la ecuación '(1.1). 

Para la perturbación de la ecuación (1.1) dada por la ecuación 

2 

x<3
) + I)ai + ri(t))x(i) =O, (1.2) 

i=O 

se tiene el siguiente lema 

Lema 1.1. Consideremos la ecuación (1.2) y supongamos que las raíces características, 

Ai, i = 1, 2, 3, de (1.1) son distintas. Entonces se tiene un conjunto de soluciones de la 

forma 

i = 1, 2,3 (1.3) 

donde Zi, i = 1, 2, 3 satisfacen· respectivamente las ecuaciones 

z~' + (3,\i + a2)z~ + (3.AT + 2a2Ai + a1)zi + ro(t) + Airl(t) + .A7r2(t) 

+ (2.Air2(t) + r1(t))zi + r2(t)z~ + 3ziz~ + (3,\i + a2 + r2(t))zl + zf =O. (1.4) 

Demostración. La demostración consiste en verificar que Yi, i = 1, 2, 3 satisfacen la 

ecuación (l. 2), pongamos 

para simplificar la notadón, donde .A es una raíz característica de (1.1), luego 

entonces 

y'(t) 

y" ( t) 

y(3)(l) 

exp (iot [.A+ z(s)]ds) (.A+ z(t)) = y(t)(>.. + z(t)) 

y(t)(>.. + z(t)? + y(t)z'(t) 

y(l)(.A + z(l))3 + 3y(l)(.>. + z(l))z'(l) + y(l)z"(l) 

y<3
) + (a2 + r2)y" +(al+ r1)y' + (ao + ro)Y =y(.A + z)3 + 3y(.A + z)z' + yz" + (ao + ro)Y 

+(al+ rl)y(>.. + z) + (a2 + r2)[y(.A + z? + yz'] 

=y[(.A + z)3 + 3(,\ + z)z' + z" + (a2 + r2)[(.A + z)2 + z'] 

+(al+ rl)(>.. + z) + (ao +ro)] 



1.1. Ecuación diferencial de orden 3 

Por ot~o lado, tenemos 

(A+ z) 3 + 3(A + z)z' + z" + (a2 + r2)[(A + z? + z'] + (a1 + r1)(A + z) + (ao +ro)= 

A 3 + 3A2 z + 3Az2 + z3 + 3Az1 + 3zz' + z" + a2A 2 + 2a2AZ + a2z2 

+r·2A2 + 2r2AZ + r·2z2 + a2z' + r2z' +atA+ a1z + T1A + r1z + ao + r·o = 

3 

z" + (3A + a2)z' + (3A2 + 2a2A + a1)z +ro+ AT1 + A27'2 + (2Ar2 + r1)z 

+r2z' + 3zz' + (3A + a2 + r2)z2 + z3 = O. 

Por lo tanto, y es la solución de (1.2). Como las características son distintas tenemos 

tres ecuaciones para z, dependiendo de .A; luego, dos soluciones zi, para i = 1, 2, 3. D 

1 

Este lema presenta de otra forma el cambio de variables z = ~ - A, cuando las raíces 

características de (l. 1) son dis~intas. 

Ahora .estudiaremos la ecuación (1.4) para conocer el comportamiento asintótico de 

las soluciones de la ecuación (1.2). De hecho, conociendo soluciones de (1.4) para i = 

1, 2, 3se obtienen soluciones para la ecuación (1.2). Para esto debemos conocer las raíces 

característicR.<; de la ecua.ción 

Lema 1.2. Si las raíces de P, Ai, i = 1, 2, 3 son distintas, entonces >.1 - Ai, i =/= .i 
( 

satisfacen la ecuación 

Demostración. Basta verificar que satisfacen la ecuación, luego 

(.A1 - Ai)2 + (3.Aí + a2)(.Xj- Ai) + 3.X7 + 2a2Ai + a1 = 

AJ - AiAj + A; + 3,\i.Ai - 3.A7 + a2.A1 - a2Aí + 3.A¡ + 2a2.Xi + a1 = 

AI + AiAj + A¡ + a2.A1 + a2.Ai + a1, 

pero si i =/= j entonces Aj - Ai =/= O, 



1.2. Ecuación tipo Riccati 4 

y 
3 2 . \ + a2\ + a1.A.i + ao = O, 

luego, restando esta ecuaciones y dividiendo por Aj- Ai =f. O se obtiene que 

D 

.-------------SECCIÓN 1.2--------------, 

Ecuación tipo Riccati 

Aquí estudiaremos una ecuación de tipo lliccati. 

Consideremos la ecuación diferencial x" + b1x' + box = O. Sea Q(.A) = ..\2 + b1.A + b0 el 

polinomio característico de esta ecuación y "Yí, i = 1, 2 las raíces de Q, con 71 =f. 12 y 

Re"Yi =f. O, i = 1, 2. Definimos la función g como 

si t 2 s 

si t ::; .'l 

cuando Re 11 = - Re c.v1 , Re 72 = - Re c.v2 < O, 

{

e-at(t-s) si t 2 S 

g(t,s) = 
. e-1'2 (t-s) si t S s 

cuando Re11 =- Rea1 <O, Re12 >O, y · 

·{o g(t, s) = 
c"''t(l-s) - c1'2(l-s) 

si t 2 ,e¡ 

si t::; s 

cuando Re7¡, Re72 >O. Diremos que g es la función de Green de esta ecuación. 

En estricto rigor, la función de Green debería mntener un fador 1/ ( 11 - 12), pero se 

puede omitir ya que lo podemos eliminar con un cambio de variables. 

Notemos que para la función de Green tenemos 3 casos, y podemos escribir los resultados 

para la ecuación tipo Rjccati simplemente poniendo g. Sin embargo, se mencionarán los 

distintos casos cuando corresponda. 



1.2. Ecuación tipo Riccati 5 

Lema 1.3. Dados k1 , k2 >O eXisten constantes M, ka, kb y k1 >O que satisfacen 

Demostración. Escogemos M tal que O < 1-2k1 M- 3k2Jtf2 , es decir, 111 que satisface 

O 
7\.1 - 2k¡ + J 4ki + 12k2 

< j < 6k2 

Luego, escogemos kb y k¡ tal que kb + 2k¡Af < 1- 2k¡]l!f- 3k2M 2 , y podemos ya que 

primero tomamos O< kb < 1- 2k1M- 3k2M 2 y luego 

1 
O< kt < 

2
M(1- 2k¡)\J- 3k21112

- kb)· 

Así, se satisface la desigualdad. Teniendo _M, kb y k¡ :fijos, ka se encuentra de la relación 

y ka> O, pues 

Este lema asegura la existencia de las constantes _M, ka, kb y k1, que se ocuparán en el 

siguiente resultado. 

Lema 1.4. Con:3ideremos la ecuación diferencial escalar 

z" + b1z' + boz = a(l) + b(l)z + c(t)z' + c1zz' + (c2 + f(l))z2 + c3z3 (1.5) 

donde bí y Cj, i = 1, 2, j = 1, 2, 3 son constantes; a, b, e y f están definidas en [O, oo). 

Sean -y1 , -y2 , las raíces del polinomio Q(.A) = ..\2 + b1 .A + bo; y supongamos que 1'1 =/=- 1'2, 

Re-y1 , Re-y2 =/=-O, Q(a), .C(c) y .C(I)--+ O, cuando l--+ oo, donde 

Q(r)(t) = \1.
0

00

g(t, s)T(s)ds\ + \1.
0

00 

~~ (t, s)r(s)ds\ 

y 

L:(T)(t) = 1
0

00 

(Jg(t,s)J + ~~~(t,s)l) Jr(s)Jds, 

con g la función de Creen de lá ecuación x" +b1x' +box =O. Entonces e.xiste una soludón 

de la ecuación (1.5), digamos z, tal que z, z'--+ O, cuando t--+ oo. 



1.2. Eéua9ión tipo lliccati 

Demostración. Sin pérdjda de generalidad, supongamos que ci > O, i 

/'i E IR, i = 1, 2. 

Sabemos que la ecuación (1.5) es equivalente a la ecuación integral 

6 

1,2,3 y 

z(t) . ¡= g(l, ~)[a(~)+ b(~)~(~) + c(~)z'(s) + c1z(s)z'(~) + (c2 + I(~))z2 (~) + c3z3 (~)]d~, 
~ . 

por variación de parámetros. Además, notemos que para todo t ~ t0 

1 1 
.C(1)(t) ~ - +- + 2, 

1'1 1'2 

ya que en el primer caso (Re ')'1 , Re ')'2 < O) tenemos 

y para los otros casos se deduce de forma análoga. 

Consideremos el siguiente espacio 

CÓ[t0 , oo) = {z :. [t0 , oo) -t C z, z' son continuas y z, z' -t O, cuando t -t oo}, 

que denotaremos por CJ par á simplificar (en el caso qne /'i E C tomamos z : [ to, oo) -t C). 

Observemos que CJ es un espacio de Banach con la norma 

llzll = sup{iz(t)i + iz'(t)il tE [to, oo)} 

Entonces definamos el operador T como 

Tz(t) = ¡= g(t, s) [a(s) +b(s)z(s) +c(s)z'(s)+c1z(s)z'(s) + (c2 + f(s))z2 (s) +c3z3(s)ds]. 
~ . 

luego, tenemos que T: CJ -t CJ (ya que ..C(r) -t O cuando t -too, sir E CJ, por el lema 

1.1), y buscaremos· un punto fijo Ten algún conjunto invariante. Notemos que 

¡=a . 
(Tz)'(t) to. a~ (t, s)[a(s)+b(s)z(s)+c(s)z'(s)+c1z(s)z'(s)+(c2+ j(s))z2(s)+c3z3(s)ds]. 



1.2. Ecuación tipo Riccati 7 

Escojamos M, ka, kb y k¡ como en el lema anterior, con 

k¡= (~1 +c2) c~ll + ~2 +2) y k2 =es c~ll + 1~21 +2)' 
y total que j!](a)(t)l S ka, .C(b)(t) +.C(c)(t) S kb y .C(f)(t) S k¡ para todo t 2 to. Sean 

B = B[O, M] y z E B para t 2 to 

ITz(t)l S 11
0

00 

g(t, s)a(s)dsl + 1
0

00 

lg(t, s)l!b(s)z(s) + c(s)z'(s) + c1z(s)z'(s)lds 

+loo l.q(t,s)l!(c:2 + .f(.'l))z2(.c;) + csz3(s)lds 
to 

y 

< 1100 

~g (t, s)a(s)dsl + 100

. lg(t, s)l[lb(s)l!z(s)l + jc(s)jjz'(s)j + c¡jz(s)jjz'(s)j]ds 
to t to 

+ r oojg(t, s)l[(c2 + if(s)i)iz(s)i 2 + csiz(s)i 3]ds 
lto 

j(Tz)'(t)l < (1
0

00 

~~ (t, 8)a.(8)d8) + 1
0

00

1 ~ (t, s)llb(s)z(s) + e(8)z'(.c;) + e1z(8)z'(.'l)ld8 

+ 1
0

00 

1 ~~ (t, s) 11 (c2 + f(s))z 2 (s) + c3z3 (s) lds 

( loo 8g ) roo 1 ag 1 . . lto Dl (t, s)a(s)ds + lto Dl (t, s) [lb(s)jjz(s)j + jc(s)llz'(s)l + c1 jz(s)llz'(s)l]ds 

+ .[
0

00 

1 ~ (t, s) 1 [(c2 + if(s)l) lz(s) 1
2 + cslz(s)i~]ds . 

luego, 

jTz(t)l + j(Tz)'(t)j S .C(a)(t) +lii[.C(b)(t) + .C(c)(t)] + c11U2.C(l)(t) + c21H2.C(l)(t) 

+M2C(f)(t) + c3M 3C(l)(t) 

Con esto tenemos, 

Así, I!Tzjj S NI. Por lo tanto, Tz E B. 

Sean Z¡' Z2 E n' entonces 

Tz1 (t) - Tz2(t) = .l
0

00 

g(t, s) [b( ~ )(z¡ (s) - z2( s)) +e( s )(z~ ( s) - z~(s)) +e¡ (z¡ ( s )z~ ( s) 

- z2 (s)z~(8)) + (e2 + .f(s))(zr(s)- z~(s)) + es(zr(s)- z~(s))]d.<> 
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Luego, para t 2:: t0 se tiene 

ITz1 (t) - Tz2( t) 1 S ¡o= jg( t, s) 1 [lb( s) llz1 ( s) - z2(s) 1 + ic(s) iiz~ (s) - z;(s) 1 

+ c1iz1(s)z~(s) -·z2(s)z;(s)i + (c2 + lf(s)l)lzi(s)- z~(s)l + c3izf(s)- z~(s)j]d-5 

como 

z1(l)z~ (l) - z1(l)(z~(l)-,-- z;(t))- z;(t)(z1(l)- z2(l)) 

zi(t) - z~(t) - (z1(t)- z2(t))(z1(t) + z2(t)), 

zf(t) - z~(t) - (z1(t)- z2(t))(zi(t) + z1(t)z2(t) + z~(t)) 

lz1(t) + z2(t)i < 2M 

y 

lz~(t) + z~(t)i S 2JlvJ 

tenemos 

jTz1(l)- Tz2(t)!· S ( ¡= lg(l, s)l[lb(s)l + jc(s)l]ds + 2c1ild ¡= jg(l, s)jds 
~o ~o . 

+2AJ ¡= jg(t, s)l[c2 + f(s)]ds + 3c3J\if2 ¡= lg(t, s)jds) llz1- z21! lo }~ 

Análogamente para (T z )' tenemos 

(Tzl)' (t) - (Tz2)' (t) = ¡= aag (t, S) [b(s) (zl (s) - z2( S)) + c(s )(zUs) - z;(s)) +el (zl (s )z~ (s) 
Áo t . 
-z2(s)z~(s)) + (c2 + f(s))(zi(s)- z~(s)) + c3(zr(s)- z~(s))]ds 

Luego, para t 2:: t0 se tiene 

!(Tzr)'(t)- (Tz2)'(t)i S ¡= 1 ~: (t, s)l [!b(s)iizi(s)- z2(s)! + ic(s)iiz~(s)- z;(s)!]ds 

+ 1
0 

oo 1 ~~ 1 [c1iz1(s)z~(s)- z2(s)z~(s)! + (c2 + IJ(s)l)lzi(s)- z~(s)i 
+c3izr(s)- z~(s)l]ds 

< ( f ~~~ (t, s)l [lb(s)l + lc{s)l]ds + 2c¡M f ~~~ 1 

+2M ll ~~ (t, ·') 1 {ro + lf(,,) l)ds+ 3c, M2 f 1 ~! 1 (t, ·')d.,) 11 Z¡ - z2ll 
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Así, 

JTz1(t)- TZ2(t)l + J(Tzl)'(t)- (Tz2)'(t)J < [.C(b)(t) + .C(c)(t) + 21\J(c1 + c2).C(1)(t) 

+2NI.C(f)(t) + 3c31V12.C(1)(t)]JJzl- z2JI 

< [kb + 21\lf(kl +k¡)+ 3k2M2]JJz1--:-- z2JJ 

pero kb + 2Nl(kl + kf) + 3k21\rJ2 < l. 
Con esto tenemos IJTz1- Tz2JI ::; [kb + 2M(kl +k¡)+ 3k21Vf2]JJzl- z2JJ. Por lo tanto 

tenemos que T es un operador contractivo de B en B, y como B es completo existe un· 

único z E B ~ CJ tal que, Tz = z. Así, tenemos una solución, digamos z de la ecuación 

(1.5) tal que z, z' -+ O cuando l -+ oo. 

Observemos que si a, b, e, f-+ O cuando t-+ oo entonces se satisfacen las condiciones de 

este lema, usando el lema 1.1, y además z'' -+O cuando t-+ oo. De la misma manera, 

se cumplen. las hipótesis de este lema si a, b, e, f E V (por el lema 1.1). Por lo tanto, 

1:>e pueden mezclar e1:>ta1:> hipótesi1:>, e1:> decir, podemos tomar a, e -+ O cuando l -+ oo y 

b, .f E U, por ejemplo. D 

Ya sabemos que existe una solución de (1.5), digamos z, tal que z, z' -+ O cuando 

t -+ oo. Ahora podemos precisar el comportamiento de esta solución, dependiendo de 

las condiciones sobre "/i, i = 1, 2; tenemos tres casos, y para cada uno de ellos un 

resultado. 

Corolario 1.1. Consideremos la ecuación (1.5), las hipótesis y conclusiones de la demos­

tración del lema 1.4. Supongamos además que Re"/1 = -Rea1 , Re"/2 = -Rea2 <O, 

dado 
O! 

o< f3 :S 2' 
donde a = mín {Re a 1 , Re a 2}, y tal que 

O l
.r a- f3- (ct + c2 + c3M)M < \. < --:-__:_---:-~----~-

(a- {3)(1 +a -1;- f3 +M) 

se satisface que 

¡t e-(a-,B)(t-s)Jb(s)Jds S K 
to 

para todo t ;;:::: t0 , y que para e y f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la 

solución de (1.5) dada por el lema 1.4 satisface 

z(t), z'(l) =O (1: e-f:J(t-.~)Ja(s)Jds). 
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Demostración~ Sin pérdida de generalidad, supongamos que ci > O, i = 1, 2, 3, ')'¡, 

/"2 E R Sabemos que existe una solución de (1.5) que satisface la ecuación 

z(t) = ¡~ g(t, ·")[a(.<;) + b(8 )z("') + c(8 )z' (8) + c:1z(s )z' (s) + (c2 + .f(s) )z2(s) + c:3z3(s )]d.<> 
to · 

Y llzll :::; M. En este caso 

si t ~ s 

si t:::; s 

luego, la ecuación que satisface z es 

z(t) = ft e-a1(t-s) -e-a2 (t-s)[a(s )+b(s )z( s )+c(s )z' ( s )+c1z( s )z' ( s )+(c2+ f(s) )z2( s )+c3z3( s )]ds 
lto 

Tomemos la sucesión dada por z0 = O y Zn+ 1 = T Zn para n ~ 0", donde T es el operador 

definido en la demostración del lema 1.4. Sabemos que Zn-+ z cuando n-+ oo, ya que 

Tes contractivo. Observemos que la condición sobre b equivale a que se satisfaga 

. ¡t é~-ms¡b(s)!:::; .Ke(a-fJ)t 
lto 

pata todo t:::; t 0 , y se tiene lo mismo para e y f. 
Ahora probaremos por inducción que para todo t ~ t0 

!Zn(t)l :::;Nlt e-f3(t-s)ia(s)!ds, 
to 

para todo n E N, con 
. N . 

N~ 2 + .KN(1 + a 1 + a 2 + Jv!) +M( e¡+ c2 + c3}1;f) a_ (3 

Paran = O, 1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k, y veamos que· 

sucede para n = k + 1, entonces 

lzk+l(t)i :::; .I
0

t(e-a1 (t-s) + e-a2 (t-s))[Ja(s)J + lb(s)iiz(s)i + Jc(s)l!z'(s)J + c¡Jzk(s)Jiz~(s)J 
+(c2 + if(s)i)izk(s)i 2 + c3Jz3(s)J3]ds 

< t e-a(t-s) [ia(s)i + Nb(s) r e-,B(s-r)ia(7)Jd7 +(a¡+ a2)NJc(s)i r e-f:i(s-r)ia(T)idT 
Áo Áo Áo 

. . 

+c1M N .1
0

8 

e-.B(s-r)Ja( T)JdT + (c2f(s))!vf N .[
0

5 

e-f3(s-r)Ja(T) JdT 

+c3l\IT2N r e-{3( ... -r)ia(T)idT]d.'i, 
. .fto 
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Luego usando cambio de región de integración y aplicando el teorema de Fubini se sigue · 

que: 

luego 

lz•+I(t)l < ( 2 + KN +(a¡+ a,)KN + M(c1 +e,)"~ fJ 

+KMN + M2c3 " ~ fJ) [ c-P(t-.)la(s)lds 

< N Lte-f3(t-s)ia(s)ids. 

Y ahora para la derivada tenemos 

lz~+l(l)l = lt (a2e-a2 (i-.s) + a¡e-a1(t-s))[la(s)l + lb(s)lizk(s)l + ic(s)llz~(s)l + c¡lzk(s)llz~(s)l 
to 

+(c2 + lf(s)l)!zk(s)!2 + c3!z3(s)! 3]ds 

< (a1 + a2) ¡t e-a(t-s) [!a(s)! +N t e-.B(s-r)!a(r)!dr{!b(s)! +(a¡+ a2)ic(s)i 
~o ~o . 

+c¡M+ h+ lf(s)I)M+c,M'}]d,<, · 
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Luego, 

Por otro lado, 

N> 2(a- ,B) 
- a- ,B- K( a- ,8)(1 +a¡+ a2 + Jvf)- M( e¡+ c2)- Af2c3 

y se tiene que 

N[a- (3- K( a- ,8)(1 + a 1 + a 2 + .1\1)- A1(c1 + c2)- M2c3] 

N (1- K(1 +a¡+ a2 +M)- M(c1 + c2)-
1
-- 1112c3-

1
-) 

a-(3 a-(3 

N- KN- (a1 + a)KN- AJ(c1 + c2)~- KMN- Af2c3 __!!___ 
a-¡3 a-,B 

· N N 
2 + KN +(a¡+ cc)KN + J\J(c1 + c2)--(3 + KMN + .l\J2c3--: 

a- . a-(3 

Noten1os que N> O, ya que 

Además, tenemos que 

,< 

K< a- ,B- (e¡+ c2 + c31\I)J1.1 
(a- .8)(1 + a 1 + c~2 +M) 

> 

> 

> 

< 

2(a- (3) 

2· 

2 

N 

a 1 a1a2 1 2 a- .8?. -
2 

?_ ?. 
2 

> -
2 

(3c31\II + 2.1\1(c1 + c2)) > (c1 + ~ + c3M)M 
~ a¡ + a2 + a¡ a2 

usando la desigualdad que define a M en el lema 1.3 tomando 

Y k2 = C3 (-
1- + 2_ + 2) 

lr1l ~t2 . 

y con esto K> O. Así, para todo n E N y t ?_ t0 tenemos que 

entonces podemos decir que 

lz(L)I·~ N l.t e-f:l(t-s)la(.r;)lds y lz'(l)l ~ (a,¡+ a2)N l.t e-f:i(L-s)la(s)lds, 
~ ~ 

12 
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Luego, 

z(t)J =O (1: e-f3(t-s)Ja(s)Jds) y z'(t) =O (lat e-f3(t-s)Ja(s)Jd.s). 

o 

Ahora si Rel'b Re~¡2 >O en la ecuación (1.5) tenemo~ un ré~ultado análogo al anterior. 

Corolario 1.2. Consideremos la ecuación (1.5), las hipótesis y conclusiones de la de­

mostración del lema 1.4. Supongamos además que Re ')'1 , Re ')'2 > O, dado 

donde a= mín{Re')'1 ,Re')'2 } y K tal que 

se satisface que 

K< a_:_ f3- (el+ c2 + c3AJ)Jvf 
(a- /3)(1 +a+ f3 + 111) 

100 

é-.-,B)(t-s)Jb(s)Jd.s ~K 

para todo t ~ t 0 ; y que para e y .f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la 

solución de (1.5) dada por el lema 1.4 satisface 

z(t), z'(t) ·=O (.loo c¡J(t-s)Ja(s)Jds). 

La demostración de este resultado es análoga a la de el corolario anterior. El último caso 

que vamos a cubrir de la ecuación (1.5) es cuando Re')'1 <O y Re72 >O 

Corolario 1.3. Consideremos la ecuación (1.5), las hipótesis y conclusiones de la de­

mostración del lema 1.4. Supongamos además que Re ')'1 = -Re 1'2 < O, Re /'2 > O 

dado 
a 

o< f3 ~ 2' 

donde a= mín{Re')'1,Re')'2} y K> O tal que 

K< a 2 - ¡32 - (c1 + c2 + c3111)(3a- ¡3)M 
. 3(a2 - /32)(1 +a+ ¡3 +M) 

· con Af satisfaciendo 
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se satisface 

· ¡t e-(a:-,R)(t-s) lb(s)lds::; K, 
lto 

l oo eC<x-f:i)(l-")lb(.s)lds::; K, 
t . 

14 

para todo t "2:: to; y que para e y f se satisface la misma desigualdad. Entonces z la 

Rolución de (1.5) dada por cllcina 1.4 RatiRfacc . 

~(t), z'(t)."= O {1
0

00 

ifJ(t- s)la(s)lds), 

donde 

{ 

e-f3(l-") 

ifJ(l, s) = 
ef3(t-s) 

si t?:::: s 

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que e¿. > O, i = 1, 2, 3 y 

'Yi E~' i = 1, 2. 

Sabemos que existe una solución (1.5) que satisface la ecuación 

z(t) = roo g(t, s)[a(s) + b(s)z(s) + c(s)z'(s) + C¡Z(s)z'(s) + (c2 + j(s))z2 (s) + C3z3(s)]ds, 
lto 

Y llzll ~M. En este caso 

- { e-a¡(t-s) 
ifJ(t, s) _,... 

. e'Y2(t-s) 

si t?:::: s 

sit=:;s. 

Luego la ecuación que satisface z es 

z(t) = l: g(t, s)[a(s) + b(s)z(s) + c(s)z'(s) + c1z(s)z'(s)+ (c2 + J(s))z2(s) +.c3z3(s)]ds 

+loo g(l., s)[a(s) + b(s)z(.s) + c(s)z'(s) + c1 z(s)~'(s) + (c2 + f(s))z2 (s) + c3z3(s)]ds, 

Tornemos la sucesión dada por z0 =O y Zn+I = Tzn paran?:::: O, donde Tes el operador 

definido en la demostración de lema 1.4. Sabemos que Zn -7 z cuando n -7 oo, ya que 

T es contractivo. Observemos que la condición sobre b equivale a que satisfaga 

y 

t c(a-f3)slb(s)l ::; Kc(a-(3)t 

lto 

l oo e-(a-(3)s lb( S) 1 ::; Ke-(a-f3)t 

. t 
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para todo t ~ to, y se tiene lo mismo para e y f. Además, notemos que 

t e-(a+;9)(t-s) 1 b( S) 1 :::::; t e-(a-f')(t-s) lb( S) 1 :::::; K 
lto lto 

y 

1oo e(a+f')(t-s)lb(s)l:::::; 1oo e(a-f')(t-s)lb(s)l :::::; K 

puesto que ¡3 ~ a/2 :::::; a- f3:::::; a :::::; a+ ¡3. Así concluimos que 

y 

t c<a+!3)slb(s)l :::::; Kc<a+!3)t 
.fto 

¡00 e-(a+f')s lb( S) 1 :::::; K e-(a+f')t 

para todo t ~ t 0 , y se tiene lo mismo para e y f. 
Ahora probaremos por inducción que para todo t ~ t0 

y 

para todo n E N, con 

15 

Para n = O, 1 claramente es cierto. Supongamos que es cierto para n = k; y veamos que 

sucede para n = k + 1 entorices 

lzk+l(t)j :::::; 1
0

00 

g(t, s)[la(s)l +lb(s)llzk(s)l + le(s)llz~(s)l + c1lzk(s)llz~(s) 
+(e2 + lf(s)l)lzk(s)l 2 + e311zk(s)l3]ds 

< /
00 

_q(t, s) [la(.'l)l +N rXJ cfy(s, T)la(T)IdT{Ib(s)l +(al +a2)1r(s)l 
~o ~o . . 

+c1M +(c2 + f(s))M +c3M 2}]ds 
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lzk+l(t)l ::; ·¡t e-a(t-s) [ja(s)j +N loo cfJ(s, r)ja(T)jdT{jb(s)l +(al+ a2)jc(s)j 
~ ~ 

+c1 M + (r~ + f(s))M + c;,M2
}] ds 

+loo e•<H [Ja(s) J +N Loo ,P( s, T)Ja( T) Jd7{Jb(s)J + (<>1 + a 2) Jc(s)J 

+e¡ M+ (o,+ f(s))M + c3M 2
} Jds 

16 

De manera análoga al corolario anterior usando cambio de región de integración y apli- · 

cando el teorema de Fubini se sigue que: 

1
t e-a(t-s)jb(s)j1

00 

cjJ(s, T)ja(r)jdTds = 
to to . 

t • S 

1 
e-a(t-s)jb(s)j¡. e-fi(s-r)ja(r)jdTds 

to to 

+1t c-a(t-s)jb(s)jioo c-f:i(s-r)ja(r)jdrds 
to. s 

para el primer término· ya tenemos una desigualdad y para el segundo tenemos 

¡t c-a(t-")jb(s)jl
00 

c{j(s-r)ja(r)jdrds = 
.fto · s 

Así, tenernos que 

L e-a(t-o)Jb(s)l [ ,P(s, r)Ja(T)JdTds <;K 1: e-P(t-rlJa(s)Jds +K 1,00 

,P(t, s)Ja(r)Jds. 
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Análogamente, tenemos que 

Y nuevamente usando cambio de región de integración y aplicando el teorema dé Fubini 

se sigue que: 

Así, concluimos que · 

eatloo t e-(a+;3)>iel'l-ria(T)ilb(s)idTds 
t lto 

eat ·{t loo e-(a+,B)se,B-r!a(T)i!b(s)!dsdT 
lto t 

+eat .loo .loo e-(a+¡'l).•etlria.(T)i!b(s)!d.<;dT 

eat ¡ot e.B'~"!a(T)!¡= e~(a+,B)slb(s)!dsdT 

+cat .l= C¡'l7 ia.(T)!.[oo c-(a+,B)slb(s)!dsdT 

< eo:t 1t el'l'~"!a( T)!K e-(a+,B)tdT 
to 

+eat loo efiT!a..(T)!Ke-(o:+f*dT 
. t 

/{ r e-,B(t-T)ia(T)idT +/{loo eo:(t-T)Ia.(T)idT 
Áo t 

1
00 

Ca(t-s) lb( S) 1 loo</>( s, T) !a( T) idTds :s; K loo cfi(t-s) !a( S) ids + /{ roo <f>(t, S) la( S) !ds. 
t Jto · t lto 

Y para e y f se tiene la misma desigualdad y nuevamente cambiando la región de inte­

gración juntamente con la aplicación del teorema de Fubini se sigue que: 
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¡t e-a(t-s)jb(s)j¡oo ef3(s-T)ja(T)jdTds 
.fto s 

y análogamente 

l oo eo{t-s) r e-.B(s-T)ja(T)jdTds 
t . .fto 
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Por lo tanto 

lzk+l(t)l < ( 1 + 3KN + (a1 + "!2)3KN +M N(c1 + ".l) e,! ¡l + "~ ¡l) 
. +3KMN + c,M

2 
N e,! ¡l + "~ ¡J)) L= </>(t, s)la(s)lds 

< N roo c/>(t, s)ja(s)jds. . 
lto 

Y ahora para la primera derivada tenemos que 

19 

z'(t) = -1
0

t a1e-~1 (t-s)[a(s) + b(s)z(s) + c(s)z'(s) + c1z(s)z'(s) + (c2 + f(s):z2 (s) + c3z3(s)]ds 

+ J.oo ¡ 2e1'2 (t-s)[a(s) + b(s)z(s) + c(s)+ z'(s) + c1z(s)z'(s) + (c2 + f(s))z2(s) +c3z3(s)]ds, 

lz~+1 (t)l :::; ( a1e-a1(t-s)[ja(s)j + jb(s)ilzk(s)l + lc(s)!lz~(s)l + c1jzk(s)llz~(s)j 
lto 

Luego, 

+(c2 + lf(s)l)jzk(s)l 2 + c3jz(s)j3)ds 

+loo /2e1'2(t-s)[ja(s)l + jb(s)iizk(s)l + lc(s)llz~(s)l + cllzk(s)jjz~(s)j 
+(C2 + lf(s)l)izk(s)l 2 + c3jz(s)j 3]~s 

< al r e-a(l-.s) [la(s)l +N ¡oo 4>(s, T)ja(r)jdr(lb(s)l +(al+ l2)1c(s)l 
ho hu 

+c,M +(e,+ f(s))M + c,M')]as 

+"121
00 

e"(<-•) [la(s)l +N 1,= q)(s, T) la( T) ldT(Ib(s) 1 +(al+ 'Y2)Ic(s)l 

+c~M + (".l + f(s))M + c,M')] ds 

l;{+l(t)l < (a1 + 12) ( 1 + 3KN + (a1 + '/2)3KN +M N( e¡+ c,) (e,!¡¡+ a~ ¡l) 

( 
2 1 )) rXJ +3K1\1N+c31JJ

2
N a+,B+ a-¡3 lto c/>(t,s)ja(s)jds. 

< (a1 + 12)N roo c/>(l, s)ja(s)jds. 
lto 
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Por otro lado, 

N( o?- !P- 3K(o?- ,82)(1 + o:1 + ~t2 +NI)- Af(e1 + c2 + e3A1)(3o:- ,8)) ~ o:2 ~ (32 

y se tiene que 

N(1-3K(1+o:1 +:y2+Jid)-M(c1+C2+e3NI) (a!,B+ a~,B)) > 1 

N- 3KN(1 +a1 +12 +M)- MN(c1 +c2 +csi"\11) -- + -- > 1 . ( 2 1 ) 
· · a+,B a-,8 

1+ 3KN(1 + 0:1 + 12 +M)+ MN(c1 + c2 + c3i1J) (-
2

- + -
1
-· ) < N 

a+,B a-,8 

Notemos que N> O ya que 

K< o:2 - {32 - (e¡+ e2 + esM)(3o:- ,B)JU 
3(o:~- .tF)(1 +a+ ,8 + ]I¡J) ' 

además, tenemos que 

(a- fJ)(.a + ,B) >(e¡+ r-2 + r:sM)(3a- f3)M 

puesto que si O< ,8 S o:/2 entonces 

a2 - ,82 3a . 

3
a _ ,8 ~ 10 > (e¡+ e2 + esÑf)M; 

y con esto K> O. Así, para todo n E N y t ~ t0 tenemos que 

entonces podemos decir que 

Luego 

z(t) =O (i~oo cfJ(t, 8)1a(s)lds) y z'(t) =O (i~oo cfJ(t, s)la(s)lds). 

D 

Notemos que la elección de ¡3 depende la elección de 1.1/I. En los corolarios 1.1 y 1.2 M 

satisface 
. 2 1 Re'y¡ Re¡2l 

2(c¡ + c2)111 + 3csll1 < 1 R 1 1 R 1 21 R R 1 . e-y1 + e¡2 + e¡1 e¡2 



1.2. Ecuación tipo Riccati 

y en el último corolario 

( ) 
3a 

C¡ + C2 + C3JI!I Af < 10 

21 

y necesitam<?s que O < /3 S a/2, para que sea K > O. Es fácil ver que si Af satisface 

la segunda desig·ualdad entonces satisface la primera. Además, para los casos a, b -+ O · 

cuando -t -+ oo ó a, b E l? podemos encontrar t0 tal que se satisfacen las condiciones 

que aseguran la existencia de z E C~ como solución de (1.5) y que, dependiendo del 

caso (Re.f'I, Re'/'2 < O ó Re')'1 , Re')'2 > O ó Re')'1 < O y Re')'2 > 0), se cumplan las 

desigualdades 

.ó 

ó 

¡t e-<o:-.B)(t-s)ib(s)ids S K 
}Lo 

iot e-(o:-,B)(t-s)lb(s)jds S K Y 100 

e<c•-.B)(t-s)lb(s)jds S K 

para todo t;::: t0 ; y lo mismo para e: y .f, donde 

ó 

0 <K< a- /3- (e:¡+ c2 + c:3M)M 
3( a- (3) (1 +a+ f3 + 1\1) .' 

0 
<K< a 2 - /32

- (e¡+ c2 + c3M)(3a- ,B)M 
3( n2 - (32) (1 +a+ /3 +NI) 

El siguiente lema tiene relación con condición integrables y nos presenta un desarrollo de 

la solución de (1.5) como una suma de términos, donde cada término tiene una propiedad 

de integrabilidad. 

Lema 1.5. Consideremos la ecuadóu (1.5) .y las hipótesis del lema 1.4. Supongamos 

que a, b, e, .f E U[t0 , oo ), con p ;::: l. Entonces z, z' E Ti'[t0 , oo ), donde z es la solución 

que nos entrega el lema 1.4. Además, si pE (1, 2] entonces podemos escribir z como 

con 

z(t) = 8(t) + 1/J(t), 

O(t) = foo g(t, s)a(s)ds, 
lto 
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O E V'[t0 , oo) y '1/J E L1 [t0 , oo ). Y si p E (m, m+ 1] con m E N\ {1 }, podemos escribir z 

de la siguiente manera 
m.-1 

z(t) = L Oz(t) + '1/Jm(t), 
l=l 

. donde· 

()¡(t) r= g(t, s).a(s)ds, 
lto 

e2(t) r= g(t, s)[b(s)O¡(s) + c(s)O~(s) + C¡O¡(s)O~(s) + c20i(s)]ds 
lto 

111{t) Loo g(t, s) [b(s)01_1 + c(s)ll;_, (s) + c1 ~ O,(s)o;_,(s) +e,~ ll,(s)IJ,_,(s) 

+ f{s) ~ O,(s)01_ 1_.(s) + c3 •+~"'=' O,(s)O;(s)O,( s) l ds, 

con ek, e~ E LPfk[to, oo), k= 1, 2, ... : m- 1 y 1/Jm., 1/J'm. E _LP/m[to, oo). 

Demostración. Sabemos que si a., b, e, fE .V[t0 , oo) entonces para todo E:> O 

y lo mismo para b, e y f. Luego, podemos escoger t 0 de tal forma que se satisfacen las 

hipótesis del lema 1.4 y de los corolarios 1.1, 1.2 y 1.3, así 

z(l), z'(t) =O (¡o= g13(t, s)la.(s)lds), 

con 1 = mín{l Re11L 1 Re12l}, O< f3 S -y/2 Y 

cuando Re11, Re12 <O, 

· { e~Ct-s) 
g13 (t, s) = 

.o 

si t 2 s 

si t S s 

{ 

e-f3(t-s) · si l 2 s 
gp(t, s) = 

ef3(t-s) si t S s 

cuando Re11 <O, Re12 >O, y 

gf3(t, s) = {o 
e~(t-s) 

si t 2 s 

si t S s 
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cuando Re 'Yl, Re 'Y2 > O. 

Por otro lado, tenemos que 
) 

roo 9.a(·, s)ia(s)ids E ll[to, oo). 
lto 

23 

Así, concluirnos que z,z' E.LP[t0 ,oo). Notemos que z y z' son acotadas, luego z,z' E 

f/.l[to, oo) con ¡t;:::: p. 

Ahora si p E (1, 2] entonces p' su exponente conjugado pertenece a [2, oo), y como 

z, z' E V'[to, oo) con p, 2:: p se tiene que z, z' E LP[t0,oo). Así, bz, cz', zz', z2 E L1[to: oo) 

y usando el hecho que z y z' son acotadas se tieñe que fz2 , z3 E L1[lo, oo). Luego, 

concluimos que 

z(t) = roo g(t, s)a(s)ds 
}lo 

OELP 

+ 1
0

00 

g(l, s)[b(s)z(s) + c(s)z'(s) + c1z(s)z'(s) + (c2 + f(s))z2(s) + c3z3(s)]ds 

O(t) + ·1/J(t), 

donde 

O E TJ'[to, oo) y 'ljJ E U[t0 , oo). 

O(t) = roo g(t,s)a(s)ds, 
lto 

Para la otra parte, tenemos que si pE (m: m+ 1] entonces bz, cz', zz', z2 E Vl2 [to: oo) 

y fz2
, z3 E Vl3 [t0 ,oo). Así, podemos escribir z como 

donde 

z(t) = 01(t) + 1h(t), 

(}¡(~) = r= g(t, s)a(s)ds, 
}to 

f)r E V[t0 , oo) y 1/J E LPI2 [t0 , oo ). Luego, si m= 2 está demostrado el resultado. Suponga­

mos que m :::- 2, entonces reemplazando z en la ecuación tenemos 
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z(t) =01(t) + ¡
0

00 

g(t, s)[b(s)(01(s) + 'I/J2(s)) + c(s)(O~(s) + 'lj;~(s)) + c1(01(s) + 'I/J2(s))(O~(s) + '1/J~(s)) 

+ c2(01(.s) + '~2(.s)) 2]ds + roo g(l, s)[f(s)z2(s) + C3Z
3(s)]ds 

. lto 
=fh(t) + r= g(t, s)[b(s)01(s) + c(~)O~(s) + c101(s)O~(s) + c2(01(s)]2]ds 

}lo 

+.loo g(t, S) [b( S )'¡/;z( S) +e( S hb~( S) + C1fh ( S)'¡/J~( s) + C1 ({)~ (S) + 'ljJ~( S) )7f;2(s) + 2c201 (S )'¡/;2( S) 

+ c2'1/J~(s) + f(s)z2(s) + c3z3(s)]ds 

tomamos 

y 'lj;3 como el resto; y tenemos que 02 E Vl2[t0 , oo), '1/12 E Vl3 [t0 , oo) y podemos escribir 

z como 

z(t) = fh(t) + 02(t) + 'lj;3(t). 

Supongamos que podemos escribir z como 

k 

z(t) = t.pk(t) + 1Pk+I(t) con t.pk(t) = L Oz(t), 
l=l 

donde 

01 (t) ¡
0

00 

g(t, s)a(.~)ds, 

02(t) ¡o= g(t, s~[b(s)01(s) + c(s)fJ~ (s) +c101(s)O~ (s) + c2er(s)]ds 

y para l ~ 2 

01(t) = ¡= g(t, s) [ b(s)81_ 1 + c(s)IY¡_1 (s) +e,~ O;(s)O;_,(s) + C:! ~ O,(s )8~-;(s) 

+ f(s) ~8;(s)81_ 1_,(s) +e, •+~~• O;(s)O,(s)O.(s)] ds, 

k < m-1, 01, Of E Ul1[t0 , oo ),.1/Jk+I, '1/{+1 E [;P/(k+l) [to, oo ). Sustituyamos en la ecuación, 
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luego 

z( L) =fh (L) + {
00 

g(L, s) [b(s )( cpk(s) + '1Jk+l (S)) +e( S) (cp~(s) + 'tP~+l (S)) + e1 (cpk( S) + 'tPk+l (s ))( cp~(s) 
fto 

+ '1/J~+l ( s)) + c2( :Pk( s) + 'lj!k+l (s) )2 + f(s) ( cpk(s) + Wk+l ( s )? +es( cpk( s) + Wk+l (.s) )s]ds 

=fh(t) + .i~oo g(t, s) [b(s)cpk(s) + c(s)cp'(s) + C¡cpk(s)cp~(s) + c2[cpk(s)f + f(s)[cpk(s)] 2 

+ cs[cpk(s)]s]ds +loo g(~, s) [b(s)Wk+l(s) + c(s)7/J~+l(.s) + clcpk(.s)-t,b~+l(.s) 
to 

+ c1(cp~(.s) + '1/J~+l(.s))'tPk+l(s) + 2c2cpk(s)'tPk+I(s) + c2['tPk+l(.s)]2 + 2f(.s)cpk(.s)'I/Jk+l(.s) 

+f(.s) [Wk+l ( .s )]2 + 3cs [cpk( s )flj;k+l ( s) + 3cscpk(s) [1j¡k+l (s )]2 + cs[Wk+l (s)]3
] ds. 

simplificando la escritura tomamos bcpk + ccp~ + r:1 :.pk:.p~ + c2cp~ + .f:.p¡ + cscp% = D., que 

es el segundo término 

D. "t,(bth + cOD + c1 (t t eie~-t+1 + 2:::: eiej) + c2 (t t eiel-i+l + 2: eiej) 
l=l . 1=1 i=l l+j>k+l 1=1 i=l i+j>k+l 

+! (I: t OiOt-i+l + 2:::: fMJi) +es (t 2:::: fh{J/Jn) 
1=1 i=l i+j~J.,+1 l=S i+j+n=l 

b01 + ee~ + e1 e1 e~ + e2e~ 
k-2 ( '1+1 1+1 l ) 

+ L b()¡+l + eOf+l +el L O.¿ef_i+2 + e2 L O.¿Oz-i+2 + .f L eiel-i+l +es L eiejen 
' !=1 i=1 i=l i=1 i+j+n=l+2 

k k J.,-1 
+bOk + ce~ +el L eie~-i+l + C2 L 0Jh-i+1 + f L eiek-i + Cs L eiejen 

i=l ·i=1 i=l i+.i+n=k+l 

+el 2:::: tMJj + C2 L eiej + I L ()Jjj + es L ()i()j()n 
i+j>Á:+l i+j>k+l i+j¿k+l i+j+n>k+l 
k-2 

e2 + L ()l+2 + ek+l +el L eiej + C2 L (ji(jj + f L O;Oj +es ¿ eie,jen: 
l=l i+j>k+l ·i+j>k+l í+j~k+l i+j+n>k+l 

donde tomamos 

},, k k-1 
ek+l = b(jk +ce~,+ el L eie~,-i.+l + C2 L eiek-i+l + f L ()i(jk-i +es L ()i(j/Jn. 

i=l i=l i=l i+j+n=k+l 

Ahora notemos que b01, ce~ E !l'/(Z+l) para todo 1 S l S k, O.¿Ol-i+l E [;P/(Z+l) para todo 

1 Si S f+ 1 con 1 S l S k, fOi()L'-i+l E ¡_;p/(l+l) para todo :J. Si S l con 1 S l S k- 1 

y eieien E y;z para todo i + j + n = l con 1 s i, j, n s l - 2 y 3 s l s k + l. Para los 
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otros términos tenemos que 0/Jj, 0/Ji E DJ/(k+2) para todo i + j > k+ 1, JfMJi E ij/(k+2) 

para todo i + j ~k +_1 y ()zf)/)n E LP/(k+2) para todo í + j + n >k+ l. 

Por otro lado, para eltercer término de la sustitución tenemos que b'ljJk+l, C'ljJ~+U <p¡,,'lj;~+l' 

<p~'I/Jk+l, 'I/J~+1'1/Jk+l, i.fJk'I/Jk+ll '1/J¡+ll ft.pk'I/Jk+1, !'1/J¡+l, l.fJ%'1/Jk+1, '1/Jk'I/Jk+b <pk'ljJ¡+l, 'lj;f+l E 

y/(k+2). 

Así, considerando como 'I/Jk+2 la suma de todos los términos que pertenecen a LP/(k+2) 
1 

podemos escribir z de la siguiente manera 

d d () . E {P/i . - 1 2 . k+ 1 1 E {P/(k+2) on e • 1 , z - , , ... , , y 'l¡~k+2 1 • 

De esta manera, iteramos el proceso hasta llegar a k . m- 1 y obtenemos 

m-1 

z(t) = L Ot(t) + 'lj;~(t), 
l=l 

donde ()¡_E J_;p/l, l = 1, 2, ... , m- 1 y '1/Jm E y/m. o 

Nota. Usando el resultado anterior observamos que si iteramos una ve:z; más el proceso, 
' 

es decir reemplazamos 
m-1 

z(t) = L {}z(t) + '1/Jm(t) 
l=1 

en la ecuación integral, podemos encontrar ()m y '1/Jm+I, donde 

. B,.(t) = Loo g(t, s) [b(s)Bm-1 + c(s)B!,_¡ ( s) + C¡ ~ o.(s)ll',._,(s) +e,~ (J.(s)Bm-k(s) 

+ f(s )e¡~ o.(s)0,.-1-k(s) + Cg i+;~~m O,(s)B;(s)B.(s) l ds, 

()m E y/m y 'I/Jm+1 E L1. Así, podemos escribir z de la fornia 

m 

z(t) = L Oz(t) + 'I/J1n+l (t): 
l=l 

donde 

()1(t) loo g(t, s)a(s)ds, 
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O¡(t) = r= g(t, s) [b(s)Ol-1 + c(8)0~-l (s) +el I: ()k(s)()~-k(s) + C2 I: ()k(s)Ot~k(.<i) 
k ~ ~ 

+ f(.,) ~e.(" JOI-1-k(.) + e, i+t='=' e,(., )e;(-' )e.(.) ld•, 
con 0¡, ()~E LPI1[to,oo), l ·1:2, ... ,m y '1/Jm+l, 'I/J'm+1 E L1[to,oo). 

27 



Capítulo 2------

Generalización del teorema de Poincaré 

Aquí veremos los resultados para la ecuación de orden tres. Consideraremos solo la situa­

ción cuando las raíces características de la ecuación no perturbada (1.2) son distintas y 

HUS partes reales son distintas. Deduciremos los reHultados usando la ecuación de Riccati 

escalar mostrada en el lema l. l. 

Ahora estamos en condiciones de demostrar una versión generalizada del teorema de 

Poincaré para la ecuación de orden 3, dada por la ecuación· (1.1), usando los resultados 

previos obtenidos en el capítulo anterior. 

Teorema 2.1. Consideremos la ecuación (1.2). Supongamos que 

l. Re .At > Re ..\2 > Re ..\3, "!1 = .At - ..\2, "!2 = .At - ..\3 y "/3 = ..\2 - ..\3; donde .Ai, 

i = 1, 2, 3 son las raíces características de la ecuación (1.1); 

2. c.(rj)-+ o cuando t-+ oo, para cada i = 1, 2, j =o, 1, 2; donde 

CtCf)(t) = iot e--y(t-s)lf(s)ids y C2(J)(t) = 100 

e-y(t-~)IJ(s)ids, 

con 'Y= mín{Re"(t, Re13}. 

Entonces la ecúación (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones Yi, i = 1, 2, 3, 

tales que 

(2.1) 

Demostración. Sabemos que la ecuación (1.2) tiene un sistema fundamental de solu­

ciones de la forma (1.3), donde zi satisface la ecuación (1.4); luego tenemos que 

28 
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y 

y"(t) = y(t)(>. + z(t))2 + y(t)z'(t) 

entonces si demostramos que para cada i = 1, 2, 3 existe Zi, tal que zi, z~ ~O, cuando 

t-+ oo, habremos probado el resultado. Además, debemos verificar que y .• (t) =/=O para 

todo t 2:: t0 , para algún 'to E :IR, y así 

y 
1/'(t) 

(>.i + zi(t)) 2 + z'(t) = ·~i.(;). 

Usando las hipótesis 1 y 2, tenemos que, para cada i = 1, 2, 3 se cumplen las condiciones 

. del lema 1.4, con 

c1 = --3, f(t) = -T2(t) y C3 = -1 

Las ecuaciones para zi, i = 1, 2, 3 son respectivamente 

z1(t) = (e-'Yl(t-s)- e-"~2 (t-s))J¡(s, z1(s))ds, -1 ¡t 
1'1 - 1'2 lo 

z2(t) = e-'Y3 (t-s) h(s, z2(s))ds+ e'u(t-s) h(s, z2(s))ds 1 (1' t ¡= ) 
1'1 + /'3 ta t 

y 

Z3(t) = (e"3 (t-s)- e"2 (t-s) fs(s, Z3(s)))ds, 1 ¡= 
/'2 -1'3 t 

donde 

Además, claramente se tiene que Re/'2 > Re¡3 y Re/'2 > Re¡1, luego ¡ :S; Re/'i 

para i = 1, 2, 3. Verificando las hipótesis para z1 , tenemos que claramente las raíces del 

polinomio 
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son distintas y con parte real distinta de cero por la hipótesis 1, puesto que las raíces 

de este polinomio son -")'1 y -")'2 ; además la función de Green es 

. { e--y~(t-s) - e-1'2(t-s) si t ;:::: s 
(1'2 -I'I)g(t, s) = . 

· ·O ~t<s 

luego, tenemos 

Q(a.)(t) = 
1 

/ oog(t, s)a.(s)d.c;' + 1 rXJ ~g (t, ,c¡)a,(.c;)d.'ll 
.fto .fto &t 

1 (·llt (e--n(l.-s) -· e-"2 (t-~))(r·oC-;) + A1T1(s) + Air-2(s))ds\ 
11'1 - 1'21 t 0 

+ 1[ (-y2e-.,(t-•) - -y¡e-o•(<-•lJ(r0 (s) + Á¡r¡ (s) + Alr,(s))d$1) 

1 ( [,t < l _"" l (e-Reí'l(t-s) + e--y2(t-.•))lro(s) + >.1r1(s) + >.ir2(s)lds 
1'1 ,2 • to . . 

+ 1.' (I'Y21e-"('-•l + I'Y1 ie -Ot(t--•lJ Ir o( s) + Á¡ r¡ ( s) + Alrz( s) )dsl) 

< 2 ~ hii + 1
1
1'211t e-Re-y1(t-s)(I.A1I2Ir2(s)l + I.AIIIr1(s)l + lro(s)l)ds 

1'1 - 1'2 t 0 

< 
2 ~ 11'11 + 1

1
1'21 [I.A1 I2.C1(r2)(t) + I.Aii.C1r1(t) + .Cl(ro)(t)] 

l'l - ,..,/2 

Así, Q(a,) -7 O cuando t -7 oo. 

Análogamente 

.C(b)(t) 

Así, .C(b) -7 O cuando t -7 oo. De forma más directa se obtiene que .C(c), .C(f) .-....r O 

cuando t -7 oo, ya que e = f = r2. 

Para z1 y z3 se pueden verificar las hipótesis de la misma manera. Así, existe z¡ para 

cada i = 1, 2, 3 tales que z.¿, z~ -7 O, cuando t -7 oo y como z.¡ esta definida en [to, oo) y 

Zi(t) E c·para todo t;:::: to, tenemos que Yi(t) =/= 0 para todo t 2 to. 

Por lo tanto, se ha demostrado el teorema. D 
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Observemos que la condición sobre r-0 se puede relajar a Qi(r0 ) --+ O cuando t --+ oo, 

i = 1: 2, 3, donde 

Q2(.f)(t) = 11'1 ! 1'31 [ (1 + /3) llot e-'Y3(t-s) .f(,c; )dsl + (1 + /1) !loo e'Yl(t-s) .f(s)dsl] 

Q2(.f)(t) = b2 ~ /31 (llot [e1'3(t-s)-' e1'2(t-s)].f(s)dsl + !loo [¡2e1'2(t-s) -¡3e'Y3(t-s)].f(8)d.'lj) 

aplicando el lema 1.4 a la ecuación (1.4). Por ejemplQ, ro podría Rer condicionalmente 

integrable. 

Este resultado generaliza el teorema de Poincaré, que pide Ti --+ O cuando t --+ oo; y 

aquí usarnos .el hecho que .C(ri) --+O cuando l--+ oo, es decir, aquí se consideran muchos 

máR ca..<;os. Una condición más general que pueden satisfacer la.<; perturbaciones m> 

l
t+l 

lím l1'i(s)lds =O 
t--too l 

Sin embargo; dep'endiendo del tipo de perturbación se puede. obtener una fórmula mejor. 

De hecho, para el caso dado por Poincaré tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 2.2. Consideremos la ecuación (1.2). Supongamos que 

l. Re A1 > Re A2 > Re A3, ~/1 = A1 - A2, 12 = A1 - A3 y "/3 = A2 - A3; donde A;., 

·i = 1, 2, 3 son las raíces características de la ecuación (1.1); 

2. ri--+ O cuando t--+ oo, para cada i = 1, 2, 3. 

Entonces la ecuación (1.2) tiene un sistema fundarilental de soluciones Yi, 'i = 1, 2, 3, 

tales que satisfacen (2.1) y más aún, se tiene que 

. ~"(t) . 
lím '#:...__ = >..f. Hoo Yi(t) · 

Yi(t) . (1 + o(l))e>.i(t-to) exp ( TI (,\,- A;)-1 [' ]';(s, z,(s))ds) , (2.2) 
jEN(i) lto 

donde N(i) = {1, 2, 3} \ {'i} 
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y Zi, z~ = O(fi), i = 1, 2, 3 con 

f1(t) = 1.: e-a(t-s)lro(s) + .\1r1(s) + .\1r1(s) + .\ir2(s)Jds 

f 3(t) = ¡oo ea(t-s)lro(s) + .\3r1(s) + .\~r2(s)lds, 

f,(t) = [ e-•(Hllro(s) + A,r1(s) + A,r¡(s) + Alr2(s)lds + ¡= e•(•-'llr0 (s) + A2r1 (s) + A¡r2 (s)ids 

¡ = mín{Re¡1,Re¡3} y O< a S Re¡/2. 

Demostración. Sabemos que Ci(J) --+O cuando t--+ oo, si f--+ O cuando t--+ oo para 

i = 1~ 2, donde Ci son los operadores del teorema 2.1. Así tenemos que se satisfacen las 

hipótesis del teorema 2.1 y luego se tiene la existencia de tres solueiones Yi, i = 1, 2, 3 

que satisfacen las ecuaciones (2.1). Además, tenemos que 

y 

Yi(l) = exp (it [Ai + zi(s)]ds) . 

y~"((t)) = ().i + zi(t))3 + ().i + zi(t))z~(t) + z~'(t), 
Yi t 

donde Zi, i = 1, 2, 3 satisfacen 

y 

con 

z1(t) = -
1 ¡t (e-·n(~-s) __:_ e-1'2(t-s))f1(s, z1(s))ds, 

/1-/2 }lo 

z2(t) = . e--r3 (t:-s) h(s, z2(s))ds + e'Y1 (t-s) h(s, z2(s))ds . 1 (lt . 1.00 ) 
/1 + /3 to · t 

Z3(t) = (e'Y3 (t-s) - e-r2 (t-s) fs(s, Z3(s)))ds, 1 1.00 

/2-/3 t 

Usando integración por partes se sigue que 

r Z1(s)ds = , 
1 ¡~ ( r fl(s, Z1(s))d~- r e-·n(t-s)) - ~ ( .rt fl(s, Z¡(s))ds 

.fto 1'2 - '1'1 '1'1 .fto . .fto /2 .fto 

+f. e-u(<-•) f¡(s, z1(s))ds)] 

1 [(~-~) ¡t.f1(8,z1(s))d8+o(1)], 
'1'2 - '1'1 /2 12 lto 
-· 

1
- r l1(s, Z1(s))ds + o(l), 

/1"/2 lto 



.¡t z2(s)ds 
to 

y 

l t z2(s)ds 
to 
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- h(s, z2(s))ds- e-í'a(t-s) h(s, z2(s))ds +- h(s, z2(s))ds -1 . [ 1 ( ¡t ¡·t ) 1 (lt 
1'1 + 1'3 1'3 . · to t 0 1'1 to · 

+loo 'Yl(t-.•) f: ( . ~ ( ))d loo í't(to-s) .f' ( ( ))d ) l 
. . t e . 2 8, -"'2 8 .8 - to e .12 8, Z2 8 . ,.<; 

-1 [ ( 1 1 ) ¡t ~ ] - +- . h(s, z2(s))ds + o(1) + k1 , 
1'1 + 1'3 1'3 1'1 t 0 

- -
1 r ]2(s, z2(s))ds + o(1) + kl, 

/'1/'3 lto 

'Y -
1 ¡~ (lt h(s, Z2(s))ds- r e--y3 (t-s) f2(s, Z2(s))ds) + ~ ( r h(s, Z2(s))ds 

,1 + 1'3 /3 to lto /1 Jto 

+ [ e "(t-•) J,( s, z,( s ))ds - [ e-n(~-·)¡,( s, z, (s ))d.;) ] 
1 [(~- ~) r ]3(s, z3(s))ds + o(1) + k2] ' 

/2 - /3 1'3 1'2 ./ to 

- .f3(8, Z3(s))d8 + o(1) + k2, 1 ¡·t 
/'2/3 . t 0 

Puesto que fi(t, z) = h(t, z) - 3zz' y que · 

t 

l t z2(s) z2(t) z2(t ) · 
z(s)z'(s)ds = -- = --- --0 =e+ o(1). 

to 2 2 2 
to 

Luego, por las hipótesis 1 y ·2 se cumplen las condiciones de los corolarios 1.1, 1.2 y 
' 

1.3 en los casos correspondientes a los Zii con b = -7'1 - 2··y.;T2, e = f = -T2, entonces 

zi, z~ = O(fi)· Además Re-y2 > Re-y3, Re')'2 > Re-y1 y ')' S Re¡i para ·i = 1, 2~ 3. 

Verificando las hipótesis para z1 tenemos que las raíces del polinomio 

tienen parte real distinta de cero, por las hipótesis 1, puesto que Re¡1 , Re')'2 > O. 

Además la fm1ción de Green es 

" _· { e-l't(t-s) _ e-1'2(t- .. ) 

( '/2 -')'¡)g(t, 8) -
o . 

si t 2: s 

si t S .'l 

luego, tenemos que las hipótesis del lema 1.4 se cumplen (visto en la demostración del 

teorema 2.1). Además, como para todo E> O, i =O, 1, 2 f(Ti, E,·) -+O cuando t-+ oo, 



dado O< a~ "1/2 y K tal que 

0 < J( <'Y- a- (3+3A1 +a2+.~U)l\1 
. ("!- a)(1 + i"11l + I"Y2I +Al) 

existe t0 tal que para todo t ~ t0 

¡-t e-C~-a)(t-.•)lr1 (s) + 2A¡r2(s)ld.'l::; K 
lto 

y lo mismo para r2. De la miRma manera se verifican las hipótesis para z2 y z3• 
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Por otro lado de la ecuación (1.4) se deduce que z~' --+ O cuando t --+ oo. Así, se tiene 

que 

o 

Ahora estamos en condiciones de demostrar un teorema tipo Levinson. 

Teorema 2.3. Consideremos la ecuación (1.2). Supongamos que 

l. Re A1 > Re A2 > Re A3, "11 = A1 - A2, "12 . A1 - A3 y "/3 = -\2 - A3; donde Ai, 

-i = 1, 2, 3 son las raíces características de la ecuación (1.1); 

2. Ti E L1
' i = o, 1, 2. 

Entonces la ecuación (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones Yi, i = 1, 2, 3, 

tales que satisfacen (2.1) y más aún, se tiene que . 

. Demostración. De la misma manera que el teorema anterior, tenemos un sistema fun­

damental ele soluciones de la forma (1.3), donde Zi satisface (1.4), entonces probaremos 

que para cada i = 1, 2, 3 existe Zi, tal que Zi, z~--+ O cuando t--+ oo y Zi E L1
. Además, 

sabemos que Ci(r) --+O cuando t-:+ oo, sir E L1 para ·i = 1, 2, donde Ci son los ope­

radores del teorema 2.1. Así, tenemos que se satisfacen las hipótesis del teorema 2.1 y 

luego se tiene la existencia de tres soluciones Yi, i = 1, 2, 3 que satisfacen las ecuaciones 

(2.1). 

Usando las hipótesis 1 y 2, vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 1.4 y 1.5 

para la ecuación. (1.4), luego, las del teorema 2.1, con p = 1, 
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e(t) = -r2(t), 

f(t) = -r2(t) y e3 = -1. 

Así, existe zi tal que Zi, z~ -t O, cuando t -t oo. Entonces Zí E L1 y así ft: zi(s)ds == 
e+ o(1). En particular, escogemos e tal que eftto zi(s)ds = 1 + o(1), luego queda demostrado 

el teorema. D 

Otro tipo de teorema es el de Hartman-Wintner, que considera perturbaciones en V 

con pE (1, 2]. Ahora veremos un resultado de este tipo para la ecuación (1.2). 

Teorema 2.4. Consideremos la ecuación (1.2). Supongamos que 

l. Re .\1 > Re .\2 > Re .\3, /1 _:__ .\1 - .\2, /2 = .\1 - .\3 y ]3 = .\2 - .\3; donde .\í, 

i = 1, 2, 3 son las raíces características de la ecuación (1.1); 

2. r.¿ E U, .i = 0, 1,2 y pE (1,2]. 

Entonee¡; la eeuación (1.2) tiene un sbterna fundamental de soludones Yi, i = 1, 2, 3, 

tales que satisfacen (2.1) y en particular se tiene 

donde N(i) = {1, 2, 3} \ {i}. 

Demostración .. Tenemos soluciones de la ecuación (1.2) de la forma (1.3), donde Zi 

satisface (1.4), para i _:__ 1, 2, 3. Vemos que se cumplen las condiciones de los lemas 1.4 y 

1.5 para la ecuación (1.4), con pE (1,_2], 

e(t) . -r2(t), 

. e1 = -3, f(t) = -r2(t) y e3 = -1. 

Entonces existe zi tal que z,;, z~ -t O, cuando t -t oo, además zi, ~ E V y podemos 

escribir Zi de la forma 



donde 

(}(i)(t) = roo 9i(t: s)a(i)(s)ds: 
· Jto 

()(i) E V, 1p(i) E L1 y gi es la función de Green para cada Zi, i = 1, 2, 3, es decir, 

. {e-'n(t-s)- e-"Y2(t-s) si t. ~ s 
(¡2 -¡1)g1(t,s) = . , 

O . sit:S;s 

. { e-"Y3 (t-s) si t > s 
-(¡¡ + )'3)92(t, s) = -

e"Y1 (t-s) si t :S; s 

y 

(¡2 -J'3)93(t, s) ={O si t.;::::: s, 
· c~~~-c~~~ ~t:S;s 

A partir de esto tenemos que 

1
1 

zi(s)ds = lt ()Ci)(s)ds + Ci + o(1) 
lo lo 

Explícitamente para cada caso tenemos 
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¡t (}(l)(s)ds = 
1 . [~ ( ¡t a<1)(s)ds- ¡t e-71 (t-s)a(1)(s)ds) - ~ ( ¡t a<1)(s)ds 

Jto "/2 - /'1 /'1 lto lto /'2 lto 
+ ¡ol e-"Y2(t-s)a(1)(s)ds)] 

1 [(~- ~) ¡t a<1)(s)ds + a(l)J , 
{2 - {1 {1 /2 J to 

1 ¡t - a<1)(s)ds + o(1), 
"(1/'2 t0 

-
1 

¡t[r0 (s) + )qr1 (s) + >.ir2(s)]ds + o(1), 
'Yl/'2 lto 
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y 

( eC3)(s)ds -
lto 

Puesto que 

t Zi(s)ds = II (>.i- >.jt1 r[-ro(s)- >.irl(s)- >.;r2(s)]ds + Ci +o(1) 
.fto jEN(i) .fto 

Luego, escogemos ci de forma que éi+o(l) para i = 1, 2, 3. · o. 

Podemos generalizar la idea anterior y considerar perturbaciones en cualquier IY, p E 

(m, m+ 1]. 

Teorema 2.5. Consideremos la ecuación (1.2). Supongamos que 

l. Re >.1 > Re >.2 > Re >.3, 'YI = >.1 - >.2, 12 = >.1 - >.3 y 'Y3 = >.2 - Ag; donde ).i, 

i = 1, 2, 3 son las raíces características de la ecuación (1.1); 

2. r; E JY, i =O, 1, 2 y pE (m; m+ 1], con m E N\ {1} 

Entonces la ecuación (1.2) tiene un sistema fundamental de soluciones Yi, i = 1, 2, 3, 

tales que satisfacen (2.1) y en particular se tiene que 

Yi(t) = (1 + o(1))e"i(t-to) exp ( ¡t f e?)(t)ds) , 
.fto !=1 

donde 

oii) = -1000 

gi(t, s)[r·o(s) + >.ir1(s) + ).~r2(s)]ds, 

Ol'\ t) 1,00 

g;(t, S) [ ~ (r¡ (S) + 2.\;r,( S) )Ol''< S) - r2( S)( 0['))'( S) - 30[') (S) ( 0['))'( S) 

-(3.\; + a,)[o['\, )]2
] d.< 
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ej'> (!;) ¡,= g,(t, s) [ -(r¡ (s) + 2.Á;r·,( fl) )Of:> 1 - rz( s) (O~~ 1)'(s) - 3 ~ Oi') (s) (Of:>k)' (s) 

-(3>.i + a.2) feii)ei2k(.9)- r2(s) :Eeii\s)0}21-k(.r;)- L ey)(s)et)(.c;)O~)(s)] ds 
k=! k=! j+k+n=l 

para l > 2. 

Demostración. Tenemos soluciones de la ecuación (1.2) de la forma (1.3), donde Zi 

satisface. (1.4), para i = ~, 2, 3. Vemos que se cumplen las condiciones de Jos lemas 1.4 y 

1.5, y del teorema 2.1, con pE ('rn, in+ 1], 

f(t) = -r2(t) y es= :_l. 

Entonces existe zi tal que zi, z: -+ O, cuando t -+ oo y zi E V, y como Zi es acotada, 

Zi E L~J. para todo J-L ~ p. A partir de esto, tenemos que podemos escribir Zi como 
1n 

zi(l) = ;p~(l.) +'I/J$:2(t), con IP~(l) = ¿e}')(l) donde 
l=l 

()~i) =- loo 9i(t, s)[r0 (s) + A1r1(s) + .Air2(s)]ds, 
.fto 

J .. = g;( t, S) [- (r¡ (S) + 2.Á¡ r2( S) )Ofi) (S) + r2( S) ( of'))'( S) + 30[<) (S) ( 0['))'( S) 

+(3.X, + "'.!) [Of'>[.,) ]2] ds 

con ej'i) E ij/l, l ·= 1, 2, ... 'm y 'lj.J¡\~ E L1 y 9i es la función de Green para cada Zi, 

i = 1, 2, 3, es decir, 

si t ~ s 

sit::;s 



, { e-¡r3(t-s) si t > s 
- (1'1 + /3)g2( t, S) = -

e1't(t-s) si t ::; s 

y 

. {o (12- ¡3)g3(t, s) = 
sil;:::: s 

sit::;s . e1'3(t-s) - e'Y2(t-s) 

A::;í, para Zi tenemos 

r zi(s)ds = r ~.p}2(s)ds + Ci + o(1), 
lto lto 

y ahora escogemos e; de modo que ec.¡+o(l) = 1 + a(1) para i = 1, 2, 3. 

Nota. Observemos que para el primer término de la suma, en cada c&"lo, tenemos 

jg 

D 

-
1 [~ ( t aC2)(s)d.c; -lt e-1'3(t-s)aP\<~)ds) + ~ (1t aC2)(s)ds 

/1 + /3 /3 lto to /1 to 

+loo e-¡rt(t-s)a(2)(s)ds -1
0

QO e'Y1(t0 - s)a(2)(s)ds)] 

-
1 [(~ + ~) ¡t a(2)(s)ds + o(1) + k1] , 

/1 + /3 /3 /1 lto 

- -
1 1t a(2)(s)ds + o(1) +k¡, 

/1/3 t0 

·- -
1
- r [ro( S) + A2T1 (S) + ,\~r2( S )]ds + a(1) + k1 

"/1 "/3 .lto 
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y 

1: 0~3) ( s )ds 

Y a~Í cada uno de lo~ ténnino~ de la suma tiene una expre~ión en término~ de lo~ ri, 

i =o, 1, 2 y de los eii) anteriores. 

Una afirmación que se hecho en todos los teoremas pero que no se ha demostrado es que . 

Yi, i = 1, 2, 3 forman un sistema fundamental de soluciones. Esto se deduce fácilmente 

calculando el wronskiano de Yi, i = 1, 2, 3 

Y1 Y2 Y3 

W[y1, 112, Y3] - y~ y~ y~ = y¡[y~y~- ?J~?J~] - 112[11~11~ -1/{y~] + 1J3[1hY~ -y~ y~] 

y~ y~ y~ 

- YlY2Y3 [y~ y~ - y~ y~ + y~ y~ - y~ y~ + ~ y~ - y~ y~] · 
~~ ~~ ~~ ~~ ~~ ~~ 

Además, y1(t), 112(t), y3(t) =1= O para todo to :<:; t y 

Luego, existe tr tal que W[y¡, y2 , y3](t¡) =1= O. Así, Yi, i = 1, 2, 3 son linealmente indepen­

dientes. Observemos que este sirve para todos los teoremas. 



Capítulo 3 _____ _ 

Aplicaciones 

En este capítulo mostraremos tres ejemplos ilustrativos de los teoremas trabajados en 

el capítulo anterior. 

Ejemplo 3.1. Consideremos la ecuación 

111 ( 1 ) ., sen t 0 y - 1 - - y +-y= . 
log t logt 

Aquí, tenemos A1 = 1, A2 =O, A3 = -1,/1 = /3 = 1, ¡ 2 = 2, r 2 =O, r¡(t) = 1/logt y 

r0(t) =sen tj log t. Notemos que r0 , r 1 -+O cuando t-+ oo y cualquier p 2:: 1, ro: r 1 fj_ LP, 

ya que 

1 
tl/p < 

1 sen ti < 
tlfp. 

1 
para todo t 2:: e 

logt 
1 sen ti 
-- para todo l > e 
logt -

Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma 

( ) ( 1 ¡t [sen s 1 1 · 3 ] ) y1(t) = (1 + o(1))e t-to exp - · -
1

- + -
1 

- + -
1 

-. Z1 (s) + 3zr(s) + z1 (s) ds 
2 to og 8 og s og 8 

y~(l) = (1 + v(1)) exp ( ¡t [slen 
8 + -

1 

1 
z2 (s) + 3z~(s) + z~(s)] ds) lto og s ogs 

y 

y3(l) = (1 + v(1))e-(t-to) exp ·(-~ ¡t [sens - -
1 

1 + -
1 

1 
zs(s) + 3zi(s) + z~(s)] ds) 

2 .fto log s og s og s 

donde Zi, ~ = 0(1'-:;;), i = 1, 2, 3 COn 

1t . 1 sens 1 1 ·ri(l.) ~ e-a(l-.s) ¡--+- ds, 
to log s log s 

·rs(l) = ea l-_ -- - -- ds, 1.
00 

( s) 1 sen s 1 1 

t log s log s 

41 
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-( ) ¡t -a(t-s) 1 sen.<;l d ¡·00 a(t-s) 1 sen 81 d r2 t = . e s + e s 
· 1.0 log s . t log s . 

y O < a: :::; 1/2. Notemos que r~ E L1 pero rb rJ_ V, o sea no podemos aplicar el 

teorema 2.2. Sin embargo, podemos dar una fórmula para. las soluciones. Como ·r0 es 

condicionalmente integrable, entonces podemos decir que 

.Y 

y¡ (l) = (1 + o(1))e(t-to) exp (~ 1: [lo~ S + lo~ S Z¡ (s) + 3zf(s) + zr(.s)] ds) 

. ~(t) = (1+ o(l)) ex~ (i' [lo~ s z,(s) + 3z,l(.<) + z,\(s)] ds) 

y3 (t) = (1 + o(1))e-Ct-to) exp ( -~ lt [ - 10~ s +lo~ 
8 

zs(s) + 3z~(s) + z~(s)] ds) 

Ejemplo 3.2. Considcrcrnm;la ecuación 

y"'- y'+ cos(t2)y =O. 

Aquí tenemos )q = 1, A2 = O, As = -1, 1'1 = /3 = 1, 1'2 = 2, r2 = O, r¡ = O y 

r0 (l) = cos(l2
) . Entonces existe un ~istema fundamental de soluciones de la forma 

y1(l) = (1 + o(1))eCt-to) exp (~ ¡t[cos(s2
) + 3zn~) + zt(s)]ds), 

· 2 lto 

y 

y3 (t) = (1 + o(1))e-Ct-to) ex~ ( -~.1: [cos(s2
) + 3z~(s) + zg(s)]ds) , 

donde Zi, ~ = O(f,), i = 1, 2, 3 con 

r2(t) = t e-a(t-s)l cos(s2)ids + {
00 

ea(t-s)¡ cos(s2)ids 
}~ ~ 

y O< a:::; 1/2. Y como r0 es condicionalmente integrable, entonces podemos decir que 



y 

. y3(l) = (1 + a(1))e-(L-lo) exp ( -~ 1: [3z~(s) + z~(s)]ds) , 

Ejemplo 3.3. Consideremos la ecuación 

y"' -y'+ 2_y = O. 
tl/p 
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Aquí tenemos ..\1 = 1, ..\2 ~O, ..\3 = -1, ¡ 1 = /3 = 1, ¡ 2 = 2, r1, r2 =O y ro(t) = 1jt11P. 

Notemos que r0 tj. V pero 1·0 E Lq para q > p. Para 1 :::; p < 2 podemos aplicar el 

teorema 2.3. Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma 

Y2(t) = (1 + a(1)) 

y 

y3(t) = (1 + a(1))e-(t-to) 

Para p 2 2 podemos aplicar el teorema 2.5. Tenemos p + 1 E (m, m+ 1] y m E N\ {1 }. 

Entonces existe un sistema fundamental de soluciones de la forma 

YI(t) = (1 + o(1))e<t-to) exp (iL tp~~)(s)~s) , 
y 

con 
m 

¡p~~(t) = I:of·i)(t), 
i=l 

donde 
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¡t ( e-(t-s) - e-2(t-s)) [- 3 ~- 8k1
) (s) ( O~k)' (s) - 3 ~ 8k1

) (.'l )Ot!k(s) 
}to k=l k=l 

- - i+~' ojil(s)OÍ1)(s)0~1l(s)] ds, 

-1 ( ¡t e-(t-s)+ds + 1oo e(t-s)+ds) : 
2 }to 8 jp t S jp 

- ~1 
( ¡t c-(t-s)- 30i2)(s)(OÍ2))'(s)ds + (JO cCt-s)- 30~2)(s)(Ol2))'(s)ds) , 

.fto .ft 

y 

OÍ3)(t) 

8~3) ( t) 

~1 (.¡t e-(t-s) [-3~8ki)(.s)(Oi~k)'(s)- L o]i)(s)Oki)(s)O.~P(s)] ds 
lo · k=l j+k+n=l 

- + 100 

c(t-s) [-3 ~ot)(s)(Ot!k)'(s)- L oy)(s)Oki)(s)O~)(s)] ds) ,· 
t ~ . ff~~ 

100 ( e(t-s) - e2(t-s)) _1_ds. 
t sl/p . 

¡00 

(e(t-s)- e2(t-s)) [ -38l3)(s)(8~3))'(s) + 3[8l3)(s)f] ds 

o!'l(t) ¡= (e(<-•) - e2('-•l) [- 3 ~ ok')(s)(Of.:'.J'(s) + 3 ~ ei'l(s)Of_:lk(s) 

- ;+~~~ oj'l ( s )ok'l ( s) o!;'l ( s)] ds 

para l > 2 



Conclusiones 

l. Usando el cambio de variables z = ~ - A la ecuación (1.2) de orderi tres es 

transformada en una ecuación de Riccati de orden dos. 

2 .. Usando el teorema del punto fijo de Danach se p;aranti:r,a que la ecuación de Riccati 

tenga soluCión única. 

3. EBtudiando el comportamiento asintótico de h1 eeuación de lliccati es posible es­

tudiar el comportamiento asintótico de la ecuación (1.2) 

4. Usando el método escalar es posible obtener una generalización del teorema de 

Poincaré (teorema 2.1). 

5. Usando el método escalar es posible obtener demostraciones alternativas de los 

teoremas de Levinson y Hartman-Wintner 
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