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Resumen 

En el presente trabajo de investigación se presenta la solución numérica de ecuacio

nes diferenciales parciales hiperbólicas asistido con el software matemático MATLAB, 

específicamente de la ecuación de Onda. Se aplica el método de aproximación con dife

rencias finitas el cual es explícito y consiste en definir una versión discreta de la ecuación 

diferencial parcial hiperbólica reflejada en una ecuación en diferencias, la cual nos per

mite a través de un sistema de ecuaciones lineales calcular una solución aproximada de 

la ecuación diferencial parcial sobre un dominio discreto. 

Las bases del método de diferencias finitas consisten en la construcción de una malla de 

una manera estructurada, donde los nodos de la misma, en un espacio n dimensional, 

están localizados en las intersecciones de n familias de líneas rectas, el reemplazo de 

las derivadas continuas de la ecuación diferencial por las expresiones equivalentes en 

diferencias finitas y la resolución del sistema de ecuaciones que queda planteado como 

consecuencia de la anterior sustitución. 

Se muestra además la importancia de la aplicación del software matemático Matlab co

mo una herramienta de apoyo en los cálculos numéricos de las diferentes operaciones a 

reahzar. 

T ... 



Abstract 

In the present research the numerical solution of hyperbolic partial differential equations 

assisted with the mathematical software MATLAB, specifically of the wave equation 

is presented. Approximation method is applied finite difference which is explicit and 

involves defining a discrete version of hyperbolic partial differential equation refiected in 

a difference equation, which allows us through a system of linear equations to calculate 

an approximate solution the partial differential equation on a discrete domain. 

The basis of the method of finite differences involve the construction of a grid in a 

structured way, where nades of the same, in an n-dimensional space, are located at the 

intersections of n families of straight lines, replacement of the continuous derivatives 

differential equation by finite difference equivalent expressions and solving the system 

of equations is proposed as a result of previous replacement. 

The importance of the application of mathematical software Matlab is also shown as a 

support tool in the numerical calculations of the various operations to be performed. 

II 



Introducción 

En la ciencia y tecnología se presentan fenómenos que habitualmente son modelados por 

medio de Ecuaciones Diferenciales Parciales,las cuales muchas veces no pueden ser resuel

tas mediante los métodos clásicos,motivo por el cual acudimos a los métodos numéricos. 

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales se clasifican en 3 grupos: Elípticas, Parabólicas, 

Hiperbólicas. 

En el presente trabajo se trata sobre la solución numérica de Ecuaciones Diferenciales 

Parciales Hiperbólicas utilizando diferencias finitas, las cuales permiten discretizar una 

ecuación y llegar a la solución mas aproximada, de esto se muestra también el uso del 

software matemático Matlab como herramienta de apoyo en la simplificación del desa

rrollo numérico de las Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbólicas. · 

El presente trabajo se ha dividido en 3 capítulos: 

En el capitulo 1 se trata sobre unos tópicos de Álgebra lineal tales como matrices, de

terminantes. y la solución de sistemas de ecuaciones lineales por métodos clásicos y 

métodos numéricos; además del software matemático Matlab. 

En el capitulo 2 se hace un repaso de las Ecuaciones Diferenciales Parciales de segundo 

orden, la solución clásica de la Ecuación Diferencial Parcial Hiperbólicas; diferencias 

finitas y la definición de cuadrilla o malla. 

En el capitulo 3 se trata la solución de las Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbóli

cas y por el método de diferencias finitas, las cuales nos permiten discretizar la ecuación, 

establecer un algoritmo que nos permita hallar su solución, todo este proceso es asistido 

por software matemático Matlab. 

III 



Finalmente se da a conocer la bibliográfica utilizada para el desarrollo del presente 

trabajo. De igual forma se dan las conclusiones y sugerencias que los autores del presente 

trabajo que han creído conveniente. 
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Capítulo 1: 

Métodos Numéricos para la Solución 

de Sistemas de Ecuaciones Lineales 

1.1 Matrices, Propiedades 

Definición 1.1. Una matriz Amxn es un arreglo rectangular de mxn números reales 

dispuestos en m filas y n columnas del modo: 

a u a12 a1i · · · aln 

a21 a22 a2j a2n 

Amxn= 
ail ai2 aii a in 

El símbolo mxn se lee: m por n. 



El vector fila (ai1 , ai2 , ••• , aij' ... , ain) se llama fila i, al vector columna 

columna j. 

aii es el número que aparece en la i- ésima fila y la j -ésima columna. 

Ejemplo 1.1. Son ejemplos de matrices los siguientes: 

NOTACIÓN 

-6 o 4 

B3x3 = 3 12 11 

8 23 5 

3 

se llama 

Se denota las matrices por : Amxn = [aij] ó (aij), i = 1, 2, 3, ... , m;j - 1, 2, 3, ... , n 

donde aii es la i - j ésima entrada, i = fila, j = columna. 

ORDEN DE UNA MATRIZ 

El orden de una matriz está dado por el producto mxn, donde m indica el número de 

filas y n el número de columnas. 

El conjunto de matrices mxn con elementos aij E K se denota por Kmxn. 
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1.2 Matrices Especiales 

Las matrices especiales son: 

l. Matriz Cuadrada 

Se dice que una matriz A es cuadrada cuando el número de filas es igual al número 

de columnas. Amxn es cuadrada si y sólo si m = n, en este caso se dice que A es 

de orden (n x n) y se representa por An. 

Ejemplo 1.2. La matriz A = [ ~ ~ ] es cuadrada, mientras que B = 

no lo es. 
[ 

1 1 1 ] 

1 1 1 

En una matriz cuadrada A de orden ( n x n), los elementos a 11 , a22 , • • • , ann, 

forman la diagonal principal de la matriz. 

Ejemplo 1.3. 

Obsérvese que en la matriz 
l. -3 4 

A = ( aii h = O 4- . -2 

-3 -5 _:_.7. 

los elementos de la diagonal principal, conforme está indicado, son: 

a 11 = 1,a22 = 4,a33 = -7. 

2. Matriz Nula 

Una matriz en la cual todos sus elementos son ceros, se denomina matriz nula y 

se denota por <p . 

Ejemplo 1.4. 
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3. Matriz Diagonal 

Una matriz cuadrada en la cual los elementos fuera de la diagonal principal son 

ceros, es llamada matriz diagonal. 

Ejemplo 1.5. 

2 o o 2 o o 
A= o 3 o y B= o o o 

o o 4 o o o 

Matriz Diagonalmente Dominante: 

U na matriz se dice matriz diagonalmente dominante, si en cada uno de los renglo

nes, el valor absoluto del elemento de la diagonal principal es mayor que la suma 

de los valores absolutos de los elementos restantes del mismo renglón. A veces la 

matriz de un sistema de ecuaciones no es diagonalmente dominante pero cuando 

se cambia el orden de las ecuaciones y las incógnitas el nuevo sistema puede tener 

matriz de coeficientes diagonalmente dominante. 

Ejemplo 1.6. Son matrices diagonalmente dominante: 

[: ~]· 
4 1 1 -6 1 2 

2 8 -3 1 3 o 
3 2 9 3 2 -9 

Ejemplo l. 7. N o son matrices diagonalmente dominantes: 

[: :] ' 

4. Matriz Escalar 

4 2 3 

2 8 4 

-3 5 3 

-6 3 2 

-5 6 2 

3 5 10 

Es una matriz diagonal en la cual todos los elementos de la diagonal principal son 

iguales. 
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Ejemplo 1.8. 

k o o o 
o k o o 

A= 
o o k o 
o o o k 

5. Matriz Identidad 

Es una matriz escalar en la que k = l. 

[lJ.[~ n. 1 o o 
o 1 o , etc. 

o o 1 

Se acostumbra denotar a la matriz identidad de orden n x n por In. 

6. Matriz Transpuesta 

Dada una matriz A, se llama transpuesta de A a la matriz que se obtiene cambiando 

ordenadamente las filas por las columnas. Se representa por At ó AT. Si es 

A= (aij)mxn , su transpuesta es At = (aji)nxm 

[31 -24 57] Ejemplo 1.9. A= entonces su transpuesta es At = 

1 3 

2 -4 

5 7 

7. Matriz Triangular Superior 

8. 

Es una matriz cuadrada que tiene todos los elementos por debajo de la diagonal 

principal nulos. 

Ejemplo 1.10. 

1 9 -6 

A= o 2 1 

o o 5 

Matriz Triangular Inferior 

Es una matriz cuadrada que tiene todos los elementos por encima de la diagonal 

principal nulos. 



9. 

10. 

11. 
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Ejemplo 1.11. 

1 o o 
A= 1 2 o 

-2 4 5 

Matriz Simétrica 

Es una matriz cuadrada que es igual a su transpuesta,es decir: A = AT;donde 

aii = aii· 

Ejemplo 1.12. 

1 9 -6 

A3= 9 2 1 

-6 1 5 

Matriz Ortogonal 

Una matriz ortogonal es necesariamente cuadrada e invertible:A-1 = Ar, es decir 

la inversa de una matriz es una matriz ortogonaL El producto de dos matrices or

togonales es una matriz ortogonaL El determinante de una matriz ortogonal vale 

+1 ó -1. 

A.AT = AT.A = I 

a¡ a2 a3 a¡ b¡ C¡ 1 o o 
b¡ b2 b3 a2 b2 c2 - o 1 o 
C¡ c2 c3 a3 b3 c3 o o 1 

Matriz Normal 

Una matriz es normal si conmuta con su transpuesta es decir A.AT = AT.A. Las 

matrices simétricas, antisimétricas u ortogonales son necesariamente normales. 

Ejemplo 1.13. 

Sea A= [ 
5 4

] entonces cumple que: A.AT = AT.A. 
-4 5 
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12. Matriz Inversa 

Decimos que una matriz cuadrada A tiene inversa,A-1 , si se verifica que: A.A-1 = 

A-1.A = I. 

Ejemplo 1.14. 

SeaA=[~ ~] su inversa es A-1 = [ -
1 3

] 
1 -2 

13. Matriz Thidiagonal 

Una matriz tridiagonal es una matriz "casi" diagonal. De un modo más exacto, una 

matriz tridiagonal es una matriz cuadrada que tiene elementos distintos a cero solo 

en la diagonal principal, la primera diagonal sobre ésta, y la primera diagonal bajo 

la diagonal principal. 

Ejemplo 1.15. 

14. Matriz de Hessenberg 

a1 c1 O 

b1 a2 c2 

O b2 a3 

o o o 

1 9 o o 
9 2 8 o 
o 3 4 2 

o o 4 1 

o 
o 
o 

Cn-1 

Una matriz de Hessenberg es una matriz "casi"triangular. Para ser más exactos, 

una matriz superior de Hessenberg tiene todos ceros por debajo de la primera 

subdiagonal, y una matriz inferior de Hessenberg tiene todos ceros por debajo de 

la primera superdiagonal. 

Ejemplo 1.16. 
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1 4 2 3 

3 4 1 7 
A= es una matriz de Hessenberg superior. 

o 2 3 4 

o o 1 3 

1 2 o o 
5 2 3 o 

A= es una matriz de Hessenberg inferior. 
3 4 3 7 

5 6 1 1 

1.3 Operaciones con Matrices y Propiedades 

l. Suma de matrices Sean las matrices: A = [aij] y B = [bij], ambas del mismo 

orden m x n. La matriz suma de A y B es: 

la cual también es de orden m x n. 

Observación 1.1. En otras palabras, para sumar matrices, lo que se hace es 

sumar los elementos que están situados en la misma fila y en la misma columna. 

Ejemplo 1.17. Sean: 

3 6 o 4 -2 -8 3 -4 

A= -1 8 3 5 y B= 4 3 5 3 

5 7 o -2 3 -1 4 2 

entonces: 

3 + (-2) 6 + (-8) 0+3 4 + ( -4) 1 -2 3 o 
A+B= -1+4 8+3 3+5 5+3 - 3 11 8 8 

5+3 7+(-1) 0+4 -2+2 8 6 4 o 



Propiedad 1.1. 

a) A+ B = B +A 

b) (A + B) + C = A + (B + C) 

e) k (A+ B) =k A+ k B (k: escalar) 

d) (k+ 1) A= k A+ 1 A (k, 1 : escalares) 

e) (k 1 ) A = k (1 A) (k , 1 : escalares) 

!) lA= A 

g) -A= (-1) A 

10 

h) La diferencia de A y B, del mismo orden, es definida por: A- B =A+ (-B) 

Ejemplo 1.18. Sean: 

2 -5 7 2 5 6 

A= 8 -4 -1 y B= 7 8 9 

o 3 6 3 4 6 

Hallar A-B 

Solución.- Se puede efectuar la diferencia, ya que las matrices son del mismo orden 

(3 X 3). 

Luego: A-B = A+(-B)=A= 

2. Producto de dos Matrices 

o 10 1 

1 -12 -10 

-3 -1 o 

El producto de una matriz A= [ad de mxn y una matriz B = [bik] de nxp, es otra 

matriz C = [Cik]de orden m x p, donde Cik es el producto escalar de la i-ésima fi

la de A por la k-ésima columna de B. Gráficamente podemos observar lo siguiente: 



f Pll ~n .. · 
9~21 9;22; .... 

,.,. · ·lMf1 l f bU bX2. ;:~ ~ :b¡k 

. . . 42n. Q2í b,22 . ' . Q2k 

,,, h.j, l 
...•• b2'" .., .:P 

a" ,'.a.·_::.::;;· . -.. m:.. uu, 

:·.~ . 
····, .. 

•·•··• Pdi .,.. Óin 
.. 
·•. .. J 

a··-· ... mn-:, 

Ejemplo 1.19. Sean las matrices: 

Calcular A x B. 

Solución. 

.. 
:¡ 

1;. b·2 .•... b.•k· -.. zl ,A , .•• 

tf 
--~~~·~ . ae:.1a mawa 

n 

= ¿aiibik 
j=l 

8 -2 

y B= 3 1 

4 o 

Calculando los elementos Cik del producto se tienen: 

11 



12 

8 

C11 : (primera fila de A por primera columna de B) Cu = [ 1 2 3 J 3 = (26] 

4 

C12 : (primera fila de A por segunda columna de B) 

-2 

c12 = [ 1 2 3] 1 =(O] 

o 
C21 : (segunda fila de A por primera columna de B) 

8 

c21 = [ 6 10 14 J 3 = (134] 

4 
C22 (segunda fila de A por segunda columna de B) 

-2 

c22 = [ 6 10 14 ] 

3. Propiedades 

a) A(BC)=(AB)C 

b) (A+B)C=AC+BC 

e) A(B+C)=AB+AC 

1 = (-2] 

o 

[ 
26 o] 

134 -2 

d) En general, no se cumple que AB = BA. (No conmutan). 

1.4 Determinantes 

Definición 1.2. El determinante viene a ser una función que aplicada a una matriz 

cuadrada da un único valor numérico. 
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Sea Mnxn el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n, entonces la definición 

queda de la siguiente manera: 

11: Mnxn -+~(o C) 

Notación: 

Sea A una matriz cuadrada, entonces el determinante de la matriz A se representa por 

1 A 1 o det(A) o det A. 

l. Determinante de una matriz cuadrada de orden 2 

Sea A una matriz cuadrada de orden 2 

Su determinante se define median::¡~ fó~~;~11, ana

22

- a

12

a

21 

.fl~1 a22' 
' 

Ejemplo 1.20. 

Sea la matriz cuadrada de orden 2, A= [ 
5 8 

] ,hallar det A 
10 3 

Solución 

IAI= 
5 8 

= (5)(3)- (8)(10) = 15- 80 = -65 
10 3 

2. Determinante de una matriz cuadrada de orden 3 

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 

A= 



Su determinante se define mediante la fórmula: 

an a12 a13 

1 A!= a21 a22 a23 

Ejemplo 1.21. Sea la matriz 

1 2 3 

A = 3 2 1 ,hallar det A 

2 1 3 

Solución. 

1 2 3 

1 A 1= 3 2 1 

2 1 3 

= (1)(2)(3) + (2)(1)(2) + (3)(3)(1)- (2)(2)(3)- (1)(1)(1)- (3)(3)(2) = -12 

3. Cálculo del determinante de orden n, por los adjuntos 

14 

Cuando el orden de los determinantes es superior a 3 la regla de Sarrus no es 

fácilmente aplicable y entonces utilizamos el método de los adjuntos, que reduce 

el orden en una unidad cada vez que le utilizamos. Para ello vamos a definir dos 

nuevos conceptos: 

4. Menor complementario 

Dada una matriz An se llama menor complementario de un elemento aii al deter

minante de la matriz, que resulta de suprimir la fila i y la columna j en la matriz 

An: se llama mij. 

5. Adjunto de un elemento 

Al producto de ( -1 )i+i por el menor complementario mii de aii se llama adjunto 
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de un elemento aii y se escribe ~i . 

A partir de estas definiciones obtenemos otra forma de calcular un determinante: 

el valor de un determinante de orden n es igual a la suma de los productos de los 

elementos de una fila o columna por sus respectivos adjuntos. 
n 

1 A 1= L aij X Aij = ailAil + ai2~2 + ai3Ai3 + · · · + ainAin 
ioj=l 

Ejemplo 1.22. 

Calcular el valor del determinante 

1 o 2 o 
1 2 o 1 

-1 1 4 -1 

3 -1 -3 -2 

Elegimos la primera fila 

ya que tiene dos elementos nulos y eso va a simplificar el cálculo: 

1 o 2 o 
1 2 o 1 

= lAn + OA12 + 2A13 + OA14 = 
-1 1 4 -1 

3 -1 -3 -2 

2 o 1 1 2 1 

= 1( -1)1+1 1 4 -1 + Om12 + 2 ( -1) 1+3 -1 1 -1 + Om14 = 

-1 -3 -2 3 -1 -2 
Cuando llegamos a un determinante de orden tres, podemos aplicar Sarrus: 

1[(-16) + (-3)- [(-4) + 6]] + 2[(-2) + 1 + (-6)- [3 + 1 + 4]] =-51 

Propiedades 

a) Para toda matriz Anxn se tiene detA = det(At). 

b) El determinante de una matriz Anxn cambia de signo si dos filas o dos co

lumnas se intercambian. 

e) Si la matriz Bnxn se obtiene de la matriz Anxn trasladando una de sus filas 

o columnas k lugares, entonces, 1 B 1= ( -l)k 1 A 1-
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d) Si una matriz Anxn se tiene que una fila o columna es múltiplo de otra fila o 

columna, entonces el determinante de dicha matriz vale CERO. 

e) Si en una matriz Anxn todos los elementos de una matriz fila o columna son 

CEROS entonces su determinante es CERO. 

!) Si una matriz Anxn todos los elementos de una fila o columna son múltiplos 

por un escalar K, entonces el valor del determinante también queda multi

plicado por K. 

g) Si a una fila o una columna de una matriz Anxn se le suma el múltiplo de 

otra fila o columna, se tendrá que el valor del determinante Anxn no varía. 

h) Si los elementos de una fila o columna cualquiera consta de dos términos, el 

determinante puede expresarse como la suma de otros dos determinantes. 

i) El determinante de la matriz identidad es igual a la unidad. 

j) Sea D = [dii] una matriz diagonal de orden n x n, entonces 

1 D 1 = du · d22 · d33 · · · · dnn 

k) El determinante de una matriz triangular superior o triangular inferior es 

igual al producto de los elementos de la diagonal principal. 

l) En forma general el determinante de una suma de matrices es diferente de la 

suma de los determinantes de cada matriz, es decir: 

det(A + B) =/= det(A) + det(B) 

m) El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los de

terminantes de las matrices, es decir: 

det(A x B) = det(A) x det(B) 

1.5 Software Matemático Matlab 

l. Algoritmo Numéricos 

Un algoritmo es una descripción ordenada de los pasos necesarios para resolver un 
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problema. 

Para diseñar un algoritmo y para resolver un problema numérico es necesario co

nocer en detalle la formulación matemática, las restricciones de su aplicación, los 

datos y algún criterio para validar y aceptar los resultados obtenidos. 

Esta descripción facilita la instrumentación computacional del método numérico. 

En problemas simples puede omitirse la elaboración del algoritmo e ir directamen

te a la codificación computacional. 

2. Matlab 

El Matlab es un entorno de computación y desarrollo de aplicaciones totalmente 

integrado orientado para llevar a cabo proyectos en donde se encuentren implicados 

elevados cálculos matemáticos y la visualización gráfica de los mismos. Matlab 

integra análisis numérico, calculo matricial, proceso de señal y visualización gráfica 

en un entorno completo donde los problemas y sus soluciones son expresados del 

mismo modo en que se escribirían radicionalmente, sin necesidad de hacer uso de 

la programación tradicional. 

3. Matrices en Matlab: 

Para introducir una matriz en Matlab se procede de la forma siguiente. 

Ejemplo 1.23. tenemos la matriz. 

A=[:~~:] 
Se introduce como: 

>>A= [ 1 2 3 4 

O bien 

>>A= [ 1,2,3,4 ; 5,6, 7,8]; 

Observemos que unas matrices especiales son los vectores, de esta forma, el vector 

fila v = (1.0,1.1,1.2, ... ,2.0), se escribe en Matlab como: 
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>>V= [ 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2.0 ] 

4. Operaciones y comandos para matrices: 

Hemos visto cómo se introducen las matrices en Matlab. Veamos un ejemplo para 

introducir algunos de los comandos básicos: 

Ejemplo 1.24. Definimos dos matrices: 

>>A= [ 2 1 

2 1 
A= 

3 2 

>> B = [ 3 4 ; -1 5] 

3 4 

• Para sumas las 2 matrices: 

B= 
-1 5 

>>A+B 

5 5 
ans = 

2 7 

• Para multiplicar una matriz por un escalar: 

6 3 
ans = 

9 6 

• Producto de matrices: 

7 22 
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Siempre que los tamaños de las matrices sean los adecuados. Para saber cuál 

es el tamaño de una matriz con la que estamos trabajando, se utiliza el 

siguiente comando: 

>> size(A) 

ans = 2 2 

Que quiere decir, evidentemente, 2 filas y 2 columnas. 

• Para calcular la matriz transpuesta: 

>>A 

2 3 
ans = 

1 2 

5. Matrices especiales con Matlab: 

• Para generar la matriz identidad cuadrada: 

>> eye(3) 

1 o o 
ans = O 1 O 

o o 1 

• Una matriz 3 x 2 llena de unos: 

>> ones(3, 2) 

• Si queremos que esté llena de ceros: 

> > zeros(3, 2) 

• Para generar una matriz con números aleatorios uniformemente distri

buidos entre O y 1: 

> > rand(3, 2) 



6. Rango, Inversa y Determinante: 

Definimos la matriz: 

Ejemplo 1.25. 

>>X= [ 2 3 4 1 -1 O ] 

Para calcular su rango: 

X= 
2 3 4 

1 -1 o 

>> rank(X) 

ans = 2 

Supongamos que tenemos definida la siguiente matriz: 

Para calcular su inversa: 

8 1 6 

H= 3 5 7 

4 9 2 

>> inv(H) 

0,1472 -0,1444 0,0639 

ans = -0,0611 0,0222 0,1056 

-0,0194 0,1889 -0,1028 

Y si queremos ver el resultado en forma racional: 

> > f ormat rational 

>> inv(H) 

53/360 -13/90 23/360 

ans = -11/180 1/45 19/180 

-7/360 17/90 -37/360 

Para calcular el determinante de la matriz anterior H: 

>> det(H) 

ans = -360 

20 



21 

7. Funciones matemáticas elementales: 

sqrt(x) raiz cuadrada sin(x) seno 

abs(x) módulo cos(x) coseno 

conj(z) complejo conjugado tan(z) tangente 

real(z) parte real asin(x) arcoseno 

imag(z) parte imaginaria acos(x) arco coseno 

angle(z) argumento atan(x) arcotangente 

exp(x) exponencial rats(x) aprox. racional 

log(x) logaritmo natural rem(x,y) resto de dividir x por y 

loglO(x) logaritmo decimal sign(x) signo (1 1 -1 1 O) 
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8 Funciones matriciales fundamentales: 

B=A' Calcula la transpuesta( conjugada) de la matriz A. 

B=A! Calcula la tranpuesta(sin conjugar) de la matriz A. 

V= poly(A) Devuelve un vector V con los coeficientes del polinomio 

carácteristico de la matriz cuadrada A . 

t = trace(A) . Devuelve la traza t(Suma de los elementos de la diagonal) 

de una matriz cuadrada A. 

[m,n] = size(A) Devuelve el número de filas m y de columnas n de una matriz 

rectangular A. 

n = size(A) Devuelve el tamaño de una matriz cuadrada A. 

nf = size(A,l) Devuelve el número de filas de A. 

nc = size(A,2) Devuelve el número de columnas de A. 

1.6 Solución de Ecuaciones Lineales por métodos 

clásicos 

Sistemas de Ecuaciones Lineales: 

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales de la forma: 

anX¡ + a12X2 + · · · + a¡nXn = b¡ 

a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = b2 

an1X1 + an2X2 + · · · + annXn = bn 

En este caso tenemos n ecuaciones y n incógnitas. Los números reales aii se denominan 

coeficientes y los xi se denominan incógnitas (o números a determinar) y bi se denominan 

términos independientes. Resolver el sistema consiste en calcular las incógnitas para que 

se cumplan todas las ecuaciones del sistema simultáneamente. Diremos que dos sistemas 

son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones. 
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Expresión matricial de un sistema 

Cualquier sistema de ecuaciones lineales se puede expresar en forma matricial del modo: 

X¡ 

X¡ 

La matriz A se llama matriz de coeficientes. La matriz X= se llama matriz de 

incógnitas y 

La matriz B= se llama matriz de términos independientes 

bn 
La matriz formada por A y B conjuntamente, es decir: 

a u a¡2 a¡3 ... a¡n b¡ 

(A 1 B) = 
a21 a22 a23 ... a2n b2 

aml am2 am3 ... amn bm 

Se llama matriz ampliada del sistema y se representa por (A 1 B) o por A*. 

Ejemplo 1.26. 

El sistema 

escrito matricialmente es: 

x+y-z =5 

x+y =7 

2x + 2y- z = 12 
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1 1 -1 X 5 

1 1 o y - 7 

2 2 -1 z 12 

Y la matriz ampliada es: 

1 1 -1 5 

(A 1 B) = 1 1 o 7 

2 2 -1 12 

Solución de un sistema de ecuaciones 

Es un conjunto de valores de las incógnitas que verifican simultáneamente a todas y 

cada una de las ecuaciones del sistema. De acuerdo con su solución, un sistema puede 

ser: Consistente, si admite solución; o Inconsistente, si no admite solución. Un siste

ma Consistente puede ser: Determinado, si la solución es única o Indeterminado, si la 

solución no es única, es decir, existe una infinidad de soluciones. 

l. Método de Gauss 

Dado un Sistema de Ecuaciones Lineal Ax = B con A E Mnxn inversible, el 

principio que rige el método de Gauss para la resolución del sistema se puede 
' 

resumir en "la determinación de una matriz inversible M tal que la matriz M A sea 

triangular superior". Este es el proceso llamado de eliminación. Una vez analizado 

este proceso se resolverá el sistema triangular equivalente M Ax = M B mediante 

el método de sustitución retrógrada. 

En la práctica no se calcula M; sino directamente los productos 

MAyMB. 

El método de Gauss se realiza en tres bloques: 

i) Proceso de eliminación sucesiva de incógnitas, que equivale a la determinación 

de una matriz M tal que M A sea triangular superior. 

ii) Cálculo del vector Mb; que se suele realizar simultáneamente al bloque l. 

iii) Resolución de sistema triangular M Ax = M B por sustitución retrógrada. 
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1.7 Métodos numéricos para la solución de sistemas 

de ecuaciones lineales 

Cuando un sistema de ecuaciones es de tamaño moderado, casi nadie duda en utilizar el 

método de Gauss en alguna de sus múltiples variantes (incluidas las descomposiciones 

matriciales). Los métodos iterativos sin embargo se vuelven imprescindibles en proble

mas con matrices grandes y donde el método de Gauss presenta las dificultades. 

Una técnica iterativa para resolver un sistema lineal Ax = B den x n empieza con una 

aproximación inicial xC0) a la solución x, y genera una sucesión de vectores {x(k)h =O 

que converge a x. La mayoría de estas técnicas iterativas involucran un proceso que 

convierte el sistemaAx = B en un sistema equivalente de la forma x = Tx +e para 

alguna matriz T de n x n y un vector c. Ya seleccionado el vector inicial xCO) la sucesión 

de vectores de solución aproximada se genera calculando 

x(k+l) = Tx(k) +e· para cada k = 1 2 3 4 5 · · · 
' ' ' ' ' ' 

Detalles sobre su implementación: 

En un método iterativo no podemos esperar calcular exactamente la solución, sino hallar 

una aproximación con una tolerancia prefijada. Por tanto debemos fijar un criterio de 

parada que termine el método cuando la solución se considere suficientemente buena. 

Un posible criterio es medir la diferencia entre dos iteraciones consecutivas llxm+l - Xm 11 

en alguna norma que queda a elección del programador o del usuario. Si la diferencia es 

pequeña, se considera que estamos cerca de la solución y se finaliza el método. Ahora, 

debemos ocuparnos de que se conoce como norma de un vector. Así, dado un vector 



Tenemos entre sus normas habituales: 

1lxll1 = 1 X1 1 + 1 X2 l.+···+ 1 Xn 1 

= máx 1 Xi 1 
l:::;i$n 

A continuación veremos tres métodos iterativos: Jacobi, Gauss-Seidel y SOR. 
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1.7.1 Método de Jacobi 

Dado un sistema de ecuaciones de la forma: 

aux1 + a12X2 + · · · + a1nXn = b1 

a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = b2 

Si se despeja la variable Xi de cada ecuación se obtiene lo siguiente: 

= -~x2 - ~x3 - · · · - .!!!.n.x + .l!.L 
au au au n au 

= -!!llxl - ~X3 - · · · - ~x + ..!!z... 
a22 a22 a22 n a22 

El sistema anterior, puede usarse como una fórmula recursiva, es decir, 

(t+l) 
xl 

(t+l) 
x2 

(t+l) 
Xn 

= -~x(t) - !!:J.a.x(t) - .•. - .!!l.n.x(t) + .h.. 
au 2 au 3 au n au 

= -!!llx(t)- ~x(t) - ... - ~x(t) + ..!!z... 
a22 1 a22 3 a22 n a22 



Puede usarse para obtener los valores de x~t+l) en función de los valores de x~t). 

Si definimos la matriz T y el vector e de la siguiente manera, 

o _!!U -~ -~ _h_ 
an an an an 

_a21 o -~ _a2n .!!¿_ 
a22 a22 a22 a22 

T= _!!al. _!!aZ_ o _!!an. e= .!!a_ 
a33 a33 a33 a33 

_!!nl. - .!!ná. - an,n-1 o J!n_ 
ann ann ann ann 

Se pueden escribir las ecuaciones recursivas en forma matricial: 
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Si denotamos xY) la coordenada i-ésima del iterante xCt), entonces se tiene la expresión: 

Para i = 1, ... , n y t =O, 1, ... 

Observamos que las n componentes del vector X(t+I) se calculan simultáneamente a 

partir de las componentes del X(t). Por eso el método de Jacobi también se conoce como 

el método de iteraciones simultáneas. 

El criterio de paro es iterar hasta que : 

IIX(t+l) - X(t) lloo 
IIX(t) lloo 

O que sea menor que alguna tolerancia predeterminada E > O. 

Para este propósito se puede usar cualquier norma conveniente. La que más se usa es la 

norma: 

observacion: Si X = (x1, X2, ... , Xn)t e Y = (y¡, Y2, ... , Yn)t son vectores de:!Rn, las 

distancias entre x e y se define como: 

IIX - Y lloo = J2i~ 1 Xi - Yi 1 
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Convergencia y convergencia en Jacobi: 

Uno de los principales problemas de los métodos iterativos es la garantía de que el 

método va a converger, es decir, va a producir una sucesión de aproximaciones cada vez 

efectivamente mas próximas a la solución. En el caso del método de Jacobi no existe 

una condición exacta para la convergencia, lo mejor es una condición que garantiza la 

convergencia, pero en caso de no cumplirse puede o no haberla es la siguiente: si la 

matriz de coeficientes original del sistema de ecuaciones es Diagonalmente Dominante, 

el método de .Jacobi seguro converge. 

Ejemplo 1.27. Sea el sistema lineal Ax = b, dado por: 

Solución. 

4x1 + 3x2 = 24 

3x1 + 4x2 - xa = 30 

-x2 + 4x3 = -24 

Utilizando el criterio de convergencia se tiene: 

141>131 + 1 o 1----+ 4 > 3 

141>13 1 + 1 -1 1----+ 4 > 4 

f 4 [>1 o 1 + 1 -11----+ 4 > 1 

Como el criterio converge, entonces aplicaremos el método Jacobi. 

Luego, aplicando el algoritmo de Jacobi se tiene : 

Usando : xio) = x~o) = x~o) = 1 

Para k= 1 

x} =i(24- 3xg) = H24- 3(1)] = 5,25000 

x~ =i(30- 3x~ + xg) = H30- 3(1) + 1] = 7 

x5 =i( -24 + xg) = i[-24 + 1] = -5,75000 

Para k= 2 



x~ =~(24- 3x~) = H24- 3(7)] = 0,75 

x~ =H30- 3x~ + xA) = H30- 3(5,25000) + ( -5,75000)] = 2,12500 

x~ =~( -24 + x~) = H-24 + 7] = -4,25000 

Para k= 3 

xr =H24- 3x~) = H24- 3(2,125oo)J = 4,40625 

x~ =H30- 3x~ + x~) = H30- 3(0,75) + ( -4,25000)] = 5,87500 

x~ =H -24 + x~) = H-24 + 2,12500] = -5,468750 

Para k= 4 

xf =~(24- 3x~) = H24- 3(5,87500)] = 1,59375 

xi =H30- 3xy + x~) = H30- 3(4,40625) + ( -5,468750)] = 2,828125 

xj =~( -24 + x~) = H-24 + 5,87500] = -4,53125 

Para k= 5 

x~ =H24- 3xi) = H24- 3(2,828125)] = 3,87891 

x~ =H30- 3xf + xj) = ~[30- 3(1,59375) + ( -4,53125)] = 5,17188 

x~ =H -24 + xi) = H-24 + 2,828125] = -5,29297 

Para k= 6 

x~ =H24- 3x~) = H24- 3(5,17188)] = 2,12109 

x~ =H30- 3x~ + x~) = H30- 3(3,87891) + ( -5,29297)] = 3,26758 

x~ =i( -24 + x~) = H-24 + 5,17188] = -4,70703 

Para k= 7 

xi =H24- 3x~) = i[24- 3(3,26758)] = 3,54932 

x~ =H30- 3x~ + x~) = H30- 3(2,12109) + ( -4,70703)] = 4,73242 

x~ =H -24 + x~) = H-24 + 3,26758] = -5,18311 

Para k= 8 

x~ =H24- 3xD = H24- 3(4,73242)] = 2,45068 

x~ =H30- 3xi + xD = ~[30- 3(3,54932) + ( -5,18311)] = 3,54224 

xg =H -24 + xD = H-24 + 4,73242] = -4,81689 
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Para k= 31 

xf1 =i(24- 3x~0 ) = i[24- 3(3,99739)] = 3,00195 

x~1 =!(30- 3xf0 + x~0 ) = ![30- 3(2,99688) + ( -4,99896)] = 4,00260 

x~1 =H -24 + x~0 ) = ![-24 + 3,99739] = -5,00065 

Para k= 32 

xf2 =i(24- 3x~1 ) = !(24- 3(4,00260)] = 2,99805 

x~2 =!(30- 3xf1 + x~1 ) = ![30- 3(3,00195) + ( -5,00065)] = 3,99837 

x~2 =!( -24 + x~1 ) = ~(-24 + 4,00260] = -4,99935 

En Matlab: 

x jacobi(A,b,xO,delta, max1) 

>> A=(4 3 O; 3 4-1; O -1 4] 

A= 
4 3 o 
3 4-1 

o -1 4 
> > h=(24;30;-24] 

h= 
24 

30 

-24 
>> x0=(1; 1; 1] 

xO = 

1 

1 

1 

30 



x jacobi(A,b,x0,0.001, 32) 

X= 

2.9980 

3.9984 

-4.9993 
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1.7.2 Método de Gauss-Seidel 

El método de Gauss-Seidel, es un método iterativo y por lo mismo, resulta ser un método 

bastante eficiente. Comenzamos con nuestro sistema de ecuaciones: 

aux1 + a12X2 + · · · + a1nXn = b1 (1) 

a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = b2 (2) 

En las ecuaciones recursivas, es posible utilizar inmediatamente los valores obtenidos 

para calcular los siguientes valores, es decir, 

x<1t+l) = - !!!l.x(t) - ill..a.x(t) - ... - .!!!.n.x(t) + 11.. 
an 2 an 3 an n an 

(t+1) = -~x(t+l) _ !!2.a.x(t) _ ..• _ ~x(t) + ..!!a.. 
x2 a22 1 a22 3 a22 n a22 

(t+l) = -!!a.l..x(t+1) - ~x(t+1) - ... - ~x~) + .kL 
x3 a33 1 a33 2 a33 a33 

El utilizar los valores de Xi que se acaban de calcular para calcular los siguientes valores 

permite que el método converja más rápidamente a una solución. 

Se pueden escribir las ecuaciones recursivas en forma matricial: 

Xi = T(i, :)x +c.¡ 

dondeT(i, :) representa la fila i de la matriz T, y la regla debe aplicarse en orden para 

i = 1, 2, ... ,n. 
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Si denotamos x~t+l) la coordenada i-ésima del iterante xCt+l) , entonces se tiene la ex

presión: 
i-1 n 

x?+I) = a~·[- L aijXJt)- L aijXJt) + bi] 
%% j=i j=i+l 

Para i = 1, 2, ... , y t = O, 1, ... 

Ejemplo 1.28. Sea el sistema lineal Ax = b, dado por: 

Solución. 

4x1 + 3x2 = 24 

3x¡ + 4x2 - x 3 = 30 

-x2 + 4x3 = -24 

Utilizando el criterio de convergencia se tiene: 

141>13 1 + 1 o 1----+ 4 > 3 
14 1>1 3 1 + 1 -1 1----+ 4 > 4 
r 4 r>l o 1 + 1 -1 1----+ 4 > 1 

Como el criterio converge, entonces aplicaremos el método de sobre-relajación, en el cual 

el parámetro w > 1, entonces asumimos w = 1,25. 

Luego, aplicando el algoritmo de Gauss - Seidel : 

Con w = 1,25, se tiene: 

(k) 
X¡ 

(k) 
x2 

(k) 
x3 

=H24- x~k-1)) 

-1(30- (k) + (k-1) -4 X¡ x3 

=H -24 + x~k)) 

Usando x~o) = x~o) = x~o) = 1 

Para k= 1 

(1) 
X¡ 

(1) 
x2 

(1) 
x3 

=H24- 3x~0)) ·. H24- 3(1)] = 5,25000 

=H30- 3x~1) + x~0)) = H30- 3(5,25000) + 1] = 3,812500 

=~( -24 + x~1)) = ~[-24 + 3,812500] = -5,046875 



Para k= 2 

=H24- 3x~1)) = H24- 3(3,8125oo)J = 3,14o625o 

=H30- 3x~2) + x~1)) = H30- 3(3,1406250) + ( -5,046875)] = 3,8828125 

=i( -24 + x~2)) = H-24 + 3,8828125] = -5,0292969 

Para k= 3 

x~3) =~(24- 3x~2)) = H24- 3(3,8828125)] = 3,0878906 

x~3) =~(30- 3xP) + x~2)) = H30- 3(3,0878906) + ( -5,0292969)] = 3,9267578 

x~3) =~( -24 + x~3)) = H-24 + 3,9267578] = -5,0183105 

Para k= 4 

x~4) =H24- 3x~3)) = H24- 3(3,9267578)] = 3,0549316 

x~4) =~(30- 3x~4) + x~3)) = H30- 3(3,0549316) + ( -5,0183105)] = 3,9542236 

x~4) =H -24 + x~4)) = H-24 + 3,9542236] = -5,0114441 

Para k= 5 

x~5) =~(24- 3x~4)) = H24- 3(3,9542236)] = 3,03443323 

x~5) =H30- 3x~5) + x~4)) = H30- 3(3,03443323) + ( -5,0114441)] = 3,9713898 

x~5) =H -24 + x~5)) = H-24 + 3,9713898] = -5,0071526 

Para k= 6 

xi6) =H24- 3x~5)) = H24- 3(3,9713898)] = 3,0214577 

x~6) =H30- 3xi6) + x~5)) = H30- 3(3,0214577) + ( -5,0071526)] = 3,9821186 

x~6) =~( -24 + x~6)) = H-24 + 3,9821186] = -5,0044703 

Para k= 7 

x~7) =H24- 3x~6)) = H24- 3(3,9821186)] = 3,0134111 

x~7) =H3o- 3xr) + x~6)) = ~[3o- 3(3,0134111) + ( -5,oo447o3)J = 3,9888241 

x~7) =i( -24 + x~7)) = H-24 + 3,9888241) = -5,0027940 

Luego los resultados de las siete iteraciones lo presentamos en la siguiente tabla: 
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En Matlab: 

X=gseid(A,b,xO,delta, max1) 

>> A=[4 3 O; 3 4-1 ; O -1 4] 

A= 
4 3 o 
3 4-1 

o -1 4 
> > b=[24;30;-24] 

b= 
24 

30 

-24 
>> x0=[1;1;1] 

xO = 

1 

1 

1 

>> X=gseid(A,b,x0,0.001, 7) 

X= 
3.0134 

3.9888 

-5.0028 

K 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

34 

x(k) (k) (k) 
1 x2 X a 

1.000000 1.000000 1.000000 

5.250000 3.812500 -5.0429269 

3.1406250 3.8828125 -5.0292969 

3.0878906 3.9267578 -5.0183105 

3.0549317 3.9542236 -5.0114441 

3.0343323 3.9713898 -5.0071526 

3.0214577 3.9821186 -5.0044703 

3.0134111 3.9888241 -5.0027940 
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1.7.3 Método de Sor 

Dado un sistema de ecuaciones lineales: 

Usando: 

El algoritmo a usar es: 

Esto es equivalente a: 

(k) 
X¡ 

(k) 
Xn 

Observacion: 

anX¡ + a12X2 + · · · + a¡nXn = b¡ 

a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = b2 

l. La condición de convergencia es que la matriz sea diagonalmente dominante, es 

decir: 

1 an 1 > 1 a12 1 + 1 a13 1 + .. · + 1 a1n 1 

1 a22 1 > 1 a21 1 + 1 a23 1 + .. · + 1 a2n 1 
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1 a33 1 > 1 a31 1 + 1 a32 1 + · · · + 1 a3n 1 

1 ann 1 > 1 anl 1 + 1 an2 1 + · · · + 1 an,n-1 1 

2. Si la matriz A es positiva y O< w < 2 las iteraciones del método SOR convergen 

a una solución única partiendo de cualquier valor inicial. 

3. El método SOR converge solo si O< w < 2 

4. Si la matriz A es estrictamente diagonalmente dominante y si se cumple 

O< w ~ 1:::} SOR es convergente. 

5. Si A es una matriz simétrica tridiagonal y definida positiva entonces 

y la elección óptima de "w.es: 

2 
w = ~1 -+-yf~1=-=(p¡;:=(:;:::T::=;:9 )~)2 

Ejemplo 1.29. Sea el sistema lineal Ax = b, dado por: 

Solución. 

4xl + 3x2 = 24 

3xl + 4x2 - x3 = 30 

-x2 + 4x3 = -24 

Utilizando el criterio de convergencia se tiene: 

141>131 + 1 o 1---+ 4 > 3 
141>1 31 + 1 -1 1---+ 4 > 4 
14 1>1 o 1 + 1 -1 1---+ 4 > 1 

Como el criterio converge, entonces aplicaremos el método de sobre-relajación, en el cual 



el parámetro w > 1, entonces asumimos w = 1,25. 

Luego, aplicando el algoritmo de SOR tenemos: 

Con w = 1,25, se tiene: 

x~k) =(1- 1,25)xik-1
) + ~[24- 3x~k-1)] 

x
2
(k) =(1 - 1 25)x(k-1) + ~[30- 3x(k) + x(k-1)] 

' 2 . 4 1 3 

x~k) =(1 - 1,25)x~k-1) + 1•¡5 [-24 + x~k)] 

Usando xio) = x~o) = x~o) = 1 

Para k= 1 
xi1) =(1- 1,25)xi0) + 1'¡5 (24- 3x~0)) = -0,25(1) + 0,3125[24- 3(1)] 

=-0,25 + 7,5 - 0,9375 = 6,3125 
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x~1 ) =(1- 1,25)x~o) + ~(30- 3xi1) + x~0)) = -0,25(1) + 0,3125[30- 3(6,33125) + 1] 

=-0,25 + 9,375 - 5,91797 + 0,3125 = 3,51953 

=(1- 1,25)x~0) + ~( -24 + x~1)) = -0,25(1) + 0,3125( -24 + 3,51953) 

=-0,25 - 7,5 + 1,09985 = -6,65015 
Para k= 2 

xi2) =(1- 1,25)xi1) + ~(24- 3x~1)) = ( -0,25)(6,3125) + 0,3125[24- 3(3,51953)] 

=-1,57813 + 7,5-3,29956 = 2,62231 

x~2) =(1- 1,25)x~1) + ~(30- 3xf) + x~1)) 
=( -0,25)(3,51953) + 0,3125[30- 3(2,62231) + ( -6,65015)] 

=-0,87988 + 9,375 - 2,45842 - 2,07817 = 3,95853 

x~2) =(1 - 1,25)x~1 ) + 1·¡5 
( -24 + x~2)) = ( -0,25)( -6,65015) + 0,3125( -24 + 3,95853) 

=1,66254- 7,5 + 1,23704 = -4,60042 
Para k= 3 



xi3) = (1- 1,25)xl2) + ~(24- 3x~2))= 

= ( -0,25)(2,6223144) + 0,3125[24- 3(3,9585266)] = 3,1333027 

x~3) =(1- 1,25)x~2) + ~(30- 3xi3) + x~2)) 
= ( -0,25)(3,9585266) + 0,3125[30- 3(3,1333027)- 4,6004238] = 3,1333027 

x~3) =(1- 1,25)x~2) + ~( -24 + x~3)) 

= ( -0,25)( -4,6004238) + 0,3125( -24 + 4,0102646) = -5,0966863 

Para k= 4 
xi4) = (1 - 1,25)xl3) + 1'¡5 (24- 3x~3))= 

= ( -0,25)(3,1333027) + 0,3125[24- 3(4,0102646)] = 2,4570512 

x~4) =(1- 1,25)x~3) + ~(30- 3xi4) + x~3)) 

= ( -0,25)( 4,0102646) + 0,3125[30- 3(2,9570512) - 5,09666863] = 4,0074838 

x~4) =(1- 1,25)x~3) + ~( -24 + x~4)) 

= ( -0,25)( -5,0966863) + 0,3125( -24 + 4,0074838) = -5,4734897 
Para k= 5 
x(5) - (1- 1 25)x(4) + ~(24- 3x(4

))-1- '1 4 2-

= ( -0,25)(2,4570512) + 0,3125[24- 3(4,0074838)] = 3,0037211 

x~5) =(1- 1,25)x~4) + ~(30- 3xi5) + x~4)) 

= ( -0,25)( 4,0074838) + 0,3125[30- 3(3,0037211) - 5,9734897] = 4,0024250 

x~5) =(1-1,25)x~4) + 1~5 (-24+x~5)) 

= ( -0,25)( -5,9734847) + 0,3125( -24 + 4,0024250) = -5,0057135 
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Para k= 6 
x(6) - (1 - 1 25)x(5) + 1'25 (24- 3x(5))-1- '1 4 2-

= ( -0,25) (3,00337211) + 0,3125(24 - 3( 4,0024250) l = 2,4463276 

x~6) =(1 - 1,25)x~5) + .bp(30- 3xi6) + x~5)) 
= ( -0,25)(4,0024250) + 0,3125(30- 3(2,4463276)- 5,0057135] = 4,0009262 

x~6) =(1- 1,25)x~5) + bp( -24 + x~6)) 
= ( -0,25)( -5,0057135) + 0,3125( -24 + 4,0009262) = -4,9982822 

Para k= 7 
x(7) - (1 - 1 25)x(7) + ~(24- 3x(6))-1- '1 4 2-

= ( -0,25)(2,9963276) + 0,3125(24- 3(4,0009262)] = 3,0000498 

xf> =(1 - 1,25)x~6) + .bp(30 - 3xr> + x~6)) 

= ( -0,25) ( 4,0009262) + 0,3125(30 - 3(3,0000498) - 4,9982822] = 4,0002586 

xf) =(1- 1,25)x~6) + ~( -24 + xf>) 
= ( -0,25)( -4,9982822) + 0,3125( -24 + 4,0002586) = -5,0003486 

Luego los resultados de las siete iteraciones lo presentamos en la siguiente tabla: 

k xk 
1 

xk 
2 X~ 

o 1.000000 1.000000 1.000000 

1 6.312500 3.5145313 -6.6501465 

2 2.6223145 3.4585266 -4.6004238 

3 3.1333027 4.0102646 -5.0966863 

4 2.4570512 4.0074838 -5.9734897 

5 3.0037211 4.0029250 -5.0057135 

6 2.4463276 4.0004262 -4.4482822 

7 3.0000498 4.0002586 -5.0003486 
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En Matlab: 

SOR( a, b,om,xO,nmax,toll) 

>> a=[4 3 O; 3 4-1 ; O -1 4] 

a= 
4 3 o 
3 4-1 

o -1 4 

>> b=[24;30;-24] 

b= 
24 

30 

-24 
> > x0=[1;1;1] 

xO = 
1 

1 

1 

>> x=SOR(a,b,l.25,x0,7,0.001) 

X= 

2.9963 4.0009 -4.9983 
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Capítulo 2: 

Ecuaciones Diferenciales Parciales y 

Diferencias Finitas 

2.1 Ecuaciones Semilineales de Segundo Orden 

Ecuación Diferencial: 

Definición 2.1. Una ecuación diferencial es una ecuación en la que intervienen de

rivadas de una o más funciones desconocidas. Dependiendo del número de variables 

independientes respecto de las que se deriva, las ecuaciones diferenciales se dividen en: 

Ecuaciones diferenciales ordinarias: 

Definición 2.2. Son aquellas que contienen derivadas respecto a una sola variable in

dependiente. 

Ecuaciones en derivadas parciales: 

Definición 2.3. Son aquellas que contienen derivadas respecto a dos o más variables. 

Orden de la ecuación: 

Definición 2.4. El orden de la derivada más alta en una ecuación diferencial se deno

mina orden de la ecuación. 
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Grado de la ecuación: 

Definición 2.5. Es la potencia de la derivada de mayor orden que aparece en la ecua

ción, siempre y cuando la ecuación esté en forma polinómica, de no ser así se considera 

que no tiene grado. 

Ecuación diferencial lineal: 

Se dice que una ecuación es lineal si tiene la siguiente forma. 

an(x)yn + an-I(x)yn-1 + . . . a1(x)y' + ao(x)y = g(x) 

donde ai son los coeficientes, para i = l ... n y g(x) es una función desconocida. 

Es decir: 

l. Ni la función ni sus derivadas están elevadas a ninguna potencia distinta de uno o 

cero. 

2. En cada coeficiente que aparece multiplicándolas sólo interviene la variable inde

pendiente. 

3. Una combinación lineal de sus soluciones es también solución de la ecuación. 

Ejemplo 2.1. y'= y es una ecuación diferencial ordinaria lineal de primer orden, tiene 

como soluciones y= f(x) = kEx con k un número real cualquiera. 

Ejemplo 2.2. y"+ y = O es una ecuación diferencial ordinaria lineal de segundo orden, 

tiene como soluciones y= f(x) = acos(x) + bsen(x), con a y b reales. 

Ejemplo 2.3. y" - y = O es una ecuación diferencial ordinaria lineal de segundo orden, 

tiene como soluciones aEx + b ; con a y b reales. 
" 

Ecuaciones cuasilineales 

Definición 2.6. Una ecuación diferencial ordinaria de orden n se llama cuasilineal si 

es lineal en la derivada de orden n. Más específicamente, si la ecuación diferencial or

dinaria para la función y(x)puede escribirse en la forma: 

f( n n-1 11 1 ) O y ,y , ... ,y ,y,y,x = 
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2.2 Tipos de Ecuaciones Diferenciales parciales de 

Segundo Orden 

Ecuacjones diferenciales parciales 

Definición 2. 7. Una ecuación en derivadas parciales o ecuación diferencial parcial 

(E.D.P) es una ecuación que depende de una función desconocida de dos o más variables 

independientes, es decir u = u(x1 , x2 , X3, ... , Xn) y sus derivadas parciales, donde u : 

U e ]Rn -+ JR, U e JRn. Más precisamente, una ecuación diferencial parcial en n variables 

independientes x 1 , ... , Xn es una ecuación de la forma: 

& & &u &u &u 
F(x¡, ... ,xn,u,-a , ... ,-a 'a 2, ... ,a a , ... ,a· k)=O (2.1) 

X1 Xn X1 X1 Xn Xn 

Donde: 

X= (xl, ... ,xn) E 0 e ]Rn 

F es una función desconocida 

El orden de una ecuación diferencial parcial está dado por la derivada de mayor orden 

que está en la ecuación. 

Ejemplo 2.4. EDP de orden 1, se escribe: 

au au 
F(x1,··· ,xn,u,-a ,···,-a ) =0 

X1 Xn 

Ejemplo 2.5. EDP de orden 2, se escribe: 

au au a2 a2u 
F(x¡, ... 'Xn, u, -a ' ... '-a 'a 2' ... 'a 2) =o 

X1 Xn X1 Xn 

Se dice que una ecuación diferencial parcial es lineal si es de primer grado en u y en 

todas las derivadas parciales que aparecen en la ecuación; caso contrario se dice que la 

EDP es no lineal. 



• La forma general de una ecuación lineal de primer orden es: 
n 

L ai(x)8iu + b(x)u + c(x) =O 
j=l 
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donde, algún ai #O , j = 1, ... , n Estas ecuaciones no tienen muchas aplicaciones 

físicas, pero que plantean de forma sencilla los problemas de las de segundo or

den. Veremos que pueden resolverse si es posible integrar una ecuación diferencial 

ordinaria de primer orden, cuyas curvas integrales son llamadas características. 

• La forma general ede una EDP lineal de segundo orden es: 
n m n 

L L aii(x)8i8iu + L bi(x)8i8u + c(x)u + d(x) =O 
i=l j=l j=l 

Donde, algún aii # O. 

• La parte de una ED P formada por los términos de mayor orden se llama parte 

principal de la ecuación. 

Efu 
8x2 + 

parte principal 

• Las EDPs no lineales que tienen parte principal lineal se llaman semilineales 

Efu ff3u (8u)
2 

8x2 + 8x3 + ax +u = o 

Ejemplo 2.6. 

l. XUx + yuy = O Primer orden, lineal. 

2. u 2 + u 2 = 1 X y Primer orden, no lineal. 

3. Uxx + 2Uxy + Uyy = O Segundo orden, lineal. 

4. Ut + UUx + Uxxx = O Tercer orden, semilineal. 

Tipos de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden: 

Las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden se clasifican habitualmente den

tro de cuatro tipos de ecuaciones diferenciales parciales que son de interés fundamental 

a continuación se dan ejemplos de estos cuatro tipos: 
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l. Elípticas: Las que no tienen derivada con respecto al tiempo son elípticas. 

Ejemplo 2. 7. La place Elíptica 

Esta es una ecuación bidimensional, de segundo orden, lineal homogéneo y de 

coeficientes constantes. 

2. Parabólicas: las que tienen derivada con respecto al tiempo son parabólicas. 

Ejemplo 2.8. Difusión parabólicas 

Es la ecuación unidimensional de difusión del calor, de segundo orden, lineal, 

homogénea y de coeficientes constantes. 

3. Hiperbólicas: Las ecuaciones con segunda derivada con respecto al tiempo son 

usualmente hiperbólicas. 

Ejemplo 2.9. Onda hiperbólica. 

Es la ecuación de onda unidimensional, que describe fenómenos de tipo oscilatorios 

y es de segundo orden, lineal, homogénea y de coeficientes constantes. 

2.2.1 Planteamiento de problemas para las Ecuaciones 

Diferenciales Parciales de segundo orden 

Para describir completamente uno u otro proceso físico es insuficiente sólo la ecuación 

diferencial del proceso, hace falta plantear el estado inicial de este proceso. (Condiciones 

iniciales) y el régimen en la frontera S de aquella región, en la cual tiene lugar el proceso 
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(Condiciones de frontera). Esto se debe a la No unicidad de la solución de las ecuaciones 

diferenciales. 

Por ejemplo, la solución general de la ecuación ::;y =O tiene la forma 

u(x, y) = f(x) + g(y) , donde f y g son las funciones derivables arbitrarias. Por eso, 

para determinar la solución que describe el proceso físico dado, hace falta plantear con

diciones adicionales. 

Se distinguen tres tipos principales de problemas para las ecuaciones diferenciales en 

derivadas parciales: 

a) El problema de Cauchy para las ecuaciones de tipo hiperbólico y parabólico; se 

plantean las condiciones iniciales, la región n coincide con todo el espacio ~n , las 

condiciones de frontera se omiten. 

b) El problema de contorno para las ecuaciones de tipo elíptico; se plantean las con

diciones de la frontera S de la región n , las condiciones iniciales se omiten. 

e) El problema mixto para las ecuaciones de tipo hiperbólico y parabólico: se plantean 

las condiciones iniciales y las de frontera, n =J. ~n . 

La ecuación 

A(x, y)uxx+B(x, y)uxy+C(x, y)uyy+D(x, y)ux+E(x, y)uy+F(x, y)u = G(x, y) (2.2) 

es llamada ecuación diferencial parcial lineal de segundo orden en dos variables 

Cuando G(x, y) = O , la ecuación es llamada Ecuación diferencial parcial línea ho

mogénea de segundo orden. 
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2.2.2 Clasificación de las ecuaciones diferenciales parciales de 

segundo orden en dos variables: 

Una ecuación diferencial parcial lineal homogénea de segundo orden en dos variables 

tiene la forma: 

Auxx + Buxy + euyy + Dux + E)uy +Hu= O (2.3) 

donde A, B, e, D, E y H son los coeficientes de la ecuación. 

l. Principio de superposición de soluciones: 

La ecuación (3.2) tiene la propiedad de que si u1 y u2 son soluciones de (3.2) , 

c1u1 + c2u2 es solución también de (3.2). Más general si u1 , u2 , ... es una sucesión 
00 

de soluciones de (3.2) entonces L l;Ui es también solución de (3.2). 
i=l 

2. Caso de los coeficientes constantes: 

Un importante caso se tiene cuando la ecuación (3.2) toma la forma: Auxx+Buxy+ 

euyy = O donde A, B y e son constantes. Para tales ecuaciones, podemos siempre 

hallar soluciones generales. Para hallar tales soluciones introducimos la siguiente 

transformación 

r=ax+by 

s = cx+dy 

Suponiendo ad - be = 1 ~ ~ 1 ; conocida como una transformación conforme, don

de a, b, e y d son constantes por determinar. De la regla de la cadena hallamos: 



Uxy = aburr + (ad + be)Urs + cdUss 

Uyy = b2Urr + 2bdUrs + ~Uss 

La sustitución de estas expresiones en Auxx + Buxy + Cuyy =O tenemos: 

Asi tenemos: 

Ahora una elección adecuada de a, b, e y d puede hacerse de manera que: 

Aa2 + Bab + Cb2 = O y Ae2 + Bcd + Cd2 = O 

Si A =1= O , es posible seleccionar b = d = 1 ; en cuyo caso: 

Aa2 +Ba+C=O y Ae2 +Be+C=O 

Esto significa que a y e son las soluciones de la ecuación 

Am2 +Bm+C =0 

Por ejemplo si escogemos: 

-B + v'B2 - 4AC -B- v'B2 - 4AC 
a= m¡= 2A y e=m2 = 2A 

En esta forma se recibe que: 

(2eaA + B(ad +be)+ 2bdC)urs =O 

48 
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Se transforma en: 

O dado que: 

Se obtiene que: 

De donde: 

~ [4AC- B2]urs =O 

Por lo tanto para el caso de las hiperbólicas y elípticas se tiene B 2 - 4AC =f O . 

En estos casos Urs = O , la cual tiene por solución general a: 

u(r, s) = F(r) + G(s) 

Y usando la transformación conforme dada tenemos: 

u(x, y)= F(m1x +y)+ G(m2x +y) 

Obteniendo la solución general para el caso de las ecuaciones diferenciales parciales 

hiperbólicas y elípticas. 

Ejemplo 2.10. Hallar la solución general de 

Uxx +uyy =O 

Sabemos que B 2 - 4AC , por lo tanto la ecuación es de tipo elíptico. Para hallar 

la solución, debemos calcular las raíces de la ecuación Am2 + Bm + C que en el 

caso toma la forma: m2 + 1 = O con raíces dadas por m 1 = i, m2 = -i . Así la 

solución general es dada por: 

u(x, y)= F(y + ix) + G(y- ix) 
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2.3 Ecuación Diferencial Parcial Hiperbólica 

Las ecuaciones de tipo hiperbólico conducen los problemas referentes a los fenómenos de 

tipo oscilatorio (problemas de la cuerda, membrana, de oscilaciones electromagnéticas, 

etc.). La particularidad característica de los procesos descritos por las ecuaciones de tipo 

hiperbólico es la velocidad finita de propagación de las perturbaciones. 

Uno de los problemas más simples en vibraciones u oscilaciones que conducen a proble

mas de valor de frontera dando lugar a EDP's es el problema de una cuerda vibrante, 

por ejemplo una cuerda de violín. Supongamos que tal cuerda esté tensa fuertemente 

entre dos puntos x = O y x = L, figura [??] 

y y 

=0 x=LX X= L/2 X 

Figura 2.1: Cuerda tensa y cuerda alzada. 

En el tiempo t = O la cuerda se alza por el punto medio, según la figura [??], una 

distancia que designamos por h. A continuación la cuerda se suelta. El problema, que 

involucra la vibración que se produce, es describir el movimiento resultante. 

Para estudiar con rigor este problema debemos atender a muchos supuestos: 

l. Puede suceder que la cuerda esté demasiado tensa cuando la alzamos por la mi

tad una altura h, y la cuerda se rompe. (Este caso es demasiado simple y no lo 



consideramos). 

2. Suponemos que la cuerda es flexible y elástica. 

3. Para simplificar consideramos que hes suficientemente pequeño frente a L. 

Modelo Matemático 

Veamos a continuación el modelo matemático que rige la vibración de la cuerda. 

Supongamos que en algún tiempo t la cuerda tiene la forma de la figura [2.2]. 

y 

Y(x + ~x, t) 

x=O X x+~x x=L X 

Figura 2.2: 
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Sea Y(x, t) el desplazamiento del punto x en la cuerda (medido desde la posición de 

equilibrio la cual tomamos como el eje OX) en el tiempo t. El desplazamiento, en el 

tiempo t, en punto cercano x + ~x vendrá dado por Y(x + ~x, t). 
Para describir el movimiento resultante, consideraremos las fuerzas que actúan sobre el 

pequeño elemento de cuerda de longitud ~s entre x y x + ~x como se muestra en la 

figura[2.3]. 

Habrá dos fuerzas actuando sobre el elemento, la tensión T(x) debida a la porción de 

cuerda a la izquierda, y a la tensión 7( x + ~x) debida a la porción de la derecha. (Nótese 

que hemos asumido por el momento que la tensión depende de la posición). 



__ r: T(x + ~x)sen02 
T(x -t' ~x)cosr12 

1 
________ ¡ 

~X 

X x+~x X 

Figura 2.3: Cuerda alzada. 

Descomponiendo estas fuerzas en componentes se tiene: 

Fuerza neta vertical (hacia arriba) = T(x + ~x)sen02 - T(x)sen01 

Fuerza neta horizontal (hacia la derecha) = T(x + ~x)cos02 - T(x)cos01 
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Suponemos ahora que no hay movimiento a la izquierda ni a la derecha; es decir, la 

fuerza neta horizontal neta es cero (es una muy buena aproximación de la situación 

física). La fuerza vertical neta produce una aceleración del elemento. Asumiendo que la 

cuerda tiene densidad p (masa por unidad de longitud), la masa del elemento es p~s. La 

aceleración vertical de la cuerda está dada aproximadamente por~~ (más exactamente 

o2Y 
es &t2 +E donde E---+ O cuando ~x---+ 0). 

Por tanto según la ley de Newton F = ma. 

(2.4) 

con un alto grado de precisión. 

Si llamamos (} al ángulo que forma la tangente en cualquier punto del elemento con el 

eje positivo de las X, entonces O es una función de la posición, y escribimos 

01 = O(x); 02 = O(x + ~x) 

sustituyendo en la expresión (2.4) y dividiendo por ~x, 
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T(x + ~x)senB(x + ~x)- T(x)senB(x) ~S a2Y 
~X = p ~X 8t2 (2.5) 

Ahora bien, la pendiente de la tangente en cualquier punto de la cuerda está dada por 
aY . 

tan B(x) = ax de aquí que 

ay 
senO( x) = --r-==a=x=== 

1+ (~~)' 
(2.6) 

Así, asumimos que la pendiente es pequeña comparada con 1, podemos despreciar 

( ~:) 
2 

en el denominador de [2.6] lo cual equivale a la aproximación: 

aY 
sen( Bx) = tan( Bx) = ax 

usando este resultado en [2.5] y tomando límites cuando ~x ~ O tendremos 

lím T(x + ~x)senB(x + ~x)- T(x)senB(x) = lím ~s a2Y 
ilx-+0 ~X t::..x-+l ~X 8t2 

la cual se denomina Ecuación de la cuerda vibrante. 

Caso particular: Consideremos que T(x) =Tes una constante. 

o lo que es lo mismo 

siendo a2 = ~. 
p 

(2.7) 

(2.8) 
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2.4 Solución de Ecuaciones Diferenciales Parciales 

Hiperbólico por métodos clásicos 

2.4.1 Método de separación de variables 

El método de· separación de una variable para la solución de una ecuación diferencial 

parcial consiste en proponer una solución del tipo: 

u(x, y)= X(x).Y(y) 

Donde X(x) es una función de x y Y(y) es una función exclusivamente de y, así que 

cualquier ecuación diferencial que se pueda representar de esta manera podría ser re

suelta con el método de separación de variables. 

Pasos del método de separación de variables: 

1) Se supone una función solución de la ecuación diferencial parcial u( x, y) = X ( x) Y (y), 

o bien u= XY. 

2) Sustituir u(x, y) y sus derivadas parciales en la ecuación diferencial parcial. 

3) Separar en cada lado de la ecuación diferencial parcial a las funciones univariables 

con sus respectivas derivadas. 

4) Se igualan ambos lados de la ecuación diferencial parcial con una constante, lla

mada constante de separación. 

5) Resolver las dos ecuaciones diferenciales ordinarias que se tienen. 

6) Multiplicar las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias del paso ante

rior, para así obtener la solución completa de la ecuación diferencial parcial. 
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Limitaciones del método de separación de variables: 

1) La ecuación diferencial parcial tiene que ser lineal. 

2) La solución de la ecuación diferencial parcial debe ser una función de dos variables 

independientes. 

Ejemplo 2.11. Resolver la ecuación de la Onda, por el método de separación de varia

ble: 

t >o, o< X< L (2.9) 

siendo las condiciones de frontera 

u(O, t) = u(L, t) =O, t >O (2.10) 

y las condiciones iniciales 

u(x, O) = f(x) , au~,o) = g(x), x E [0, L] (2.11) 

Solución. 

Puesto que u(x, t) = X(x)Y(t),haremos el cambio de variables de Y a T, así: 

u(x, t) = X(x).T(t) (2.12) 

En la ecuación [2.9]encontraremos las soluciones particulares que no sean idénticamente 

nulas y satisfagan las condiciones de frontera [2.10] en la forma de la ecuación [2.12]. 

derivando parcialmente a u(x, t) = X(x).T(t) toman la forma: 

~~ = X'(x)T(t) (2.13) 

~:~ = X"(x)T(t) (2.14) 

: = X(x)T'(t) (2.15) 

~~ = X(x)T"(t) (2.16) 



Al sustituir [2.14] y [2.16] en la ecuación [2.9], obtenemos. 

separando variables: 

X(x)T"(t) = a2 X"(x)T(t) 

X"(x) 
X(x) 

T"(t) 
a2T(t) 

56 

(2.17) 

(2.18) 

En esta igualdad [2.18} el primer miembro depende sólo de x; para se produzca la 

igualdad ambos miembros deben de representar a la misma constante,a la que por con

veniencia llamaremos por -.A. 

Se suele llamar a esta constante ,constante de separación: 

X"(x) T"(t) 
X(x) = a2T(t) = -,\ (2.19) 

De aquí surgen las ecuaciones 

T"(t) + .Aa2T(t) =O (2.20) 

X"(x) + .AX(x) =O (2.21) 

Las condiciones de frontera dan 

u(O, t) = X(O)T(t) =O 

u(L, t) = X(L)T(t) =O 

Como T(t) =f:. O se deduce que la función X(x) debe satisfacer las condiciones de frontera 

X(O) = X(L) =O. {2.22) 

La ecuación (2.21} tiene la solución evidente X(x) =O (solución trivial) con las Condi

ciones de Frontera [2.22}. Para obtener las no triviales de u(x, t) en forma de [2.12) que 

satisfagan las Condiciones de Frontera [2.10} hace falta hallar las soluciones no triviales 

de 

X"(x) + .AX(x) =O 

La constante ,\ puede ser positiva (.A > 0), negativa (.A <O) o bien (.A= 0). 

Para obtener las funciones X(x) y T(t) tomaremos tanto del primer miembro como el 



segundo miembro, y los tres posibles valores de A. 

caso 1: A< O. 

Cuando A< O, la solución general de la ecuación [2.21] tiene la forma 

X"(x)- AX(x) =O 
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La cual es una ecuación diferencial lineal de segundo grado,cuya ecuación característica 

es m2 - A = O, donde la solución es: 

. Como se tienen que cumplir las condiciones de frontera [2.22] 

X(O) = e1e-v'Xo + e 2ev'X0 =O 

X(L) = e1e-JXL + e 2ev'XL =O 

Entonces se obtiene: 

e1 +e2 =o 

e1e-JXL + e 2ev'XL =O 

Se trata de un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas e1 y e2 • 

Puesto que el determinante de la matriz de los coeficientes de este sistema es distinto 

de cero, e1 = e2 = O. Por consiguiente, X(x) = O, es decir, para A < O, no existen 

soluciones no triviales del problema. 

Caso 11: A = O. 

Cuando A= O, la solución general de la ecuación [2.21] tiene la forma 

X"(x) =O 

La cual es una ecuación diferencial lineal de segundo grado,cuya ecuación característica 

es m2 = O, donde la solución es: 

La condiciones de frontera [2.22] nos dan 
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e1 · L +e2 =O. 

y, por consiguiente X(x) =O, es decir, cuando>..= O tampoco existen las soluciones no 

triviales del problema [2.21]-[2.22]. 

Caso 111 : >..>O. 

Cuando>..> O, la solución general de la ecuación [2.21] tiene la forma 

X"(x) + >..X(x) =O 

La cual es una ecuación diferencial lineal de segundo grado,cuya ecuación característica 

es m2 + >.. = O, donde la solución es: 

Como se tienen que cumplir las condiciones de frontera [2.22], obtenemos 

e1 . 1 + e2 . o = o 

El sistema anterior tiene las soluciones no triviales, si y sólo si el determinante de la 

matriz de los coeficientes es igual a cero: 

1 o 
= O ~ senv'>.L = O 

cosv'XL senv'XL 

=? ..J>.L = arcsenO =? ..J>.L = k1r E Z 

De esta forma las soluciones no triviales del problema [2.21]- [2.22] son posibles sólo 

para los valores 

>..k = ( ~) 
2 

; \fk E Z 

que son los denominados valores propios del problema [2.21]- [2.22]. 

A partir de la primera ecuación del sistema del caso 111 obtenemos C1 - O y, por 

consiguiente, las funciones 
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serán las funciones propias del problema que se determinan con exactitud de hasta el 

factor constante, el cual hemos elegido C2 = 1 (sin pérdida de generalidad). 

A los valores positivos y negativos de k que son iguales en valor absoluto, corresponden 

las funciones propias, las cuales se diferencian sólo en el factor constante. Por eso para 

k es suficiente tomar solamente los valores positivos k E Z. Cuando .X= Ak la solución 

general de [2.20] tiene la forma 

donde Ak, Bk son constantes arbitrarias, A%+ B~ >O. De este modo la función 

' satisface la ecuación [2.9] y las Condiciones de Frontera [2.10] para Ak y Bk cualesquiera, 

k = 1, 2, 3, ... , n. En virtud de la linealidad y homogeneidad de la ecuación (2.9] una 

suma finita cualquiera de soluciones será también solución de la ecuación [2.9]. 

Lo mismo es válido para la suma de la serie 

(2.23) 

si ésta converge uniformemente y puede derivarse dos veces término a término respecto 

a x y t. Puesto que cada sumando en la serie [2.23) satisface las condiciones de fron

tera (2.10], también satisfará estas condiciones la suma u(x, t) de esta serie. Nos queda 

por determinar las constantes Ak y Bk, en (2.23] de tal manera que se satisfagan las 

condiciones iniciales [2.11]. Para ello derivamos formalmente la serie [2.23] respecto a t 

:~t. k; [-A,sen c~a) t+ B,cos (~a) t] sen (k;) x (2.24) 

Haciendo t =O en [2.23] y [2.24], en virtud de las condiciones iniciales [2.11) obtenemos 

f(x) ~ t,A,sen CZ) x (2.2r>) 

g(x) = t, (k~a) B,sen (~) x (2.26) 



Y usando la condición de ortogonalidad 

{L (m1rX) (k1rX) lo sen L sen L dx= 

O m#k 

L 
m=k 

2 
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Las fórmulas anteriores representan los desarrollos de las funciones dadas f(x) y g(x) 

en la serie de Fourier respecto a los senos en el intervalo (O, L). 

Los coeficientes de los desarrollos anteriores se calculan 

2 fL (k1rx) Ak = L lo f(x)sen L dx 

Bk = k!a 1L g(x)sen (k~x) dx 

(2.27) 

(2.28) 

Ejemplo 2.12. Resolver el problema hiperbólico, por el método de separación de va-

riable: 

t >o, o< X< L (2.29) 

siendo las condiciones de frontera 

u( O, t) = u(1, t) = O, t > O (2.30) 

y las condiciones iniciales 

u(x, O) =sen (1rx) 8u(x,O) =O 
' 8t ' 

X E [0, 1] (2.31) 

Solución. 

Puesto que: 

u(x, t) = X(x).T(t) = X.T 

En la ecuación [2.29]encontraremos las soluciones particulares que no sean idénticamente 

nulas y satisfagan las condiciones de frontera [2.30] en la forma de la ecuación [2.12]. 

Derivando parcialmente a u(x, t) = X(x).T(t) toman la forma: 

~:~ = X"(x)T(t) 1\ :~ = X(x)T"(t) 
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Al sustituir [2.32] en la ecuación [2.29], obtenemos 

X(x)T"(t) = X"(x)T(t) , x E [O, 1], t >O 

separando variables: 

X"(x) T"(t) 
X(x) = T(t)' 

X E [0, 1], t > 0 

Como las variables x y t son independientes, la única posibilidad para que la igualdad 

anterior se produzca es que exista una constante ,\ E IR. tal que: 

X"(x) T"(t) 
X(x) = T(t) =-.A x E [0, 1], t >O 

Además imponiendo las condiciones de frontera, 

u(O, t) = X(O)T(t) =O y u(1, t) = X(1)T(t) =O, t >O 

resulta que X(O) = X(1) =O. 

Por lo tanto, las funciones X y T que nos interesan deben verificar 

T"(t) + .AT(t) =O, t >O (2.33) 

X"(x) + .AX(x) =O, x E [0, 1], X(O) = X(1) =O (2.34) 

donde ,\ es una constante desconocida arbitraria. 

Vamos a determinar los valores de ,\ que proporcionan soluciones no nulas. Para ello, 

resolveremos el problema de contorno [2.34]. 

Notemos que en [2.34] tenemos una Ecuación Diferencial Ordinaria de segundo orden 

lineal y con coeficientes constantes. 

Para ello, basta distinguir el signo de .A. 

Si .A= O 

La solución general de la ecuación [2.34] tiene la forma X" = O, donde la solución es 

X(x) = e1x+e2, e1,e2 E R. 

Como, O= x(O) = e2 y O= X(1) = e1 + e2, resulta que e1 =~=O. 
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Si A< O 

La solución general de la ecuación [2.34] tiene la forma X"(x)- AX(x) =O , donde la 

solución es X(x) = C1e-VXx +C2eVXx., cbc2 E R 

Como, O = x(O) = c1 + c2 y O = X(l) = c1e.,;x + c2ev'-X, resulta que c1 = c2 = O. Si 

A>O 

La solución general de la ecuación [2.34] tiene la forma X"(x) + AX(x) =O , donde la 

solución es X(x) = C1cos( v':Xx) + C2sen( v':Xx). , c1 , ~ E IR. 

Usando lasa condiciones de frontera resulta que c1 = O y~sen( v':X) = O, de donde c2 # O 

ó A= k21r2 , \;/k E Z. 

Este último caso es el único que nos proporciona soluciones no nulas del problema [2.34]; 

dependiendo del valor de k, vienen dadas por 

Xk = Csen (k1rx), CE IR 

Llevando el valor de A a la ecuación [2.33], se obtiene que 

con c1 , ~ E IR arbitrarias. Por lo tanto,'ik E Z encontraremos que 

donde a k, Bk E IR, es una solución básica de la ecuación en Ondas y verifica también las 

condiciones de frontera. 

Formalmente, para que la expresión 

00 

u(x, t) = L sen(k1rx) (Akcos(k1r)t + Bksen(k1r)t) (2.35) 
k=l 

satisfaga las condiciones Iniciales, debe suceder que 

00 

f(x) = u(x, O) = L Aksen(k1rx) (2.36) 
k=l 

00 

g(x) = Ut(x, O)= L Bkk1rsen(k1rx) (2.37) 
k=l 



entonces de la ecuación [2.36] se tiene que 

00 

sen(1rx) = L Aksen(k1rx) =?k= 1 
k=l 

y además se sabe que, ut(x, O)= g(x) =O. 

Ahora hallaremos los coeficientes Ak y Bk que están dados de la siguiente manera: 

l. Ak = ~ f0L f(x)sen ( k~x) dx 

=? Ak = 2 J0
1 sen(1rx)sen(1rx) dx 

=? Ak = 2(~) (usando la condición de ortogonalidad) 

Ak = 1 

2. Bk = :7r foL g(x)sen (k~x) dx 

2 fl 
=? Bk = -Jo O.sen(nx) dx 

7r 

Bk =0 
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Como Ak = 1 y Bk = O,entonces la solución del problema hiperbólico es de la siguiente 

manera: 

u(x, t) = sen(1rx)cos(1rt) 

2.4.2 Método por la Transformada de Laplace 

Mencionaremos algunas definiciones básicas de la transformada de Laplace. 

Definición 2.8. Sea a E ~. Se dice que la función f : [0, oo[~ <C tiene crecimiento 

exponencial de orden a en infinito si existe una constante M > O de modo que 

¡e-at J(t)l ~M para todo t 2:: O 

Definición 2.9. Dada f : [0, oo(~ <C, se define formalmente la transformada de Laplace 

de f como la función de variable compleja 

C {f(t)} = F(z) =loo f(t)e-zt dt 
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donde la integral anterior se entiende en el sentido de Riemann impropio, es decir, 

r)O f(t)e-zt dt = lím r f(t)e-zt dt 
lo a-too lo 

Teorema 2.1. Sea F una función holomorfa en C\ {z1 , z2 , ••• , zn} y de forma que 

existen constantes M, R, a > O tales que 

M 
IF(z)l :::; W' izi ~ R 

Entonces la función 

n n 

f(t) = L Res [etz F(z), Zj] = L Resz=zk [etz F(z)], t ~O 
j=l K=l 

es la transformada inversa de F, es decir, .c-1 (F) = f(t). 

Ahora, al resolver ecuaciones diferenciales usando la transformada de Laplace, lo que se 

obtiene es la transformada de nuestra , así se vuelve indispensable saber recuperar una 

función a partir de su transformada. 

Esto se logra mediante la transformada Inversa de Laplace. 

Esta se define por: 

1 1 1 ¡a+ioo e,-l {F} = f(t) = -. lím F(z)ezt dz = -
2 

. F(z)ezt dz 
27n R-too LR 1r't a-ioo 

Donde F se define como en la definición [2.11], LR es el segmento de recta vertical 

z = a + it , - R 5 t :::; R tal que todos lo polos de F estén a su izquierda. 

Ahora, bajo a ciertas condiciones muy generales, se demuestra usando el Teorema de 

Residuo, que si ¡F(z)l :::; MR (para z en el semicirculo CR de la figura de abajo), donde 

MR tiende a cero cuando R tiende a oo, entonces: 

n 

f(t) = L Resz=zk [ezt F(z)] (2.38) 
K=l 

donde z1, z2 , ••• , Zn son los polos de F. 

El camino de integración usual para aplicar el teorema del Residuo es el siguiente: 
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a+iR 

a 

a-iR 

Para una función de dos variables u(x, t) definimos su transformada de Laplace como 

antes, considerando x como una constante es decir, 

u(x, z) =e {u(x, t)} = ¡00 

e-ztu(x, t) dt 

y su transformada inversa es : 

u(x, t) = ~ Jeztu(x, z) dz 
2m e 

donde Ces el camino de arriba que consta de LR seguido de GR. Las propiedades de 

esta transformada que estaremos usando son : 

e { Ux} = ¡00 

ux(x, t)e-zt dt = ~~ (x, z) 

¡00 a2u 
e { Uxx} = Uxx(X, t)e-zt dt = R,..2 (x, z) 

Q V~ 

e { Ut} = ¡00 

Ut(X, t)e-zt dt = zU(x, z)- u(x, O) 

e { Utt} = ¡oo uu(x, t)e-zt dt = z2U(x, z) - zu(x, O) - Ut(x, O) 

donde U(x, z) =e {u(x, t)}. 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

Estas propiedades se obtienen de la definición de la transformada para funciones de una 

variable y usando integración por partes. 

Ejemplo 2.13. Resolver la ecuación de la Onda, por el método de transformada de 

Laplace: 

8
2u(x,t) = 2 82u(x,t) t > O O < < L 
8t2 a 8x2 ' ' X (2.43) 
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siendo las condiciones de frontera 

u(O, t) = u(L, t) = O, t > O (2.44) 

y las condiciones iniciales 

u(x, O)= f(x) , au~~,o) = g(x), x E [0, L] (2.45) 

Solución. 

Tomando la Transformada de Laplace de la ecuación [2.43] 

y usando las propiedades [2.40] ; [2.42] y las condiciones iniciales [2.45], se obtiene lo 

siguiente: 

2 ) ( ) 2 &
2
U( z U(x, z - zu x, O - ut(x, O) =a &x2 x, z) 

azu 
z2U(x, z) - zf(x)- g(x) = a2 &x2 (x, z) 

&2U z2 z 1 
=? &x2 ( x' z) - a2 U ( x' z) = - ( a2 ) f ( x) - ( a2) g ( x) 

la cual es una ecuación diferencial ordinaria considerando Z como una constante. 

Aplicando el método de variación de parámetros, con f(x) = sen (7) y g(x) 

a; f(x), se obtiene la solución: 

(2.46) 

donde los dos primeros términos son de la solución de la ecuación homogénea y el último 

de la solución particular. 

Ahora aplicando las condiciones de frontera se tiene: 

U(O,z) = C{u(O,t)} =O 

U(L,z) = C{u(L,t)} =O 
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para obtener los valores A y B. 

Es decir, U(O, z) =A+ B =O por lo que se cumple que A= -B. Ademas U(L, z) = 
z z 

Aeax- Ae--ax = O implica que A = O y por lo consiguiente se cumple que B = O. 

Reemplazando los valores de A y B en la ecuación [2.46] se tiene que: 

1rai 1rai . . 
cuyos polos: z1 = L y z2 =--¡;·Los residuos en dichos polos de eztU(x, z) son: 

e~ait ( 7r~Í + 7r;) (7rX) 
Resz=z1 = 21rai sen ¡; 

L 

y 

e-~ait ( -7!- + ~) (7rX) 
Resz=z1 = 21rai sen L 

---
L 

Entonces verificamos que U(x, z) cumple con lo pedido para aplicar la ecuación[2.38]. 
"t 7r 37r 

Sea z en CR, entonces z =a+ Re~ con 2 < t < 2· 
Así, 

: z-1 (1rx) R+a-1 M 
1 sen - 1 < = R 

a 2
1r

2 L - R 2 + 2aRcost + a2 

z2+--
L2 

Esta MR tiende a cero cuando R tiende al infinito. Por lo tanto podernos aplicar la 

ecuación [2.38] para obtener: 

2 

u(x, t) = L Reszk [eztu(x, z)] 
k=l 

u(x, t) =sen (7) [ cos ( 1r~t) +sen ( 1r~t)] 
la cual es la solución obtenida en [2.23], salvo constante. 

Ejemplo 2.14. Resolver el problema hiperbólico, por el método de la transformada de 

La place: 

&2u(x,t) - &2u(x,t) t > O, O < X < L 
8t2 - 8x2 ' (2.47) 
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siendo las condiciones de frontera 

u( O, t) = u(l, t) = O, t > O (2.48) 

y las condiciones iniciales 

u(x, O)= sen (1rx) 8u(x,O) =O 
' at ' 

X E [0,1] (2.49) 

Solución. 

Para utilizar el método de la Transformada de Laplace tenemos en cuenta que si e { u(x, t)} = 

U(x, z), podemos escribir para las derivadas espaciales y para las derivadas temporales 

como se muestran en las ecuaciones [2.40] y [2.42]. Estas propiedades permiten pasar 

de la ecuación en derivadas parciales inicial a una ecuación diferencial ordinaria para 

U(x, z). Una vez resuelta la ecuación ordinaria, la solución u(x, t) = e-1 [U(x, z)]. 

Tomando la Transformada de Laplace de la ecuación [2.47] 

e { 82
u(x,t) } = e { a2u(x,t) } 
8t2 . 8x2 

y usando las propiedades [2.40] ;[2.42] y las condiciones iniciales [2.49], se obtiene lo 

siguiente: 
2 &u 

z U(x, z) - zu(x, O)- Ut(x, O) = Bx2 (x, z) 

82U 
z2U(x, z) - zf(x)- g(x) = Bx2 (x, z) 

82U z2 

=::} ~(x, z)- 2 U(x, z) = -zsen(1rx) 
ux a 

la cual es una ecuación diferencial ordinaria considerando Z como una constante. 

Aplicando el método de variación de parámetros, con f(x) = sen(1rx) y g(x) = 0), se 

obtiene la solución: 

(2.50) 
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donde los dos primeros términos son de la solución de la ecuación homogénea Y el último 

de la solución particular. 

Ahora aplicando las condiciones de frontera se tiene: 

U(O, z) = C {u(O, t)} =O 

./ U(l,z) = C{u(l,t)} =O 

para obtener los valores A y B. 

Es decir, U(O, z) =A+ B =O por lo que se cumple que A= -B. Ademas U(L, z) = 

Aez - Ae-z = O implica que A = O y por lo consiguiente se cumple que B = O. 

Reemplazando los valores de A y B en la ecuación [2.50] se tiene que: 

z 
U(x,z) = 

2 2
sen(1rx) 

z + 1r 

Reemplazando U(x, z) en la siguiente ecuacion obtenemos: 

u(x, t) = c-1 [U(x, z)] 

u(x, t) = c-1 
[ 

2 
z 

2
sen(1rx)] 

z + 7r 

u(x, t) = sen(1rx)C-1 
[ 

2 
z 2 ] 

z +1r 

Utilizando la tablas de transformada se obtiene que la solucion: 

u(x, t) = sen(1rx)cos(1rt) 

,· 

2.5 Malla o Cuadrícula 

Cuando se resuelve numéricamente un problema de modelado continuo, es necesario 

convertirlo de continuo a un conjunto finito de puntos. La selección de puntos es deter

minada por la generación de mallas. En problemas simples, la malla puede ser elegida a 

priori. Pero si el problema involucra una región compleja en un espacio bi o tridimensio

nal, entonces el conjunto discreto de puntos de la región debe ser adaptada a la forma 
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de esa zona. 

Definición 2.10. Una malla generada numéricamente es pensada como el conjunto 

organizado de puntos formado por las intersecciones de las lineas de un sistema de coor

denadas. La característica esencial de un sistema tal es que alguna linea coordenada (o 

en tres dimensiones, alguna superficie coordenada) sea coincidente con cada segmento de 

la frontera de la región física. El uso de intersecciones de lineas coordenadas para definir 

los puntos de la malla proporciona una estructura organizacional que permite que todos 

los cálculos sean realizados en una malla cuadrada fija cuando las ecuaciones diferencia

les que se estén resolviendo hayan sido transformadas de tal manera que las coordenadas 

curvilíneas reemplacen a las coordenadas cartesianas como variable independientes. La 

malla libera a la simulación computacional de restringuirse a ciertas formas de frontera 

y permite la generación de códigos de uso general en los cuales la forma de la frontera 

es especificada simplemente en la entrada de datos. Las fronteras también pueden es

tar en movimiento, ya sea por especificaciones externas o en respuesta al desarrollo de 

la solución física. Similarmente, el sistema de coordenadas puede ajustarse para seguir 

la variación en la solución física. En cualquier caso, la malla generada numéricamente 

permite que todos los cálculos sean realizados en una malla cuadrada fija en el cam

po computacional( también llamado espacio lógico), el cual es siempre rectangular por 

construcción 

Figura 2.4: Malla para una región sencilla. 
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2.6 Diferencias Finitas 

La técnica de las diferencias finitas fue la primera técnica que surgió para resolver 

problemas prácticos en ingeniería. Hoy en día ésta técnica es la mas utilizada con lo 

que respecto a solución de ecuaciones en derivadas parciales, por ejemplo, solución de 

problemas de viga, placas, etc. Pero la técnica de diferencias finitas es hasta hoy bastante 

utilizada a la hora de integración numérica en el tiempo. 

El método para resolver toda clase de ecuaciones diferenciales parciales consiste en 

reemplazar las derivadas por cocientes de diferencias, convirtiendo la ecuación a una 

ecuación de diferencia. Luego se escribirá(nodo) de los componentes de la malla que 

subdivide la región de interés, en la cual los valores de la función son desconocidos. 

Resolviendo estas ecuaciones simultáneamente, se obtienen valores para la función en 

cada nodo que son aproximados a los valores verdaderos. Se deducirá la relaciones que 

se necesitan independientemente. 

Discretización del dominio 

Para obtener la solución numérica de una ecuación diferencial en derivadas parciales 

utilizando el método de diferencias finitas (MDF) se debe, como primer paso, discretizar 

el dominio. Para ello, el dominio continuo del problema en estudio es reemplazado por 

una malla. Las intersecciones de las líneas que constituyen la malla son denominadas 

nodos y es en donde se calcula la solución numérica de la ecuación diferencial parcial. 

Así, por ejemplo, para discretizar el dominio D(x, t) de un problema de propagación 

unidimensional se deberán definir los tamaños de paso tanto temporal como espacial. 

Estos tamaños de paso son determinados por medio de las expresiones: 

L T 
h= -;k=

m n 

donde m y n son dos números enteros positivos, Les la longitud del dominio espacial y 

T indica el tiempo final en que se estudia el problema en cuestión. 
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~~ 

~ X o X¡ X2 X3 X m X ... 
to 

4 X 

Figura 2.5: 

La división del dominio espacial en "m" partes iguales de ancho h, y del dominio tem

poral en "n" partes iguales de ancho k, da como resultado la discretización del dominio 

al trazar líneas verticales y horizontales a través de los puntos de coordenadas (xi, ti) , 

donde: 

Xi = i.h ; i = O, 1, 2, 3, ... , m 

ti = j.k ; j = O, 1, 2, 3, ... , n 

Aproximaciones en diferencias finitas 

El próximo paso para la resolución numérica de una ecuación diferencial parcial utili

zando el MDF es el reemplazo de las derivadas continuas de la ecuación diferencial por 

las expresiones equivalentes en diferencias finitas. Esto se logra utilizando el desarrollo 

en serie de Taylor de la variable dependiente alrededor de un punto particular de la 

malla. Para ello, la variable dependiente en un nodo de la malla es indicada utilizando 

como subíndice los índices que se utilizan para denotar dicho nodo. Así, por ejemplo, la 

función u(x,t) en el nodo (i,j) es expresada de la siguiente manera: 

Para ejemplificar el procedimiento de aproximación, se considerará la derivada parcial de 

primer orden de la función u con respecto al tiempo. Para ello, se utilizará el desarrollo 
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en serie de Taylor de u en (xi, ti) y se lo evaluará en (xi, ti+l)· De esta manera se obtiene: 

donde RM+l es el término residual que está dado por: 

El término residual RM+l es el error asociado con el truncamiento de la serie de Taylor. 

Es importante conocer el orden de dicho error, es decir, conocer la forma en que el error 

tiende a cero cuando k-+ O. Como se puede observar, el término residual RM+l depende 

de kM+l, por lo tanto, cuando k-+ O, el error tenderá a cero como kM+l. 

En consecuencia, el orden de truncamiento de la serie de Taylor para aproximar u( Xi, ti+l) 

es M+ l. Esto es indicado con el símbolo O(kM+l) Si se despeja la derivada parcial de 

primer orden de la función u con respecto al tiempo resulta: 

&u( _ t·) = u(xi,tj+l}-u(xi,t;) _ 1 &2u( . t-) k_ _ _1 &Mu( . t-) kM-1 _ RM+l 
&t x~' 1 k 2 · 7'Ji2 x~' 1 • · • • M! 7ft1iT x~' 1 · k 

donde 

RM+l 1 a<M+l)u(e) k<M+l) - M 
k - (M+ 1)! {)t(M+l) k - O(k ) 

En particular, si se escribe el desarrollo en serie de Taylor de primer orden, entonces, la 

expresión anterior está dada por: 

&u( _ ·) = u(xi, ti+l)- u(xi, ti) _ ~ &2
u(e) .k 

8t x~, t1 k 2 · [)t2 

donde el término de error es: 

Una aproximación en diferencias finitas para la derivada temporal de primer orden se 

obtiene despreciando el término de error: 
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El término de error, que fue despreciado, se denomina error de truncamiento de la apro

ximación en diferencias finitas para la derivada temporal de primer orden de la función 

u. La aproximación recién obtenida es de primer orden y es llamada aproximación de 

diferencias progresivas. Del mismo modo, puede conseguirse una aproximación de dife~ 

rencias regresivas de primer orden. Para ello, se escribe el desarrollo en serie de Taylor 

de u en (xi, t3) y se lo evalúa en(xi, t3_ 1). 

OU ( . t ·) ,.._. Ui,j - Ui,j-1 
fJt Xz, J "' k 

Para poder obtener una aproximación en diferencias finitas para la derivada parcial de 

segundo orden de la función u con respecto al espacio, es necesario escribir el desarrollo 

en serie de Taylor de u de orden tres en (xi, t3_ 1). 

Evaluando dicho desarrollo en (xi-b ti) y en (xi+b ti) se obtiene: 

u(xi-b ti) = u(xi, ti)-~;(xi, ti).h+~~:~ (xi, ti).h2-! ~~(xi, ti).h3+ 2~ 8~:CJl .h4
; x-h ~ T:::; x 

(2.51) 

u(xi+b ti)= u(xi, ti)+~;(xi, ti).h+~~:~(xi, ti).h2+!~:~(xi, ti).h3+ 2~ 8~~'{) .h4
; x:::; T ~ x+h 

(2.52) 

De la ecuación (2.23) y (2.24) se obtiene lo siguiente: 

éPu( . ·) = u(xi+1, ti)- 2u(xi, t3) + u(xi-1, ti) O(h2) 
fJx2 Xz, tJ h2 + . 

Despreciando el término de error, se obtiene una aproximación de diferencias finitas de 

segundo orden: 
82u (· ) ,.._. ui+1,j - 2ui,j + ui-1,j 
fJx2 xi, tj "' h2 

Esta aproximación es denominada de diferencias centradas. Trabajando de manera si

milar, es posible obtener las siguientes aproximaciones en diferencias finitas: 
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Solución en diferencias finitas 

La solución en diferencias finitas de una ecuación diferencial parcial se obtiene al re

emplazar cada una de las derivadas parciales exactas en la ecuación diferencial por su 

correspondiente aproximación en diferencias finitas. De esta manera, es posible discre

tizar la ecuación diferencial parcial. 

Al aplicar la ecuación discretizada en cada punto de la malla se obtiene un sistema de 

ecuaciones denominado sistema de ecuaciones de diferencias finitas. El proceso de apro

ximación requiere de la selección de un método adecuado para obtener la solución del 

sistema de ecuaciones algebraicas planteado. Una vez resuelto el sistema de ecuaciones 

de diferencias finitas se obtiene el valor de la función en los nodos de la malla, es de

cir, que al emplear el método de diferencias finitas se obtiene una solución aproximada 

discreta. 



Capítulo 3: 

Solución Numérica de Ecuaciones 

Diferenciales Parciales Hiperbólicas 

de una Dimensión por Diferencias 

Finitas 

3.1 lntrod ucción 

En la actualidad muchos problemas en ciencia aplicada, física e ingeniería, se modelan 

matemáticamente mediante en ecuaciones de derivadas parciales, y estas se suelen resol

ver por las formas clásicas o formas numéricas. En este trabajo se trata sobre la solución 

de una ecuación diferencial parcial hiperbólica de una dimensión, específicamente en la 

ecuación de ondas por diferencias finitas. La ecuación de ondas es de la siguiente manera: 

Sujeta a las condiciones: 



Condiciones de fronteras 

Y las condiciones iniciales 

donde a es una constante. 

u(O, t) = u(l, t) =O, para t >O 

u(x, O)= f(x),para O~ x ~ l 

8u 
8t (x,O) = g(x),para O~ x ~ l 
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3.2 Consideraciones Generales 

En la solución numérica de la ecuación de Ondas se utiliza: 

a). Las diferencias finitas centradas: 

( ) 
"' Ui+l,j - 2ui,j + Ui-1,j 

Uxx Xi, Yi "' h2 

( ) 
"' Ui,j+l - 2ui,j + Ui,j-1 

Uyy Xi, Yi "' k2 

( ) 
"' Ui,j+l - 2ui,j + Ui,j-1 

Utt Xi,Yj "' k2 

( ) 
"' ui+1,j - ui-1,i 

U;¡; Xi, Yi "' 2h 

( ) 
"' Ui,j+l - Ui,j-1 

Uy Xi, Yi "' 2k 

( ) 
"' ui,j+l - ui,j-1 

Uy Xi, Yi "' 2k 

b). Las diferencias finitas progresivas: 

U (X
_ y_) "' Ui+l,j - Ui,j 

X ~, J "' h 
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e). Las diferencias finitas regresivas: 

3.3 Análisis de la Solución Numérica 

Sea la ecuación de la onda 

(3.1) 

Sujeta a las condiciones de frontera: 

u(O, t) = u(l, t) = O para t > O 

Y las condiciones iniciales 

u(x, O)= f(x) , para O :S x :S l 

a u 
8t (x, O) = g(x) ,para Os x s l, donde a es cte. 

Para establecer el método de diferencias finitas, tomamos un número natural m > O y 

un tamaño de paso para la variable temporal k> O, con h=l/m los puntos de la malla 

(xi, ti) están dadas por: 

Xi = ih y tj = j k 

Para cada i = O, 1, ... , m y j = O, 1, 2, ... En cualquier punto del interior de la malla 

(x, t) la ecuación de onda se transforma en: 

(3.2) 
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El método de deferencias finitas se obtiene utilizando las fórmulas de diferencias centra

das en la segunda derivadas parciales dadas por: 

(3.3) 

8
2
u ( . ·) = u(xi+l, ti) - 2u(xi, ti)+ u(xi-1, ti) O(h2) 

8x2 xt, tJ h2 + (3.4) 

Sustituyendo (3.3) y (3.4) en la ecuación (3.2), se obtiene: 

Despreciando los términos de error O(k2) y O(h2) , se obtiene 

u(xi, tH1) - 2u(xi, ti)+ u(xi, tj-1) = 2 (u(xi+l, ti)- 2u(xi, ti)+ u(xi-b ti)) 
k2 a h2 

Usando las aproximaciones de los valores wi,i por u(xi, ti) denotamos por 

wci,j) ~ u(xi,tj), i = 1,2 ... ,m), obtenemos la ecuación de diferencias de orden 

O(k2 + h2 ). 

(3.5) 

Que es la ecuación en diferencias que usaremos como aproximación a la ecuación difec. 

rencial parcial en (3.1). 

Si escribimos la ecuación (3.5) así : 

a2k2 ( ) 
wi,j+l- 2wi,j + wi,j-1 = ----¡;:¡- wi+1,j - 2wi,j + wi-1,j 

Y tomando A = ahk se tiene 

w· "+1 - 2w· · + w· ·-1 = .X2 (w·+1 · - 2w· · + w·-1 ·) t,) t,) t,J t ,J t,J t ,J (3.6) 

de la ecuación (3.6) podemos despejar wi,j+l, y reordenando los términos obtenemos los 

siguiente: 



w· ·+1 - 2w· · + w· ·_1 = >.? (w·+1 · - 2w· · + Wi-1 J·) t,J t,J t,J t ,) t,J ' 

w· ·+1 - 2w· · + w· ·-1 = >.?w·+1 · - 2.X2w· · + .X2w·_1 · t,J t,J t,J t ,) t,J t ,J 

w· ·+1 = 2(1 - >?)w· · + .X2(w·+1 · + w·_1 ·) - w· ·-1 t,J t,J t ,) t ,J t,J 

Y se obtiene la fórmula explícita: 

Para i = 1, 2, ... , m- 1 y j = 1, 2, ... 

Con las condiciones de frontera nos dan, 

Wo,j = Wm,j = O para cadaj = 1, 2, 3, ... 

Y la condición inicial implica que 

Wi,o = f(xi); para cada i = 1, 2, ... , m- 1; 
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(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Para hallar una representación matricial del método de diferencias finitas, se hace lo 

siguiente; De la ecuación (3.7). 

W· ·+1 = 2(1 - A2 )w· · + A2(w·+1 · + W·-1 ·) - W· ·-1 t,J t,J t ,J t ,J t,J 

Para i = 1, 2, ... , m- 1 

Podemos obtener m - 1 ecuaciones, lo cual lo haremos por inducción matemática; Re

emplazando para cada valor de i en la ecuación (3.7) obtenemos lo siguiente : 

• Para i=l 

pero por (3.8) tenemos que; Wo,j =O ,entonces se tiene que 

w1 ·+1 = 2(1- .X2)w1 · + .X2w2 ·- w1 ·_1 ,J ,J ,J ,J 
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• Para i=2 

desarrollando obtenemos que 

· • Para i=3 

W3 ·+1 = 2(1 - .A2
)w3 · + .A2(w4 · + w2 ·) - W3 ·-1 ,J ,J ,J ,J ,J 

desarrollando obtenemos que 

Y así sucesivamente hasta llegar para m - 1; 

• Para i=m-1 

pero por (3.8) tenemos que; Wm,j =O ,entonces se tiene que 

Entonces reordenando las ecuaciones halladas se tiene lo siguiente; 

W1,j+l = 2(1 - A2
)w1,j + A2

W2,j - W1,j-1 

w2,3·+1 = 2(1- .A2
)w2 · + .A2

w3 · + .A2
w1 ·- w2 ·-1 J J J J 

w3,j+l = 2(1- .A2
)w3,j + .A2

w4,j + .A2
w2,j)- w3,j-1 

Wm-1,j+l = 2(1- .A2
)wm-1,j + A2

Wm,j + A2
Wm-2,j)- Wm-1,j-1 

Luego este conjunto de ecuaciones lo escribiremos en su forma matricial, y obtenemos 

lo siguiente: 

wl,J+l 2(1 - >.2) >.2 o o wl,j wl,J-1 

w2,J+1 ,\2 2(1 - >.2) ).2 o w2,j w2,J-1 

w3,J+1 - o >.2 2(1 - >.2) o w3,i w3,j-1 

Wm-l,j+l o o o ,x2 2(1- .\2) Wm-l,j Wm-l,j-1 
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La forma esquemática de la formula (3.7) es : 

tj+l·····:·········: 

. . . .... , ....•.... , 

. . . 
tj- .... : ....•... ·: 

Figura 3.1: Forma esquemática para el método de diferencias finitas con tres niveles. (ecuación de ondas) 

La solución en cada punto ( i, j + 1) del nivel (j + 1 )-ésimo de tiempo esta expresada 

en términos de los valores solución en los puntos (i- 1,j), (i,j), (i + 1,j) Y (i,j- 1) 

de los dos niveles de tiempo precedentes. Observamos que la ecuación (3.7) nos permite 

obtener la solución en el instante ti+l a partir de la solución en los instantes ti y tj-I· 

Es decir, para calcular la entrada wi,j+l en el nivel de tiempo (j + 1) , debemos conocer 

las entradas de los niveles de tiempo j y (j - 1). 

Para garantizar la estabilidad de la formula (3. 7) es necesario que O < A = :k :::; l. Hay 

que tener cuidado al utilizarla para que el error cometido en una etapa no se amplifique 

en las etapas posteriores. Esto supone un pequeño problema de partida por que solo 

conocemos la primera fila de la condicion inicial wi,O = f(xi)· 

Para obtener la segunda fila corresponiente a wi,l, hay que utilizar la segunda condi-

. . . . 1 au ( O) ( ) U 'b'l'd d t't . au . . c1on 1rnc1a 8t x, = g x . na pos1 11 a es sus 1 mr at, por una aproXImacmn en 

diferencias progresivas 

(3.10) 
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Al despejar u(xi, t1) de la ecuación (3.10) obtenemos que: 

. au 
u(xi, t1) = u(xi, O)+ k 8t (xi, O)+ O( k) 

u(xi, ti) = u(xi, O)+ kg(xi) +O( k) 

Entonces: 

(3.11) 

Para cada i = 1, 2, 3, ... , m - 1 

Que permite obtener una ecuación en diferencias finitas que da una aproximación para 

la segunda fila con un error de truncamiento de O(k). Para obtener una mejor apro

ximación, consideramos el desarrollo en serie de Taylor de u(x, t) alrededor del punto 

Suponiendo que la derivada segunda de f(x) existe, tenemos. 

De manera, que utilizando las condiciones iniciales : (xi, O)= g(xi) y u(xi, O)= f(xi), 

se sigue: 

lo que produce una aproximación con error O(k3) 

(3.12) 

Si no es posible calcular j" (xi) directamente, podemos reemplazar ¡" (xi) en la última 

ecuación por una fórmula de diferencias centradas. Veamos la ecuación (3.4) 

Despreciando el ti, obtenemos lo siguiente: 
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!" . f)2u " f 1 1 bt como eXIste entonces tenemos que; - = f y u = , o cua o erremos 
ax2 

¡" (xi) = f(xi+1) - 2/~:i) + f(xi--:1) + O(h2) 

Esto implica que la ecuacion (3.12) esta dada de la siguiente manera: 

wi,1 = f(xi) + kg(xi) + a:k2 ( f(xi+l) - 2/~:i) + f(xi-1)) + O(k3 + h2k2) 

En este caso, la aproximación numérica en la segunda fila esta dado por la siguiente 

fórmula. 

2 A2 A2 
wi,1 = (1- A )f(xi) + kg(xi) + 2 f(xi+l) + 2 f(xi-1) (3.13) 

Para cada i = 1, 2, 3, ... , m- 1, que tiene como exactitud de orden O(k3 + h2k2) 

Ejemplo 3.1. Considérese el problema Hiperbólico. 

82u 02u 
éJt2 - ax2 = O; O < x < 1; t > O 

con las condiciones de frontera: 

u( O, t) = u(1, t) = O; t > O 

y con las condiciones iniciales: 

u(x, O) = semrx; O :s; x :s; 1 

Ut(X, O) = O; o :s; X :s; 1 

En este ejemplo se emplea el algoritmo de diferencias finitas. Con m = 4; N = 4; T = 1 
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Solución. 

. . l 1 T 1 
Como m= 4; N= 4; T = llo cual s1gmfica que h = m = 4 = 0·25; k= N = 4 = 0·25 

ak (O· 25)(1) 
y sea a = 1· ,\ = - = = 1 ===? ,\ = 1 establecemos la siguiente cuadrilla: 

' h o. 25 

1 

o. 75 

u(O, t) 
o. 50 

u(l, t) =O 

o. 25 

o. 25 o. 50 o. 75 1 

u(x, O) = f(x) = sen(1rx) 

l. Para hallar la primera fila aplicamos la condición inicial dada: 

::::} u(xi, O) =f(xi) = sen(1rxi) 

::::} Wi,O =f(xi) = sen(1rxi) 

::::} w1,o =f(xl) = sen(1rx1 )=sen(1T(O · 25))=0.707107 

w2,o =f(x2) = sen(?Tx2)=sen(7r(O · 50))=1.000000 

Wa,o =f(xa) = sen(?Tx3 )=sen(7r(O · 75))=0.707107 

2. Para hallar los elementos de la segunda fila aplicamos lo siguiente: 

pero como,\= 1 y g(xi) =O 
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w2,1 =~ [!(x3) + j(x1) ] =~(O· 707107 +O· 707107) =O· 707107 

3. Para hallar el resto de filas aplicamos lo siguiente 

W· ·+1 = 2(1- A2)w· · + A2
(w·+1 · + W·-1 ·)- W· ·-1 t,J t,J t ,J t ,J t,J 

como).= 1, entonces obtenemos lo siguiente 

Wi,j+l = Wi+1,j + Wi-1,j - Wi,j-1 · · · ( *) 

a) Cuando j = 1, entonces reemplazamos en(*) obtenemos 

1.1) 

Wi,2 = wi+1,1 + Wi-1,1 - wi,o ; para i = 1, 2, 3. 

o 
w1,2 = w2,1 + ;96;Í- w1,o=0.707107-0.707107=0 

w2,2 = W3,1 + w1,1- w2,o=0.5+0.5-1=0 

W3,2 = W4,1 + W2,1- W3,o=0+0.707107-0.707107=0 



b) Cuando j = 2, entonces reemplazamos en ( *) obtenemos 

2.1) 

wi,3 = Wi+I,2 + wi-1,2- wi,1 ; para i = 1, 2, 3. 

o 
= w2,2 + ~- w¡,1=0+0-0.5=-0.5 w1,3 

= W3 2 + W12- W21=0+0-0.707107=-0.707107 , , , 

w3,3 . = W4,2 + w2,2 - W3,1 =0+0-0.5=-0.5 

e) Cuando j = 3, entonces reemplazamos en ( *) obtenemos 

3.1) 

Wi,4 = Wi+1,3 + Wi-1,3- Wi,2 ; para i = 1, 2, 3. 

w1,4 
o 

= w2,3 + ~- W¡,2=-0.707107+0-0=-0.707107 

= W3,3 + w1,3- w2,2=-0.5+(-0.5)-0=-1 

w3,4 = w4,3 + w2,3- w3,2=0+(-0.707107)-0=-0.707107 

Ahora ordenemos los resultados numéricos en .la siguiente tabla: 

xo = 0,00 X¡= 0, 25 X2 = 0, 50 X3 = 0, 75 X4 = 1,00 

to = 0,00 0.000000 0.707107 1.000000 0.707107 0.000000 

t1 =o, 25 0.000000 0.500000 0.707107 0.500000 Q,QQQQOO 

t2 = 0,50 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

t3 =o, 75 0.000000 -0.500000 ~0.707107 -0.500000 0.000000 

t4 = 1,00 0.000000 -0.707107 -1.000000 -0.707107 0.000000 

diferencia finita progresiva en forma matricial: 

W1,j+1 2(1- .X2) _x2 o o W1,j W1,j-1 

w2,J+1 _x2 2(1- .X2) _x2 o W2,j w2,;-1 

wa,;+I - o _x2 2(1- .X2) o wa,; wa,;-1 

Wm-l,j+l o o o _x2 2(1- .X2) Wm-1,j Wm-l,j-1 

Donde la matriz A ,Wi y Wi-l , V j = 1, 2, ... es: 
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2(1- A2 ) A2 o 

A= A2 2(1- A2) A2 para A= 1 

o A2 2(1- A2) 

o 1 o o. 707107 o. 500000 

==} A= 1 o 1 . wo-' - 1· 000000 . wl-' - o. 707107 

o 1 o o. 707107 o. 500000 

• Para i = 1, 2, 3 y j = 1 tendremos: 

W 2 =A*W1
- W0 

o 1 o o. 500000 o. 707107 \ 

W2= 1 o 1 * o. 707107 1· 000000) 

o 1 o 

Donde: 

o. 500000 

o. 000000 

W 2 = o . oooooo 

o. 000000 

o. 000000 

o. 000000 

o. 000000 

• Para i = 1, 2, 3 y j = 2 tendremos: 

o 1 o o. 000000 

o 1 o o. 000000 

-0. 500000 

W 3 = -0 . 707107 

-o. 5ooooo 

o. 707107 

o. 500000 

o. 707107 

o. 500000 
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Donde: 
-0.500000 

-0.707107 

-0.500000 

• Para i = 1, 2, 3 y j = 3 tendremos: 

W 4 = A*W3
- W 2 

o 1 o -0.500000 

W4= 1 o 1 * -0.707107 

o 1 o -0.500000 

-0.707107 

W4= -1· 000000 

-0.707107 

Donde: 
-0.707107 

-1· 000000 

-0.707107 

o. 000000 

o. 000000 

o. 000000 
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Ahora desarrollaremos en la forma matricial por la amplitud de los sistemas que se 

presentan , se utilizará el software matemático Matlab. 

Veamos los siguientes resultados: 

>> A=(O 1 0;1 O 1;0 1 O] 

A= 

o 1 o 
1 o 1 

010 



>> W0=[0.707107;1;0.707107] 

WO= 
0.7071 

1.0000 

0.7071 

>> W1=[0.5;0.707107;0.5] 

Wl= 
0.5000 

0.7071 

0.5000 

>> W2=A*Wl-WO 

W2= 
o 
o 
o 

> > W3=A *W2-Wl 

W3= 
-0.5000 

-0.7071 

-0.5000 

>> W4=A*W3-W2 

W4= 
-0.7071 

-1.0000 

-0.7071 
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Utilizando el algoritmo en Matlab 

La solución de la Ecuación de la Onda por el método de diferencias finitas. 

f :.....sin(pi*x); 

g =0 

a = 1; 

b = 1; 

e = 1; 

n = 5; 

m = 5; 

u = ondadif('f','g',a,b,c,n,m); 

whitebg('w'); 

meshz(T ,X, U); 

xlabel('t'); 

ylabel('x'); 

zlabel('u'); 

view((1 1 1]); 

Mx1=' Solución de la Ecuación de la Onda por el método de diferencias finitas.'; 

title(Mx1); 

figure(gcf); 

W=U'; 

points = W(:,2:n-1) 

0.7071 1.0000 0.7071 

0.5000 0.7071 0.5000 

o o -0.0000 

-0.5000 -0.7071 -0.5000 

-0.7071 -1.0000 -0.7071 
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Solución de la Ecuación de la Onda por el método de diferencias finitas. 

X 

Figura 3.2: 

Ejemplo 3.2. Vamos a usar el método de las diferencias finitas para resolver la Ecuación 

de la Onda de una cuerda vibrante. 

Utt = 4uxx; para O< X< 1 y O< t <O· 5 

con las condiciones de Frontera: 

u( O, t) = O; u(1, t) = O; para O ~ t ~ O· 5 

y las condiciones iniciales: 

u(x, O)= f(x) = sen(1rx) + sen(21rx) para O~ x ~ 1 

Ut(x,O) = g(x) =O para O~ x ~ 1 

Solución. 

1 o. 5 
Asumimos que h = 

10 
=O ·1; k= W =O· 05 

a k 
puesto que a 2 = 4 =} a = 2 entonces .X = h = 1 

Establecemos la siguiente cuadrilla 
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t 

u(x, t) =O u(l, t) =o 

• 
~(x, O)= f(x) = sen(nx) + sen(2nx) x 

l. Para hallar la primera fila aplicamos la condición inicial dada 

u(x, O)= f(x) = sen(nx) + sen(2nx) 

como 

...... (a) 

por (a) 

Hallamos los valores: 

W1,0 = sen(n(O · 1)) + sen(2tr(O · 1))= 0,896802 

w2,o = sen(n(O · 2)) + sen(2tr(O · 2))= 1,538842 

wa,o = sen(n(O · 3)) + sen(2tr(O · 3))= 1,760074 

W4,o = sen(tr(O · 4)) + sen(2n(O · 4))= 1,538842 

W5,0 = sen(n(O · 5)) + sen(2n(O · 5))= 1,000000 

W6,0 = sen(n(O · 6)) + sen(2n(O · 6))= 0,363271 

W7,0 = sen(n(O · 7)) + sen(2tr(O · 7))= -0,142040 

Ws,o = sen(n(O · 8)) + sen(2n(O · 8))= -0,363271 

Wg,o = sen(n(O · 9)) + sen(2n(O · 9))= -0,278768 



2. Para hallar los elementos de la segunda fila aplicamos lo siguiente. 

).2 
wi,1 = (1- .\2)f(xi) + 2[f(xi+1 + f(xi-1))] + kg(xi) 

como >. = 1 y g ( xi) = O 

::;. wi,1 = ~ [!(xi+l) + f(xi-1) J 

Hallamos los valores 

W 1,1 = ~ [f(x2) + ¡;4° ] = ~ [1· 538842] = 0.769421 

w2,1 = ~ [f(xs) + j(x1) J = ~ [ 1 · 760074 +O· 896802 J =1.328438 

w3,1 = ~ [!(x4) + f(x2) J = ~ [ 1 · 538842 + 1 · 538842 J =1.538842 

W4,1 = ~ [!(x5) + f(x)] = ~ [ 1 + 1· 760074] =1.380037 

w5,1 = ~ [!(x6) + j(x4) J = ~ [O · 363271 + 1 · 538842 J =0,951056 

WB,1 = ~ [f(x7) + j(x5)] = ~ [-O· 142040 + 1] =0.428980 

w1,1 = ~ [!(xs) + f(xB)] = ~ [- O · 363271 +O · 363271] =0.00000 

Ws,1 = ~ [f(xg) + f(x7)]= ~ [-O· 278768 +O ·142040] =-0.210404 

Wg,1 = ~ [!(xw) + f(xs) J = ~ [O -O · 363271] =-0.181636 

3. Para hallar el resto de filas aplicamos lo siguiente: 
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como >. = 1 entonces tenemos: 

...... ( *) 

3.1) Cuando j = 1 entonces reemplazamos en ( *) obtenemos 

=? hallamos los valores 

W1,2 = w2,1 + Wo,1 - w1,o=0.431636 

w2,2 = W31 + W11- w2 o=0.769410 
' ' ' 

W3,2 = W4,1 + w2,1 - w3,o=0.948401 

W4,2 = W5,1 + W3,1 - w4,o=0.951056 

W5,2 = w6,1 + W4,1 - w5,o=0.809017 

w6,2 = w1,1 + w5,1 - w6,o=0.587785 

W1,2 = Wg 1 + W6 1 - W7 o=0.360616 
' ' ' 

Ws,2 = Wg,1 + W7,1- Ws,o=0.181635 

Wg,2 = ww,1 + Ws,1 - Wg,o= 0.068364 

3.2) Cuando j = 2 entonces reemplazamos en(*) obtenemos 

=? hallamos los valores 

W1,3 = 

W3,3 = 

w5,3 = 

Ws,3 = 

Wg,3 = 

w2,2 + wo,2 - w1,1 =0 

W3,2 + w1,2 - w2,1 = 0.051599 

W4,2 + W2,2 - W3,1 =0.181624 

W5 2 + W3 2 - W4 1 =0.377390 
' ' ' 

W6,2 + W4,2 - W5,1 =0.587785 

W7,2 + W5,2 - W6,1 =0. 7 40653 

Ws,2 + w6,2 - w1,1 =0. 769420 

Wg,2 + W7,2 - Ws,1 =0.639384 

W10,2 + Ws,2 - Wg,1 =0.363271 
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3.3) Cuando j = 3 entonces reemplazamos en(*) obtenemos 

W1,4 = Wi+1,3 + Wi-1,3- Wi,2 

:::} hallamos los valores 

w1,4 = w2,3 + Wo,3 - w1,2=-0.380037 

W2,4 = W3,3 + W1,3 - W2,2=-0.587786 

w3,4 = w4,3 + w2,3 - w3,2=-0.519412 

W4,4 = W5,3 + W3,3- W4,2=-0.181647 

Ws,4 = w6,3 + w4,3- Ws,2=0.309026 

w6,4 = W7,3 + Ws,3- w6,2=0.769420 

W7,4 = Ws,3 + W6,3- W7,2=1.019421 

Ws,4 = Wg,3 + W7,3 - Ws,2=0.951056 

Wg,4 = W10,3 + Ws,3- Wg,2=0.571020 

3.4) Cuando j = 4 entonces reemplazamos en ( *) obtenemos 

w1,s = wi+1,4 + Wi-1,4- wi,3 

:::} hallamos los valores 

W1,5 = W2,4 + Wo,4- W1,3=-0.587786 

w2,s = w3,4 + w1,4 - w2,3=-0.951048 

W3,5 = W4,4 + W2,4 - W3,3=-0.951057 

w4,5 = Ws,4 + w3,4 - w4,3=-0.587776 

Ws,s = w6,4 + w4,4- Ws,3=-0.000012 

W6,5 = W7,4 + Ws,4 - w6,3=0.587794 

W7,5 = Ws 4 + W6 4 - W7 3=0.951056 
' ' ' 

Ws,s = Wg,4 + W7,4 - Ws,3=0.951057 

Wg,s = W10,4 + Ws,4 - Wg,3=0.587785 

Y así se continúa para los puntos del resto de filas 

96 



97 

diferencia finita progresiva en forma matricial: 

W1,j+1 2(1- .>.2) .>.2 o o W1,j w1,;-1 

W2,j+1 .>.2 2(1- .>.2 ) .>.2 o w2,i W2,j-1 

Wa,j+1 - o ).2 2(1- .>.2 ) o wa,; wa,j-1 

Wm-l,j+1 o o o .>.2 2(1- .>.2) Wm-1,j Wm-l,j-1 

wH1 = A. wj - wj-\ \:1 j = 1, 2, ... 

Donde la matriz A ,Wi y Wi-l , \:1 j = 1, 2, ... es: 

o 1 o o o o o o o 
1 o 1 o o o o o o 
o 1 o 1 o o o o o 
o o 1 o 1 o o o o 

A= o o o 1 o 1 o o o 
o o o o 1 o 1 o o 
o o o o o 1 o 1 o 
o o o o o o 1 o 1 

o o o o o o o 1 o 

o. 89680 

1 r 

o. 769421 

1. 538842 1· 328438 

1· 760074 1· 538842 

1. 538842 1· 380037 

wo = 1. 000000 Wl= o. 951056 

o. 363271 o. 428980 

-0. 142040 o. 000000 

-0.363271 -0.210404 

-0.278768 -0. 181636 

Para i = 1, 2, 3, ... , 9 y j = 1 tenemos: 



w2= 

Haciendo el mismo proceso se tiene: 

Para i = 1, 2, 3, ... , 9 ; j = 9 tenemos 

o. 4616 

o. 7694 

o. 9511 

o. 8090 

o. 5878 

o. 3606 

o. 1816 

o. 0684 

o. 2788 

o. 3633 

o. 1420 

-0.3633 

:9 W
10 

= -1 · 0000 

-1· 5388 

-1.7601 

-1.5388 

-o. 8968 
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Usando el programa matlab, desarrollaremos el ejercicio N°2,utilizando su forma 

matricial, veamos los siguientes resultados de dicha ecuación : 

>> A=[O 1 O O O O O O 0;1 O 1 O O O O O O ;O 1 O 1 O O O O O ;O O 1 O 1 O O O 

0;0 O O 1 O 1 O O 0;0 O O O 1 O 1 O 0;0 O O O O 1 O 1 0;0 O O O O O 1 O 1;0 O O O O O O 1 O] 

A= 
010000000 

101000000 

010100000 

001010000 

000101000 

000010100 

000001010 

000000101 

000000010 

> > WO= [0.896802; 1.538842;1. 76007 4; 1.538842; 1 ;0.363271 ;-0.142040;-0.363271 ;-0.278768] 

WO= 
0.8968 

1.5388 

1.7601 

1.5388 

1.0000 

0.3633 

-0.1420 

-0.3633 

-0.2788 

>> W1=[0.76941;1.328438;1.538842;1.380037;0.951056;0.428980;0;-0.210404;-0.181636] 

W1= 



0.7694 

1.3284 

1.5388 

1.3800 

0.9511 

0.4290 

o 
-0.2104 

-0.1816 

>> W2=A*W1-WO 

W2= 
0.4316 

0.7694 

0.9484 

0.9511 

0.8090 

0.5878 

0.3606 

0.1816 

0.0684 

> > W3=A *W2-W1 

W3= 

100 



-0.0000 

0.0516 

0.1816 

0.3774 

0.5878 

0.7407 

0.7694 

0.6394 

0.3633 

>> W4=A*W3-W2 

W4= 
-0.3800 

-0.5878 

-0.5194 

-0.1816 

0.3090 

0.7694 

1.0194 

0.9511 

0.5710 

>> W5=A*W4-W3 

W5= 
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-0.5878 

-0.9511 

-0.9511 

-0.5878 

-0.0000 

0.5878 

0.9511 

0.9511 

0.5878 

>> W6=A*W5-W4 

W6= 
-0.5710 

-0.9511 

-1.0194 

-0.7694 

-0.3090 

0.1816 

0.5194 

0.5878 

0.3800 

>> W7=A*W6-W5 

W7= 
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-0.3633 

-0.6394 

-0.7694 

-0.7407 

-0.5878 

-0.3774 

-0.1816 

-0.0516 

-0.0000 

>> W8=A*W7-W6 

W8= 
-0.0684 

-0.1816 

-0.3606 

-0.5878 

-0.8090 

-0.9511 

-0.9484 

-0.7694 

-0.4316 

> > W9=A *W8-W7 

W9= 
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0.1816 

0.2104 

-0.0000 

-0.4290 

-0.9511 

-1.3800 

-1.5388 

-1.3284 

-0.7694 

> > WlO=A *W9-W8 

Wlü= 
0.2788 

0.3633 

0.1420 

-0.3633 

-1.0000 

-1.5388 

-1.7601 

-1.5388 

-0.8968 
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Utilizando el algoritmo en Matlab 

La solución de la Ecuación de la Onda por el método de diferencias finitas. 

f =sin(pi*x)+sin(2*pi*x); 

g =0 

a = 1; 

b = 0.5; 

e = 2; 

n = 11; 

m = 11; 

u = ondadif('f','g',a,b,c,n,m); 

whitebg(' w'); 

meshz(T,X,U); 

xlabel('t'); 

ylabel('x'); 

zlabel('u'); 

view([1 1 1]); 
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Mx1=' Solución de la Ecuación de la Onda por el método de diferencias finitas.'; 

title(Mx1); 

figure(gcf); 

W=U'; 

points = W(:,2:n-1) 

Columns 1 through 7 
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0.8968 1.5388 1.7601 1.5388 1.0000 0.3633 -0.1420 

0.7694 1.3284 1.5388 1.3800 0.9511 0.4290 -0.0000 

0.4316 0.7694 0.9484 0.9511 0.8090 0.5878 0.3606 

-0.0000 0.0516 0.1816 0.3774 0.5878 0.7407 0.7694 

-0.3800 -0.5878 -0.5194 -0.1816 0.3090 0.7694 1.0194 

-0.5878 -0.9511 -0.9511 -0.5878 -0.0000 0.5878 0.9511 

-0.5710 -0.9511 -1.0194 -0.7694 -0.3090 0.1816 0.5194 

-0.3633 -0.6394 -0.7694 -0.7407 -0.5878 -0.3774 -0.1816 

-0.0684 -0.1816 -0.3606 -0.5878 -0.8090 -0.9511 -0.9484 

0.1816 0.2104 o -0.4290 -0.9511 -1.3800 -1.5388 

0.2788 0.3633 0.1420 -0.3633 -1.0000 -1.5388 -1.7601 

Columns 8 through 9 

-0.3633 -0.2788 

-0.2104 -0.1816 

0.1816 0.0684 

0.6394 0.3633 

0.9511 0.5710 

0.9511 0.5878 

0.5878 0.3800 

-0.0516 -0.0000 

-0.7694 -0.4316 

-1.3284 -0.7694 

-1.5388 -0.8968 
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Con el usiones 

l. El presente trabajo de Investigación permite determinar la solución numérica de 

las ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas de segundo orden. 

2. Para obtener dichas soluciones se utiliza una de las formas mas simples y utilizables 

de discretización: el método de Diferencias Finitas. 

3. El software matemático Matlab es un gran soporte de ayuda en la solución numéri

ca de Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbólicas. 

4. Aplicando los métodos clásicos (Separación de Variables, Transformada de La

place) y el método de diferencias finitas progresivas en la solución de Ecuaciones 

Diferenciales Parciales Hiperbólicas, se verifica que los resultados son semejantes. 



Sugerencias 

l. Se sugiere utilizar como guía para los estudiantes de la Escuela Profesional de Ma

temáticas y carreras afines, donde se desarrolle el tema de Ecuaciones diferenciales 

Parciales Hiperbólicas por diferencias finitas. 

2. Se recomienda usar el software matemático Matlab como soporte en la solución 

numérica con diferencias finitas de Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbólicas. 

3. Se sugiere continuar con el estudio sobre Ecuaciones Diferenciales Parciales y sus 

aplicaciones en las diferentes áreas de Ciencia e Ingeniería. 



Anexo 

function U= ondadif(f,g,a,b,c,n,m) 

%-----------------------------------------
% Este programa calcula la solución aproximada de la Ecuación de la Onda 

% usando diferencias finitas. 

% Con las siguientes condicones de frontera 

% u(O,t) =O y u(a,t) =O ; para O<= t <= b. 

% u(x,O) = f(x) y u(x, O)t = g(x) ; para O < x < a. 

%Nuestra aproximación es calculada sobre el rectángulo 

% O <= x <= a , O <= t <= b. 

%------------------------------------------
%ENTRADAS 

% f : Función frontera 

% g : Función frontera 

%a: Cota superior del intervalo [O a]: O<= x <=a 

% b : Cota superior del intervalo [O b]: O<= t <= b 

% e : Constante de la Ecuación de la Onda 

% n : Número de puntos sobre [O a) 

% m : Número de puntos sobre [O b) 

%SALIDA 

% U : Matriz solución 



h = a/(n-1); 

k= b/(m-1); 

r = c*k/h; 

r22 = r 2 /2; 

s1 = 1- r 2
· 1 

U = zeros(n,m); 

for i=2:(n-1), 

U(i,1) = feval(f,h*(i-1)); 

U(i,2) = s1 *feval(f,h*(i-1)) + k*feval(g,h*(i-1)) ... 

+ r22*(feval(f,h*(i)) + feval(f,h*(i-2))); 

end 

for j=3:m, 

for i=2:(n-1), 

U(i,j) = s2*U(i,j-1) + r2*(U(i-1,j-1) :+- U(i+1,j-1))- U(i,j-2); 

en.d 

end 
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Utilizando el algoritmo en Matlab 

f =sin(pi*x)+sin(2*pi*x); 

g =0 

a = 1; 

b = 0.5; 

e = 2; 

n = 11; 

m = 11; 

u = ondadif('f','g',a,b,c,n,m); 

whitebg(' w'); 

meshz(T ,X, U); 

xlabel('t'); 

ylabel('x'); 

zlabel('u'); 

view([1 11]); 

Mxl=' Solución de la Ecuación de la Onda por el método de diferencias finitas.'; 

title(Mxl); 

figure(gcf); 

W=U'; 

points = W(:,2:n-1) 

112 



Bibliografía 

(1] Alhiet 0., Cristian M. y Alfonso V. Software para ciencia e ingeniería 

MATLAB , Empresa Editora MACR0-2010. 

[2] Ayres, F, "Ecuaciones Diferenciales", Edición Me Graw-Hill 2008. 

[3] Arenas S., Enrique y Ramírez G., Margarita "Cuaderno de Ejercicios 

de Ecuaciones Diferenciales" Facultad de Ingeniería, UNAM México, 2010. 

[4] Elon Lages Lima, "Algebra Lineal ",Textos del IMCA 

(5] Hornbeck. Robert W, "Numerical Methods Quantum", New York. 

[6] Kenneth Hoffmann- Ray Kunze, "Algebra Lineal ", Printice-Hall. 

[7] Mathews, J.H; Fink, K.D," Métodos Numéricos con Matlab", Edición 

1999. 

(8] Moisés Lázaro e, "Algebra Lineal ",Editorial Moshera. 

(9] R. L Burden y J.D. Faires, "Análisis Numérico", 9a ed. Cengage, 2011. 

[10] R. Leveque, "Finite Diferences methods for Ordinary and Partial Differen

tial Equations", SIAM, 2007. 

[11] Simmons, G. F, "Ecuaciones Diferenciales (con aplicaciones y notas 

históricas)",Edición Me Graw- Hill (1998). 

[12] S. Chapra y R. Canale, "Numerical Methods for Engineers", 6 edición 

Mcgraw- Hill, 2010. 



BIBLIOGRAFÍA 114 

[13] Spiegel R. Murray "Ecuaciones Diferenciales Aplicadas " Prentice-Hall 

México, 1993. 

[14] Walter Mora F. Introducci 'on a la TeorÍa de Números. Escuela de Máte

matica, Instituto Tecnológico de Costa Rica, 2014. 

[15] Zill, D, "Ecuaciones Diferenciales con aplicaciones", Edición Grupo editorial 

Iberoamericana (1998). 


