
UNIVERSIDAD NACIONAL 
"PEDRO RUIZ GALLO" 

~ FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICAS 
V MATEMÁTICAS 

ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMÁTICA 

"La Formulación Variacional del Problema 
de Newmann en los Espacios de Sobolev" 

Presentado por; 
Bach. Mat. Juan Carlos Arbañil Chozo 

Bach. Mat. Luis Antonio Gamarra Ronden 

Asesor 
Dra. Iris Margarita Tejada Romero 

LAMBAYEQUE e PERÚ 
Mayo 2015 



UNIVERSIDAD NACIONAL 

"PEDRO RUIZ GALLO" 

FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICAS Y MATEMÁTICAS 

ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMÁTICA 

'bLa. Formu.lación Variacional del Problema de 

Newmann en los Espacios de Sobolev" 

TESIS 

Para optar el título profesional de 

Licenciado /en 1v1a.temátkas 

presentado por: 

Bach. Mat. Juan Carlos ArbañH Chozo 

Bach. Mat. Luis Antonio Gamarra Rondon 

Asesor 

Dra. Iris Margarita Tejada Romero 

Lambayeque - Perú 



UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO RUIZ GALLO 

FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS 

ESCUELA PROFESIONAL DE INGENIERIA EN COMPUTACION 
E INFORMATICA 

"LA FORMULACION VARIACIONAL PARA EL PROBLEMA DE 
NEWMANN EN LOS ESPACIOS DESOBOLEV" 

TESIS 
PARA OPTAR El TITULO PROFESIONAL DE: 

LICENCIADO EN MATEMATICAS 

PRESENTADO POR: 

Bach.ARBAÑIL CHOZO JUAN CARLOS 
Bach: GAMARRA RONDON LUIS ANTONIO 

SUSTENTADO ANTE El JURADO CALIFICADOR: 

------------~-------------
Mg: Alcides Raúl Cutí Gutiérrez 

PRESIDENTE 

Lic.: M a . • rcedes Castro Cárdena Lic.: Mat: Edgar Uriarte Bernal 
VOCAL SECRETARIO 

Lambayeque-Perú 
Mayo-2015 



·DEDICATORIA 

Al apoyo incondicional de mi far- · 

milia, luz y camino de mi v;da. A 

Angel Santiago, cuya inocencia es 

un motivo de esperanza y lucha. 

--·~· .·· 

Juan Carlos 

Principalmente a Dios, por haberme dado la vida y per

mitirme el haber llegado hasta este momento tan impor

tante de mi formación profesional. 

A mi madre por ser el pilar más importante y por de-

mostrarme siempre su cariño y apoyo incondicional sin 

importar nuestras diferencias de opiniones. A mi padre, 

a pesar de nuestra distancia física, siento que estas con-

migo siempre y aunque nos faltaron muchas cosas por 

vivir jtmtos, sé que estarías orgulloso. 

Luis Antonio 



AGRADECIMIENTOS 

A mis profesores y a mi asesora 

que hicieron realidad este trabajo. 

Por su gran apoyo. 

Juan Carlos 

A mis profesores y de manera es-

pecialla Dra. Iris Tejada Romero 

por sus conocimientos transmití-

dos. 

Luis Antonio. 



Resumen 

En este trabajo se presenta una descripción del método variacional, haciendo un 

estudio cualitativo de las ecuaciones de Newmann en los espacios de Sobolev para el 

caso homogéneo y no homogéneo de existencia y unicidad de la solución, mostrando la 

adaptavilidad del método variacional. 
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Capítulo 1: 

Teoría Matemática del Método 

Variacional 

1.1. Introducción a los espacios Funcionales 

1.1.1. Un toque a la teoría de integración de Lebesgue 

En esta sección revisaremos algunos conceptos básicos de la teoría de integración 

de Lebesgue. Entendemos por un dominio O, un subconjunto de IRn medible Lebesgue 

con interior no vacío (generalmente abierto o cerrado). Sea f : O, -+ IR una función 

medible-Lebesgue e integrable, cuya integral se denota por 

9 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 10 

J ___ .1_ 7 .. J ___ .L. l. _. _ .1.: J_ .1. T .1 --·----- TT_ --~-. _ .. . 1 ...... ___ -- . .L .. !-----·-- .l . .C .. : . .: ••• --
UI.Jl:LUC::: U.t. UC:::lli.J~"cl Lc'L LllCU:fua; ue; .LiCU'C~E)lXC •. l.l.CLE)cUllVO CL!¡i;UllCLl::l llD'úCL\:.lVllt~ J UtlllllClU.UCO. 

Una función medible, se dice que es totalmente acotada sii existe una constante K> O 

tal que if(x)i s K, sobre O. 

Definamos el espacio de funciones 

L:(O) = {f : O -+ ~' integrable según Lebesgue } 

~jemplo 1..1..1.. Sea la función J(x) = X!Qn[o,1J(x), se puede observar fácilmente que J 

no es integrable según Riemann, pero según Lebesgue se tiene que 

rl . . - . .. Jo ap = Pt QJ! r 1 [U, l]J = u 

para 1 S p < oo, y f E L:(O) se define 

.. -" " . " ( /' ' . " . -- .. \ lfp 

llfllv = 11!11Lv(o) := \Jn !Jtxr¡dx} (1.1) 

Para p = oo, escribimos 

\\!IIL=(n) := sup ess\f(x)\ (1.2) 
XE:H 

Observar que 11 · IILP(!l) es solamente una semi-norma, pues muchas funciones no 

nulas, tendrán por ejemplo, 11!1\Lv(!l) =O. Entonces se puede identificar funciones usando 

la siguiente relación: en L:P(O) por f rv g sii el conjunto {x E 0/ f(x) =1- g(x)} tiene 

111.edida nula. Así se define el espacio de Lehesgue 

If(ü) = L(ÜJÍ rv 

UNPRG FACFyM 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 11 

que todas las funciones que pertenecen a la misma clase de equivalencia se representan 

por una sola y diremos que f = g, y de ello se tiene que [ f(:r;)dx = [ g(x)dx y en 

Ejemplo 1.1.2. n = 1, O= [-1, 1] 

( 

f(x) = ~ i, 
x;:::ü 

l 0, X< 0 

( 

g(x) = ~ i, 
x>Ü 

l o, X S o 

.; ·;st v·.,~ 

r 1, Ü < X < 1, X > 1 

h( X) = ¡ ~, X = 0, 1 

Ü, X< 0 

Como .f, g y h difieren solamente en un coniunto de medida nula, entonces son la misma 

función en un espacio de Lebesgue. 

De esta manera, se puede pem>ar que IJ'(O) es un conjunto de clases de equivalencia 

de funciones respecto a la identificación vista anteriormente. Pero en la práctica no se 

pensará que los elementos de V son clases de equivalencia de funciones, más sí como 

funciones definidas. 

Los siguientes resultados se prueban en cualquier texto de teoría de la medida o análisis 

moderno: 

1 T"\ • l 1 1 1 TTul 1 "1 / J 1 1 1 • 1 "f • ~ - T'l1 1~\ 
1.. :ue.,;-¡gucw.ua.u ue n.t.nuer: para J. ::::::: p, q <.... tXJ, ten que- -r- = i, lSl J t: .L· tHJ, y E 

p q 

Lq(n). Entonces fg E L1 (U) y además 

UNPRG FAGFyM 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 

1 1 1 
Generalización: - + - = -, entonces 

p q r 

De ello se sigue para ~ l acotado; 

llflh ~ · · ·llfllp ~ 11111·q · · · ~ ll!lloo, 1 ~ P ~ ª ~ oo 

de donde se tiene la siguiente cadena de mcluswnes contmuas 

12 

2. Desigualdad de Cauchy-Schawrz: es un caso particular de la desigualdad de HOlder, 

cuando p = 2 = q, si J, g E L2 (0), entonces fg E Ll(O) y además 

Si denotamos en L2(0) el producto interno como 

. r . . 
(!, g)P(n) := Jn flx)g(x)dx 

la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa como 

3. La desigualdad de Minkowski: para 1 ~ p ~ oo, si J, g E V(O) se tiene 

UNPRG FACFyM 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 13 

f + g E V(f!) y f3f E V(O), \1{3 E IR. 

Por consiguiente V(O) es un espacio vectorial normado, puesto que II·IIL~>(n) cumple las 

condiciones de una norma, y tenemos los siguientes teoremas que son la piedra angular 

de la Integración de Lebesgue 

1.1.2. Derivada Generalizada 

Consideremos ahora la derivada de una distribución, si un funcional la definimos 

F: K----? R sobre K, definida mediante la función f(x) (en el sentido corriente) por 

¡+oc 
F[rp(x)] = (f(x), rp(x)) = }_= f(x)rp(x)dx 

parece natural definir su derivada por 

dF[rp(x)] j+oo 
---=.=._:....·....:....:.. = F'[rp(:r)] = (f'(x), rp(x)) = f'(x)rp(x)dx 

dx -oo 

Si la. función f(x) es diferencia.ble su primera derivada f'(x) es continua, haciendo uso 

cie la integración por partes en F[cp(x)] con ·u= rp(x) dv = f'(x)dx 

r+oo . . . . . 
- }_

00 

j'(x)cp(x)dx 

f(x)cp(x)l~:- ¡:= f(x)rp'(x)dx 

r+oo 
- f(,..,.,.,.,l( ,...,.,¡,..,. 

1 J \ ~ /'/' \ ~ !""'" 
-oo 

-F[rp'(x)] 
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--- ·--- .. ! f .. \--·-----./: _____ !.! •• J.- -·---1- l.! ...• -·-- ___ J.._----- --L- -- -·- .1---------- J:.. ____ _ ya qu~::; ·ol <pt.._.tJ ¡ to tLli<t rurrc.~vrr uc; IJL utua, bltlll::; ·ovpur ¡,e \J\.Jlll)JctC.I:M y ;:;·e Utl:lVctllt:;\Jt:: ruc:rct 

de un intervalo finito, es decir cp(±oo) =O, por lo cual el primer término de la ecuación 

se anula, obteniendo una expresión en la. que no figura. la derivada de .f(x), y escribimos 

(.f'( x ), cp(x)) = - (.f( x), Y?' (x)) 

Esta nueva ftmcional es lineal y continua sobre K, ya que si Y?(x) es función de prueba, 

su derivada Y?' ( x) también lo es. 

Lo anterior sugiere la siguiente definición. 

Derivada Generalizada 

Llamaremos derivada ddF de la función generalizada F[cp(x)] a la funcional definida 
.x 

mediante ~: = F'[cp(x)] = -F[cp'(x)]. 

1.2. El Espacio de Distribuciones. 

En primer lugar introducimos algunas notaciones para derivadas parciales y mul-

tiíndices: 

Dado un vector x con componentes (x1, x2, · · · , Xn) E :!Rn. Un multiíndice es un vector, 

a= (a1, a2, · · · , an) E Zci; la longitud de a se define por 

n 

ial = l:ai 
i=l 

Para cp E coo, denotamos por 

UNPRG F'ACFyM 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 15 

- ,_ _,_ __ , ___ .1_- ____ ,_l ------1 
a la Utll vaua, pa.1 ~li::tl Ul:l Ui::tl 

El espacio de Distribuciones D(O) puede ser dotado de una topología, la denomi-

nada topología límite inductivo, que no proviene de una norma, pero que es compatible 

con la estructura de espacio vectorial del mismo. 

Nos contentamos con describir en que se traduce la convergencia de sucesiones para esta 

topología. 

Soporte de una función 

Sea cp : O e :n;tn ---+ IR una función, el soporte de una función es la clausura del conjunto 

de puntos donde cp no se anula, y se denota por sop( cp), es decir: 

sop(cp) = {x E O; /cp(x) =/=O} 

Si PJ'lt.P. r.oninnt.o P.S r.omnar.t.o v P.sb'i. P.n P.l int.P.rior rlP D.. P.nt.onr.P.s sP. rlir.P. rmP. l::t. fnnr.ión 
..J .a. .¡ ) .... 

tiene "soporte compacto'', con respecto a O. Cuando O se dice acotado se dice que cp se 

anula en una vecindad de 80 = r 

El 

-5 

UNPRG 
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Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional J~~!;;.. .... 
--~------------------------------------------------------------------~~~~~~=-~8~~~~ 

_,. ' '""' . ,.,.,., ,/',{•). ··\.\t;'VI-~ ~-[(¡·· ~.,. '\:' ll ' .;:.>~ ··~, • ' 
Cl ,i;) ~{!.. \ n· e .Jtf:E ~~t.). 
\\!:''' ~~) f.:::. ~l 

\;~~:~~~11]i?;! 

T _ __ __ .- 1m J. _ 1 ___ _ .e 1 n. _ __ 1 n n' 
.l.JU¡, ..V C: .ll\\. l<al LjUto· J j- U tol:i ~-,:,, -'"}· 

Soporte de i.p = (-2, 2) = [-2, 2). 

Definición 1.2.1. Sea n. r Rn, un dominio c.on r = 80. Se denota el conj1mto de 

funciones U'"(D) con soporte compacto en D(U) o CQ"(D), es decir: 

D(D) = {~.p: O -t R j~.p es diferenciable y de soporte compacto en O} 

Definición 1.2.2. Una distribución o función generalizada es un funcional T definida 

sobre el espacio D(O), que es continua en el siguiente sentido. Para cada subconjunto 

compacto K E O le corresponde e > O y k entero positivo tal que: 

jT(c/>)1 ~e sup jDicf>(x)j, 'tic/> E D(O) 
JjJ:=;k, xEK 

~ ~"' • .... ... ,..... ,.. ,...,., • , "1• , ., • 1 r"\, 1 ro 1 1 1 T""tol/1"\\ "1 

JJeUlUCIUil J..¿;.,> . .Dl el::i]JCI.l:1U ue Wl::iLHUUl:lOllt:S l::iUUre H ::;e Uelllle L:UlllU el UUCI.l .U ~H) Ue 

D(O), es decir 

Notación: Uasremos la notación de dualidad (T, ~.p) para i.p E D(O) 

Dcfi:!!icién 1 .. 2.1. .. Urr:1 di~tr-ibuciérr ecb~c De~ cu!J...lquicr· :!.plic~i6n. T: D(f2) ~ ~ t~! 

que: 

a) T es lineal. 

b) Tes (secuencialmente) continua, es decir, tal que si i.pn -t r.p, entonces T(~.pn) -t 

UNPRG FACFyM 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 17 

Ejemplo 1.2.1. La función generalizada delta de Dirac, se define como (6x0 , cp) = 

cp(x0 ), esta función también se le llama función impulso unitario y se puede observar 

que 6xo E D'(O). 

Ejemplo 1.2.2. Sea m una medida O"-finita sobre conjuntos de I3a.ire de O, se define: 

(Tm,r/>) = 1 rj>(x)m(dx) rj> E D(O) 

Funciones localmente integrables 

Definición 1.2.5. Dado un domlliiu fl, ei conjunío ue funciones iocahneuíe inLegrables 

se define por 

T 1 ( r'\ \ ( r r - T 1 1 T .r'\ U 1 T / - • 1 rl 1 
L1z0c\H)- "\_} . J C: Ll· \_.l\.), V t:.Ulllpcn.:.tAJ .n. L Ubi..HJ 

f Lfoc(O) = {E L1(K), 'i compacto K C O (intO, si O es arbitrario)} 

Recordar que 

TT1\Tnnrt 
Vl"l'l l"L\.r 

L
1
(K) = {f: K--+ lR / ./~ IJI < oo} 

cp --+ (T j, cp) = { fcpdO = { fcpdO 
./n .J Sapcp 
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Notación: Sugeridos por la anterior representación, usaremos también la siguiente no-

tación para cada TE D'(O), por 

(T, cp) = 1 Tcpdfl. 

~ . 1 .· 1 1 • ,. • ,~., . ' , 1· . • . • .....-:-1fl ( r:'t.' 1 ,. .1 ° 1 ·.: T 1. 1 ~ \. 
·ve at::neruu a e:sta nutacaun:se Llene que e1 t:UllJlllltu v-pt; e:sLa cuut.eu1uu eu L!fac~~t). 

Usando este espacio podemos presentar el nuevo concepto de derivada. 

Dada una función fE Lloc(H), decimos que f tiene derivada débil o generalizada, 

Da. f, sii existe una función g E Lf.oJO) tal que 

1 g(x)'P(x)dx = ( -l)lal1 f(x)Dacp(x)dx, Vcp E D(O) (1.4) 

n:· J 1 · .J . 1 ,-.._ nfll r 1 . J • 1 _ .1· 1. 
01 ~CW. y tXll:;"Lt, J:;t Utllllt L/ J .- y t:ll t::l J:;tll"LlUU !;Stlltl i::tll:loi::LUU. 

Definición 1.2. 7. (Derivada Distribucional). 

Si TE D'(O) la derivada ele T ~e defuu~ por ht ~iguiente expre~iún: 

Bjemplo 1.2.3. Hallar lJi f, si f(x) = 1 -]x], U= ( -1, 1) 

UNPRG FACFyM 
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donde 

- -
1
( (1 - !:r:j)cfl'(:r:)rb: 
-1 --¡: cp'(.,;)d:c + ¡: !x!cp'(x)dx 

- -cp(x)j~1 + {
1 

jx:jcp'(x)dx 
J·-1 ¡: lxlcp'(x)dx 

- .l: lxlcp'(x)dx + .i1

jxjcp'(x)dx 

-¡·O :ccp'(x)dx + {
1 

xcp'(x)dx 
-1 lo 

- [ xcpj~ 1 - ;~: cp(:r)dx] + [ x cpj~- .l1 

cp(x)dx] 

¡: g(x)cp(x)dx 

f 1, -1<x<O 
a(x) = -. , l -1, Ü <X< 1 

Por tanto se concluye que en el sentido distribucional 

(D1 j, cp) = (g(x), cp} Vcp E·D(fl). 

de donde se puede observar que 

~L<x <O 

-1, 0<x<1 

··UI'!PRC 
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1.3. Espacios de Sobolev 

Sea el operador D3 = &/&x3 , j = 1, · · · , n. Sea a E Z~ cualquier n-upla de 
n 

enteros no negativos, sea !al =Y": y Da= Ir=1 Df' 
i=l 

Definición 1.3.1. Sea 1 ~ p < oo y m E Zci un entero no negativo, se define 

TT1''1TJ '1l("7'\ .f'" _ T'Tl.(,-...\ f 7""'\r\' - T"'rl/,......_, 1 1 ..- , 

VV .. ,. \H) = fU t: lf (~ l) f J..:r'U t:. UTSt) , para Jr.l'f ~ 'fn, f 

dotado de la norma 

si p = oo 

Aquí siempre tratamos a las derivadas en sentido de las distribuciones. 

Si p = 2, se denota por Hm(n) = wm·2 al espacio de Sobolev que se define por 

el cual es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno 

(u, v)Hm(rz) = L (D'\ D<>:v); u, vE Hm·(ü) 
JaJ~m 

donde (u, v) es el producto interno ordinario en L 2 , también se denota por L2 (D) 

Sea D(fl) el espacio de funciones coo con soporte compacto contenido en fl. El cerrado 

UNPRG FACFyM 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 21 

cual también es uu espacio de Hilbert. 

Para m= 1 y p = 2, definimos al espacio H 1 (D) = W 1•2 (0) y HJ(O) = VV~·2 (0) 

H 1 (0) =La clausura de C0 (D) en H 1 (0). 

Ellos son ambos espacios de Hilbert con el producto escalar 

y norma 

En HJ(O) se define el producto escalar (·, ·) por 

El espacio H 1(0) es separable (ver Brezis pag. 203 ó 264) cuando O es limitado, o al 

menos limitado en una dirección, tenemos la desigualdad de Poincaré. 

{ 

n }1/2 
llu.llp < k tt IDiul 2 

, 'rlu E HJ(D) 

llullp < ki!Vullpcn), \fu E H~(O)} 

donde k es una constante. 

Teorema 1.1. El espacio W!'(O) es ·un espacio de Banach. . r ~ .. 

Demostración. Consideremos una sucesión de Cauchy { Vj }, respecto a la norma 11-llk,p,rl· 

Teniendo en cuenta que justo esta norma es una combinación de normas de 11 ·IILP(l1) de 

UNPRG FAGFyM 
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_, ___ : ___ 1 ... ---------,=-- _, __ --- ---- __ , _____________ ,_ 1.1..,. 1 , ________ .:t .. rnn-. 1 ___ , _____ _ 
Ut~lV(lAXCL'O C,tllt:;}."<),lli'kt\.[()~ 1 Ot "CUlll)JlC qu:c; ]_J<:tl([ "C([U<:t [Lt[ :::::::, ho 1 l<:t ~U"CCO!Ull l.LJ Uj J tO Llt HUc-

vo una sucesión de Cauchy en la norma 11 · IILP(n). Por 1, se dice que existe va E I.l'(O) tal 

que IID"'vj- vaiiLP ---+O, cuando j ---+ XJ. En particular Vj ---+ vO,.··,O := v en V'(fl). 

Solo falta verificar que Dav existe y es igual a va. 

Para ello, observe que si Wj ---+ w en V, entonces para todo r.p E D(fl), se cumple 

Esto se sigue de la desigualdad de Holder 

Para mostrar que na = va, debemos verificar la identidad en el sentido distribucional 

Por tanto 

r ... a._.J.. f 1\lal r .... _(a).J .. ln V "'j/U..h - \-·l.)" ln V<(-'" U..hl 

r .. a.- .J_. 

1 V 'fo'U.IJ 
.n 

1!-- frna_.\ .. .J.
~uu. J \ .1J Vj J'fo'U.h 

J--+oo. n 

Existe otra definición de Espacios de Sobolev que podría haberse hecho por 

1Teorema de Riesz-Fischer: Para 1::::; p < oo; IJ'(O.) es un espacio de Banach separable; L00 (0.) es 

un espacio de Banach. 

UNPRG FACFyM 



Cap.l: Teoría Matemática del Método Variacional 23 

1 ~ p < oo, se cumple que H;(n) = w;(n). 

1.3.1. Desigualdades en los Espacios de Sobolev 

En los espacios de Sobolev existen relaciones de inclusión que se usan muy a 

menudo, cuando las inclusiones de un espacio en otro son continuas. 

Proposición 1.1. Sea O cualqu·ier dominio, k, m E zt tal que k ~m, 1 ~ p ~ oo, 

entonces 

inclusión continua y compacta. 

r"\1 
VDtitlVtlllUtl l}Ut 

( ) 

1/p 

L ID"'ui1P = l!ull·m.,p,n 
!a!~m 

por tanto, tomando la inclusión: 

7/. r---t i ( 71.) = 71. 
' , 

la desigualdad anterior significa que : 

jj·i(u)jjk,p,n S jj·ujjk,p,n 
. • ---1 ..... ~'-' 

'í!u E W""''"'\HJ 
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~---- - _! _! ~ __ -1 n n . n .7 .• •• • . .J. • 1 1 - J77-l- .. ..- m .1. • 1 . . 1 _..,.,. _ / ,.,...- __ 
1 i.upl.R).t~l.uu 1-""· ucu H uvuHn¿u ucu~uau, ru e tl.lo, p, IJ. e:= ~a;~ r¡uc 1. ::::::: p::::::: IJ. ::::::: <Jo..J 1 

entonces 

obser-ve qu,e para k = O se tiene la siguiente cadena 

L00 (0) r · · · r U(O) r · · · r TY(O) r · · · r T}(O) r · · · r T}(O), 2 '5. p '5. q '5. oo. 

Recordar que: 

donde 

(LP(O))' = {T: LP(O,) -+:IR: T lineal continua}, 

algún e> O 

J(T,f)J = l..í Tfi '5. cJJ!IILP Vf E Tl(O). 

1 1 
Si T E LP, y además - + - = 1, entonces, la desigualdad de Holder garantiza: 

r P 

J (T, .f) 1 -::;; cl!.flj r,P con e= JJTJI r,r 

Por otro lado se tiene: 

JITIJ(LP)' = sup J(T,f)l 
]lfi}Lp=l 
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IITIIu·cn) = sup 1 (T, f) 1 

II!IILP=l 

vv;(n) = la clausura de D(n) en w;(n) 

Es natural que estos espacios se pueden caracterizar por 

TV;(n) ={u E w;(O) /u= O sobre r = 80} 

Como w;(n) es espacio de Bnanach, entonces se cumple que TV;(n) es un espacio de 

Banach. 

En particular para p = 2 se denota por 

Teorema l.:l. (Deszgualdad de Po%ncare-F'Nednchs} 

Si O es un dominio acotado en almenas una dirección, entonces para cada k E N :3ck 

tal que 

iiuilk,n ~ ckiulk,n , Vu E H~(n) (1.5) 

Observación. ( 
\~2 ( \~2 

l. lulk,n = L IDauliz 1 ::; 2.::: IDauli2 1 = lluilk,n· 
\iai=k J \iai~k ) 

2. La desigualdad (1.6) implica que 1 lk,n es norma en H~(n). 
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1.3.2. Dualidad en los Espacios de Sobolev 

Sabemos que si V es un espacio de Banach, V' es el espacio dual de V, y la norma 

en V' se define por: 

IT'c) 
IITilv' = sup )Txl = sup )Txl = sup -

11
-·

11 
= sup (T, x) 

Jlxllv llxiJ::;I xEV,#O X llxll=l 

~jemplo 1.3.1. Para 1 :-::::; p < oo 

(V(O))' = {T: LP(O) -+ JR, lineal y continua} 

T : LP(Q) -+ lR 

v r--+ (T,v) = l Tv 
./n 

i i 
Si f E Lq(O), con - +- = 1 

p q 

por desigualdad de Holder se cumple 

j(f, v)j S iifiiLq jjvjjLP, 'iv E V(ü). 

Entonces se cumple que fE (LP(O))'. 

Por otro lado si: 

TE (LP(n))', 

entonces ::le > O tal que: 
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TT ____ .1. _,m ___ , __ ·- .1. n! ____ -·- .L! ____ ___ rn ____ .!_. ____ fl11 ·--- __ ._:. .. L- .1! ,_.. Tafn'l L-1 ·---
V::ii:tllUU tl l.tUltllli:t Ut lUt::i.lJ i:>t ultllt tll p . .nt.lJli:> )Ji:tg. Ul.Jl..lUt t.lU::itt ]1' "C u•t,H) ti:tl 4_Ut 

y de ello se tiene que 

1 1 
U(O) = (LP(O))', -+-=l. 

p q 

1 1 

Definición 1.3.3. Sea 1 ::::; p ::::; JO, k E z+, q E R tal que .:_ + .:_ = l. Se define el 
p q 

espacio Dual de Wk,q por 

su norma 

en particular si p = 2 tenemos H-k(O.) = (Hk(O))' 

Observación. Sean V, W dos espacios de llanach tal que V e f'V; veamos la relación 

de V' y W'. 

Sea T E rV' se cumple 

\(T,w)\ :=::; c.\\w\\w, Vw E Hf 

En particular 

\(T,v)\::::; c\\v\\w, Vv E vV (1.6) 

entonces T E V' con la norma de W. Por lo tanto 

Ttl--'' e V' con la norma de liV: 
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/ it,("Jj .11 \ _ --·- -1--"'--- ltf" ---L~-- ---· -~ 
--... ll·:l fl U 1J V J }Jdl ex. CX.l):; Ull ll'.l , t::ll~U Ut;t::i:i i:il 

TE V', de (1.7) se tendría 

!m \ 1 ..; 11 ·,¡ _... ;, rll 11 ' 1 -- T,. 
\-1: VJI -~ C[]VI]W -~ Ci:Vl [JV[[V: VV C: V j 

Por lo tanto W' e V' si V e Hl (inclusión continua). 

De las inclusiones de Sobolev sabemos que 

de ello se cumple 

obteniendo la siguiente cadena de inclusiones continuas para k entero positivo 

H-k(n) e·.· e D'(n) 

1.4. Espacios de Hilbert 

Espacio con Producto Interno 

Sea H un espacio vectorial, ( ·, ·) : H x H ---+ lHI es un producto interno si: 

i) (x, x) ;::: O, '"ix ~ H. 

íi) (x,x) =O, s1 x =O. 
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···\ / .... 1 _ / ... \ U ... ~ TT • ----'--· 
bH) \(XJ., 7 Jj f - l.X\;t.,.Jj /: V .1.·: Jj e: l.L, LX t;:;t;Q:.lCI.L 

iv) (x, y) = (y, :r). 

v) (x+z,y) = (x,y) + (z,y). 

n 

29 

Ejemplo 1.4.1. Rn, (x,y) = LXiYi, X= (x1, · · · ,xn) E Rn, y= (yb- ·- :Yn) E Rn 
i=l 

Demostraremos que (x, y) es un producto interno 

·i) (x, x) ~O 

n 
(:t, x) 

~ 

¿xixi 
i=l 
n 

I:xt 
i=l 

,..., •) > o \..;UlllU :L'i 

(x, x) > O. 

ii) (x, x) = O ~ x = O 

(:r, :r) - o 
n 

)x; o 
¿,_...¿ 

·i=l 

~x? z o para cada i. 

~JxiJ - o para cada i. 

~Xi O para cada i. 

~;¡; o. 
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n n 

iii) (ax, y)= l:)axi)Yi =aL XiYi = a(x, y). 
i=l Í=l 

n n n n 

i=l i=l i=l i=l 

v) (x + z,y) = (x,y) + (z,y). 

n 

i=l 
n 

i=l 
n n 

L X,¿yi + ¿ ZiYi 

i=l i=l 

- (x,y) + (z,y) 

Luego : (1Rn, (-, ·)) es un espacio con producto interno. 

00 

Ejemplo 1.4.~. i2 - r 1 ' 
i_X = \_Xn)nEN 

~1 IIJ . '\ • '1, L [Xnr <. +oo) es un e:;rpac:w con proaucto 
n=l 

interno, con 

00 

(x,y) = LXn ·yn 
n=l 

00 

Demostraremos que (x, y) = L Xn · Yn es un producto interno. 
n=l 
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= 
(x, x) L Xn.Xn 

n=1 
00 

00 

fx .. r.\ - "\' l.r._J 2 > O 
\ 1 1 .1--J 1 ... ¡ -

n=l 

(x,x) > O 

ii) (x, x) = O ~ x = O 

(X) 

(;-e, x) L Xn.Xn 

n=l 
(X) 

~ x O para cada n. 

iii) {ax, y) = a(x, y) 

00 

(ax, y) 
n=l 

(X) 

a(x, y) 
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.. \ 
~U) 

v) (x+z,y)=(x,y)+(z,y) 

Propiedades 

= 
(y,x) LYn·Xn 

n=l 
00 

LYn·Xn 
n=l 

= 
- LXn·Yn 

n=l 

- (x, y) 

= r-"'\ . . 

2__)Xn + Zn)Yn 
n=l 
00 

n=l 

= 00 

- L Xn·Yn + L Zn·Yn 
n=l n=l 

(x, y)+ (z, y). 

Sea ( H, ( ·, ·)) espacio con producto interno 

'i) (z,x+y) = (z,x) + (z,y). 

ii) (x, ay)= a(x, y). 

Desiguaidad. de Cauchy-Schwartz 

!(x,y)! S (:r,:r) +(y, y), V:c,y E H. 

UNPRG 
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F"'\.1---------!~-- ("'1 __ ITT 1 \\ --·- __ ;_ ---- _ -·- J_ __ L_ .: __ 1...--·---
"\J'lJOtl. Vd.LlUJ.J.. 0t<:L \-1~: \": '/) tti)JdL.lU L.Vll jJ:tVUUL.t.U lllt.t:lllU. 

11 X 11 = .¡r;;::;;;) '1/ X E H 

define una norma sobre H. 

La norma proviene de un producto interno. 

·\ 11 11 ....... rl 

~, IIXII :::::::u 

llxll J(x,x) 

¡;¡p .c::~hP nnP lrr rr\ > o ·-·- ---·- ... ·-.l.~·- ,-, -, 

===} .¡r;;::;;;) > o 

===} llxll > o 

ii) llxll = O {::==? x = O 

\\xll u 

.¡r;;::;;;) o 

~ frr rr\ 
\-, -¡ o 

{::==? X o 
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••• , 11 - •• 11 1 - 111 .11 
Hb) IIU..&IJ - IUIJI·LIJ 

llaxll V(ax,ax) 

1\,v.,·JI , lrv rvlrr r\ 
n·-·-11 v--... ~-~\-;"""-, 

llaxll - vlal2(x, x) 

iv) !!x+:u!! < J!x!! + !!~!! 
··-

llx+yll2 - (x +y, x +y) 

- (x, x) +(y, x) + (x, y)+ (y, y) 

llxll2 + 2Re( (x, Y)) + IIYII2 

- llxll2 + 21 (x, Y) 1 + IIYII2 

llxll2 + 2vr;:;)V<Y:Y} + IIYII2 

llxll2 
+ 2llxll IIYII + IIYII2 

!J:r. + v!!2 < (il.r.ll + llull)2 
,11 11 · IIV IIJ 

llx+y!i < llxii+IIYII 

Si la norma proviene de un producto interno entonces: 

j(x.y)J < !!:r!!-!!Y!! 
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T- __ ----.- 11 11 _____ .....! ____ .l.---- _ ··- .l ... L. :: •. .L.-----_ .. ! ---- .. 1. l. l ___ .1.1 _ .... 1.1. ···-·--. _ 
Ll"ct. 11\.)Ull"ct. 11 - fl ¡n.DVll:;ll:C Ut Ull lJJ.DUU:c;;;~\.) lllttlll\.) ;,1 1.:-Wll¡.Jlt lct rty Utl lJctlctltlDoli:UllU. 

- (x,x) + (x,y) + (y,x) +(y, y) 

• !lx- Yll 2 
- (x-y, x-y)= llxll 2

- (x, y)- (y, x) + IIYII2 

Sea (H, (-, -)) un espacio con producto interno. 

El espacio H es de Hilbert con 11 · 11 si 

i) H e.s de Banach con 11- 11· 

••\ 11 11 -·-··--··-··-- .1 .. 1 -·-··· .1. •.• 1 .. =-·'-·-··· .. ¡,¡,) Jl • ]l }Jl LIVCllC,ct UCl }Jl. LIUUlAM lllLCl.ll.U. 
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1.4.1. Algunos Espacios de Hilbert 

l. R" con llxll = (t. lx;l') 
112 

En efecto: 

(Jrtn, 11 · 11) es un espacio de Banach 

El producto interno en IRn. 

n 

(x,y) - :L:x·y· ••• 
i=l 

n 

(x,x) )x·x· • 2· 
-...J 

i=l 
n 

- I::!xi[2 

i=l 

(x,x) !lxll2 

!!xl! - ~ 

LllP.P"o: 11 · 11 P.n ~n nroviP.nR rlP. 1m nrorlnr.to intRrno. 
\..Jo 11 11 .L ... 

En efecto: 

ZZ es un espacio con producto interno 
00 

(x, y) = L xi'[h; x = (xi)iEN; Y= (Yi)iEN E l
2

• 

?-,, ( 00 ) 1/2 

(l2, 11·11) es tm espacio de Banach con !!xll. = tt lxii 2 
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00 

(xl y) - "2:xiYi 
n=l 

00 

(xlx) LXiYi 
n=l 

00 

(xl x) - "2:1xil 2 

n=l 

(x,x) IJxll 2 

llxll ~ 

* 11 · 11 proviene de un producto interno. 

Luego: 

l2 es Hilbert con 11 · 11. 

1.4.2. Funciones Lineales 

C"1 . TT .... •. 1 TT"ll J • , • 1 .J . • ... 1. / \ . . 11 11 
ota. v un tt>pa.~1u ut u.uutll! ..:,uu pluuu..:,tJu tl:!Ga.la.l ,., ·¡y Huuua. 11 • IIV· 

Definición 1.4.1. (Funcional Lineal). 

U na fum:ional lineal en V es una función: 

L:V --+ lR 

'U ~ L(u) 

tal que L(au + (3v) =aL( u)+ (3L(vL Va, (3 E lR 
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Una funcional lineal es acotada (contínua) si existe CE JR+ tal que 

jL(v)i :S CiJviiv "iv E:: í/ (1.7) 

Ejemplo 1.4.3. V= L 2 ([a: b]) 

g f---t l(g) =lb g(x)dx 

Veamos: 

( i) Linealidad: 

l(CY.!J + /Jf) = t [üg(x) + ¡3.f(x)]dx = 0: r g(:r)Jx + ¡3 t f(x)dx = (Y.l(g) + (3l(j') 
Ja Ja Ja 

Es acotada, puesto que por la desigualdad de Cauchy-Schawrz 

ITf~\1 
1"\li}l 

ll(g)i < 

l. 5. Teorema de la Traza 

Teorema 1.3. Supongamos q-ue O es un abierto acotado de JRn de frontem 80 usufi-

cientemente regulaT ". Entonces V(O) es denso en H 1 (0) y la aplicación: 

'Yo : V t-+ 'Yo V = Vlan 
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~ - l·r:,... 'V { 

~~ :r.~ ~-> e . .- 4 t 

_C_a_;;;_p_.l_: __ ']_eo_rí_a_:t\_tl_a_t_e_n_lá_t_ic_a_d_e_l_M_e_'t_o_d_o_V:_a_.n_· a_c_io_I_la_.l ________________ \_!'~..,_;~;o:..,~lffit 

de 'D(D) e;n C 0(BD) se; vwlon.gct pvr wnt'imúdad en 'Uíict aplicación lineal wntinua de; 

H 1 (0.) en L2 (80.), también denotada por lo· 

La, aplicación {ü así definida se llttmn: uplicación t-raza, 7l su vn..lcr {ü l7 p~ru une, 

función V de H 1(0.) se llama traza de V sobre 80.. Es importante hacer notar que la 

imag~n 'Yo(H1 (0.)) es un subespa.cio propio de L2 (80.), es decir, la aplicación 'Yo no es 

so breyectiva de H 1 (O,) en L 2 ( 80.). 

Aplicación de la Traza 

Entonces HJ(O.) es el núcleo de la aplicación traza lo de H 1(0.) en L 2 (80.), es decir. 

TT1 ,,......., rT ... - TT1 r~\ T rl n."l 

flo\H) = i._Y t: n \~l): V ian. = UJ 

es decir, ¡ 0 sobre funciones de clase C1 , es su restricción sobre é)O,. 

--. ........ .. ...... T"o. / ' ....... 1/l:l/.-..,....., ............. ...-...-1/1:),.-,,......, .. ...,..,,....,,....., 
!'\lota. ,t;n reauaaa, .ttangonoJ = r-r'~t_mt;. t"or 10 tanto, n~~~~OHJ es aenso en 1./\0HJ. 

Fórmula de Green para funciones de HJ(n). 

V'U, 'V E Hó-(D), se tiene: 

Vi= l,n 

Fórmula de Green clásica a las funciones D(O.): 
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normal. 

Demostraremos que: 

1 !:::.:u.vdx = - L \7u.\7v, Vv E ego 

En efecLu; 

Hacemos ·u = 'l.tx¡ 

Reemplazando en Teorema de Green clásica o Teorema de divergencia: 

~ 

Tomando L tenemos. 
i=l 

UNPRG 

~ 

L 1 'Ux;x¡ V dx 
i=3 n 

-~ 

j .. t 'Ux;x; V dx 
n i=3 

L !:::..u.v dx 

r !:::..u.v dx 
.In 

=?- L !:::..u.v dx 

~ ~ . 
- L 1 Ux;Vx¡ dx + 2:: j Ux¡V ·-/ds 

i=l n i=l an 
~ ~ -l t UxiVx; dx + l t Ux¡V -/ds 

n i=l an i=l 

3 - -1 \7u.\7v dx + 1 L Ux; "'•/vds 
n an i=l 

- r \7u.\7v dx + r ~o ln . lan 
-L '\lu.'\lv dx. 

40 
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1.6. Método Variacional 

l. Se precisa la noción de solución clásica y de solución débil en los espacios de 

Sobolev, y se demuestra que toda solución clásica es solución débil. 

2. Se establece la existencia y unicidad de la solución débil usando el Teorema de 

Lax-Milgram. 

3. Recuperación de la solución clásica, se demuestra que si una solución débil se le 

suma la regularidad se logra recuperar la solución clásica. 

Definición 1.6.1. Sea H liD espacio de Hilbert. Se dice que la forma bilineal 

a:HxH --+ Tht 

(u, v) r---+ a( u, v) 

es continua si existe una constante G > O tal que 

a( u, v) ::; Cllu!!H!!v!!H, Vu, vE H, 

y es H -ellpt'ica si existe una constante a > O tal que 

En caso de existir, C y a son llamadas constantes de continuidad y elipticidad, respec-

tivamente. 
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A contirülació:n: presentaremos el teorema de Lax-Milg:ram, importante paTa el 

estudio de existencia y unicidad de la solución. 

Entonces para cada fE H 1 (f lineal y continua) existe un único u EH tal que 

.~{M no\ - / /' .,\ 
'-"\Lb' u J - \J ' u 1 'iv e :l! 

además, s~ a es simétrica, entonces u es caracterizado por la propiedad 

1' ' ,_ ' o (1' ' ·- .1 
-a( u, u)-(!, u)= min < -

2
alV,'V)- (!, v¡ ~ 

2 vEH l ) 

Demostración. Ver [3]. 
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Capítulo 2: 

Formulación Variacional de Problemas 

de Contorno 

2.1. El problema de Neumann hotnogéneo asociado a 

la ecuación ---:- 6. :±- I 

Sea O e IR3 un conjunto abierto acotado de clase C 1. Dado f E V(n). Hallar 

'U; f2 ----+ 0 y Solución de, 

- b:..'U + U - f en 0 

{)u - o sobre an. on 

43 
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Bu Bn 
donde on es la derivada normal exterior de u es decir 0~ = \lu¡ siendo ¡ el vector 

unitario exterior a an. 

Supongamos que u E H 2
, de modo que la ecuación anterior tiene sentido, para 

esto tomemos una función test vE H 1(n). 

Multiplicando la primera ecuación por una funeión vE H 1(0) e integrando en n. 

1 -/),.u.v dx + 1 u.v = 1 fv dx \:fv E H 1(0) (2.2) 

ULili?L.amlu la fórmula de Green: 

-In /),.u.v dx = 1 Vu.Vv dx -Ion ~:.v ds, 

de modo que la ecuación anterior nos queda 

{ Vu.Vvdx- { ~u.vds+ { u.vdx 
Jn Jan un Jn 1 fv dx, \:fv E H 1 (0) (2.3) 

. Du 
temendo en cuenta que an =o sobre an, obtenemos 

1 Vu.Vv dx+ 1 u.v dx = L fv dx, \:fv E H 1 (0) (2.4) 

Por lo tanto el problema (2.4) recibe el nombre de formulación variacional o débil, 

como: 

heJlar un u E H 1(0.) tal que, 

In Vu.Vv dx + 1 u.v dx (2.5) 
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Teorema 2.1. El proble1na artterivr tiene solución ú;áw. 

Para. la. demostración de este teorema. utilizaremos Lax-Milgran. 

a( u, v) = 1 (\7u.\7v + u.v)dx 

y L : H 1 (0) ---+ IR definido por 

L(v) = 1 f.v dx. 

Demostraremos la. Bilinealidad. 

En efecto 

VA., Jl E IR, u, v, w E IJl(O) se sigue 

a(A.u + JLV, w) - In V'(A.u + J.LV)V'w + (A.u + J.LV)w dx 

- In [(A. V' u+ fJ.\7v )\7w + A.u.w + ¡.w.w] dx 

A. In \7u.\7w dx + ¡.t 1 \7v.\7w dx +A. L u.w d:c + ¡.t 1 v.w dx 

- A¡ (\7u.\7w + u.w)dx + ¡.t L (\7v.\7w + v.w)dx 

Aa(u, w) + ¡.ta( v, w) 

45 
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Para la linealidad de la otra componente se demuestra en forma análoga. 

a(w, >..u.+ ¡w) 1 \7·w\7(>.u +¡LV)+ w(>.u + ¡w) dx 

r '( , .,...., + " , ,_, . , . , d 
- ln[AVU JLvV)VW+A7L.'W+/1•1J.7Vj X 

)..1 \7u.\7w dx + ¡¡, 1 \7v.\7w dx + >..1 u.w dx + 11.1 v.w dx 

), . r (\Jw \Jn + 111.11.)dx +JI 
1
l (\Jw.\Jv + 'UJ.·v)dx .In . n 

>..a(w, u)+ ¡¡,a(w, v) 

Por lo tanto a( u: v) es bilineal. 

Continuidad se obtiene gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz, en efecto 

\a(u:v)\ < L iu!l·vjdx+ L jY'ujjV'vjdx 

< CL Jui'f' (.L JvJ2dx r + (.L JVuJ 2dx r u~ JVvJ2dx) 
112 

< (.L juf + j\7nj2d:r.) 1/2 (1 jvj2 + j\7vj2d:r.) 1/2 

+ (1iul2 + j\7uj2) 1/2 (L !vl2 + j\7vj2) 1/2 

2 ( /iul 2 + 1Vui2
) 

112 

( { lvl2 + Jvvj 2dx) 
112 

.In .In J 

2 (11ull~2(n) + IIV"ulll2(n)) 
112 

(11vll12(n) + IIV'vlllzcn)) 
112 

===} la( u, v)l ::;; 2\lui!Hl(n) !lviiHl(n), la constante de continuidad es C = 2. 
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IJ1-elipticidad se obtiene de la definición de norma en II1
, 

a( u, u) k (V'u.\l1L + u.-u)dx = L ((V'u.) 2 + u2)dx 

- livulil2(n) + iluili2cn) 

==?- a( u, u) ~ \\·ull~l(n)' la constante de H 1-elipticidad es a= l. 

Finalmente L : H 1 (O) -t R definido por 

r 
L(v) = Jn f v dx 

47 

es lineal y continuo Demostraremos la Linealidad, en efecto: Vu, vE H 1(0) , A, J.L E R 

se sigue: 

L f(Au + wv) dx 

A j' f.u dx+J.L f f.v dx 
.In .In 

- AL( u)+ ¡.¡,L(v). 

Continuidad, usando desigualdad de Cauchy-Schwartz y Jlu\IL,:• ::;: \\u\\Hk y f E L2 (0) 
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fijo se sigue 

IL(u)i llfudxl 

< r 
Jn lfiiul dx 

< ( ) 1/2 ( ) 1/2 L lfl 2
dx fniul

2
dx 

IIJIIP !lniiL~ 

< !!JIIP· !!ui!Hl si k= IIJIIL2 

se sigue la continuidad. 

Por lo tanto, como las hipótesis del teorema de Lax-Milgram se verifica, se tiene que el 

problema variacional (3.5) tiene única solución ·u E H 1 (0.). 

Recíprocamente, si u E H 1(0.) es solución del problema débil, entonces podemos recu-

perar las ecuaciones de la formulación fuerte. 

Sea rp e D(D.) = C(;" e H 1(0.) de la ecuación (2.4) se tiene 

In '\!u '\lrp dx+ In urp dx =In f rp dx, 'í!rp E D(U) 

Interpretando las integrales como productos de dualidad entre D'(D) y D(D), podemos 

escribir 

('\!·u, vrp)D'(D),D(n) +(u, cp)D'(D),D(n) (!, rp)D'(n),D(n), Vcp E D(D) (2.6) 

y por definición (2.7) de derivada en sentido de las distribuciones tenemos 

(V'·u, V'cpJD'(n),D(n) = (-L~:u,cp)D'(n),D(n), y por propieda.tl de producto interno se sigue 
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en (2.G) 

(-.6.u, V?)D'(n),D(n) +(u, cp)D'(n),D(n) (!, cp) 

( -.6.u +u - f, rp) T>'(n),n(n) O~ 'ifcp E D(D) 

Y así podemos recuperar la ecuación de la formulación clásica en el sentido de distribu-

ciones, 

-.6.u +u - f en D'(D) (2.7) 

Como fE L2 (0) y u E L2
, desde que u E H 1(0), se tiene 

-.6.u +u (2.8) 

Para recuperar la condición de contorno se necesita cierta regularidad en la solución. 

En efecto, si suponemos que u. E H 2 (D) tiene sentido integrar por partes en la ecuación 

[)u 
de la formulación débil (2.5), V·u E L2 (D) además, como ·u E H 2 (D) entonces oxi E 

H 1 
( D), 1 :::; i :::; 3 y por lo tanto se puede definir las trazas de estas funciones 0°~ 1 , 1 :::; 

Xz an 

i:::; 3, que pertenecen a L2 (DD). 

La función ')'i ~u.i es una función de L2 (D) por ser producto de una función de 
ux, an 

L=(éJO) y otra de P(O) y podemos definir la derivada normal. 

3 

ou 1 """ . ou -;:¡- = Vu."f =L... "l-8 . 
un an i=l x, 

(2.9) 
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como .función de L~(éJD) 

- r ~'UV dx + r ~U V ds + r U'V dx 
Jn Jan un Jn 

f(-~u+u)vdx+ f ~uvds 
Jn Jan un 

Pero por (2.8), 

k fvdx, Vv E H 1(D) 

L fvdx, Vv E H 1(0.). 

i. l. 8 l. fvdx + a u Vds= fvdx, Vv E H 1(0.) 
. n . an n . n 

entonces 

¡ au 
-v - O, 

an an 
[Ju 

=} -a = o, en an. 
n 

50 

(2.10) 

(2.11) 

2.2. El problema de Neumann no homogéneo asociado 

a la ecuación -~ + I 

Dado f E L2 (D) y g E H 2
• Hallar u definida y solución de, 

-~u+u 

a u 

an 

.f en n 

g sobre an. 

donde ~~ es la derivada normal hacia afuera sobre la frontera den. 

(2.12) 

Supongamos que u es suficientemente regular de modo que la ecuación anterior tenga 
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sentido, por ejemplo que ·u E JI2 (0), entendiendo las derivadas en sentido de distribu-

ciones, para esto tomemos una función en H 1(0). 

Multiplicando la primera ecuación por una función vE H 1(D) e integrando sobre D. 

L -b..u.v dx + L u.v fntvdx enO (2.13) 

Utilizando la fórmula de Green: 

r flu.v dx = r \l·u.\lv dx- r e: .V ds, 
Jn Jn Jan n 

obtenemos 

- r b..u.v dx = r \lu.\lv dx- r ~u.v ds 
Jn Jn Jan un 

(2.14) 

de modo que la ecuación anterior nos queda 

i. l"o i' i" \lu.\lv dx- [/ .v ds + ·u.v d:r = fv d:t , \lv E H 1(0) (2.15) 
.n .an n .n .n 

y utilizando la condición de la. frontera. ~~ = g sobre 80 se sigue que 

{ \lu.\lv dx + 1 u.v dx = 1 fv dx + { g:u ds , \lv E H 1 (n) (2.16) 
Jn n n Jan 

esta ecuación tiene sentido aunque u no esté e.n H 2 (0), basta con que u. E H 1 (0). 

Por lo tanto el problema (2.15) recibe el nombre de formulación variacional o débil, 

UNPRG FACFyM 



Cap.2: Formulación Variacional de Problemas de Contorno 

cmno: 

Dada fE L2 (0) y g E H 112 , hallar un u E H 1 (0) tal que, 

f \lu.\lv dx + f ·u.v dx = f f.v dx + { g.v ds 
Jn ln ln len 

Teorema 2.2. El problema anterior tiene solución única. 

Para la demostración de este teorema utilizaremos Lax-Milgran. 

Sea u, vE H\ a: H 1 (0) x H 1(0) ~:IR definida por 

a(u,v) = 1(\i'u.'Vv+u.v)dx 

y dado f E L2 (0) L : H 1 (O) ~ :IR definido por 

f(v) = f fv 4q; + { 9~1 rf;;; · Jn Jn 

Demostraremos la 

Bilinealidad. V>.., f-L E JR, u, v, w E H 1(n} se sigue. 

a(.\u + p,v, w) In [\7(.\u + p,v)\lw +(.\·u+ p,v)w]d:z; 

j~ (>.. \lu + p,\lv)\lw + .\u:w + f-LV.w dx 

52 

- ,\ f \lu.\lw dx + J-L f \lv.\lw dx + ,\1 u.w dx + J-L { v.w dx 
Jn Jn n Jn 

.\1 (\l'l.t.\lw + u.w)dx + ¡.t k (\lv.\lw + v.w)dx 

.\a( u, w) + p,a(v, w) 
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Para la linealidad de la otra componente se deuiuestra en forma análoga. 

a(w, >..u+ ¡.¿v) L 'Vw\l(>.u + ¡.¿v) + w(>..u + ¡tv) dx 

k [(>..\lu + JLVv)\lw + >..u.w + ¡.w.w] dx 

>.. ¡ \7u.\7w dx + ¡.¿ 1 \7v.\7w dx + >.. L u.w dx + fJ· 1 v.w dx 

>.. { (\7w.\7u + w.u)dx + 1-l { (\7w,\7v + W,'v)dx ln .In 
>..a(w, u)+ ua(w, v) 

Por lo tanto a es bilineal. 

Continuidad, se obtiene gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz, en efecto 

Ja(u:v)l < L Jull·vJdx+ L Jvull\lvldx 

< (L lul')"' (11vl'dx r + (L IVul'dx r (L IVvl'dx r 
< (117/,1 2 + I'V7J.I2'1x )

112 

(11vl2 + lvvl21:r.) 
112 

+ (In lul2 + l\7ul2
) 

112 (L lvl2 + l\7vl2
) 

112 

2· (./~ iul2 + l\7ul2 
)

112 

(./~ lvl2 + jvvl~dx )
112 

2 (iiulli2(n) + ll\7·uili2(0)) 
112 

(11vlll2(n) + ll\7vlli2(0)) 
112 
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Jl1-elipticidad se obtiene de la definición de norma en JJ1(0), 

a( u, u) - k (\7u.\7u + u.u)dx =k ((V'u) 2 + u2 )dx 

11Vu11:~,2(n) + llull'~,2(n) 

===?- a(u,u) :2: JJ·uJJj¡l(n)' la constante de H 1-elipticidad es a= l. 

Finalmente dado f, g E L 2 (0) y 

L H 1(0) ---1- lR definido por 

L( V) - r f V dx + r g V ds 
Jn Jan 

Demostraremos la 

Linealidad, Vu, v E H 1(0) , ).., ¡.¿ E lR se sigue: 

L(>..u + ¡.¿v) { J(A.u + ¡.¿v)dx + { g(>..u + ¡.¿v)ds .In .lan 
- r (>..fu+ ¡.tfv)dx + r g(A.gu + ¡.tgv)ds ln lan 

)., f fudx+¡.¡, f fvdx+A. f guds+J.L f gvds 
k k kn kn 

>-.. [L f u dx + 1n g u ds] + J.L [L f v dx + 1n g v ds] 

- A.L(v.) + ¡.tL(v). 

Continuidad, 

si hacemos l(v.) =k fvdx y z(v) = hn g. V· ds. 
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(2.17) 
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Ent.onces en (2.16) se sigue 

L(v) = l(v) + z(v) (2.18) 

La Continuidad de l se sigue de Cauchy-Schwa1tz y la desigualdad 11 · 11 p ::; 11 · 11 Hl (n) 

ll(v)l L l!llvldx 

< (i lfl2dx) ~n_ (L lvl2dx) V~ 

tomando k= II!IIP se sigue la continuidad del 

NosTe.sta demostrar la continuidad de z·, uLili~ando la desigualdad II·I\L2(an) ::; Gil· i!Hl(an) 

y para g E P(O) fijo se sigue 

lz(v)¡. < 1¡g.[[vl ds 
an 

< (l ) 1/2 ( l ) 1/2 an lgl2ds + . an lvl2ds 

- 11.9ii.Pcan) \lv[IP(qn) 

< 1\g\IPcan) \lv\IHl(on) 

tomando K 1 = i!g\lpcan) se sigue la continuidad de z 

Luege como l y z son eoubiuua.s de (2.17) se sigue que L es continua. 

Por lo tanto, como las hipótesis del teorema de La..x:-Milgram se verifica, se tiene 

que el problema variacional (2.11) tiene única solución 'U E H1(0). 
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Recíprocamente, si u E !Jl(O) es solución del problema débil, entonces podeuios recu-

perar las ecuaciones de la formulación fuerte. 

Sea <p. e D(O) = Cg"' e H 1(0) de la ecuación (2.15) se tiene 

in V u V ~.pdx + u~.pdx 

pero [ gcp 
lan 

Luego L VuVrp + u.!.p dx 

{ frp dx + {' grpds, Vcp E D(D.) 
ln lan 
O, pués <pE Cgo(D.), 

podemos escribir 

(Vu, Vcp)D'(n),D(n) +(u, 'PlD'(n),D(n) (!, cp) D'(n),D(n) Vrp E D(D.) (2.19) 

y por definición de derivada. en sentido de las distribuciones, tenemos 

(Vu, Vr.p}D'(n),D(n) = (-~u, r.p}D'(n),D(n), y por propiedad de producto interno se sigue 

en (2.18) 

(-~u, cp) D'(n),D(n) + (1t, cp) D'(n),D(n) - (f, cp) 

(-~u+ u - f, cp) D'(n),D(n) O Vcp E D(n) 

Y así podemos recuperar la ecuación de la formulación clásica en el sentido de distribu-

oiones, 

-~u+u - f enD'(D.) 
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Como f E L~(O) y u E L2 (D), entonces /~:u E U(O). 

(2.20) 

Para recuperar la condición de contorno se necesita cierta regularidad en la solución. 

En efecto, supongamos que u E H2 (D) tiene sentido integrar por partes en la ecuación 

de la formulación débil, y tlu E L2 (S1) 

Si u E H 2(D) entonces ::~ E H 1(0), 1 ~ i ~ 3 y por lo tanto se puede definir las trazas 

de estas funciones Bu 1 , 1 ~ i ~ 3 que pertenecen a L2(8D). La función ,.yi
0
°u 1 es 

~00 ~00 

una función de L 2 (8D) por ser producto de una función de L00 (8D) y otra de L2 (80) y 

podemos definir la derivada normal. 

(2.21) 

como función de L2 (8D) 

Luego 

r -tluv dx + r aau vds + r u:u dx 
Jn Jan n Jn 

{ fvdx + { gvds, \fv E H 1(!2) 
Jn Jan 

Pero por (2.19), se sigue 

{ .fvdx + . { {)u v ds = { .fvdx + { gvds, Vv E H 1 (O) 
./ n ./ an Bn .J n ./ an 

eJ:!.tpnces 

r (OU- g) Vds 
lan an 

au 
Entonces, -

0 
= g en 80 

n 
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Conclusiones 

l. La formulación variacional o enfoque variacional es una herramienta muy útil para 

el estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales parciales por permitir estudiar las 

soluciones en un ambiente muy general, y asf superar la problemática presentada 

por los métodos clásicos. 

2. La formulación variacional es de fácil adaptabilidad a diversas situaciones e:x.'})liesta 

de manera parcial en el presente trabajo. 

3. La formulación variacional ha permitido que sea la técnica preponderante para el 

análisis de problemas de ecuaciones diferenciales parciales. 

4. La formulación variaciona.l destaca por la aproximación de sus soluciones, basada 

en demostrar que toda solución fuerte o clásica es una solución débil. 

5. En el problema de Newmann solo la primera condición de contorno aparece en el 

espacio funcional elegido para resolver el problema que es muy diferente a otros 

problemas como de Dirichlet y los problemas mixtos. 
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