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RESUMEN 

En esta tesis, se hace un estudio bibliográfico sobre la aplicación del teorema de Perron
Frobenius en la jerarquización de las páginas web. 

La tesis se divide en tres capítulos: 

En el primer capítulo, es el marco teórico sobre la teoría de grafos así como su 
representación gráfica, en la sección 1.1, se revisan definiciones y resultados sobre grafos 
dirigidos, en la sección 1.2 se estudian los Subgrafos y sus propiedades, en la sección 1.3 
se define una matriz de adyacencia, así como también se determinan condiciones bajo las 
cuales existe la inversa de una matriz y su aplicación en el cálculo de valores y vectores 
propios. 

En el segundo capítulo, se revisan resultados útiles para la demostración del teorema de 
Perron-Frobenius, en la sección 2.1, se definen los espacios de Banach y sus principales 
propiedades, en la sección 2.2, se demuestra el 'eorema del punto fijo de Brouwer, así 
como el teorema más importante de esta tesis, es decir el teorema de Perron-Frobenius 

En el tercer capítulo, se muestra la técnica del PageRank así como una aplicación de la 
teoría descrita en el capítulo 2, en la sección 3.1, se presentan las definiciones 
relacionadas con internet, en la sección 3.2, se describe el algoritmo PageRank, mediante 
el cual Google jerarquiza sus páginas Web, en la sección 3.3, se muestra una aplicación del 
teorema de Perron-Frobenius, para seis páginas Web, poniendo de manifiesto la fuerza de 
la técnica revisada en esta tesis. 
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CAPÍTULO 1: GRAFOS 

Las líneas telefónicas, las líneas de televisión por cable, el transporte colectivo, las líneas 

del metropolitano de la ciudad de Lima, los circuitos eléctricos de nuestras casas, los 

3circuitos eléctricos en los automóviles, constituyen ejemplos particulares de lo que en 

Matemáticas se conoce con el nombre de grafos. En este capítulo se tratará de explicar lo 

que son los grafos, sus tipos, y algunas derivaciones de ellos, así como su representación 

gráfica. 

El siguiente mapa representa un grafo de las rutas de transporte entre las ciudades de 

Chota y Lima. 

.ii3,¡l,ilJ3.l•W..lJ::C..l 

N1 \li3.1M.ilA 
} 

Fig.l.Rutas de transporte entre las ciudades de Chota y Lima. 

En la siguiente sección se definen los tipos de grafos existentes. 
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l. GRAFOS 

Definición: Dados dos conjuntos V y E , donde V ;::::: { v11 v2, ... , Vn} cuyos elementos V¡ son 

llamados vértices o nodos y el conjuntoE = { e11 e2, ... , en} e V x V, cuyos los elementos ek son 

llamados aristas o arcos, con e1c E {vi, vi}, vi* vi. Al par G =(V, E) se le llama grafo. 

Generalmente un grafo se representa mediante una serie de puntos(l'os vértiCes) 
conectados por líneas (las aristas) como se muestra a continuación. 

Fig.2.Un grafo y sus elementos 

El siguiente gráfico muestra que al buscar una información en internet se origina un grafo, 

en donde los vértices están constituidos por las páginas web y las aristas son las 

conexiones que existen entre estas páginas web. 
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Fig.3.Búsqueda de información en Internet vista como un grafo. 

Existen dos tipos de grafos, los dirigidos y los no dirigidos, en particular se denotará los 

grafos dirigidos. 

1.1 GRAFOS DIRIGIDOS 

Definición: Sea V un conjunto finito de puntos no vacío, un grafo dirigido o dígrafo G 
sobre V está formado por los elementos de V (llamados vértices o nodos) y un 
subconjunto E e V x V, conocido como las aristas (dirigidas) o arcos de G. 

Si a,b E V y (a,b) E E, entonces existe una arista de a (origen o fuente de la arista) 
hacia b (fin o vértice final de la arista), y decimos que b es adyacente desde a y que a es 
adyacente hacia b. Además, si a =f:. b, entonces (a, b) =f:. (b, a).Una arista de la forma 
(a, a) es llamado un lazo (en a ).Si v es un extremo de una arista a, se dice que aes 
incidente con v. Un vértice que no tiene aristas se llama vértice aislado. 

En el siguiente grafico se muestra un grafo dirigido obtenido al buscar una información en 
la web. 

Intención de--____ -, ''b&!Jsgueda> , __ __ -
~ 

__E-·-

Fig.4.Búsqueda de información en Internet vista como un grafo dirigido. 
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Definición: Un grafo G = (V, E) es un multígrafo si existen a, b E V, a * b con dos o más 
aristas de la forma (a,a),(a,b)(para un grafo dirigido), o {b,b},{a,b}(para un grafo no 
dirigido). 

Ejemplo 1: La figura siguiente es un multígrafo 

a 

b 

En el grafo, se observa que existe tres aristas de a hacia b, por lo que se dice que (a, b) 
tiene multiplicidad 3, en forma análoga la arista (b, e) tiene multiplicidad dos mientras 
que la arista (d, e)tienen multiplicidad 3, como no existe ninguna arista con multiplicidad 
mayor que 3 diremos que el grafo es un 3-grafo dirigido. 

1.2 SUBGRAFOS 

Definición: Sea G = (V, E), un grafo dirigido o no. Se dice que el par G1 = (V11 E1 ) es un 
subgrafo de G si: 

l. V1 e V 
2. E1 e E 
3. G1 = (V1 , E1 ) es un grafo 

Ejemplo 2: Considere este grafo G; un subgrafo podría ser G1. 
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Definición: Dado un grafo, dirigido o no G = (V, E), sea G1 = (V1 , E1 ) un subgrafo de G . 
Si V1 = V, entonces G1 es llamado un subgrafo recubridor de G. 

Ejemplo 3: El subgrafo del ejemplo anterior no es un subgrafo recubridor de G 

Ejemplo 4: El grafo derecho es un subgrafo recubridor del grafo izquierdo 

Grafo Subgraf"o rec:ubridor 

Definición: Para cada n ~ 1 se llama grafo completo de orden n, y se representa por Kn, 
al grafo de n vértices conectados de todas las formas posibles. Es decir para todos 
a, b E V, a * b , existe una arista {a, b }. En el grafico siguiente se muestran los 

Kn, 1 < n :57 
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1.3. MATRICES 

Las matrices son una herramienta del álgebra l,ineal muy importante para expresar y 
discutir problemas que surgen en la vida real. En los comercios a menudo es necesario 
calcular y combinar ciertos costos y cantidades de productos. Las tablas son una forma de 

1 

representar estos datos. 

Sin embargo, agrupar los datos en un rectángulo nos muestra una representación más 

clara y fácil de los datos. Tal representación de los datos se denomina matriz. Las matrices 

aparecen en situaciones propias de las Ciencias Sociales, Económicas, Ingenierías y 

Biológicas. Sobre este tipo de representaciones es de lo que se estudia a continuación. 

1.3.1. DEFINICIÓN 
A continuación se revisan tanto la definición como propiedades básicas de la teoría 
matricial. 

Definición: Considere los conjuntos I = {1,2,3, ... , m} y 1 = {1,2,3, ... , n }.Una matriz 

m x n sobre lffi.. es una función A: I x 1 ~ lffi.. tal que a cada par (i,j) E I x 1 le asocia el 

número real A(i,j) = aij. A la expresión m x n se le llama orden de la matriz. 
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Es decir, una matriz A es un arreglo rectangular de números reales dispuestos en filas y 

columnas del modo siguiente: 

[
a~l 

A - . - . 
G.ml 

alnl 
~n mxn 

Abreviadamente se puede expresar A = [ aij ]mxn. Cada elemento de la matriz lleva dos 

subíndices. El primero de ellos "i", indica la fila en la que se encuentra el elemento, y el 

segundo, "j", la columna. 

Así el elemento a23 está en la fila 2 y columna 3. Las matrices siempre se representarán 

con letras mayúsculas. 

Definición: Una matriz en la que m = n, se le llama matriz cuadrada de orden n. 

Un ejemplo muy importante en este trabajo es la llamada matriz de adyacencia cuya 

definición y ejemplos se revisa a continuación. 

1.3.2. MATRIZ DE ADYACENCIA 

Otra forma de representación de un grafo es a través de la llamada matriz de adyacencia. 

Definición: Si G =(V, E) es un grafo con lVI = n,y IEI =k. 

Sea V= {v11 ... , vn}, a la matriz A = ( ai1·) dónde: nxn 

a··= f1,si {vi,vj} E E 
tJ lO, en otro caso 

Se le llama matriz de adyacencia asociada al grafo G. 

Nótese también que aijes el número de arcos que tienen a vi como extremo inicial y a vi 
como extremo final. 

Ejemplo 5: Construya la matriz de adyacencia del siguiente grafo 

14 



Solución, según el grafo se tiene que lVI = 6,y IEI = 7, de acuerdo a la definición de 

matriz de adyacencia se tiene: 

1 1 2 3 4 S 6 
2 o 1 o o 1 o 
3 1 o 1 o 1 o 

A=. O 1 O 1 O O 4 o o 1 o 1 1 
S 1 1 O 1 O O 
6 o o o 1 o o 

Se observa que la matriz de adyacencia es una matriz simétrica. 

En general la matriz de adyacencia de un grafo no dirigido es una matriz simétrica. 

Ejemplo 6: Construya la matriz de adyacencia del siguiente grafo. 

Solución, según el grafo se tiene que lVI = 6,y IEI = 8, de acuerdo a la definición de 
matriz de adyacencia se tiene: 

1 1 2 
..., 

4 5 6 .) 

2 o 1 o o o o 
3 o o 1 o 1 o 

A= O o o 1 o o 
4 o o o o 1 o 
S O o o o o 1 
6 o 1 o o o o 
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A continuación se enumeran algunas de las propiedades de las matrices semipositivas 
irreducibles que serán de utilidad en el siguiente capítulo. 

Propiedades: 

1. Sea A ;;::: O e irreducible y sea X un vector columna, X ;;::: O entonces AX ;;::: O. 
2. Sea A ;;:: O e invertible y sea X un vector columna, X ;;::: O entonces AX ;;::: O. 

1.3.3. VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ 

Definición: Dada una matriz cuadrada A de orden m y V un espacio vectorial sobrelm., se 

dice A. E 1m. es un valor propio de la matriz A sí 3 O * x E V tal que: 

Ax = A.x ...... (1) 

Cualquier vector no nulo x E V que satisface: 

Ax =:Ax 

Es llamado vector propio asociado al valor propio.A. 

Teorema 4: A es un valor propio de la matriz clladrada A si y solamente si A satisface 

lasiguiente ecuación: 

det(A.l - A) = O 

Demostración, si A es un valor propio de la matriz cuadrada A entonces 3 O * x E V tal 

que: 

Ax=A.x-+Ax-il.x=O 

--+ Ax- A.x = Ax- Alx = O 

-+ (A -l.l)x = O ..•... ( *) 

El sistema dado por la ecuación ( *) tiene solución, si y solamente si 

det(A- Al) =O 

De donde el sistema dado por la ecuación ( *) tiene solución si y solamente si 

det(AI- A) = O• 
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El teorema 4, permite calcular los valores propios de una matriz cuadrada A, definiendo el 

polinomio característico: 

P (íl) = det(íll -A) ...... ( *¡) 

Las raíces de P(íl)son los valores propios de la matriz cuadrada A, las cuales pueden ser 

reales diferentes o repetidas e incluso complejas. 

La teoría básica desarrollada en este capítulo será de utilidad en la demostración del 

llamado teorema de Perron-Frobenius que se estudia en el siguiente capítulo. 
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CAPÍTULO 2: TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS 

2.1. TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH 

El teorema central de esta sección es el llamado Teorema del punto fijo de Banach, el cual es 

válido incluso para un espacio más general~ como lo es un espacio métrico, sin embargo para 

propósitos de este trabajo solo será demostrado para l':>s llamados espacios de Banach. 

2.1.1. ESPACIO DE BANACH 

En esta subsección se estudia a los llamados espacios normados, en particular se revisan 

definiciones y resultados de los espacios normados completos a los cuales se les llama 

espacios de Banach. 

Para iniciar este estudio se necesita definir una operación interna de los espacios 

vectoriales, esta operación se define a continuación. 

Definición: Sea V un espacio vectorial sobre ~, un producto interno sobre Ves una 

función definida sobre el producto cartesiano V: X V con valores en la recta real~; que 

denotaremos por (. ); es decir: 

(.):V X V--+~ 

Tal que 't/x, y, z E V; Va E ~ se satisface las siguientes condiciones: 

l. (x + y,z) = (x,z) + (y,z) 
2. (ax, y) = a(x, y) 
3. (x, y) = (y, x) 
4. (x,x);;::: O 

(x, x) = O H x = O. 

Ejemplo 7: Sea V= ¡m_n, definamos(.}: ¡m_n X ¡m_n ---t 1m. como sigue: 

(x,y) = x.y = ~n XiYi 
Li=l 

Entonces el siguiente teorema garantiza que la función así definida es un producto interno 

sobre ~n, llamado producto interno euclidiano. 
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Teorema 5: ParaVx,y,z E Jffi.n;va,fl E Jffi.tenemos: 

l. (ax + {ly).z = a(x.z) + fl(y.z) 
2. x.y = y.x 
3. x.x;:::: o 
4. X. X = 0 H X = 0 

Definición: Sea Vun espacio vectorial. Decimos que una función 11.11: V~ lffi. es una norma 

sobre V si verifica, para todos los vectores x~y E V y todo escalar íl E Jffi., las siguientes 

propiedades: 

l. llxll;:::: O 
2. llxll = 0 H X= 0 
3. llílxll = lítlllxll 
4. llx + yll ::; llxll + IIYII 

Al par(V, ll.ll)se le llama espacio normado. 

Ejemplo 8: SeaX = Jffi.n, llxll = .J"i/(=1 X¡2, entonces(Jffi.n, ll.ll)es un espacio normado. 

Nota 1: 

a) Si definimosd(x,y) = llx- yll. Entonces (X, d) es un espacio métrico, es decir 
todo espacio normado es un espacio 111étrico, el reciproco en general no se 
cumple. 

b) En Jffi.n, todas las normas son equivalentes .. 

Definición: Sea V un espacio vectorial sobrelffi.; dotado del producto interno (.) Una 

norma proveniente del producto interno (.) se define como: 

1 

llxll = (x,x)2 

El siguiente teorema, conocido como la desigualdad de Cauchy-Bunyakovski-Schwartz, es 

muy importante para demostrar la desigualdad tri,angular. 

Teorema 6: Seanx, y E Jffi.n. Entonces: 

lx. yl ::; llxll IIYII 

Teorema 7(desigualdad triangular): Seanx, y E ¡Rn. Entonces: 

llx + yll ::; llxll + IIYII 

Definición: Sea (E, 11 ID un espacio normado, una sucesión {xnlnEN ~E es llamada sucesión 

de Cauchy, si dado E > O, 3N > 0: Vm, n ;::: N se CUJl'!ple que llxn- Xmll < E. 
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Definición: Se llama espacio de Banach a un espacio normado que es completo con 

respecto a la norma 11 11, es decir cuando toda sucesión de Cauchy {xnlneru !;; E converge en el 

mismo espacio E. 

Ejemplo 9: Sea X= Iffi.n,llxll = .J'Lf=1 X¡2, entonces (Iffi.n, 11-ID es un espacio normado 

completo, por lo tanto es un espacio de Banach .. 

Nota 2: Sea X un espacio normado, y supongamos que Y es un subespacio vectorial de X. 

Se verifica: 

a) Y es un subespacio vectorial de X. 
b) Si X es Banach e Y es cerrado, entonces Y es también un espacio de Banach. 

Seax E Iffi.l, O < r E Iffi. 

Definición: Sea X un espacio de Banach, dada una función{: X --+X de un conjunto en sí 

mismo, un punto fijo de la función es un elemento'a E X tal quef(a) = a. 

Ejemplo 10: Si X= Iffi.n, y f: Iffi.n--+ Iffi.n definida pdr f(x) = x tiene infinitos puntos fijos. 

Definición: Sea X un espacio de Banach, la función f: X --+ X de un conjunto en sí mismo, 

es llamada una contracción si existe k E ]0,1[ tal que: 

llf(x)- f(y)ll :::; kllx- yll, \:lx,y E X 

1 
Ejemplo 11: Si X= Iffi., y f: Iffi.--+ Iffi. definida. por f(x) = zx + b, b E Iffi. es una 

contracción, puesto que si x,y E Iffi. se tiene: 

lf(x)- f(y)l = lc~x + b)- (~y+ b)l = ~~(x- y)l = ~ lx- yl 

·1 
--+ lf(x)- f(y)l < zlx- yl 

Si se elije k = ~. se deduce que f es una contracción. • 
2 ' 

Teorema del punto fijo de Banach: Si X es un espacio de Banach y f: X --+X es una 

contracción entonces f tiene un único punto fijo. 

Demostración, puesto que para cualquier x, y E X se cumple: 

d(x,y) = llx- Yll 

Sea x0 E Xy una sucesión en X definida en forma recursiva como sigue: 
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X1 = f(xo) 

Xz = f(x1): 

X3 = f(xz): 

Puesto que la función fes una contracción se tien~ que existe k E ]0,1[ tal que: 

De donde 

d(x2,x1) = d(f(x1),f(x0)):::; kd(x11 x 0 ) 

----+ d(x2, x1 ) :::; kd(x1, x 0 ) 

En forma análoga se deduce 

Si procedemos de forma análoga a los casos anteriores se obtiene que en forma general: 

Luego si se tiene que n > m, para Xn, Xm y usando la generalización de la desigualdad 

triangular se obtiene: 

d(Xn,Xm) :=:; d(Xn,Xn-1) + d(Xn-vXn-z) + ··· + d(Xm+vXm) 
:=:; (kn-1 + kn-z + ··· + km)d(xv Xo) 

(1- kn-m) 
----+ d(Xn, Xm) :=:; km 

1 
_ k d(xl, Xo) 

km 
----+ d(xn,Xm):::; 

1
_ k d(x11 Xo) 

Puesto que O < k < 1 ----+ limm--HJO km = O 

De donde si n > m por lo anterior se tiene que la sucesión (xn)nEN es de Cauchy y como 

X es un espacio de Banach se tiene Xn ----+ X E X 

Puesto que 
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Si aplicamos límites a la igualdad anterior: 

De donde 

x = f(x) 

Y puesto que el límite de una sucesión es único, se tiene que x es el único punto fijo de f 
en X• 

2.2. ·Teorema de Perron-Frobenius 

Puesto que para jerarquizar los resultados de las búsquedas en la web, se necesita 

determinar la constante de proporcionalidad así como el vector de "importancias" de las 

paginas censadas, los cuales en términos matemáticos son representados por los valores y 

vectores propios de la transpuesta de la matriz de adyacencia del grafo dirigido que 

representa a la red de navegación en internet, se:hace necesario contar con un resultado 

que permita garantizar la existencia de los valores y vectores propios de esta matriz de 

adyacencia, este resultado es el llamado Teorema de Perron-Frobenius, razón por la cual 

es el teorema central de esta sección. 

Para su demostración se hace uso del llamado teorema del punto fijo de Brouwer, que 

se presenta a continuación. 

2.2.1. Teorema del punto Fijo de Brouwer 

Este resultado fue probado por primera vez en 1910 por Brouwer, es equivalente al 

problema de encontrar un punto fijo de una función continua de un conjunto compacto 

en sí mismo. 

Se presenta una demostración breve y elegante del Teorema del punto fijo de Brouwer, 
por razones de simplicidad, lo haremos para el caso en que n = 2. En dicha demostración 
sólo se involucra el concepto de homotopia en términos de relación de equivalencia, sin 
necesidad de hablar de grupos de homotopia. 

Definición: Sean X e Y espacios topológicos. Una homotopia de X a Y, es una función 
continua H:X x 1 = [0,1]--+ Y, definida por Ht(x) = H(x, t)Vx E X, Vt E/. Dos 
funciones continuas f,g:X--+ Y son homotópicas, y se denota f ~ g, si existe una 
homotopia H de X a Y tal que H0 (x) = f(x) y H1 (x) = g(x). 
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El primer resultado establece la propiedad básica d.el concepto de homotopia. 

Lema 3.2.1: La relación de homotopia es de equivalencia. 

Demostración, sean f, g, h: X ~ Y funciones continuas entre los espacios topológicos 
XeY._ 

1 

1. Reflexividad, basta definirHt(x) = H(x, t) = f(x), Vx E X, Vt E /. 

2. Simetría, sif ~ gentonces existeH: X x 1 =;= [0,1] ~Y, tal que: 

H0 (x) = f(x) y H1 (x) = g(x). 

Definamos G(x, t) = Ht(x) = H(x, 1- t), luego Hes una función continua y 
además, H0 (x) = H(x, 1) = H1 (x) = g(x) y H1 (x) = H(x, O)= H0 (x) = f(x). 

Por lo tanto g ~ f. 

3. Transitividad, si f ~ g /\sí g ~ h, entonces existen funciones continuas: 

F,G:X X 1 = [0,1] ~Y, tales que:F0 (x) = f(x) y F1 (x) = g(x) 
G0 (x) = g(x) y G1 (x) = h(x)~ se define H:X x 1 = [0,1] ~Y como: 

{

F(x,2t);O ~ t ~ 1/ 2 Ht(x) = · 
1 G(x,2t); / 2 ~ t ~ 1 

Entonces H es continua y además: 

H0 (x) = F(x, O) = F0 (x) =;= f(x) ~ H0 (x) = f(x) 

H1 (x) = G(x, 1) = G1 (x) = h(x) ~ H1 (x) = h(x). 

Por lo tanto{ ::::: h. 

El próximo lema es el primero de una serie de cuatro cuyo objetivo final es demostrar que 
la aplicación identidad de S1 en S1 no es homotópica a una función constante (lo que se 
llama una función esencial). Para ello, primero se prueba que las aplicaciones no 
sobreyectivas que llegan a 51 tienen un logaritmo continuo, para a continuación 
determinar que la propiedad de tener un logaritmo continuo es invariante por 
homotopias (eso se llevará dos lemas) y obtener finalmente la equivalencia entre las 
propiedades de tener un logaritmo continuo y la de ser homotópica a una función 
constante, de donde el resultado deseado será un corolario. 
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Demostración, sea q E ~tal que eiq ft. 5 1 , pues f (X) ct. S1 . 

La función exp: ]q, q + 2n[ ~51 - { eíq}, definida por exp(t) = eít = (cost, sent) es un 

homeomorfismo. 

Luego su inversa, exp-1 : 5 1 
- { eiq} ~ ]q, q + 2n[ es también una función continua, 

definida por exp-1 (x) = -fLn(x), así se puede definir cp: =: exp-1 o f:X ~ ~~ por 

cp(x) = (exp-1 o f)(x) = exp-1 (f(x)) = -fLn(f(x)) luego cp es una función continua, 

además: éPCx) = eí( -ILn(f(x))) = e-ízLn(f(x)) = énf(x) = f(x) 

Lema 3.2.3: Sean f11 f 2 :X ~51 continuas con 

ifi(x)- f2(x)l = sup{lf1Cx)- f2(x)l:x E X}~ 1 

Entonces A tiene un logaritmo continuo si y solo si f2 también lo tiene. 

Demostración, como A (x) y / 2 (x) pertenecen a S\ luego si se consideran como números 

complejos, entonces el cociente / 1 (x) j¡
2
(x) E 51 , esto permite definir: 

h: X ~ 5 1 Por h(x) = ~~~=~, luego: 

lh(x) -11 = lf1(x) -11 = lf1 (x)-fz(x)l = lf1 (x)-fz(x)l = lf (x)- [; (x)l pues I/; (x)i = 1 
fz(x) fz(x) lf2 (x)l 1 2 ' 2 

~ ih(x) -11 = IA(x)- f2(x)l ~ l/1- /2! ~ 1 

~ lh(x) -11 ~ 1 

De lo anterior se deduce que h no es sobreyectiva, puesto que de serlo -1 E h(X) ~ 
1-1-11 = 2 > 1(~~), luego h(X) =1= 5 1 , entonces por lema 3.2.2, existe una función 

continua cp· X~~ tal que· f1 (x) = h(x) = eicf>(x) \:lx E X 
' . . fz(x) 

Con ():X ~ ~continua, pues f1 tiene un logaritmo continuo, por lo tanto / 2 también tiene 

un logaritmo continuo. 
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Recíprocamente, si f2 tiene un logaritmo continuo~ es decir existe cp2 :X--+ E continua tal 
que f2 (x) = eicf>2 (x), Vx E X. 

Entonces existe cf> + cf>2 :X--+ E tal que: 

Por lo tanto f1 tiene un logaritmo continuo• 

Lema 3.2.4: Sea Xcompacto y H:X x 1--+ S1 una homotopia. Entonces H0 tiene un 
logaritmo continuo si y solo si H1 tiene un logaritni10 continuo. 

Demostración, como H es una función continua definida sobre el conjunto compacto 
X X/, entonces Hes uniformemente continua sobre X x /,en particular para 

E= 1 3 o= 1fn Tal que ls- ti ~ 1/n--+ IH(x,s)- H(x, t)l < 1 Vt,s E/, Vx E X 

Se define JJ = Hjln' entonces: 

--+ IJJ+l(x)- Jj(x)l < 1 Para todo x E X 

Luego usando el lema 3.2.3, se tiene que JJ+l tiene un logaritmo continuo si y solamente si 

JJ tiene un logaritmo continuo, reiterando el proceso desde O hasta n y usando la 

transitividad de la relación de homotopía, se obtiene que fo = H0 tiene un logaritmo 
continuo si y solamente si fn = H1 tiene un logaritmo continuo. • 

Lema 3.2.5: Sea X compacto y f: X--+ S1 una función continua; fes homotópica a una 
función constante si y solo si f tiene un logaritmo continuo. 

1 

Demostración, supóngase que fes homotópica a una función constante g(x) =a, 

entonces existe una homotopia H: X x 1 --+ 51 tal ¡que H0 = f y H1 = a. 

Defínase cp(x) = q, Vx E X, con q E mi tal que eiq =a, luego H1 =a tiene un logaritmo 
continuo, de donde por lema anterior se tiene que H0 = f también tiene un logaritmo 

continuo. 
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Recíprocamente, supóngase que f tiene un logaritmo continuo, es decir existe: 

c/J: X~ IR continua tal que eic/J(x) = f(x), definamps: H: X x 1 ~ S1 como: 

Ht(x) = H(x, t) = eitcp(x), para todo x E X y para todo tE/, H así definida es una 

función continua y además H0 (x) = 1; H1 (x) = eícfJ(x) = f(x), de donde fes homotópica 

a la función constante 1.• 

Corolario 3.2.1: Sea n E Z - {O}y sea 1/Jn: S1 ~:51 definida por t/Jn (z) = znpara todo 
z E S1 . Entonces 1/Jn no es homotópica a una función constante. 

Demostración, supóngase 1/Jnes homotópica a una función constante, luego por lema 
3.2.5 t/Jn tiene un logaritmo continuo, es decir existe c/J: X ~ IR continua tal que: 

t/Jn(x) = e 2nicp(x), basta con elegir como cp el resultado de dividir el logaritmo continuo 
que proporciona el lema anterior por 2n. 

De otro lado dado X E 5 1 existe 8 E IR tal que X= eZniB, y como xn = t/Jn(X) = eZnicp(x) 

ZnnifJ _ 2nicp(e2n:ifi) -+e -e . 

Se define f: IR~ IR, por f(8) = cp( eZniB) - ne, l~ego f así definida es continua y además 

cumple e 2nif(fJ) = 1. 

Puesto que e2rri2 = (cos2nz, sen2nz) 

Si eZnif(fJ) = 1 ~ (cos2nf(8), sen2nf(8)) = (1,0) H f(8) E Z ~ f(IR) e Z 

Ahora como fes continua y IR es conexo, se tiene que f(IR) es conexo en Z y como las 
únicas componentes conexas de Z son los puntos se sigue que f es constante. Usando la 
condición del logaritmo continuo, se tiene: 

1 = t/Jn (1) = e2rricp(1) ~ e2rricp(1) = 1 H c/J(1) = 0 

De donde f(O) = c/J(1) = O, y como también f(l) = cp( e2ni)- n = c/J(1) - n = -n 

Se tiene que f(O) = O A [(1) = -n, contradich:~ndo el hecho que fes constante.• 

Como consecuencia del resultado anterior se tiene el siguiente corolario. 
1 
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Corolario 3.2.2: La función identidad Id: S1 --+ S1 no es homotópica a una función 
constante. 

Demostración, haciendo n = 1 en el Corolario 3.2.1• 

Este corolario resume todos los conocimientos. de homotopias y del cuerpo de los 
números complejos que serán necesarios en la demostración que a continuación se 
presenta del Teorema del punto fijo de Brouwer. . 

Teorema 2.5.1. (Teorema del Punto Fijo de Brouwer en una bola unitaria de ~2 ): Sea D 
una bola unitaria cerrada en ~2, con centro en el origen, y sea f: D--+ (C una función 
continua con f(S1 ) e D. Entonces existe un punto x E D tal que f(x) = x. 

Demostración, supóngase que f(x) =1= x, 'Vx E D--+ f(x)- x =1= O, 'Vx E D, definase: 
r: (C- {O}--+ S1

, definido por r(z) = z fllzll y comb u- f(u) no se anula en ningún punto 

de D, se puede definir la función g: S1 --+ S1 , por:g(u) =ro (Id- f)(u) = r(u- f(u)) 
la cual es continua. 

Nótese que: 
• u- tf(u) =1= O, para t = 1. 
• t < 1--+ tf(u) < f(u)--+ lltf(u)ll < llf(u)ll $; 1--+ lltf(u)ll < l_luego 

tf(u) E IntD y como u E S\ se sigue que también u- tf(u) =1= O 

Lo anterior permite definir la función continua: H: S1 X l--+ (C por: 

H(u, t) = Ht(u) =u- tf(u). 

Usando la función H, se puede definir la comp:osición: ro H:S1 x 1--+ S1 que es una 
función continua, además: 

• (ro H) 0 (u, t) = r(H0 (t)) = r(H(u, O)) :::;:: r(u) =u fllull =u = Id5 1 

• (ro H)1 (u, t) = r(H1 (t)) = r(H(u,1)) = r(u- f(u)) = g(u)--+ (ro H)1 = g 

De donde, r o H es una homotopia entre l d5 1 y g. 

De otro lado, para O < t < 1 --+ O < tu < u < 1 --+ O < tu < 1, así tu E D y como D no 
tiene puntos fijos, se sigue que tu- f(tu) =1= O, esto permite definir la función continua: 
G: S1 X 1--+ (C por: 

G(u, t) = Gt(u) =tu- f(tu). 
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Usando la función G, se define la composición: .ro G:S1 x 1-+ S1 que es una función 
continua, además: 

( ) ( ) 
: -f(O) 1 

• (ro G) 0 (u, t) = r G(u, O) = r -f(O) = 1 llf(O)II 

-+ (ro G) 0 =constante 

• ·(ro G)1 = r(u- f(u)) = g(u)-+ (ro G)1 = g 

De donde, r o G es una homotopia entre g y una función constante. 

Por lema 3.21, la relación de homotopia es transitiva, como Id5 1 ~ g y g ~ cte, entonces 
Id5 1 ~ cte, lo cual contradice al corolario 3.2.2.• 

Como se sabe que una bola unitaria cerrada es convexa y cerrada, el teorema anterior es 
generalizado por el siguiente resultado, cuya demostración de por sí es un trabajo de tesis 
y por lo cual omitiremos su demostración, sin embargo referenciamos la bibliografía para 
aquellos interesados en emprender esta empresa. 

Definición: Decimos que un conjunto Xes convexo si y solamente si, para todo.í!. E 

[0,1],siendo x e yelementos de X se cumple que A.x + (1- A.)y E X. 

Ejemplo 12: El conjunto K= {x E lm.~:Lf=1 X¡ = i}es convexo. 

Demostración, dados x = (x11 •• , Xn), y = (y11 ••• ,yn) E K, A. E [0,1], entonces: 

A.x + (1 - A.)y = (.í!.x1 + (1 - A.)yv Axz + (1 - A.)yz, .... , Axn + (1 - A.)yn) 

Hallemos la suma de las coordenadas de A.x + (1 - .í!.)y: 

.í!.x1 + (1 - .í!.)y1 + AXz + (1 - .í!.)yz + ··· + AXn + (1 - A.)yn) 
n n 

= .í!.(x1 + ··· + Xn) + (1- .í!.)(y1,+ ··· + Yn) =A. L Xi + (1- A.) LYi 
i=l i=1 

Puesto que x = (x1, .. , Xn), y = (y11 ••• , Yn) E K -+ Lf=1 xi = 1; Lb:1 Yi = 1, de donde: 

A.x1 + (1- A.)y1 + .í!.x2 + (1- A.)yz + ··· + AXn + (1- A.)yn) = .í!.(1) + (1- .í!.)(1) = 1 

Luego A.x + (1 - A.)y E K 

Por lo tanto K es un conjunto convexo• 

28 



Ejemplo 13: El conjunto K= {x E ~~=Lf=1 xi = 1}es compacto 

Demostración, es claro que K e [-1; 1]n, y como [-1; 1]nes un conjunto compacto en 
~l, solo nos resta demostrar que K es un conjunto cerrado con la norma: 

S e n)· K · . t . n e n n) . llJ>n l n ea x nEN e , cuyo n-es1mo ermmo es x = x1 , .•• , Xz E ~m.+ ta que x ~ x, 
donde x = exv ... , Xn)~~- Demostraremos que · x E K, es decir demostraremos que 
Lf:.txi = 1 

Puesto que xn E K ~ L~1 xr = 1 

De otro lado, como xn ~ X, entonces xr :$; Xi; i = 1,2, .. , l; de donde: 

,n 

1 = ~~ xr :$; ~ Xi 
Lt=1 ~ . t=1 

n 

~ 1:::;; Ixi ..... e*t) 
i=1 

También se tiene que xi = exi - xJD + xJ::, de donde 

lxd :::;; lxr.,.... xd + lxrl; i = 1,2, ... , n 
De donde: 

~~ lxd :::;; ~~ lxr - xd + ~~ lxr 1 
Lt=1 Lt=1 . Lt=1 

y como xi; xr ;;:::: o, la desigualdad anterior se tranSforma en: 

Luego como para todo e > O; 3N0 : n 2:: N0 : llxn - xlls < e, usando esto en la 
desigualdad anterior se obtiene: 
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~ ~n Xi ~ 1 ··· · e *z) 
Li=l 

De. e *1) y e *z) se obtiene que: Lf=l Xi = 1 ~ X E K 

Luego Kes un conjunto cerrado en el compacto [-1; 1]z de donde por afirmación S 

concluimos que K es un conjunto compacto• 

Observación 1: Puesto que e1,0, .. ,0) E IR~ y, además como ,Lf:1 xi = 1, entonces 
e1,0, .. ,O) E K, por lo tanto K es no vacío. 

Teorema 2.5.1. (Versión general del Teorema dei;Punto Fijo de Brouwer): Sea K e !Rnun 
conjunto no vacío, compacto y convexo. Toda función continua de K en sí mismo, tiene un 
punto fijo. 

Demostración, ver[Aliprantis, C. D.; Border, K. C.~ pag. 583] 

2.2.2. Enunciado y demostración del Teorem:a de Perron-Frobenius 

En esta sección se analizan algunas de las propiedades del conjunto de valores propios o 
espectro de una matriz cuadrada semipositiva. Los resultados que aquí se obtienen 
guardan relación con la existencia de solución no negativa en los sistemas de ecuaciones 
lineales. 

En 1907 Perron obtuvo un importante resultado: para matrices positivas, este resultado 
fue generalizado en el año 1913 por Frobenius, para el caso de las matrices semipositivas 
irreducibles, a este resultado se le conoce no con el nombre de teorema de Perron

Frobenius. 

Teorema de Perron-Frobenius: Sea Auna matriz A ;;::: O semipositiva e irreducible. En estas 
condiciones: 

i) Aposee un valor propioA.*eA)positivo llamado "raíz de Frobenius" deA. 

ii) A.* eA) es simple. 
iii) A.*eA)crece cuando alguno de los elementos de A aumenta. 
iv) El módulo de las restantes raíces carac~erísticas deAno excede a A.* eA) 
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v) Asociado a A.*(A)existe un vector propio X* con todas sus componentes 
positivas. 

vi) SiA.es otro valor propio deA con A. =1= A.* no existe ningún vector propio 
asociado aA. con todas sus componentes positivas. 

Demostración, en primer lugar de demuestra la parte (i) 

Demostración de(i), A posee un valor propio A.*(A) positivo llamado "raíz de Frobenius" 

de A. 

En efecto para lo cual se construye una función f definida sobre un convexo y compacto K 

que satisfaga las condiciones del teorema del punto fijo de Brouwer. 

Sea K= {X E Jffi.n:x ~ O,x1 + x2 + ... + Xn = 1}. De acuerdo con los ejemplos 12, 13 y la 

observación 1 se tiene que K es un subconjunto de lffi.n convexo, compacto y no vacío. 

Si X E K se tiene que X ~ O y puesto que A es semipositiva e irreducible, entonces de 

acuerdo con las propiedades se tiene que AX ~O, 'ti X E K. 

Sea Z = AX y considérese M(X) = z1 + z2 + ··· + Zn puesto que Z =1= O, 't/X E K se tiene 

que Z = AX > O de donde se deduce que 

M(X) >O ...... (*1 ) 

Lo anterior permite definir la siguiente función. 

f:K ==:} K 

1 
f(X) = M(X) AX 

Puesto que M(X) > O, 't/X E K y además A es lineal se tiene que f es una función 

continua 't/X E K . 

Solo resta verificar que f(X) E K lo cual se cumple puesto que AX ~ O, 't/X E K y como 

M(X) >O, 't/X E K entonces se tiene que f(X) ~ O, 't/X E K. 

De otro lado si f(X) = W 

~ w1 + Wz + ... + Wn 

Ax1 Ax2 Axn 
-------+ + ... + -------
(z1 + z2 + · ·· + Zn) (z1 + Zz + ··· + Zn) (z1 + Zz + ··· + Zn) 

~ w1 + w2 + ··· + Wn 

~ ~ ~ ---------:- + + ... + -------
(z1 + z2 + ... + Zn) (z1 + z2 + · ·· + Zn) (z1 + z2 + ··· + Zn) 
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Dedondew1 +w2 + ···+wn = 1 porlotantof(X) E K,VX EK 

Luego se cumplen las hipótesis del teorema de Brouwer entonces existe X* E K tal que 

f(X*) =X* 

De otro lado por definición se tiene que 

1 1 
f(X*) = M(X*) AX*--+ X*= f(X*) = M(X*) AX* 

1 : 
--+X*= AX* 

M(X*) 
' 

--+ AX* = M (X*)X* 

De donde M (X*)es un valor propio de la matriz A con un vector propio asociado X*. 

Puesto que por (*1 ) se tiene que M(X*)es un valor propio de la matriz A estrictamente 

positivo es decir si se denota por A.*(A) a M(X*) se tiene que A.*(A) = M(X*) >O como 

se quería demostrar. 

Demostración de(ii): A.*(A) es simple 

En efecto, Si no fuera simple, seria raíz de alguna submatriz principal de A y por tanto 
seria raíz de la matriz 

B = [A~l ~J ~A 
' 

· Y B =1= A en contra de la proposición anterior. 

Demostración de(iii): A.*(A)crece cuando alguna :componente de A aumenta. 

En efecto, supongamos que existe un valor propio deB denotado por p de modo que 
IPI = A.*(A) de donde se sigue que las desigualdades dadas en (*)se convierten en 
igualdades, ya que coinciden primer y último tér~ino. 

Puesto que Y* > O entonces se tendría que 

IPI~ = B~ =A~= A.*(AT)A~ = A.*(A)~ 

E 
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ntonces 

IPI~ = ít*(A)~ 

Demostración(iv): El módulo de las restantes raíces características de A no excede a 
ít*(A). 

En efecto, sea B una matriz cuadrada semipositiva del mismo orden que A tal que 
A ;:::: B ;:::: Oy sea p un valor propio de B con un vector asociado Z de donde se cumple 
queBZ = pz. 

Defínase el vector 

Puesto que pz = BZ ~:::; IPIIZI:::; IBIIZI:::; IAIIZI 
1 

Por hipótesis tanto A como B son matrices semipositivas de donde IAI =A; IBI = B 

Usando lo anterior se tiene que 

IPI~:::; B~:::; AZ .... (1) 

Como por hipótesis A es irreducible entonces también su matriz traspuesta AT es 
irreducible entonces por la parte (i) se tiene que un valor propio positivo denotado por 
ít*(AT) con vector propio asociado Y* >O es decir se cumple 

Si aplicamos la traspuesta en la igualdad ant~rior y usamos las propiedades de la 
traspuesta se obtiene 

(ATY*)T = (ít*(AT)Y*)T 

~ (Y*)T A= ít*(AT)(Y*)T ... (2) 

Multiplicando la ecuación (1) por (Y*)T se obtiene 
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Sustituyendo la ecuación (2) en la desigualdad anterior se obtiene: 

(Y*)r¡p¡z:::; (Y*)TB~:::; (Y*)T A~= A.*(AT)(Y*)T~ ...... (*) 

~ (Y*l!PI~:::; A.*(Ar)(Y*)T~ 

~ IPI(Y*)T~:::; A.*(AT)(Y*)TK 

~ IPI :::; A.*(AT) 

Puesto que el mismo razonamiento puede hacers~ para la matrizA. se obtiene que 

Y mediante un razonamiento simétrico se obtiene 

r 

A.*(Ar) :::; A.*(A) 

De donde se sigue que 

Por lo tanto 

De donde se obtiene que IPI :::; A.*(AT) = A.*(A) ~ IPI :::; A.*(A)siendo pcualquier valor 
propio de la matriz B. 

Demostración de(v): Asociado a A.*(A) existe un vector propio X* con todas sus 
componentes positivas. 

En efecto, se sabe que X* ;::: O pues X* E KSi X* tiene alguna componente nula, mediante 
alguna reordenación conveniente de sus coordenadas dada por cierta permutación 
npodemos escribir: 

X* = [~*] Con Y* > O 

Realizando la misma permutación sobre las filas y las columnas de A obtenemos: 

[au a1z] [Y*] = A.*(A) [Y*] 
az1 azz O O 

34 



Realizando este producto de matrices se obtiene 

De donde: 

a11Y* = A*(A)Y* 

a 21 Y* = O ~ a 21 = O lo cual contradice el hecho que la matriz A es irreducible, de donde 
no es posible que X* ~ O es decir se cumple que X* > O. 

Demostración de( vi): Si Aes otro valor propio de A con A =1= A*(A)no existe ningún vector 
propio asociado a A con todas sus componentes del mismo signo. 

En efecto, sea 11 un autovalor cualquiera deA entonces Ay = /lY .... (1) 

De otro lado sea A*(AT) la raíz de Frobenius de AT y Y* su valor propio asociado con 
Y* > O de donde se sigue que: 

ATY* = A*(AT)Y* ~ (Y*)T A= A*(A)(Y*)T ..... (2) 

Multiplicando (1) por (Y*Y y (2) por Y se obtiene 

/l(Y*)T = A*(A)(Y*)TY 

Si A*(A) =1= 11 para que se de la igualdad ha de ser (Y*)TY = O, es decir, Y e Y* han de ser 
ortogonales. Y estono puede suceder si Y tiene todas sus componentes del mismo signo 

(Y*> O )• 
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CAPÍTULO 3: LA APLICACIÓN DEL TEOREMA DE PERRON

FROBENIUS 

3.1. Introducción 

Puesto que la red de internet puede representarse como un grafo orientado en el cual los 

N vértices representan las N páginas de la red y las aristas orientadas representan 

enlaces entre páginas. Luego si queremos jerarquizar la búsqueda de información lo que 

debemos hacer es trasladar la información del grafo, usando su matriz de adyacencia, la 

cual será una matriz P de tamaño N x N, donde la j-ésima columna representa la j

ésima página de partida y la i-ésima fila representa la i-ésima página de destino. Cada 

vértice tiene un "peso" diferente en la red, de acuerdo al papel del vértice en la 

conectividad de la red. Si se supone que la importancia xi de la página Pi es proporcional a 

la suma de las importancias de las páginas que enlazan con Pi , se tiene que debemos 

resolver el siguiente problema: 

Donde x = (x1 , x2, •.• , xN) es el vector de "importancias" de las pagmas censadas. 

Surgiendo las siguientes interrogantes: ¿Por qué debería tener valores propios reales pT? 

¿Por qué habría de haber vectores propios todos positivos? ¿Existe algún tipo de 

unicidad? En este capítulo mediante la herramienta matemática conocida como el 

teorema de Perron-Frobenius desarrollado en el capítulo anterior se responde de manera 

positiva a las interrogantes planteadas. 

Revisemos algunas definiciones que nos serán útiles en las secciones siguientes. 

Internet: Es una red de redes global o mundial de equipos informáticos que se comunican 

mediante programas de cómputo; en ella se encuentra todo tipo de información que 

genera la humanidad. Funciona como una gran "biblioteca" mundial que permite la 

consulta de cualquier documento que esté disponible en algún Servidor del planeta. A 

través de .esta red es posible intercambiar documentos (audio-escrito-visuales) con· otras 

personas que se encuentran conectadas al sistema. Su principal característica es que se 

trata de un sistema telemático accesible, económico, abierto y global, que trasciende las 

fronteras tanto políticas como culturales (idioma~, credos, razas, etc.) 
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URL: Dirección electrónica de las páginas web. 

Página Web: En internet se llama así a aquella que es posible visualizar en una pantalla de 

la computadora, por haber sido creada en lenguaje HTML. En ella se pueden crear 

imágenes estáticas, en movimiento, a colores, incluir sonido y hasta video; dichas páginas 

también permiten el uso del hipervínculo o hipertexto que es la posibilidad de ligar otros 

sitios o contenidos. 

Hipertexto: Se aplica a los enlaces existentes en las páginas escritas en el lenguaje HTML, 

enlaces que llevan a otras páginas que pueden a su vez contener otros enlaces de 

hipertexto. El acceso a las páginas hipertextuales se realiza a través de navegadores 

WWW (Yahoo, Explorer, Google, etc.). Los enlaces se destacan a través de una o varias 
. ' 

palabras subrayas, que aparecen en color diferente al resto del texto. Al hacer die en 

dichas palabras se conecta con otro texto o docu~ento y se despliega nueva información 

relacionada con la anterior. 

Host: Es el servidor que proporciona todos los servicios que posee a los usuarios a través 

de la red internet, para llegar a contactarse con este es necesario conocer la dirección 

electrónica del mismo. 

Interfaz: Recurso por el cual dos equipos se comunican entre sí. 

Interfaz del usuario: Referido a la computadora es el ambiente en que un usuario puede 

utilizar el teclado, el mouse, ventanas, menús, iconos, imágenes, sonidos y todos aquellos 

elementos que permitan la comunicación entre el hombre y la computadora. 

3.1.1. Buscadores de Internet 

En la actualidad se podría comparar el trabajo de un buscador con el de un bibliotecario. 
Para hacerlo más explícito, digamos que se trata ~e un bibliotecario, como la mayoría de 
los bibliotecarios en nuestro país, que no cuenta con una computadora. Si uno acude a 
estas bibliotecas intentando encontrar información sobre algún tema en particular, se 
encuentra con un gran fichero o catálogo enorme, impreso, conteniendo toda la 
información existente en esa biblioteca hasta la última actualización. Con un poco de 
suerte además habrá alguna especie de catálogo-diccionario, relacionando libros con 

37 



algunas palabras clave, luego se hace necesaria la .interacción con este bibliotecario, para 
que nos guie en nuestra búsqueda, sino quedamos satisfechos con la información 
proporcionada por el bibliotecario, entonces tendremos que buscar en todos los archivos 
la información buscada, pero imaginemos que: en esta biblioteca, hay millones de 
documentos que tienen relación con la información que nosotros requerimos, sin 
embargo de esta cantidad enorme de documentos, quizás la información solo se 
encuentra en unos pocos documentos, pero ¿cómo hago para decidir la importancia de 
los documentos que me ayudarán en mi trabajo?, El algoritmo de PageRank nos ayuda a 
solucionar nuestro problema, en realidad el problema de buscador (en este caso el 
problema del bibliotecario) y particularmente el woblema de los llamados buscadores de 
internet que a continuación definimos. ' 

Definición: Un buscador es un tipo de software que crea índices de bases de datos o 

de sitios web en función de los títulos de los ficheros, de palabras clave, o del texto 

completo de dichos ficheros. El usuario conecta con un buscador y especifica la palabra o 

las palabras clave del tema que desea buscar. El byscador devuelve una lista de resultados 

presentados en hipertexto, es decir que se pueden pulsar y acceder directamente al 

fichero correspondiente. 

En este trabajo estamos interesados en el buscador Google, debido a su gran importancia 

en el mundo actual. 

Los buscadores para recoger información de l,a red usan los llamados spider, que 

definimos a continuación. 

Definición: Spider es un programa que recorre la WWW y recoge páginas web, visitando 

los enlaces que tiene de forma automática. Suelen utilizarlo los grandes buscadores para 

dar de alta (indexar) las páginas y luego poder buscar en ellas. 

Un Spider, consta básicamente de tres elementos: 

);;> El Spider propiamente dicho, que explora las páginas y sus enlaces. 
);;> La base de datos confeccionada con los datos obtenidos por el Spider. 
);:> Un construct()r de resultados, que es lo que nosotros vemos cuando realizamos 

una búsqueda en los buscadores. 

Google el spider llamado Googlebot 

En la siguiente sección se describe el algoritmo que usa el motor de búsqueda de Google, 

el cual lo ha llevado a posicionarse como el buscador número uno a nivel mundial. 
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3.2. El modelo PageRank 

Este modelo ayuda al buscador en su tarea de jerarquizar la búsqueda de información por 

la red, ya que permite asignarle una "importancia" a cada página web censada, para lo 

cual hará uso de la teoría de grafos, particularmente de los grafos dirigidos, descrita en el 

capítulo l. Puesto que la red puede ser descrita como un gran grafo dirigido, donde cada 

nodo representa una página censada, y cada arista dirigida representa un enlace entre las 

· respectivas páginas, si el siguiente grafo dirigido representara lo que llamaremos el grafo 

de internet, observamos que la pagina 1 es la más popular ya que hay enlaces de todas las 
1 

otras hacia ella y además es la única con tal propiedad. 

Es decir estamos asignándoles su nivel de "importancia" a cada página con respecto a las 

otras, diciendo que una página es más importante que otra si es ella recibe más enlaces 

que las demás. 

Sin embargo este modelo tiene una debilidad, y es que, fácilmente puede "inflarse" la 
importancia de una determinada página web, creando varias páginas que tengan enlaces 
con esta página, y este procedimiento es muy fácil de implementar en poco tiempo, y este 
hecho claramente haría que todo el sistema fuera muy fácil de influir. 

Lo anterior obliga a modificar la forma de medir lo que se entenderá por "importancia" de 
cada página, del modo siguiente, cambiaremqs la función "número de citas" por 
"importancia de las citas". Es decir, no solo vamos a darle importancia a la cantidad de 
citas que tiene una página dada, sino que también tendremos en cuenta si la citan páginas 
importantes. Digamos que, por ejemplo, si obtengo enlaces desde Amazon.com o 
Microsoft.com, mi importancia debería ser mayor. En ese sentido, el grafo de las páginas 
web sería algo más bien parecido a lo que aparece en la figura abajo, donde se ve una 
distribución de importancias relativas a las importancias de las páginas dadas. Aquí se 
entiende por qué la página "C" es más importante que la "F" dado que ambas reciben un 
enlace cada una, pero la primera es enlazada por' una página mucho más importante que 

la segunda. 
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Dicho en palabras, el"postulado" del modelo PageRank dice lo siguiente: 

"La importancia xi de la página Pi es directamente proporcional a la suma de las 
importancias de las páginas que enlazan con ella". 

Veamos cómo se traduce esto matemáticamente, puesto que el grafo de internet tiene 
más de un billón de páginas, sería imposible dibujarlo por lo que usaremos su matriz de 
adyacencia, que como ya sabemos está formada por ceros(si no hay enlace entre las 
páginas Pi y Pi) y unos (si hay enlace entre las páginas Pi y Pi). 

Puesto que en las filas de la matriz de adyacencia del grafo de internet se puede leer 
cuántos enlaces salen de una página dada, justamente en las columnas aparecerán tantos 
unos como enlaces haya hacia la página indexada por esa columna. Es por ello que se 
necesita trasponer la matriz para utilizarla en el problema del PageRank. Por otra parte, de 
acuerdo con el "postulado" del modelo PageRank, se tiene que: 

x1 = K(a11x1 + a12x2 + ··· + a1nXn) 

x2 = K(a21x1 + a22x2 + ··· + a2nXn) 

Con aii E MJ, donde M1 denota la matriz de adyacencia del grafo de internet, de lo 

anterior se tiene que: 
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Es decir: 

Donde x = (x11 x2, •• , Xn) E l!Rn es el vector de "importancias". Si hacemos A = ~ 
K 

entonces la ecuación anterior se puede reescribir como sigue: 

De donde se tiene que: 

~ íl es la constante de proporcionalidad si y solamente si íl es un valor propio de la 
matriz MJ. 

~ x = (x11 x2 , •• , Xn) E l!Rnes el vector d~ "importancias" si· y solamente si 
x = (x1 , x2, •• , Xn) es un vector propio asociado al valor propio A. 

Lo anterior origina las siguientes interrogantes: 

¿Tiene valores propios reales la matriz M[ ? ¿Si existen estos valores propios, ellos son 
únicos? 

Como hemos visto en el capítulo 2 el teorema de 1 Perron-Frobenius, nos proporcionan las 
condiciones que debe poseer la matriz MJ para que las interrogantes anteriores se 
respondan afirmativamente. 

Lamentablemente la matriz MJ está lejos de ser una matriz semipositiva, originada por el 
siguiente hecho: Si una página tiene un solo enlace, este enlace vale lo mismo que 
cualquier otro enlace de otra página que produz~a un millón de enlaces. Es como, si bien 
producir enlaces desde mi propia página no aumenta mi importancia, cuantos más enlaces 
produce mi página, más afecta a toda la red. 

Este problema de exceso de autoridad se evita procediendo como sigue: si hubiera un 
enlace desde Pi hacia Pi' en el lugar (i,j) de la matriz de adyacencia se coloca el número: 
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1 

Nº de enlaces desde Pi 

De esta manera, cada página tiene "poder de 1voto" igual a 1, y esta unidad se va 
distribuyendo de acuerdo a los enlaces. De este modo se obtiene una matriz la cual es 
llamada matriz estocástica por filas (una matriz 

1
en la que en cada fila la suma de sus 

elementos es igual a la unidad), a esta matriz la denotamos por M1,E , puesto que no 
podemos aplicar directamente el teorema de Perron-Frobenius a la matriz MJ, 
aplicaremos la técnica de "perturbación", esta técnica se basa en que la función 
"importancia" es continua, y si puedo calculada "cerca" de la situación donde me 
encuentro, me sirve para lo que quiero: que es ordenar las importancias y no realmente 
calcularlas, la matriz que perturbaremos será M1 E~ Dado O < E < 1 definimos: 

' ' 

E [1 Mf8 : = (1- E)M1 8 +- : , , n 
1 

No es difícil verificar que la matriz Mf.E ~ O, es d~cir esta matriz satisface las hipótesis del · 
teorema de Perron-Frobenius y entonces "declaramos" que "la" solución al problema es 
la que se obtiene según ese enunciado para un ~prefijado (en la práctica, Google utiliza 
E = 0.15). Por lo tanto existe un valor propio positivo í!.*asociado a este íl.* existe un 
vector propio x* con todas sus componentes positivas, Este teorema nos trae una cierta 
unicidad que consistiría en quedarnos con el úniCo vector propio positivo de la matriz, el 
asociado al valor propio más grande que todos los. otros (en módulo) tal como queríamos. 

Sin embargo hay un "pequeño" inconveniente, la~ matrices con las cuales trabaja Google 
son matrices cuadradas del orden de más de un billón, así que tratar de calcular lo 
expuesto hasta aquí mediante las técnicas tradicionales sería una tarea titánica y muy 
costosa, para resolver este inconveniente Google utiliza lo que se llama el método de las 
potencias, en apariencia bastante ingenuo de enunciar pero computacionalmente muy 
efectivo. Se basa en el siguiente hecho bastante simple: 

Si una matriz cuadrada M es diagonalizable y tier:-~e todos sus vectores propios {v11 •• , vn} 
numerados de tal manera que los valores propios correspondientes cumplan lo siguiente: 

Partiendo de v0 ~ O tal que: 

v 0 = a1v1 + a2v2 + ··· + anVn, con a1 =F O entonces se tiene que 
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De donde limk ..... oo M:;o = a1 v1 es un múltiplo no t~ivial del vector propio buscado. 

Este es el método que utiliza Google para or<;fenar sus páginas de internet, y con 
resultados bastante razonables. 

3.3. Aplicación del TEOREMA DE PERRÓN FROBENIUS para determinadas páginas 
web. 

En el campo de búsqueda "fenómeno del niño" y a partir de seis pagmas web 
interrelacionadas creamos el grafo y la matriz de a,dyacencia asociada al grafo. Las páginas 
escogidas son: 

1: Word Meteorological Organization (WMO). 
2: Centro Internacional para la Investigación del Fenómeno del Niño (CIIFEN). 
3: Servicio Nacional de Meteorología e Hidrología del Perú (SENAMHI). 
4: Instituto Nacional de Meteorología e Hidrología del Ecuador (INAMHI). 
5: Direccion Meteorológica de Chile. 

Cuyo grafo dirigido es el siguiente: 

Figura del grafo del ejemplo ilustrativo 

Cuya matriz de adyacencia viene dada por: 

10000 

[

001011 
M1 = 11010 · 

11001 
11100 
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luego la matriz traspuesta de M1 es 

MJ = r~~m1T 
11001 
11100 

luego se tiene que debemos resolver la ecuación UJ xT = ílxT 

Es decir debemos resolver: 

[

001011T ~11 ~11 10000 Xz Xz 

MJ xT = 11010 i3 = íl X3 

11001 x:4 X4 

11100 .5 5 

[011111~1] ' ux1] 00111 Xz Xz 

~ 10001 X3 =; íl X3 

00100 X4 X4 

10010 5 X5 

lo que significa que debemos calcular los valores propios MJ, que de acuerdo al teorema 

1 de la sección 1.4.6 es equivalente a determinar las raíces del polinomio característico 

definido por: 

P(íl) = det(MJ:- íll) 

Y los vectores asociados a cada valor propio es el vector propio de la matriz MJ. 

De donde se obtiene: 

P(íl) = det(MJ - íll) = r~~m1- r~~~gg1 
00100 OOOílO 
10010 OOOOíl 

-íl1 1 1 1 
o -íl 1 1 1 

P(íl) = det(MJ - íll) = 1 O -íl O 1 
o o 1 -íl o 
1 o o 1 -íl 

De donde el determinante viene dada por: 
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' 
deteMJ- A.I) = e-1)5+1a51A51 + e-1) 5+2 a52A~2 + e-1)5+3 a 53A53 + e-1)5+4a54A 54 

5+5 1 

+ e -1) a55A5s 

De donde: 

-íl. 1 1 1 -íl. 1 1 1 

PeA.) = deteMJ -XI) = 

1 1 11 
-íl. 1 1 1 
o -íl. o 1 
O 1 -íi.O 

o -íl. 1 1 - íl. o -íl. 1 1 e1) 
1 o -íl.1 1 o -íl. o ...... . 
o o 1 o o o 1 -íl. 

Si en la ecuación e1) llamamos: 

1 1 11 
-íl. 1 1 1 . D _ 
o -íl. o 1 1 2 

-

O 1 -íi.O 

-íl. 1 1 1 
O -íl. 1 1 . D _ 
1 o -íl.1 1 3 -

o o 1 o 

Peíl.) = D1 - D2 - íi.D3 ••••.• e2) 

Ahora calculemos por separado cada Di; i = 11213 : 

1 1 1 1 1 1 

-íl. 1 1 1 
o -íl. 1 1 
1 o -íl. o 
o o 1 -íl. 

)- D1 = -íl. 1 1 + íl. -íl. 
o o 1 o 

1 1 = [1 - e -í!.)l + íl.[1 + íl.2 - e -íl.- í!.)l 
-íl. 1 

-íl. 
)- D2 =O+ O+ e-1)4 +3 e1) O 

1 

-íl. 
)- D3 =O+ O+ e-1)4 +3 e1) O 

1 

1 1 
-íl. 1 * o = íl.2 

- íl.- 1 
o 1 

1 1 -íl. 
-íl. 1 +e -1)4+4 e -íl.) o 
o o 1 

1 
-íl. 
o 

~ v3 = -[1- e -í!.)l + e -íl.)[e -íl.3 + 1)- e -í!.)l 

Sustituyendo los valores D1 ; D2 y D3 en la ecuación e2} se tiene que: 
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---+ P(A) = A3 + 2A2 + 2A + 1- (A21- A- 1) - A(A4 - A2 - 2A- 1) 
: 

---+ P(A) = -A5 + 2A.3 + 3A2 + 4A + 2 

Usando el comando eig de Matlab en la forma sig~iente se obtienen los valores y vectores 

propios correspondientes. . . . •.. ·lif ~. 

·~ ;1-ff¡A ='ttt~D· \ 
,iil ..... ~ >>A= [00101; 10000; 110:10; 11001; 11100] 

i t" ~ J EF E ,?.~;~)} 
>> [VD] = ei~(A) ~-~~l;'-~ss~S~1 

. : ''~~~~- .. ~:;._'"':·:.~,.~:..,-;'" 
Las columnas de la matriz V son los vectores pmpios mientras que los elementos "d'e'la 

1 

· diagonal de la matriz D son los valores propiosl Se obtiene que los valores propios y 

vectores asociados son: 

1 

A1 = 2,27, v1 = (1,74; 1,211; 1,21; 0,532; 1) 

Az = -0,5- 0,86í, v2 = (O; -0,5 -, 0,866í; -0,5 + 0,866í; 1) 

A3 = -0,5 + 0,86i, v2 = (0; -0,5 +¡ 0,866i; -0,5 - 0,866i; 1) 

A4 = -0,635 + 0,629i, v4 

= ( -0,469 + 0,101i; -0,303 -;- 0,490i; -0,303 - 0,490i; -0,166 
+ 0,59i) 

As = -0,635 - 0,629i, v5 

= ( -0,469 - 0,101i; -0,303 + 0,490i; -0,303 + 0,490i; -0,166 
- 0,59i) 

1 

Puesto que estamos buscando una constante de proporcionalidad real y positiva se 
1 

deduce que la solución es elegir A1 = 2,27 cuyo vector propio asociado es 
1 

v1 = (1,74; 1,21; 1,2~; 0,532; 1) 
1 

De donde x1 = 1,74; x2 = 1,21; x 3 = 1,21; x4 = ~,532; x 5 = 1 
1 

' 

Es decir la primera página es la que les gana a teclas las demás, sin embargo no podemos 

decidir cómo ordenar las otras dos páginas sigui~ntes, ya que tanto la segunda como la 

tercera página tienen el mimo valor 1,2 a pesar que la segunda página tiene un voto más 

que la tercera, sin embargo la tercera página es votada por la pagina más importante de 

todas, es decir por la primera página, esto nos obliga a usar la llamada matriz modificada 

matriz estocástica por filas que denotaremos M0.~ 
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Usando nuevamente el comando eig de Matlab se obtiene que los valores propios y 

vectores asociados son: 

il.1 = 1; v1 = (1,73;0,867; 1,2; 0,4; 1) 

Az = -0,333 + 0,471i; Vz = e -0,333 + 0,943i; -0,667- 0,236i; 0,5- 0,707i; -0,5; 1) 

il.3 = -0,333- 0,471i; v3 = e -0,333- 0,943i; ...:..0,667 + 0,236i; 0,5 + 0,707i; -0¡5; 1) 

il.4 = -0,167 + 0,289i; v4 = (O; O; -O,S - 0,866i; -0,5 + 0,866i; 1) 

il.5 = -0,167- 0,289i; v5 = (O; O; -0,5 + 0,866i; -0,5 - 0,866i; 1) 

Puesto que estamos buscando una constante de proporcionalidad real y positiva se 

deduce que la solución es elegir il.1 = 1 cuyo vector propio asociado es 

v1 = (1,73; 0,867; 1,2; 0,4; 1) 

De donde x1 = 1,73; x2 = 0,867; x3 = 1,2; x4 = Q,4; x5 = 1 
1 

Es decir ya tenemos la siguiente ordenación: x1 > x3 > x5 > x2 > x4 

Nótese la difer(;!ncia con lo que se hizo anteriormente en donde no se podía establecer 

una ordenación entre la segunda y la tercera página, ya que ambas tenían la misma 

"importancia", este problema fue solucionado mediante el uso de la matriz estocástica 

Mo,E 

Sin embargo, aún no tenemos unicidad, para (:Jeterminar la unicidad de la solución 

debemos garantizar que se cumplen las hipótesis de teorema de Perron-Frobenius, 

lamentablemente la matriz asociadas a los grafos de internet tienen muchos ceros, ya que 

existen páginas que no se enlazan con otras páginas, como en nuestro ejemplo la página 

de WMO no se enlaza con la página de CIIFEN. 

Para obtener una matriz que satisfágalas las hipótesis de teorema de Perron-Frobenius, 
perturbaremos la matriz M0 E con E = 0,15 a la cual denotamos por M5 E y que como se 

J . ' 1 

sabe se define como sigue: 

E [1 
M5,E: = (1 - E)Mo,E + ñ. ~ lL 
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Luego 

Mg;~' = (0,85) [ 3, 
o z-1 o z-1 

1 

1 1 1 
o o o o o 15 1 1 1 

3-1 o 3-1 : o +-'- 1 1 1 
3-1 3-1 o o . ;3_1 5 [1 1 1 
3-1 3-1 3-1 o o 1 1 1 

__, Mg;~' = (0,85+t 

o 2-1 o r: 1 + (0,03) [i 
1 1 

o o o 1 1 
3-1 o 3-1 1 1 

3-1 3-1 o o 3-1 1 1 1 
3-1 3-1 3-1 o o 1 1 1 

[ 

o 
0,85 

--? Mg;~5 = 0;283 
0,283 
0,283 

Por lo tanto: 

o 
o 

0,283 
0,283 
0,283 

0,425 o 0,425 .1 [0,03 0,03 0,03 
o o o 0,03 0,03 0,03 

o 0,283 o 1 + 0,03 0,03 0,03 
o o 0,283 0,03 0,03 0,03 

0,283 o o 0,03 0,03 0,03 

1

0,03 
0,88 

Mg}s = 0,313 
0,313 
0,313 

0,03 
0,03 

0,313 
0,313 
0,313 

0,4. 55 0,03 0,4551 
0~03 0,03 0,03 

0,03 0,313 0,03 
0,03 0,03 0,313 

0,313 0,03 0,03 

1 
1 
1 
1 
1 !1 

1 

!1 
1 
1 
1 
1 

~:~~ ~:~~~ 
0,03 0,03 
0,03 0,03 
0,03 0,03 

Claramente la matriz Mg}s es una matriz no negativa, y satisface las hipótesis del teorema 

de Perron-Frobenius, y por lo tanto la solución obtenida es única. Usando el comando eig 
de Matlab se obtiene el valor propio .íl = 1 cuyo vector propio asociado es: 

v = (0,67259; 0,363478; 0,463318; 0,194141; 0,403921) De donde: 

x1 = 0,67259;x2 = 0,363478;x3 = 0,463318;x4 = 0,194141;x5 = 0,403921 

Es decir nuevamente se tiene la siguiente ordenación: x1 > x3 > x5 > x2 > x4 • 
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CONCLUSIONES 

l. Una red en Internet tiene asociado un grafo dirigido~ y por ende se le puede 
asociar una matriz de adyacencia. 

2. La matriz de adyacencia asociada al grafo: de una red de internet tiene muchos 
ceros. Esta matriz debe ser semipositiva e irreductible. 

3. Si ·se modifica la matriz de adyacencia transformándola en una matriz estocástica 
se obtiene una jerarquización de las páginas webs de esta red; sin embargo, la 
jerarquización obtenida no es única. 

4. Perturbando la matriz estocástica se obtiene la matriz M~.E la cual satisface las 
hipótesis del teorema de Perron-Frobenius. 

S. Aplicando el teorema de Perron-Frobenius a la matriz M~.E se obtiene una única 
jerarquización de las páginas webs de una red de internet. 

6. El épsilon E =0,15 es un valor numérico que' utiliza Google. 
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