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RESUMEN 

El método simplex nos da una solución óptima a Problemas de Programación Lineal 

(PPL), esta solución se encuentra en un extremo de la región factible, sin embargo puede 

resultar una solución no muy adecuada cuando se trata de problemas con múltiples 

soluciones. 

De este conjunto soluciones se puede determinar la solución más adecuada de acuerdo a 

determinadas condiciones del problema la que va a depender del vector de la dirección 

de búsqueda. 

En este trabajo de tesis se presenta un análisis detallado del método de Puntos 

Interiores Primal y Dual mostrando sus pasos algorítmicos, que permite encontrar la 

solución de un Problema de Programación lineal, no necesariamente en los puntos 

extremos como lo hace el método Simplex. Así como se analiza su convergencia. 

Así mismo de detalla el método de puntos interiores barrera logarítmica primal - dual, 

además la posibilidad de modificar la dirección de búsqueda en el algoritmo para ser 

aplicada a problemas de optimización con óptimos alternativos lo que permitirá 

obtener soluciones óptimas que satisfagan objetivos adicionales. 
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. INTRODUCCIÓN 

La programación lineal se desarrolló gracias a un grupo de investigadores de la Fuerza 

Aérea de los Estados Unidos, dirigidos por George Dantzig. Y su muy conocido método 

Simplex fue por más de tres décadas el único método utilizado para resolver los 

problemas de programación lineal (PPL) el cual se representa en su forma estándar de 

la siguiente forma: 

min cTx 
sa: Ax=b 

x~O. 

Sin embargo el método Simplex no resulta muy eficiente para problemas con variables y 

parámetros numerosos, Esto por su característica combinatoria que se manifiesta en el 

elevado número de iteraciones. 

Ante esta situación muchos investigadores se dedicaron a la búsqueda de algoritmos que 

no utilizaran la propiedad de combinatoria. 

En 1979 Leonid Khachiyan desarrolló un algoritmo denominado Método elipsoidal, para 

determinar la solución de un sistema de ecuaciones lineales, que ya no tenía la propiedad 

combinatoria. Luego se han buscado otros métodos que mejoren el tiempo de ejecución 

polinomial del algoritmo elipsoidal. 

En 1984 Narendra Karm.arkar presenta un algoritmo de tiempo de ejecución 

. considerablemente menor que el algoritmo elipsoidal conocido como: Algoritmo de 

· Karmarkar ó Método de transformación proyectiva. A pesar de esto el algoritmo de 

Karmarcar requiere un tiempo de ejecución mayor que el algoritmo simplex cuando se 
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trata de problemas con pocas variables. Debido a esto se han propuesto muchas 

modificaciones. 

El algoritmo de Karmarkar y las modificaciones realizadas, han dando lugar al 

"Algoritmos de puntos interiores de programación lineal'~ 

En la presente tesis se ha formulado el siguiente problema: ¿Es posible determinar un 

algoritmo del tipo de puntos interiores que permita determinar la solución de un PPL 

con óptimos alternativos? 

En esta tesis se muestra que los algoritmos primal y dual de puntos interiores mejoran 

el algoritmo de Karmarkar ya que no necesitan la condición de tener un problema no 

degenerado. 

En el Capítulo 1 se hace un resumen de los conceptos y métodos que serán utilizados 

para el desarrollo de esta tesis. 

En el capítulo 2, se presenta las ideas básicas generales y la derivación de sus 

respectivos pasos algorítmicos del método de puntos interiores. Así como se analiza su 

convergencia. 

En el capítulo III se presenta Método de puntos interiores barrera logarítmica primal

dual se determina el algoritmo y se analiza una modificación para resolver PPL con 

óptimos alternativos siguiendo alguna condición adicional. 

Finalmente se concluye el presente trabajo con la presentación de las conclusiones y la 

bibliografía. 
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CAPÍTULO I: PRELIMINARES 

1.1 Problema De Programación Lineal (PPL) 

Un PPL se expresa mediante una funCión objetivo lineal y un conjunto de restricciones 

lineales en forma de desigualdades 

La forma más general de un Problema de Programación Lineal (PPL) consiste en 

minimizar o maximizar. 

Sujeto a: 

n 

Z = f(x) = L cixi 
j=l 

n 

L aiixi = bi i = 1,2, ... , p - 1 
j=l 
n 

L aiixi ~ bi i = 1,2, ... , p - 1 
j=l 
n 

L aijXj :Sbi i = q, ... ,m 

j=l 

Junto con las condiciones de no negatividad de x. 

Donde p , q y m son enteros positivos tales que 1 :5 p :5 q :5 m 

Realizando los cambios adecuados podemos escribirlo en su forma matricial como sigue 

Minimizar z= crx 

Sujeto a: Ax~ b 

Xi ~ O ; i = 1, ... , n 

Donde, A es una matriz de (mxn), XE Rn, CE Rn, bE Rm·. 
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Expresado en su forma estándar tiene la forma: 

MJ'nimizar 

Sujeto a Ax=b •.•..•.•.•.•.•....•..•.••. (1.1) 

xi ~ O ; i = 1, ... , n 

Ejemplo: La forma estándar del PPL: 

Maximizar Z= 2x1 - 3xz + Sx3 
Sujeto a: x1 +xz 52 

3xl +xz -x3 ~3 ¡, ~ 
Xl,XZ ~0 

1.1.1. Solución Factible 

Minimizar Z= -2x1 + 3xz -5(x6 -x¡) 
s.a: x1 +Xl +x4 = 2 

3xl +xz -(x6 -Xl) -xs = 3 
X1, Xz, X4, XS, X6, X7 ~ 0 

Es un punto x = (x11 x2, ... , Xn) que satisface todas las restricciones del PPL. 

1.1.2. Región De Factibilidad O Polftopo. 

Conjunto de todas las soluciones factibles S, es decir S = {x 1 Ax ~ b, X¡ ~ O}. 

El PPL, mostrado en (1.1) puede formar parte de las siguientes tres categorías: 

a) Un problema no factible, es decir un problema para el cual no existen soluciones 

factibles, es decir, S = (/J. 

Ejemplo: Considérese el siguiente PPL: 

Maximizar Z= 3xl + xz 

sujeto a -x1 +2xz .5"2 
2x1 +xz 56 
X1 53 

2x1 -1.5xz 54 
-Xl-Xz5-1 

X1 +xz 50 
Xl,Xz~O 

Este problema no es factible porque la nueva restricción x1 + xz 50 no es compatible con 

las restricciones previas. 
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b) Un problema no acotado, es aquel para el cual existen soluciones factibles pero la 

función objetivo no está acotada inferiormente. 

Ejemplo: Maximizar 

Sujeto a: 

Z= 3xt +xz 

-1.5Xt + X2 .$"2 
-Xt-Xz .:5"-1 
-Xl .$"0 

-xz 5'0 

.......... C1 
......... C2 

.......... C3 

.......... C4 

El cual tiene una solución no acotada, porque como se muestra en la figura 1.1, la región 

factible no está acotada en la dirección de crecimiento de la función objetivo z. 

e) Problemas para el cual S =f:. 0 y además cTx es acotada inferiormente. 

Ejemplo: PPL con solución única 

Maximizar 
sujeto a: 

Z= 3xl +xz 
-x1 +xz .:5"2 ............ C1 

X1 +xz 5'6 ............ C2 
Xt .:5"3 ............ C3 

2x1 -xz 54 ............ C4 
-x1 -xz .:5" -1 ........... es 

X1,X2~0 

Cuya solución optima es x = (3,3), el cual se obtuvo por el método grafico y se muestra 
en la figura 1.2. 
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Fig. 1.2. PPL con solución única. 

Ejemplo: PPL con soluciones múltiples 

Maximizar 
sujeto a: 

Z=x1+xz 
-Xl + xz 52 ............ Cl 

Xl +xz 56 ............ C2 
X1 53 ............ C3 

2x1 -xz 54 ............ C4 
-x1 -xz5-1 ........... es 

X1,X2'?:.0 

Fig. 1.3. PPL con soluciones múltiples. 

:x l 
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1.2. Solución De Un Problema De Programación Lineal: 

1.2.1. Solución óptima: 

Una solución óptima del PPL (1.1) es una solución factible r, que cumple con la 

condición: cTx*~ cTx= z, V x E S. 

Si el problema es de maximización debe cumplir z = cTx~ cTT, V x E S. 

En el problema (1.1), Sea A una matriz mxn, de rango m, luego existe un número 

máximo m de columnas L.l. supongamos que son las columnas apa2 , ••• ,am las cuales 

forman una base que se denota por B, luego B es regular entonces: 

A= [B: N], 

B: matriz mx m formando las columnas Ll. 

N: matriz mx(n-m)formando las columnas restantes. 

De este modo se obtiene una partición en el vector 'x" y en el vector de costo "e'; de 

esta manera: x= [::] 

Donde xB variables básicas, xN variables no básicas. 

Luego Ax = b, se escribe como: Ax =.[B: N][;:] 
Ax = Bx8 + NxN = b 

Como se tiene que Bes regular: x8 + B-1NxN = B-1b 

si xN = O ::::::> xB = B-1 b 

Por tanto: x=[xB: o Y Es la solución asociada a la base B. 
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1.2.2. Solución Básica: 

Si el vector de decisión, x = (x1, ... , Xn)T, tiene n-m componentes iguales a cero, y las m 

componentes están dadas por B-1 b, se llama solución básica del problema lineal. 

X= (x1, ... , Xm, O, O, ... , O)T 

Si x8 = B-1 b y x8 tiene todas sus componentes no negativas, tenemos una soludón 

básica factible. 

Una solución básica factible, donde al menos una componente de x8 es igual a cero, se 

llama Solución Básica Factible Degenerada. Los problemas que tienen este tipo de 

soluciones se llaman problemas degenerados. 

Una solución básica factible, donde m componentes del vector solución x; son positivas 

se llama Solución Básica Factible no Degenerada. Los problemas que tienen este tipo de 

soluciones se llaman problemas no degenerados. 

1.3. Dualidad: 

Dado un PPL, llamado problema primal, existe otro PPL llamado problema dual, 

íntimamente relacionado con él. Se dice que ambos problemas son mutuamente duales. 

Bajo ciertas condiciones, los problemas primal y dual dan lugar al mismo valor óptimo de 

la función objetivo, y por tanto se puede resolver indirectamente el problema primal 

resolviendo el problema dual. 

Muchas veces es conveniente trabajar con el Problema Dual e incluso se tienen 

algoritmos Primal - Dual. 

Cuando el problema primal está en su forma estándar (P) el problema dual (D)se tiene 

como: 

min z=crx 

(P): s.a Ax = b (D): 

max w=bry 

s.a. ATy~ e 

y, libre 
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1.3.1. Teorema de Dualidad: 

Si x E Rn es solución factible para el problema primal (P), y E Rn es solución factible para 

el problema dual (D), entonces bTy'5. cTx. 

Demostración: De las restricciones de ambos (P) y (D) tenemos: 

bTy= (Ax)Ty= xT A1)r 

Puesto que Xv x2, ... , Xn ~ o y e ATy '5. e) por la factibilidad del dual tenemos: 

bTy=xT ATy'5. xTc= cTx. 

1.3.2. Teorema Fuerte de Dualidad: 

Si el problema primal (P) tiene una solución óptima X* , entonces el problema dual (D) 

tiene una solución óptima y y sus respectivos valores de las funciones objetivo son las 

mismas. Esto es el óptimo cT X* = bT y. 
Demostración: Consideremos 

[e J [B-'b] Usando el vector de costo e= ¿ tenemos: cTX* = [ C~ e~] 
0 

=e~B-1b. 

Como el punto es óptimo, por la condición de optimalidad, se tiene: 

r = eN - e~B-1 N ~ O. Donde res el vector de costo reducido. 

El vector dual "y" es dado por y = c~B-1 

Veremos que el problema primal y dual tienen el mismo valor y que dicho vector es 

solución factible para el problema dual, así, bT y = e~B-1b = eT x* . 

Ahora para mostrar que el vector solución dual, y, es factible para el problema primal, 

mostraremos que ATy'5. c, en efecto: 

(ATy)T = yT A= e~B-1 [B :N] = [e~ : c~B-1N]:::;; [e~ :e~] = cT 

Esquema para transformar un problema primal a dual y viceversa. 
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PRIMAL 
max 

restricción i ::::; b¡ 

restricción i = b¡ 

restricción i ~ b¡ 

variable j~O 

variable j, libre 

variable j:s;O 

max 
DUAL 

Ejemplo: 

1. Construir el Dual de: 

Se tiene 

Max x1+ x2+ 2X3 

s.a. 2xt- 2x2 +x3 s 12 
X1+X2+X3=8 

Xt~3 

x1, xz :2: O, X3 libre 

[2 -2 1] 
A= 1 1 1 ; 

1 o o 

Luego el problema dual esta dado por: 

min 12y1 + 8}2 +3)'3 
1 (D) s.a 2y1 + J2 +)'3:2:1 

-2y1 + }2 :2:1 
y1+}2 =2 

~ DUAL 
m in 

variable i~O 

variable i, libre 

variable i ~o 

restricción j ~ c1 

restricción j = c1 

restricción j ~ c1 

m in 
PRIMAL 

b=m y c=m 

y1:2:0, y2.-libre, )350 
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1.4. El Algoritmo De Karmarkar. 
Consideremos el problema lineal como sigue: 

mín cTx 

s.a xeiT ~ Rn. 

x1 ~O, 1:::;; i:::;; n 

Donde II es la intersección de semi espacios de la forma: Ax~ b. 

(1.2) 

El algoritmo de Karmarkar consiste en desplazarse por el interior de la región factible y 

no a lo largo de la frontera como es el caso del algoritmo simplex. 

El algoritmo de Karmarkar considera en cada iteración el punto conocido como el centro 

de la región factible y determina el siguiente punto de costo mínimo siguiendo la 

dirección del vector gradiente negativo con el mejor desplazamiento posible 

manteniendo este nuevo punto en el interior de la región factible. 

En cada paso se obtiene que el punto conocido se encuentra en el centro de la región 

introduciéndose una transformación proyectiva para transformar la región factible 

inicial en otra región, cuyo centro es la imagen del último punto conocido, luego en la 

nueva región factible determinamos el nuevo punto de menor costo y así sucesivamente 

se repite el proceso. 

1.4.1. Forma estándar de karmarkar: 

Karmarkar transforma todo PPL a la forma estándar de Karmarkar: 

Sea A ={x E :!Rn 1 x1,x2 , ••• ,xn ~O, ix1 = 1} 
j=l 

El Simplex estándar (n-1) dimensional con centro a0 =!:.., donde e= (1,1, ... ,1) 
n 

Sea Q=N(A)={xe.IR.n 1 Ax=O} con A una matriz de orden mx nde números enteros, 
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Entonces el problema lineal estándar de Karmarkar es: 

min crx 

s.a xe TI = .n n Jl.. 

o también: 

( 

1 

min z=crx 

s.a Ax=O 
~ 

1 

l
r 

Xi ~ 0, 

e.x=1 

1SiSn 

¡· ................... (1.3) 

'---------------~ 

El punto a0 = (Ifn,ljn, .. . ,ljn), viene a ser el centro de la región factible de este problema. 

T (Proyección) TI' 

a0=T(a) 

fig. 1.4 Punto inicial del Algoritmo de Karmarkar 

EltamañodeunproblemaUneal dado en (1.1) está dado por 

L =m n + flog2 1Pil+n(log2 n l· 

Donde P es producto de todos los coeficientes no nulos de la función objetivo y de las 

restricciones y r ·l es el número entero inmediato superior. 

Al conjunto de operaciones para obtener un nuevo punto b a partir del punto a conocido 

en cada iteración se le denota por el>, es decir b = el>( a). 

13 



1.4.2. Etapas del algoritmo de Karmarkar: 

1. Etapa inicial: Sea x0 = a0 =!!.. y sea K= [2nL] /o (el número de iteraciones). 
n 

2. Etapa Iterativa: Para k= 1 a !('hallar x(k) = tjJ(x(k-1)) la solución óptima 

que se obtiene es el punto v. 

3. Criterios de parada: 

• Si k< Ky cx(k) =O, v= x(K) 

• Si k< Ky f(x(k)) > f(x(k-1))-5, el costo óptimo es positivo, ves un 

punto de costo no mayor que ex( k). 

donde fes la llamada función potencial definida como f(x)=ln[ (er x) ] y permite 
x1 , ••• ,xn 

controlar la convergencia al punto mínimo. 

Calculo de b = <l>(a). 

Donde a E II, de componentes no negativas, el vector salida b = tjJ(a) está en TI y b 

>O. Si el costo mínimo es cero, entonces se tiene cT b =O ó f{b) ~f(a)-o. 

1. Sea: 

a¡ o 0 ... 0 

D= 
o a2 0 ... 0 

T
0
(X) 

D-1x 
T -I(x')= Dx' • \¡/ x. 

er D-1x 
y 

a eTDx' 

o o o ... an 

2. Sea e= Dc. 

3. Construir B aumentando una fila de unos a la matriz AD: 

4. Sea cp la proyección de e sobre el espacio nulo de B, 

cp=c'- BT(BB1)-1Be 

- - e 
5. Si cp = O, sea e P =O, de otro modo sea e P = !le: ll un vector unitario en la 

dirección de el" 

6. Tome una longitud de paso a en dirección de -cp para obtener /i: 
n 
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a -
ll = ao- -e 

n P 

7. Finalmente se aplica Ta-l a b', para resolver b. 

Retornara: 

b= T -t(b')= Db' . 
a eTDb' 

Ejemplo: La forma estándar de Karmarkar. 

Ejemplo: min. x+ y 

s.a x+ y~1 
X-Y~l 
x,y2::0 

min. x+y 
s.a x+ y-z=1 

X-y+ u= 1 

x,y, ~ u2::0 

donde A es de orden 2x4, entonces m=2, n=4, por lo tanto su tamaño es L=20 

Puesto que L=20, se tiene x+ y+ z+u~n2L= 4.220 , e introduciendo una variable de 

holgura se obtiene el nuevo problema. 

min x+ y 
s.a x+ y-z =1 

X-y+ u= 1 
x+ yt- z+ u+ v =222 

x,y; z; u,v2::0 

Luego sustituyendo 222 x=x, 222 y= y; 222 z=z; 222 ú=u, 222 ti= v, se tiene: 

min 222 x+ 222 y 
s.a 222 .X+ 222y-222z=1 

222 .X- 222 y+222 ú=1 
x+ .Y+z+ u'+tl=1 

.X, y, z, u',tl2::0 

Luego multiplicando la tercera restricción por "ll' y restando del sistema anterior se 

obtiene: 

Gx=O 
x+ yt- z+u+v=1 

x,y, z; u, v2::0 
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1 

-
1
], y en lugar de .X, y, z, u',v se ha 

222_1 -1 

escrito x, y; z, u, v. 

y el problema se transforma en: 

mín 222 x+ 222 y 
s.a (22L1) x+(22L1) y+(-22L1) z- u-v= O 

(22L1) x+( -22L1) y- z+(22L1) u-v= O 
x+ y+z+ u+ v= 1 

x, y; z, u, v;::: O 

Como (! ! ! ! !) no es solución factible del sistema de restricciones mostrado s's's's's 
anteriormente, para que lo sea se agrega una variable A. en las ecuaciones y se 

transforma en: 

mín 222 x+ 222 y+_A. 

s.a (22L1) x+(22L1) y+( -22L1) z- u-v+( -222+5)A. =0 

(22L1) x+(-22L1) y- z+(22L1) u-v+(-222+5)A.=0 

x+ y+z+ u+v+A.=1 

x,y; z, u, v,A. ;::o 

Que constituye el problema en la forma estándar de Karmarkar. 
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CAPITULO 11. MÉTODO DE PUNTOS INTERIORES. 

Los algoritmos de puntos interiores buscan aproximarse a la solución óptima a partir de 

un punto conocido que se encuentra en el interior de la región factible (polítopo ). 

Consideremos un PPL en su forma estándar: 

min z = cTx l 
s.a Ax= b )· ................. (2.1) 

X¡ 2: O , 1 ::;; i ::;; n 

Donde XE Rn, bE Rm. y A es una matriz mxnde rango m. 

Dado el sistema en (2.1) y un punto inicial factible e interior, lo que buscamos es 

obtener el punto mínimo, por tanto el desplazamiento debe ser en dirección 

descendente hasta llegar al siguiente punto. Este proceso debe repetirse hasta alcanzar 

un punto interior suficientemente cercano a la solución óptima. 

2.1. INTRODUCCIÓN A LOS ALGORITMOS DE PUNTO INTERIORES; 

Considerando que el problema es minimizar la función objetivo, y dado un punto inicial 

factible, entonces para conseguir una mejor aproximación al punto óptimo debemos 

seguir la dirección del vector gradiente negativo (la dirección del descenso más rápido) 

porque así se obtendrá el mejor decremento en el valor de la función objetivo. 

Debemos tener en cuenta que el punto de partida afecta el progreso que se logra en cada 

paso, es decir, si uno empieza cerca de las caras del polítopo el progreso esperado es 

pequeño, sin embargo si se empieza cerca del centro el progreso es considerable como 

se observa en la figura 2.1: 

Fig.2.1. 

Punto óptimo. 
<: 
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El polígono de la figura 2.1 es una ilustración de un PPL. y muestra el progreso hacia la 

solución óptima dentro de la región factible desplazándose en dirección opuesta al 

gradiente. Cualquier punto interior del polígono satisface las restricciones del problema 

y proporcionan una solución.factible. Por tanto los límites de la región restringen todas 

las soluciones al interior de ella. 

Además se observa que partiendo del punto q se llegue, mediante un desplazamiento 

más largo, rápidamente a la solución óptima; mientras que si partimos de p necesitamos 

mayor número de pasos cortos para llegar a la solución óptima. 

A continuación consideremos un vector de paso (gradiente negativo de la función 

objetivo) con punto inicial en este punto. Luego efectuamos un desplazamiento a una 

nueva posición en la dirección del vector de paso tal que se reduzca el valor de la función 

objetivo. Esto es, tratamos de encontrar un vector de dirección para que el 

desplazamiento en busca de un nuevo punto sea en una dirección descendente y que sea 

lo más cercano posible al punto óptimo pero sin salirse de la región factible. Una forma 

de conseguir esto es inscribiendo una esfera en el octante x~ O con centro en el punto p y 

con un radio lo más grande posible, pero manteniendo la factibilidad (que satisfagan las 

restricciones y el problema en general, esto se consigue con la esfera tangente por lo 

menos a un plano coordenado). 

El punto actual está en el centro de esta esfera y se pueden hacer desplazamientos 

considerables hacia otro punto factible mientras se reduce el valor de la función objetivo. 

Puesto que el gradiente para éste problema es simplemente el vector t; el 

desplazamiento hacia la solución óptima (que se hace a lo largo de direcciones 

descendentes cuyos puntos están en dirección opuesta al gradiente) se efectúa en la 

dirección del vector -t; por lo tanto el nuevo punto es el punto donde un conjunto de 

nivel definido por cTx =constante, es tangente al círculo inscrito. 
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y 

X 

curva de nivel 

Figura 2.2: El círculo inscrito y el vector de paso. 

Este paso se muestra en la figura 2.2, donde el actual punto se denota por p y el nuevo 

punto obtenido mediante éste procedimiento es denotado por q y examinando las 

componentes del nuevo punto q, vemos que el progreso es considerable a lo largo del eje 

vertical mientras que a lo largo del eje horizontal el progreso no es significativo. Es 

evidente que el .mayor progreso se hace si el punto inicial estuviera a igual distancia de 

ambos ejes (igual distancia hacia las aristas en el caso general). Esto puede llevarse a 

cabo haciendo un cambio de escala (escalando) en el sistema de coordenadas de la figura 

2.2 de tal manera. que el círculo inscrito sea tangente a ambas paredes de la región 

factible. 

En este espacio con una nueva escala, el movimiento en la dirección original descendente 

no es válida puesto que emplea el espacio original y no el nuevo espacio (escalado). Este 

cambio sin embargo es mínimo y puede ser manejado fácilmente. 

En el ejemplo sólo el eje horizontal tuvo que escalarse por un factor 2 para trasladar el 

círculo a la posición deseada. Empleando el mismo factor para la componente horizontal 

del vector descendente llegamos a la situación que representa la figura 2.3. 
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y 

Figura 2.3: El círculo inscrito y su vector descendente en el espacio a escala. 

Como se mostrará luego, escalar los ejes también equivale a escalar las restricciones de 

un problema de programación lineal. En realidad aplicando un escalamiento a los PPL 

nos resulta un nuevo problema, "El problema de programación lineal escalado'~ 

Aquí demostramos la importancia de que el punto que se elija esté a igual distancia de las 

paredes de la región factible, para poder obtener un buen desplazamiento hacia la 

solución óptima, todo esto mediante los conceptos de escalamiento y la transformación 

de los PPL. 

No obstante, desde que los problemas originales se formularon en un diferente espacio 

tenemos que desarrollarlos dando un significado a la solución en ése espacio original, 

para hacer esto reescalamos la solución para llevarla de vuelta al espacio de origen, tal 

operación semejante a una operación de escalamiento es realizada a través de una 

transformación afín. 

En nuestro caso se tomó un círculo en el espacio a escala y escalando sus ejes resulta una 

elipse en el espacio original (sin escala). Estas operaciones de reescalamiento se 

muestran en la figura 2.4, en dimensiones superiores, este reescalamiento transforma 

una esfera en un elipsoide. La ilustración representa un PPL en el espacio original con 

vectores dirección descendente del espacio escalado. 

Volviendo al ejemplo, de acuerdo a la figura 2.2 en el sistema original, dado el punto 

inicial en la posición p y siguiendo la dirección del vector gradiente negativo, lo mejor 
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que se puede hacer es desplazarse al punto q, mientras que haciendo un cambio de 

escala, el mejor desplazamiento es al punto e, como se aprecia en la figura 2.4 después 

·del reescalamiento. Luego si el siguiente punto en el espacio original no está a igual 

distancia de las paredes de la región factible, nuevamente realizar la operación anterior 

(escalamiento - reescalamiento) y así sucesivamente se repite el paso hasta llegar a la 

. solución óptima. 

curva de nivel 
Figura 2.4: El elipsoide inscrito en e espacio originaL 

En la figura 2.4 la elipse más grande es la que se forma como consecuencia del 

reescalamiento que se hace. El punto d muestra la iteración siguiente que se realiza 

inscribiendo otro elipsoide centrado en c. . 

La discusión en éste capítulo, motiva e ilustra la importancia de centrar el punto y la 

elección de una dirección descendente. El centrado y una buena dirección descendente 

nos proporciona el gran potencial para lograr una buena reducción de costo en un solo 

paso. En el ejemplo se tomó un punto arbitrario (interior y factible) y se escaló hasta que 

estuvo centrado. Para llegar a la solución óptima se repite este proceso. 

En resumen los algoritmos de puntos interiores consiste en llevar a cabo una secuencia 

de pasos donde un punto inicial, primero es centrado mediante un escalamiento, luego 

sigue un paso de mayor longitud posible en dirección descendente, obteniendo así un 

nuevo punto que finalmente mediante una operación de reescalamiento se trae de vuelta 
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el nuevo punto al espacio original. Esta clase de algoritmos se denomina también 

algoritmos de escala-afín. 

2.2. ANÁLISIS ALGEBRAICO DEL MÉTODO: 

Asumimos que xo de componentes positivas es un punto inicial (interior y factible) para 

el problema (2.1), entonces: Ax0 = b 

Enseguida queremos encontrar un vector de dirección, dx, el que tomamos en una 

dirección descendente hacia un nuevo punto XM manteniendo la factibilidad, como ya 

vimos se puede tomar en la dirección negativa del gradiente. 

Veamos: Si el nuevo punto se obtiene mediante: XN = Xó + dx , Entonces por la 

factibilidad se deduce que: AxN = A(x0 + dx) = Ax0 + Adx = b. 

Por la factibilidad de x0 (Ax0 = b), se obtiene Adx=O 

Si el vector de dirección se toma en dirección descendente se cumple la siguiente 

condición: 

Así, tenemos dos requisitos que el vector de paso (de dirección), dx, debe satisfacer. 

Adx=O y cT.dx~ O (2.2) 

Considerando que se debe dar un paso en la dirección opuesta al gradiente, claro está 

que esta dirección es válida solo si la factibilidad del punto actual se mantiene, y si esto 

proporciona una dirección descendente, es decir debe satisfacer (2.2) de lo contrario 

tiene que ser modificado. 

A continuación veamos como modificar el gradiente de dirección de modo que se cumpla 

(2.2) para esto incluimos el operador proyección de la siguiente manera: 
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Un operador proyección hacia el espacio nulo de A ( N(A) ={ x 1 Ax= O; xe Rn}) está dado 

porlamatriz "P",nxn,donde: P=In-AT(AAT)-1A (2.3) 

Este se denomina un operador proyección puesto que cuando opera sobre algún vector 

n-dimensional le corresponde otro vector que pertenece al espacio nulo de la matriz A, 

Veamos: 

Siy=Pz, => Ay=APz=A[In-AT(AA1)-1A]z=A[z- AT(AA1)-1Az] 

=Az -AAT(AA1)-1Az =Az -Az =O. 

Ay= O, es decir y e N(A). 

La matriz P por satisfacer AP = O, tiene las siguientes propiedades: 

p = p T y p = p 2 (2.4) 

En efecto 

• 

• 

P T= [In-AT(AA1)-1A] T= In- [AT(AA1)-1A] T= In-AT[(AA1)-1] TA 

= In -AT[(AA1)T]-1A =In- AT(AA1)-1A= P 

Probaremos que 

P- P 2 = O ¡ V A =t= O. 

A(P- P 2) = AP- AP 2 = AP- APP =O- OP = O, Como A:t:O => P- P 2 = O 

:. p = pz, 

Ahora usamos este operador proyección para proyectar - e sobre el espacio nulo de A, 

así encontramos el vector de dirección a través de: 

dx=P(- e) 

Así usando las dos propiedades de (2.4), tenemos: 

eT dx =- eTPc =- eTPZ e=- eTP Pe=- erprp e= - (P e)TP e=- IIPclt ~O 
Esto indica que es una dirección descendente como requiere (2.2). 

Por tanto dado un punto inicial, proyectando el gradiente sobre el espacio nulo de A y 

tomando un paso en la dirección opuesta que viene a ser una dirección descendente se 
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obtiene de acuerdo a (2.2) un punto que satisface la factibilidad. Esta idea se ilustra en la 

. figura 2.5. 

z 
gradiente original 

y 

X gradiente proyectado 

Figura 2.5: Proyección del gradiente. 

Hasta ahora hemos desarrollado los requisitos necesarios para que un vector de 

dirección efectúe un único paso. 

Ahora desarrollaremos los elementos de escalamiento. 

Empecemos con un vector, x= [xt, X2, • ••• , Xn]T, luego sus componentes son escaladas de 

algún modo para ser sustituidos por el vector escalado Xt, de tal manera que se ubiquen a 

igual distancia de todas las paredes del polítopo. 

Retomando el problema (2.1) donde las paredes del polítopo son los planos 

coordenados, conseguiremos nuestro objetivo utilizando la matriz: 

xl o 0 ... 0 

o x2 0 ... 0 
D = diag(.i? = 

o o o ... xn 
nxn 

Pues si definimos: 
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Se obtiene el nuevo punto x1= (1, l, ... ,l)T que se encuentra a la misma distancia de todas 

las paredes. Esto nos indica que la matriz diagonal viene a ser la matriz de cambio de 

.escala, es decir, el escalamiento se forma a partir de las componentes del vector original 

(sin escalar) x: Puesto que el vector solución xestá en el interior del polítopo, es decir, 

x> O, los elementos de la diagonal de la matriz D son estrictamente positivos, por tanto 

D es invertible. 

Utilizando esta nueva matriz de cambio de escala en el PPL (2.1), obtenemos un 

problema lineal escalado, dado por: 

min C1TX1 
s.a. A1x1 = b 

x1;;:::o 

Donde, X1ERn, bERm , A1=AD y C1= De 

(2.5) 

Con esto, cualquier vector interior factible inicial del problema (2.1) es transformado a 

un vector inicial factible de (2.5), ubicado a una unidad de distancia de las paredes del 

polítopo (planos coordenados). 

Ahora mediante un ejemplo ilustraremos el procedimiento expuesto anteriormente: 

EJEMPLO: max z=x1+xz 

s.a. 2x1 + xz ~ 24 
Xl ~ 8 

Xl,XZ;;::: 0 

Convirtiendo a la forma estándar y minimización se tiene: 

min h = - X1- Xi 

s.a. 2x1 + xz+ X3 = 24 

Xl, Xi, X~ ,X~ :;:::0 
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-1 

donde b= (~) -1 
e= o 

o 

Se elige un punto inicial factible para este problema de forma arbitraria, una posible 

elección es empezar el problema con: 

x, = [~] 

Centramos este punto, para esto se hace uso de la matriz de escalamiento D, dado por: 

D= diag (xo) == [~ 0~ 1g6 ~] 
o o o 4 

y el nuevo punto inicial escalado X1, está a una unidad de distancia de las paredes del 

politopo, además xy X1 se relacionan de la siguiente manera: 

x=Dx1 

A!=AD= (~ ; ¡~ ~). CI.=Dc= 

-2 
-4 
o 
o 

Entonces resulta un problema de programación lineal escalado dado por: 

min 

s.a 

h- -2x1 -4x2 
- 1 1 

4x{ +4xf +16x; =24, 

4xf +4x1
4 = 8 

cuyo punto inicial es: x~ = (1,1, 1, l)T 

Nótese que la región factible en el espacio original se muestra en la fig. 2.6 mientras que 

la región factible en el espacio escalado se muestra en la fig. 2.7. 

Para determinar la dirección y la longitud del desplazamiento hacia el nuevo punto, a 

partir del punto inicial x1°, en el espacio escalado, proyectamos el vector gradiente sobre 

el espacio nulo de la matriz escalada A1. 
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El operador proyección Pt, y el gradiente proyectado, Cp, se muestran a continuación: 

0.9429 -0.0286 0.2286 0.0286 

P1 =In-A[ (A¡A[)-1 A1 = 
-0.0286 0.4857 -0.1143 -0.4857 

-0.2286 -0.1143 0.0857 0.1143 

0.0286 -0.4857 0.1143 0.4857 

-1.7714 

-1.8857 
cp = P1c1 = , además A1P1 = O. 

0.9143 

1.8857 

X2 

8 
R.F 

Figura 2.6: Figura 2.7: 

La región factible en el espacio original. La región factible en el espacio escalado. 

Puesto que estamos resolviendo un problema de minimización, nos desplazamos en 

dirección opuesta al gradiente proyectado Cp, por tanto el vector de dirección dxt, es dado 

1.7714 

1.8857 
dxt=- cp= -0.9143 por: 

-1.8857 

Para movernos de nuestra posición actual x1°, al nuevo punto x; se tiene x; = x1° + dxt 

pero como además queremos que: 
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1 1.7714 

x: = x~ + dx1 > O, es decir 
1 

1 

1 

1.8857 + > O , nunca cero, porque de lo contrario 
-0.9143 

-1.8857 

el punto estaría en la frontera y no en el interior, introducimos para esto un factor de 

paso a ,que controla la no negatividad de las restricciones. 

Entonces el nuevo punto es: 1 - o .-8 •• X¡- X¡ +aUA1 

donde a es una constante aún indeterminada, cuya finalidad se explica a continuación. 

Nótese que podemos tomar un paso tan grande como queramos a lo largo de dx1, -esto 

significa que el operador proyección hace que el vector de paso sea lo más grande 

posible- y siguiendo la dirección del gradiente proyectado mantenemos la factibilidad, 

pero todavía debemos ocuparnos de mirar la no negatividad de las restricciones, para 

asegurarnos de esto se incluye el factor de paso a. 

Observando las componentes del vector de dirección dx1 vemos que hay componentes 

negativas, lo que causa al menos una componente cero. Para evitar esta posibilidad 

tomamos una fracción del máximo paso admisible. Esta fracción es llamada "factor de 

paso"y para este ejemplo consideramos al 95% del máximo paso admisible· 

Con esta modificación tenemos a = 0
·
95 = 0.5038 

1.8857 ' 

1 1.7714 1.8294 

Ahora el nuevo punto sería: x: = 1 + 0.5038 
1.8857 1.9500 

= 
1 -0.9143 0.5394 

1 -1.8857 0.0050 

Usando la matriz de escalamiento D, reescalamos este vector para tener el nuevo punto 

en el espacio original, para encontrar el nuevo valor del vector solución, X1, al final de la 

primera iteración. 

2 o o o 1.8294 3.7848 

X1 = Dx: = o 4 o o 1.9500 7.8000 
-o o 16 o 0.5394 8.6303 

o o o 4 0.0050 0.2000 
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Esto es importante para investigar los cambios en el valor de la función objetivo durante 

esta primera iteración, el valor de z en el punto inicial Xó, es cTXó = 6, mientras que con el 

nuevo vector solución x1, el valor de la función objetivo es: cTx= 11.5848. 

Puesto que la solución óptima para este problema es: 

~ = [8 8 O O] r, con cT~ = 16 , observamos que el progreso es considerable. Luego 

el proceso a seguir empieza con una núeva matriz escalada creada con el actual vector 

solución x1 y se sigue con la misma secuencia de pasos realizada anteriormente. 

2.3. EL ALGORITMO PRIMAL: 

Una variante del algoritmo de Karmarkar viene a ser el algoritmo primal (escala-afín) de 

puntos interiores. Este algoritmo es fácil de implementar y sirve para resolver problemas 

mas generales de programación lineal. 

2.3.1 ESCALAMIENTO Y DETERMINACIÓN DEL VECTOR DE PASO: 

Como se mostró anteriormente, el escalamiento nos permite ubicar el punto actual de 

modo que esté a igual distancia de las paredes del polítopo. Este escalamiento se realiza 

usando una transformación afín. Tal trasformación se define como sigue: 

Sea Q, una matriz no singular nxn y "V' un vector n-dimensional. La transformación 

definida como T = v + Qx, para algún XE Rn es llamada una transformación afín. 

Puesto que Q es no singular, T es una transformación invertible, y su inversa es también 

una transformación afín. En la sección anterior discutimos los efectos de tal 

transformación sobre el círculo inscrito. Recordar que la esfera unitaria es definida por: 

X= {X/ XT X ~ 1}. 

Entonces si T es una transformación afín aplicada sobre X el resultado T(X) es un 

elipsoide. Dado un vector inicial, x = [ x1, x.z, . ... , Xn] ~ sus componentes son escaladas de 

algún modo para producir el vector escalado Xl, cuyas componentes están a igual 
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distancia de las paredes del polítopo. Situando el vector escalado X1, a una unidad de 

distancia de las paredes nos lleva a la siguiente relación de escalamiento: 

1 X¡ o 0 ... 0 

1 
D= 

o x2 0 ... 0 
Xl= . 

: 

1 o o o ... xn 

Con estas definiciones es fácilmente verificable que el vector original x; y el vector 

escalado Xl se relacionan como sigue: 

Xl=D-1x 

Desde que el vector solución x es siempre interior al polítopo, esto es x > O, D es 

invertible. 

Escalando el problema (2.1) inducimos un problema lineal escalado dado por: 

min CtTXt 

s.a. Atxt =b 
Xt~O 

donde: Xt E Rn, bE Rm·. 

A1= AD, Cl.= De 

(2.5) 

El vector inicial, X1, para el problema escalado se encuentra a una unidad de distancia de 

las paredes del politopo, para algún vector inicial interior y factible x del problema 

original sin escalar. 

El operador proyección para el problema lineal escalado es dado por una matriz 

simétrica P1 nxn, donde: 

(2.6) 

El vector de dirección dx1 para el problema escalado está dado por el negativo del vector 

que se obtiene proyectando el gradiente CJ.. del problema escalado sobre el espacio nulo 

de A1, y luego para expresar en términos de los datos iniciales se usa (2.19), es decir: 

dx1 =- P1 t1 =-[In- A1 T(A1A11) -lAl] L1 =-[In- A1 T(A1A11) -1At] De 

=-De+[ (AD)T (AD(AD)T) -1 AD] De=- De+ DAT [AD DAT] -1 AD2e 
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=-De+ DAT [AD2A T) -1 AD2e=- D [ e-AT ( AD2AT) -1 AD2 tj 

Haciendo: 

se tiene: 

dx1= -D [ e-AT jJ 

(2.7) 

Volviendo al espacio original (sin escalar) el vector de dirección dx, para la nueva 

iteración es dado por: 

dx= Ddx1= -D2 [ e-AT jJ 

y si· ahora se define una nueva variable z = e - AT y, la expresión para el vector de 

dirección será: 

dx= -D2z (2.8) 

Note que las operaciones de escalamiento y reescalamiento son parte de la secl}encia de 

pasos algorítmicos conduciendo a la derivación del vector de dirección dx, mostrado en 

(2.8). 

El vector "Y' obtenido en (2. 7) proporciona un estimado del vector solución para el 

problema dual, y el vector zproporciona un estimado del vector de costo reducido. 

2.3.2 DETERMINACIÓN DE UN NUEVO PUNTO EN EL INTERIOR: 

Con el vector dirección dado por dx = - D2z tomamos un paso en esa dirección y se 

obtiene la siguiente iteración del vector solución x; esto se observa de la fórmula dada 

por: 

x=xo+dx 

Desde que el vector de dirección satisface cT.dx ~ O (condición descendente), la nueva 

iteración del vector solución x; satisface las restricciones Ax = b y para cumplir con las 

restricciones de no negatividad del vector solución x; establecemos un tamaño de paso a, 

entonces x resulta: 
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x=xo+adx, a>O 

Denotando como xo(i) y c/x¡ la i-ésima componente de xo y dxrespectivamente, tenemos 

que encontrar un a que cumpla para cada componente con: 

X¡= Xo(l) +a c/x¡';?:. 0, V 1 Si s n 

Nótese que solo las componentes negativas del vector de paso dx, tienen la potencialidad 

de violar la no negatividad de las restricciones, entonces este máximo paso admisible se 

encuentra mediante la siguiente expresión: 

'a~ min {- ;i, :'V 1,; i,; n y dx, <O} (2.9) 

donde }{¡ es la i-ésima componente del actual vector solución x y dx¡ es la i-ésima 

componente del vector de paso dx. 

Para evitar que alguna componente de la nueva iteración llegue a alcanzar el límite ó 

frontera del politopo dando lugar a que el vector solución no esté en el interior de la 

región factible, tomamos solo una fracción del tamaño de paso, multiplicando a a por un 

factor p, así la nueva iteración queda como sigue: 

x=xo+padx, a> O y O<p<l. (2.10) 

En la práctica el valor de p está en el rango 0.95 a 0.995. Tenemos que mostrar una 

secuencia de pasos necesarios para reducir el valor de la función objetivo manteniendo 

la factibilidad. 

2.3.3 PASO INICIAL : 

El algoritmo primal necesita un vector inicial xo positivo y que satisfaga las restricciones 

del problema primal en su forma estándar es decir que cumpla: 

AXo=b, Xo>O 

Pero cuando se da un vector inicial positivo Xo que no satisfaga las restricciones, se 

procede a evaluar el error residual pdefinido por: 

p=b-Axo (2.11) 
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Luego añadimos este error residual como una última columna de la matriz A y se obtiene 

la matriz modificada: 

At=[AI p] 
Con esta modificación el número de columnas de A se incrementa en uno, y el vector 

solución inicial Xó tiene una componente adicional 1. Si se denota por Xt al nuevo vector 

inicial, se verifica fácilmente que: 

At.n= [Al p] G') =AXo+p= b (2.12) 

Con lo cual tenemos un camino para encontrar un vector inicial factible para el sistema 

aumentado de restricciones At XL = b, para algún vector inicial positivo xo. 

Luego tenemos que modificar el problema de optimización inicial para reflejar estos 

cambios. Al añadir una columna a la matriz A, debemos agregar otra componente al 

vector de costos e 

Ya que la columna extra añadida a la matriz A representa el error residual, queremos 

poner una penalización sobre aquella componente del vector objetivo para conducirla a 

cero. Con esta penalización denotada por un escalar M resulta un problema de 

optimización modificado e conocido también como el método de penalización ó de gran 

M) resultando: min [ cr 1 M] x1 

s.a. (A 1 p] X1= b, (2.13) 
Xl~ 0 

donde X1 E R n+1, bE R m, p = b-Axó y el nuevo vector solución inicial y factible, .x¡0 , para 

este problema es dado por: 

x,' = ( ~'). para algún >1l > O, donde 

La constante de penalización M es considerada un número positivo grande, el problema 

modificado tiene una columna adicional en la matriz A y la solución así como sus 

vectores objetivos tienen una componente extra. Si el problema primal es factible, 

entonces los pasos seguidos por el algoritmo primal nos lleva a que la última 
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componente del vector solución modificado X¡
0 es cero. Sin embargo, si el proceso de 

solución no conduce a un vector con la última componente cero, implica que el 

problema primal no es factible. 

EJEMPLO: Dado 

Obtenemos 

max z=x1+xz 

S.a. 2Xl + Xz ~ 24 
Xz ~ 8 

x1,Xz~O 

max z= x1+xz 

s.a. 2x1 + xz + X3 = 24 

xz + x4 = 8 

Si xo=(1 1 2 2)T arbitrario, entonces: 

1 

b-Mn ~(~l(~ ~ ~ ~) ~ =(~}p 
2 

1 

1 
1
:). Al= 2 ,entonces A1A1=(~4)= b 

2 

1 

Luego resulta un nuevo problema, el problema modificado: 

max z= x1 + xz+Mxs 

s.a. 2x1 + xz + x3 + l9xs = 24 

xz + x 4 +5xs = 8 

Donde x1=(1 1 2 2 1)T es una solución inicial factible para este problema modificado. 
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2.3.4 CRITERIO DE PARADA: 

El problema original de optimización (primal) es dado por : 

min cTx 
(P) s.a. Ax=h 

X~ 0 

La formulación del Dual para este problema es dado por: 

(D) 
max yo =bTy 

s.a. ATy :S e 
~libre 

Usando las restricciones del problema dual, tenemos: 

bTy= (Ax)Ty =xTATy~ xTc=cTx. => cTx¿ bTy 

(2.14) 

Vemos que cuando el problema primal y el dual son factibles, es decir, satisfacen las 

restricciones, la función objetivo del primal tiende a disminuir mientras que la función 

objetivo del dual va en aumento, la diferencia entre estos dos valores se determina por el 

intervalo de dualidad (Igap)· 

La igualdad cTx = bTy, se reserva solo para la optimalidad. Cuando X", y son las 

soluciones óptimas del problema primal y dual respectivamente, entonces se cumple 

cTJf" = bTy. Este resultado importante proporciona el medio para "parar" el algoritmo, 

controlando el intervalo de dualidad y parando cuando se llegue a un valor aceptable. 

Puesto que los vectores solución permanecen en el interior, el intervalo no llega a ser 

idénticamente cero, pero se obtiene muy cerca, luego: 

- 11 CT X- bT y 1\ ~ c:-
lgap - "----.,----.,---'-' <> 

1+1\ CT X 11 

(2.15) 

donde los valores de e, están en el rango 10-6 a 10-8 • Por lo tanto el algoritmo termina 

cuando lgap < E. 
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Resumen de algoritmo primal. 

Paso 0: Dado un vector inicial (interior y factible) en Rn, xo >O, inicialice la iteración 

contando, k= O e inicialice el actual vector solución, x( k) = xo 

Paso 1: Defina la matriz de escalamiento D(k) a través de: 

D(k) = diag[x1 (k),x2 (k), .... ,xn(k)], donde X¡( k), es la i-ésimacomponente de la 

solución actual x( k). 

Paso 2: Encuentre el estimado del dual, y( k), donde y( k) E Rm resolviendo: 

[AD2(k)A1Jy(k) = AD2(k)c 

Paso 3: Evalúe el estimado del vector de costo reducido, z(K) E Rn de z(k) =e-AT y( k) 

y luego 

Calcule dx(k) = - D2(K) z(k); d(x) E Rn 

Paso 4: Hallar el nuevo vector solución a través de la fórmula: 

x(k+1) = x (k) +p a dx(k), o < p < 1 y a min 

Paso 5: Si el criterio de parada se satisface, fin del algoritmo, de otro modo incrementar 

ke ir al paso 1. 

EJEMPLO: 

(siguiendo los pasos del algoritmo). 
min X1+ X2+ X3 

S.a. X1 + 2X2 + 3X3 ~JO 

2X1 +X2-X3 ~ 20 

X3 ~ 4 
Xl, X2, X3~ 0 

Convirtiendo a la forma estándar se tiene: 

min X1+ X2+ X3 

s.a. X1 +2x2+3x3-X4 =10 

2X1 + X2-X3 -X5 =20 

X3 -x6= 4 

Xl, X2, X3, X4 ,X5 ,X6 ~ 0 
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Sea 
30 

5 

15 

e= 

1 

1 

1 

o 
o 
o 

xo= 
75 

el vector solución inicial, (uno de muchas posibilidades hallado dando 

30 

11 

valores). 

Luego seguiremos en detalle la secuencia de la primera iteración. 

Ja Iteración: Dado el vector inicial xo, la matriz de escalamiento D en esta iteración es: 

30 o o o o o 
o 5 o o o o 
o o 15 o o o 

D= o o o 75 o o 
o o o o 30 o 
o o o o o 11 

Luego hallamos la matriz ADZATy el vector AD2c. 

(

8650 1175 675] 
AD2AT= 1175 4750 -225 

675 -225 346 
(

1625] 
AD2c= 1600 

225 

De (AD2A7)y=AD2c resulta: 

(

0.0848) 
y= 0.3596 

0.7122 
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El vector de costo reducido zy el vector de paso dxse encuentran de: 

z=c-ATy= 

y usando la medida: 

0.2160 

0.4808 

0.3830 

0.0848 

0.3496 

0.7122 

dx= -D2z= 

-194.3997 

-12.0202 

-86.1722 

-476.9716 

-314.6424 

-86.1772 

max{- -194.3997 _ -12.0202 _ -86.1722 _ -476.9716 _ -314.6424 _ -86.1772} = 
30 ' 5 ' 15 ' 75 ' 30 ' 11 

10.4881. 

y usando un factor de paso de 95%, la nueva iteración es: 

30 -194.3997 12.3915 

5 -12.0202 3.9112 

x=x0 +( 0:
5)dx= 15 + ( 0.95 ) 

-86.1722 7.1942 
= 

75 10.4881 -476.9716 31.7964 

30 -314.6424 1.5000 

11 -86.1772 3.1942 

Con los estimados primal, .x; y el dual y, los respectivos valores de la función 

objetivo son dados por: 

Jp = cTx= 23.4968. 
}d = bTy= 10.8868. 

Utilizando el programa matlab se obtuvieron las primeras 10 iteraciones para los 

vectores dual y primal respectivamente los que se muestran en las tablas (2.1) y (2.2) 

respectivamente. 
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Tabla 2.1: SoluCiones del vector dual y su valor objetivo. 

Iteración Yt ~ )'"3 valor objetivo 

1 0.0848 0.3496 0.7122 10.6888 

2 00493 0.4462 0.1012 14.2217 

3 0.0111 0.4970 0.4617 1S.897S 

4 0.0007 0.4994 0.49S8 1S.9781 

S 0.0001 0.5000 0.4996 1S.9984 

6 0.0000 0.5000 1.5000 16.0000 

7 0.0000 o.sooo l.SOOO 16.0000 

8 0.0000 0.5000 l.SOOO 16.0000 

9 0.0000 o.sooo 1.5000 16.0000 

10 0.0000 o.sooo 1.SOOO 16.0000 

Tabla 2.2: Soluciones del vector primal y su valor objetivo. 

Iteración Xt X2 X3 X4 xs X6 V. 

objetivo 
1 12.391S 3.9112 7.1942 31.7964 1.SOOO 3.1942 23.4968 

2 11.6317 2.1131 4.1S97 18.3369 1.2167 0.1S97 17.904S 

3 12.2740 0.10S7 4.1249 14.8S99 0.5288 0.1249 16.S04S 

4 11.9909 0.08S6 4.0410 14.28SO 0.0264 0.0410 16.117S 

S 11.9971 0.0290 4.0020 14.0611 0.0210 0.0020 16.0281 

6 12.0034 0.0014 4.0016 14.0112 0.006S 0.0016 16.0064 

7 11.9998 0.0011 4.000S 14.003S 0.0003 o.ooos 16.0014 

8 12.0000 0.0003 4.0000 14.0006 0.0003 0.0000 16.0003 

9 12.0000 0.0000 4.0000 14.0001 0.0000 0.0000 16.0000 

10 12.0000 0.0000 4.0000 14.0000 0.0000 0.0000 16.0000 
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Como se observa, el valor objetivo dual disminuye con dirección al valor objetivo primal, 
la igualdad solo se dará en el caso de existir optimalidad. 

2.4 EL ALGORITMO DUAL: 

Este algoritmo puede considerarse como el algoritmo primal aplicado al problema dual, 

esto lo obtendremos a partir de las reglas similares a la obtención de dicho algoritmo. 

Consideremos el problema primal en su forma estándar : 

min eTx 
(P) s.a. Ax=b 

y su respectivo problema dual dado por: 

(D) 

x;;::O 

maxyo=bTy 
s.a. ATyS: e 
y. libre 

(2.16) 

Agregando a la restricción del problema dual un vector de holgura z; n- dimensional no 

negativo se obtiene: 

max yo=bTy 
s.a. ATy+ z= e 
y, libre z; ;;::: O 

(2.17) 

Asuma que (yo, z¡¡) es un punto inicial factible en el interior para el problema (2.17). Esto 

es zo > O y (y¡¡, z¡¡) satisface el sistema de ecuaciones. 

Para determinar el nuevo punto, a partir del punto inicial (y¡¡, zo) tenemos que encontrar 

el vector dirección (dy, dz). Manteniendo la factibilidad de (2.17), desplazamos la 

solución del problema dual según el par de vectores dirección dy, dz hacia un nuevo par 

que mejore el valor de la función objetivo. Con los vectores de dirección y algún tamaño 

de paso a, el nuevo punto yy zse expresan como: 

y= yo + a dy y, libre 

z= z¡¡ + a dz z;;:: O 
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Estos nuevos vectores satisfacen (2.17) y mejoran el valor de la función objetivo, es 

decir: 

bTy~ bTyo (2.18) 

Por la factibilidad del problema dual se tiene que: 

ATy+ z=AT(vo + ady) + (Zo + adz) =e 

Pero como ATyo+ zo= cen virtud de la factibilidad de los vectores iniciales obtenemos: 

ATdy+dz=O => dz=-ATdy (2.19) 

2.4.1 ESCALAMIENTO: 

Necesitamos desplazarnos en una dirección que mejore el valor de la función objetivo, 

para este fin consideraremos una matriz de escalamiento D: 

1/z1 O 0 ... 0 

D= 
O 1/z2 0 ... 0 

O O 0 .. .1/zn 

donde la diagonal está formada por el recíproco de las componentes del vector z; según 

(2.17). Además dichas componentes son estrictamente positivas. Con esta matriz se 

consideran las siguientes transformaciones de escalamiento: 

Z1=Dz z= D ·1 Z:l. dz=D·1 dz1 (2.20) 

Usando estas transformaciones y por la condición de factibilidad planteada en 

(2.19) observamos que: 

ATdy+ dz = ATdy+ D -1 dzi = o 
de lo cual se deduce: 

DAT dy+ dzi = o, 
Y multiplicando ambos miembros por AD llegamos a: 

AD2AT dy+ ADdZ:I. =O, (2.21) 

Recordar que el valor de la función objetivo en el nuevo punto yes dado por bT(vo + a 

dy) 
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Por tanto para efectuar el desplazamiento en una dirección que mejore el valor de 

la función objetivo, deberíamos escoger dz1 de modo que se cumpla la siguiente 

condición: 

bTdy";?_Q 

Definamos ahora una matriz R, (mxn): 

R= (AD2AT)-1AD 

(2.22) 

(2.23) 

La condición de factibilidad (2.43) se escribe, dy=- R dz1 y (2.44) se convierte en: 

- bTR dz1 ";?_ 0 (2.24) 

Para satisfacer esto, seleccionamos el vector dz1 como sigue: 

dz1=-RTb 

así (2.46 ) llega a ser: 

bTdy= bT(-Rdzl) = bTRRTb= IIRTb~2 
";?_Q, 

(2.25) 

(2.26) 

Observamos que eligiendo dz1 como en (2.25) resulta un mejoramiento en el valor 

de la función objetivo y reemplazando (2.25) en (2.21) se obtiene una relación para el 

vector de paso 

(2.27) 

Es interesante hacer notar que todos estos comentarios sostienen las variantes del 

algoritmo de Karmarkar. 

Hasta aquí, todo está listo para generar el nuevo punto (hacer una iteración), 

mediante las expresiones vistas antes: 

y= yo+ ady 
z= .zo+ adz 

y_ libre 
Z";?_ 0 

donde a es el máximo paso admisible, necesario para exigir la no negatividad impuesta 

por el vector zy al igual que en el algoritmo primal se determina por: 

a= min {-_!j_:V dz; <O, ¡::;;;::;;n} 
dz; 

(2.28) 
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Este tamaño de paso se garantiza la factibilidad y la no negatividad de las 

restricciones pero podría ocurrir que el nuevo vector z alcance la frontera del politopo, 

es por eso la necesidad de incluír un factor p, con esto, la nueva iteración del vector z 

llega a ser: 

z=Zo+padz, 

generalmente p está entre 0.95 y 0.9995. 

0<p<1 (2. 29) 

Por otro lado, usando la matriz de escalamiento D, ¿que ocurre cuando hacemos w = -
D2dz; donde wes un vector arbitrario?. 

Veamos: 

Aw= A (-D2 dz) = ADZ AT dy, e dz; definido en (2.19)) 

Aw= [AD2 AT) [(AD2AT))-1 b = b. 

Esto significa que wdefinido así, solo satisface las restricciones del problema primal, 

pero aún no es solución porque no necesariamente cumple con las restricciones de no 

negatividad impuesta por el vector de decisión x, es decir el punto es factible pero podría 

ser que alguna componente sea negativa, cuando este sea el caso el estimado primal x = 

wes no factible a pesar de que satisface las restricciones de igualdad. 

Resumen del algoritmo Dual 

Paso 0: Dado un par factible de vectores iniciales yo y Zo tal que: 

, AT yo + zo = c, zo ¿ O inicie la iteración contando, k= O y poner: 

y(k) =yo, z(k) =zo 

Paso 1: Defina una matriz diagonal D(k): 

D(k) = diag[-
1
-,-

1
-, .... ,-

1
-], 

z1(k) z2(k) zn(k) 

donde z¡( k), es la i-ésima componente del vector de de costo reducido z(k) 

Paso 2: Encuentre el vector de paso dz( k) E Rm, resolviendo: 

[ADZ(k)AT] dy(k) = b 
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Paso 3: Evalúe el estimado del vector de costo reducido, z(k) E Rnmediante: 

dz(k) = -AT dy(K). 

Paso 4: Hallar la siguiente iteración para el vector de costo reducido y el vector dual 

mediante la fórmula actualizada: 

Paso 5: 

z(k+1) = z(k) +padz(k), y(k+1) =y(k) +pady(k) 

donde: 

a= min {- ,z;(k) : "iidz;(k) <O, 1 ~ i ~ n} y O <p< 1 
dz;(k) 

los estimados actuales del primal se encuentran de: 

x(k+1) = -02 dz(k) 

11 CT X - bT y 11 

Si el criterio de parada ll ll ~ e, se satisface, fin del algoritmo, de otro 
1+ CT X 

modo incrementar ke ir al paso 1. 

Ahora ilustraremos este algoritmo con el mismo ejemplo anterior. 

EJEMPLO: 
min Xt+ xz+ X3 

(P) s.a. xt+2xz+3x3~10 
2xt+xz-X3~20 

X3~ 4 
Xt, X2, X3'C 0 

Transformando a la forma estándar se tiene: 

min xt+xz+x 

{P) S.a. Xt + 2X2 + 3X3- X4 = JO 

2xt +xz-XJ-X5 = 20 

X3-X6 = 4 
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A=(~ b=E~J 
2 3 -1 O OJ 1 -1 o -1 o 1 

o 1 o o -1 

El dual para este problema es dado por: 

max10y1 + 20}"2 + 4]'3 
(D) s.a Yl + 2}"2 ::::; 1 

2yl + Y2 ::::; 1 
3y1-}"2+ J'3::::; 1 

-Yl::::; O 
-}"2::::; o 
-]'3::::; o 

Yl. }"2, }'3: libres 

y agregando el vector zn- dimensional se tiene: 

e= 

max 10y1 + 20}"2 + 4]'3 
(D) s.a y1 + 2}"2 + Z1 = 1 

2y1 + Y2 + Z2 = 1 
3y1-Y2 + J'3 + Z'3 = 1 

-yl+Z4=0 
-}"2+~=0 

-]'3+Z6=0 

y1, }"2, }'3: libres, Z1, ... , Z6 ~ O 

Una solución factible inicial para este problema es dado por: 

1 

1 

1 

o 
o 
o 

zo = [ v 4, v 4, 114. v 4, v 4, 114 r 
Ja Iteración: Dado el vector inicial zo, la matriz de escalamiento D en esta iteración es: 

4 o o o o o 
o 4 o o o o (240 16 48] o o 4 o o o 

luego, D= ADZAT= 16 112 -16 
o o o 4 o o 

48 -16 32 ( ) o o o o 4 o 3x3 

o o o o o 4 (6x6) 

hallando el vector de paso dyde (AD2A 1) dy= b, resulta 
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dy= (AD2A1)-lb= r-~:~~~~J 
0.2802 

y el vector de paso para el vector de costo reducido, dz, se halla de 

-0.4163 

-0.1643 

0.0302 
dz= -ATdy= 

-0.0292 

0.2228 

0.2802 

Solo para las componentes negativas de dzencontramos que: 

a= max - , - , - = max . 652 { 
-0.4163 -0.1643 -0.0292} {1 6 

Q25 025 Q25 

1.6652 

0.6572 0.1168} = 

el tamaño de paso a0 = pja, usando el95% del máximo paso admisible, y zes obtenido 

de: 

0.25 -0.4163 0.0125 

0.25 -0.1643 0.1563 

z= zo +aodz= 
0.25 + ( 0.95 J 0.0302 0.2673 

= 
0.25 1.6652 -0.0292 0.2333 

0.25 0.2228 0.3771 

0.25 0.2802 0.4099 

el mismo a0 se usa para obtener el nuevo valor del vector dual, y. 

y= yo +aody= (~:~~] + c~:~2J r~·.~~~J = (~:~~~~] 
0.25 02802 0.4099 

el vector solución primal, ..t; es dado por: 
-0.4163 

-0.1643 

0.0302 
x= -D2dz= -D2 = 

-0.0292 

0.2228 

0.2802 

6.6613 

2.6290 

-0.4839 

0.4677 

-3.5645 

-4.4839 
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Observamos que mientras se satisface Ax = b, algunas de sus componentes son 

negativas por tanto la factibilidad primal aún no se alcanza. 

Tabla 2.3: Iteraciones del vector dual, y, con su valor objetivo. 

Iteración Yl Yl }"3 valor objetivo 

1 0.2333 0.3771 0.4099 11.5145 

2 0.1216 0.3448 1.0568 14.1388 

3 0.0061 0.4930 1.4619 15.767S 

4 0.0010 0.4993 1.4901 15.9564 

S o.ooos 0.4996 1.4979 1S.9881 

6 0.0000 0.4999 1.4996 1S.9969 

7 0.0000 o.sooo 1.4998 1S.9992 

8 0.0000 0.5000 1.5000 1S.9998 

9 0.0000 0.5000 l.SOOO 1S.9999 

10 0.0000 0.5000 1.5000 16.0000 

Tabla 2.4: Iteraciones del vector primal, x; y su valor objetivo. 

Iteración Xl X2 X3 X4 xs X6 V. 

objetivo 
1 6.66135 2.6290 -0.4839 0.4677 -3.564S -4.4839 8.8065 

2 12.6843 -3.6677 1.9900 1.10899 -0.2192 -2.0800 10.9366 

3 12.5937 -1.9870 3.S673 9.32i69 -0.3669 -0.4329 14.1740 

4 11.9988 -0.0016 3.9987 13.9916 -0.0026 -0.0013 1S.99S9 

S 12.0000 -0.0001 3.9999 13.999S 0.0000 -0.0001 1S.9998 

6 12.0000 0.0000 4.0000 14.0000 0.0000 0.0000 16.0000 

7 12.0000 0.0000 4.0000 14.0000 0.0000 0.0000 16.0000 

8 12.0000 0.0000 4.0000 14.0000 0.0000 0.0000 16.0000 

9 12.0000 0.0000 4.0000 14.0000 0.0000 0.0000 16.0000 

10 12.0000 0.0000 4.0000 14.0000 0.0000 0.0000 16.0000 
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Al concluir la primera iteración evaluamos los valores objetivos primal y dual. 

}p = crx= 8.806S 

}d = hTy= 11.S149 

Con las nuevas soluciones para los vectores zy y, se puede iniciar nuevamente otra 

iteración definiendo una nueva matriz de escalamiento. Las primeras 10 iteraciones 

para el vector dual "Y' se muestra en la tabla 2.3, y los estimados primal x; se muestran 

en la tabla 2.4. 

EJEMPLO 2:· Problema de Klee-Mint,y: 

En 1972 Klee y Minty construyeron un problema de SO variables y SO restricciones 

cuya solución mediante el algoritmo simplex requería 300,000 años . La forma general de 

este problema es la siguiente: 

max x1 +x2 +x3 + ... +xn-l +xn 

s.a: 

X¡ 
2x1 +x2 
2x1 +2x2 +x3 

~ 1 

~ 3 

~9 

2x1 + 2x2 + 2x3 + ... + 2xn-l + Xn ~ 3n-l 

x1, ... ,xn ~O 

(*) 

Para obtener la solución óptima mediante el algoritmo simplex se requieren 2n-1 

iteraciones. 

Resolviendo (*) en un programa de computación (matlab) usando los algoritmos 
primal y dual, para distintos valores de "n"se obtiene la siguiente tabla: 
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Nº Número de iteraciones para encontrar la solución óptima 

variables 

N Primal Dual Simplex Karmarkar* Barnes* 

2 228 1S 3 189960 12 

S 232 18 31 00 42 

10 27S 20 1023 00 202 

1S 28S 21 32767 00 421 

20 289 22 1048S7S 00 4S9 

so 320 24 112S89990684262 00 477 

3 

En esta tabla se observa la gran ventaja de los algoritmos de puntos interiores primal y 

dual en comparación con el algoritmo simplex, Karmarkar y Barnes, pues cuando el 

número de variables del problema de Klee- Minty se aumenta, el número de iteraciones 

en los algoritmos de puntos interiores aumenta paulatinamente mientras que en los 

algoritmos simplex y Karmarkar aumentan de manera exponencial (alarmante). 

2.5. CONVERGENCIA DE LOS ALGORITMOS DE PUNTOS INTERIORES: 

Como hemos visto en la deducción de los algoritmos no es necesario que los problemas 

primal y dual tengan soluciones no degeneradas, estos algoritmos trabajan igualmente 

bien en problemas que no satisfacen tales postulados, sin embargo para la convergencia 

asumimos algunas restricciones y probaremos entre otros la convergencia a la solución 

óptima. 

2.S.1. CONDICIONES DEL PROBLEMA: 

Recordemos que nuestro objetivo es resolver el siguiente problema: 

mincTx 

s.a. Ax= B 
x~O. 

(2.30) 
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Sea Q = {x/ Ax= b, x;;:: 0}. 

·Consideremos que este problema tiene las siguientes condiciones: 

1) El problema es acotado y es factible. 

2) El problema es no degenerado (problema primal no degenerado). 

3) El dual del problema es no degenerado (problema dual no degenerado). 

Para iniciar la solución de este problema mediante el método de puntos interiores 

necesitamos de un punto inicial xo. Luego para hacer que este punto sea centrado 

aplicamos una transformación afín Dx
0

• Al aplicar esta transformación al problema 

(2.30) se obtiene un nuevo problema de la forma siguiente: 

min CiTX 

s.a. A1x= B 
x;;::O, 

donde: 

Sabemos que el siguiente punto (mejor solución) está dado por: 

X1=xo+padx 

donde dx=-ap=-P c1,conP =[In-D Añ(AD2 A7\·1AD ] Xo Xo xo Xo -J xo 

1 1 1 
a= = =-, 

max{c ;} m~(e¡.cp) y 
i p 1 

con ei= (1,1, ... ,1, ... 1) (eieS el i-ésimo vector unitario) y O<p<l. 

Así sucesivamente se construye la sucesión {xk} de soluciones aproximadas. 

Por simplicidad este algoritmo lo resumimos de la siguiente forma: 

donde 

PROPOSICIÓN 1: 

Xk+l = T(Xk) 

T(x)=x- p DxPxDxc. 
r 

Sea cp(x) = P.J>xc. Las siguientes propiedades se cumplen: 

(a) Si la función objetivo no es constante sobren, entonces la sucesión c.xk es 

estrictamente decreciente. 

(2.31) 

(2.32) 

50 



(b) Si para algún xo E no, tenemos_ cp(xo)~ O y Cp(xo}t=O, entonces el problema es no 

acotado ( cp(xo) representa Cp en xo) . 

(e) Si para algún xo E no se cumple cp(xo) = O, entonces todo punto factible es óptimo. 

Prueba: 

(a) Es inmediato de la misma construcción del algoritmo, que determina el siguiente 

punto 

de menor costo. 

(b) Sabemos que Xk+ 1 = Xk +p a dx1r. a> O (arbitrario), O < p < 1, es decir cual fuere el 

valor de a, Xk+1 siempre es factible. 

Por otro lado C.Xk+1 ~ C.Xk, pero, 

C.Xk+1 = C.Xk+ C. p a dXk 

= C.Xk + C. p a(-Cp) = C.Xk- p a ( C.Cp) 

Puesto que pa > O, c.cp > O. 

Por lo tanto, si a 4 ao, C.Xk+ 1 4-ao. 

(e) En ausencia de degeneración tenemos no= { x> O fAx= b}. 

Si XE no entonces XN=x+dxE no 

Además: c(x+dx)< ex. 

Pero XN = x-pa cp es el punto con costo menor que x. 

Pero si Cp = O, entonces XN = xes el punto óptimo. Puesto que cp es constante en todo 

punto XE no, entonces todo punto XE no es Óptimo. 

2.5.2 CONVERGENCIA: 

Las condiciones (2) y (3) enunciadas anteriormente son respectivamente equivalentes a: 

(2') La matrizADx tiene rango "m';'<:/ XE n. 

(3') El vector(c-AT;l), tiene a Jo mas"m" ceros, V YE J?m. 

Se sabe que si A es una matriz de rango "m", la proyección sobre el espacio N(ADx) es: 

Px= 1- DxAT(AD~AT)-1ADx 
entonces: 
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luego haciendo: y= (AD; AT)-1AD; e y r= c-ATy se obtiene cp= Dx[c-ATjj ó, 

Cp= Dxr 

Reescribiendo T(x) en términos de (5.3) "y", "r' y Cp se tiene: 

T(x)=x- p Dx.PxDxc 
r 

=x- p Dxcp 
r 

=x- p D 2 r 
r X 

Para enfatizar la dependencia de "j', "r' sobre xescribiremos r(x), y(x). 

Ahora empezaremos por mostrar que los puntos límite de la sucesión xk, k= 0,1,2, ... 

pertenecen al conjunto: 

S={xE 0/Dxl(~ =O} 

(2') y (3') implican que S es el conjunto de vértices sobre Q. 

(2.33) 

(3') implican que r(x) tiene a lo mas "m" ceros, pero si xno es vértice de (2') se sigue que 

xtiene a lo mas n-m-1 ceros y Dxr(x) ~0. 

PROPOSICIÓN 2. 
litn D kr(xk)= O 
k~CXJ X 

Prueba: 

Por la condición 1 y por construcción c.xk es monótona y acotada, por lo que c.xk 

converge; entonces la sucesión de diferencias tiende a cero, es decir 

o= lim e cxk- c.xk+1) 
k~oo 

de donde se tiene 

Sea, y= cp(xk), entonces: 

maxy;::::. IIYllz• pero sabemos que maxy;= y(xk), luego: 

(2.34) 
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tomando lim k ~ oo 

de (2.34), se tiene: 

lim llcpCxk)U =o, 
k"""""oo y(xk) 

=> lim JJcp(xk)JJ2= O, de donde, por la continuidad de la norma se obtiene 
k->;oo 

lim cp(xk) =O ó equivalentemente 
k->;oo 

lim D kr(xk)= O. 
k->;oo x 

Ahora necesitamos introducir el siguiente conjunto: 

F= {xE Q / r(x) ~O} (2.35) 

Es decir, Fes el conjunto formado por aquellos puntos que mantienen factibilidad dual. 

PROPOSICIÓN 3. Si XE S n F, => x es un punto óptimo. 

Prueba: 

Puesto que XE .s; entonces Dx.c=DxATy donde "Y' es el vector dual, entonces: 

c.x= c.Dx1 

=Dxc.1 

=DxATy.1 

=y. (DxAT)T1 

=y.ADx1 

=y.Ax 

=y. h. 

Sea zarbitrario en n tal que z E F, => r(z) ~O. 
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Como 

Luego xes óptimo. 

r(x) =e- ATy(x) 

r(x)+ATy(x) =c=:>ATy(x):::;; e 

::::> c.z~ATy(x). z 

=y(x) .Az 

= y(x) . b, pues zfactible 

:. c.z~y(x). b =c.x 

::::> c.x:::;; cz, para cualquier ZEO 

PROPOSICIÓN 4. Si la sucesión {xk} es convergente::::> X
00 = 1im xk es óptimo, 

k---+ CXl 

Prueba: 

Supóngase lo contrario que X00 no es un punto óptimo. 

lim k> . c.x mmc.x 
k~oo n 

por otro lado de la continuidad de r(x) y por la proposición 2, se tiene: 

D "'r(x00
) = 1im D kr(xk)= O 

X k~oo X 

de modo que X00 
E S. 

(2.36) 

COmO X
00 no es Óptimo y X 00 

E S, por la proposición 3, X
00 

9t f; luego debe existir Un"/', tal 

que n(Xj < O, además como fE S=> x; = O, para algún i 

Por la continuidad de r(x), 3 un entero K/ V k~ K, n(xk) <O. 

De xk+l = T(xk) = xk-~ D~ r(xk) vemos que : 
y(x ) 

xf+l =xf -p[y(xk)rt(xf)2r¡(xk) 

:. si {xk} converge::::> X00 es un punto óptimo. 
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PROPOSICIÓN 5. La sucesión {xk}, generada por(2.32), es convergente. 

Prueba: 

Las condiciones de no degeneración y acotamiento implican que n n {xf c.x ~ M} es 

compacto para cualquier valor de M. 

Luego la sucesión {xk} tiene un punto límite .X. 

De la proposición 2, se deduce que X E S, es decir X es un vértice de n. 
Por otro lado sea N el conjunto de índices no básicos de .X (es decir índices que 

corresponden a las componentes de .X que tienen valor cero). 

Para B > O, sea: 

~={xE!l/ XN< Bl} 

Se sigue de la condición (3') que podemos fijar un & que satisface: 

O <E <minlr;(x)l 
zeN 

Como S es conjunto finito y r(x) es continua, 3 un B>O tal que : 

Bzsn S= {.X} 
y 

minllf (x)l >E, Vx E B 3 
lEN 

Sustituyendo cp= Dxren (2.55) de la proposición 2 se tiene: 

2 y(x-l)lln kr(xk)ll 
lim X 2=0 
k----)oo xk 

Considere el conjunto: 

CE 3 ={xEB3 /py(x)-1xJr¡(x)2 <ro Vi eN} 

(2.37) 

(2.38) 

Por (2.38) siempre existe un B>O tal que Vx E B
8

, x E CE,o (.X es un elemento de B¡¡). 

Fijamos X E cE,O . Puesto que cE,O c.Bo 1 vemos de (2.58) que: 

55 



De T(x) = x- E_ v; r 
r 

de donde T( cE,O ) e lho. 

T¡(x)=x; -py(x) -1xJr¡(x)<28, 'v'ieN (2.39) 

Puesto que x es un punto limite de la sucesión {.xk} y además x eC&,o• entonces {.xk} está 

en C&,o para infinitos valores de ksuficientemente grandes. 

Ahora supongamos que la sucesión { .xk} tiene dos o mas puntos límite entonces existen 

infinitos elementos de la sucesión que no pertenecen a C&,l5 , pero por (2.39) dichos 

elementos pertenecen a Jh5\ C&,o. Como este conjunto tiene clausura compacta, la 

subsucesión {.xk}E lho\ c&,O debe tener un punto limite X, pero por la proposición 2, X 

eS, esto implica que S y la clausura de lhs\ c&,o no son disjuntos, lo cual contradice a la 

construcción de Bz5 y CE,o. Por lo tanto el punto limite de la sucesión {.xk} es única, es 

decir esta sucesión es convergente. 
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CAPÍTULO 111. Método de puntos interiores con óptimos alternativos. 

Se tienen PPL en los que existe un óptimo que no es un punto extremo (óptimos 

alternativos). En este caso, el conjunto de soluciones óptimas es dado por el conjunto de 

combinaciones convexas de los puntos extremos del problema. 

En problemas donde existen óptimos alternativos, es posible determinar una solución 

que procure un objetivo adicional. Por ejemplo, distribución uniforme de los recursos o 

agotar un recurso para preservar otro que se tiene en menor cantidad. 

En este capítulo se describe y analiza una estrategia para resolver PPL con óptimos 

alternativos, que modifica el algoritmo de Puntos Interiores Primal Dual, permitiendo 

obtener soluciones óptimas que satisfagan objetivos adicionales. 

3.1. Método de Barrera Logarítmica Primal-Dual 

El algoritmo de Karmarkar generó una gran variedad de trabajos alrededor de su idea, 

la cual ha sido mejorada en muchos aspectos. Una de las más fructíferas variantes es el 

algoritmo de barrera logarítmica Primal-Dual. 

Este método resuelve el PPL primal estándar: 

s.a: Ax=b 

x:::=:O (3.1) 

Donde x es el vector de variables primal es y su problema dual estándar en función del 
vector de variables duales y, 

max br y 

s.a: AT y~c 

y,libre 

(3.2) 

Incluyendo el 
vector de 

variables de 
holguraz 

max bry 

s.a: AT y+z=c 

z~O 

(3.3) 
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Para eliminar las restricciones de no negatividad (z ~ 0), se emplea la función barrera 

logarítmica; entonces se tenemos el PPNL: 

n 

max br y+ ¡.l¿Inz; 
i=l 

s.a: Ary+z=c (3.4) 

. donde ¡..tk es el parámetro de barrera en la iteración k que durante el proceso iterativo 

debe ser disminuido a cero. 

Se considero la función de penalización In zi la cual está bien definida ya que así debe 

cumplir con zi > O. 

Los métodos de punto interior resuelven el problema (3.4) para diferentes valores del 

parámetro f1. Este parámetro se define de manera tal que f../0 > /ll > /12 > ... >/loo = O. 

El teorema siguiente muestra el porqué de esta elección. 

Teorema 3.1 (convergencia). La sucesión de parámetros {J.ltlr;o genera una sucesión de 

problemas del tipo (3.4). La sucesión de soluciones a estos problemas_ {xtlr;o, converge 

a la solución del problema ( 3.3). 

La función Lagrangi.ana del problema (3.4) tiene la forma 

L(x,y,z,J.l) = bTy + J.lLf=1 lnzi - xT(ATy + z- e) (3.5) 

Los multiplicadores de Lagrange, x, son las variables del problema original (primal). 

Empleando el Lagrangiano, las condiciones de optimalidad de primer orden del 

problema (3.4) son 

VxL(x,y,z,p.) = ATy + z- e= O} 

\7yL(x,y,Z,J.l)= Ax- b =O 
\7zL(x,y,z,J.l) = XZe - J.le = O 

(3.6) 

Donde: X = diag(Xl1 Xi1 ••• 1 Xn) ; Z = diag(z11 zz~ ... 1 Zm) ; e = (1~ 11 •.• 1 1) T 
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Veamos un ejemplo de PPL (3.1) en su forma matricial. 

x1 
x2 

(P) Min z = ( -3 - S O O O) x3 
x4 
Xs 

x1 

s.a. G 
o 1 o 

~) 
x2 

=Ct) 1 o 1 x3 
2 o o x4 

Xs 
x;;:::o 

Su dual (D) según (3.3) está dado por: 

Max z= (4 6 18)~:) 
1 o 3 zl -3 
o 1 2 

~D+ 
z2 S 

s.a: 1 o o z3 = o 
o 1 o z4 o 
o o 1 Zs o 

La función Lagrangiana según (3.S) es: 

C) , L(x,y,z,/l) = (4 6 18) Y2 + ll :l)nzi 
Y3 i=l 

x1 

T( 
1 o 3 zl -3 

) x2 o 1 2 

~D+ 
z2 S 

x3 1 o o z3 o 
x4 o 1 o z4 o 
Xs o o 1 zs o 

Las condiciones de optimalidad según (3.6) son : 
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Zt 

x2 z2 

x3 z3 
x4 z4 

-3 
S 
o 
o 
o 

Xs zs 

3.1.1 El algoritmo general de solución es: 

1. Calcular un punto inicial. 

• Vector primal: x
0 = 1JX donde: 

y 

• Vector dual. 0 { si e j < 1, 

z = caso contrario, 

2. Calcular el parámetro de barrera y hacer k= O. 

n 

J.l 
J.l 
J.l 
J.l 
J.l 
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3. Verificar convergencia. 

• Factibilidad primal: 

• Factibilidad dual: 

• Condición de optimalidad: 

IIAxk -bll 
l+llxkll ~e f 

IIAT yk +zk -cll 
l+llykll+llzkll ~e f 
llcT xk- bT ykll 

1 + llbT ykll ~ea 

donde Ef es el error de factibilidad y so es el error de optimalidad. 

En caso de que los criterios de convergencia se cumplan pare. 

4. Calcular los errores para el punto actual. 

k T k k 
rp =c-A y -z 

k k 
rd =b-Ax 

k k T k re =,u e-X Z e 

donde: 

X= diag[x1 x 2 ... xn] 

Z = diag[z1 z 2 ... zn] 

e= [1 1 ... 1] T 

S. Obtener las direcciones de búsqueda. 

k k k k 
~ =~ctr +~obj +~fac 

• Direccion central Ax~tr = ¡.l Dk 1 Pk Dk 1 
(Xk )e 

k -1 k -1 
• Direccion objetivo /!!,x obj = Dk P Dk e 
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k -2 T -2 T -1 k 
• Direccion factible Ax fac = Dk A (ADk A ) rp 

k -2 T -1 -2 k k -1 k k 
L\y = (ADk A ) [ADk rd -A(Z ) re +rp] 

A-k- k ATA k 
'-= - rd - uy 

donde 

-2 ( k)-1 k Dk = z X 

6. Calcular los tamaños de los pasos para las variables primal y dual. 

{ { 

k 
k -x· 

ap = min l,min. 1r ~: 
~·<O Llx 

l i 
i = l, ... ,n}} 

{ { 

k 
k -z. 

a d = min 1, min k ---F= 
llz¡ <0 !lz. 

l 

H ... ,n}} 

7. Actualizar las variables Primal y Dual: 

xk+l = xk + ra;axk 

yk+l = yk + ra!~Yk 

zk+l = zk + ra!&k 

donde 0.95 ::5: y ::5: 0.99995 

8. Reducir el parámetro de barrera: 

donde n es el número de variables primales. 

9. Volver al paso 3. 
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3.2. Aplicación del Método a un PPL. 

Una empresa fabrica 2 tipos de fertilizantes, llamados fertilizantes A y B. Se emplean 3 

tipos de materia prima en la preparación de estos fertilizantes como se muestra a 
1 

continuación: 

Toneladas de materia prima Cantidad mensual 
necesarias para máxima de materia 

preparar 1 tonelada de prima disponible 
Materia Fertilizantes Fertilizantes 
prima tipo A tipo B Toneladas 

1 2 1 1500 
2 1 1 1200 
3 1 o 500 

Lucro por $20 $10 
tonelada 

El modelo matemático de este problema es: 

max z(x) = 20x1 + 10x2 

s.a 2x1 +x2 ~ 1500 (1) 

x1 + x2 ~ 1200 (2) 

X¡ ~ 500 (3) 

x1 ~0;x2 ~0 

¡ Min z = -20x1 - 10x2 

2x1 + x2 + x3 = 1500 
(P): s. a. x1 + x2 + X4 = 1200 

X1 + Xs = 500 
xi;;:;:: O 

Max z = 1500y1 + 1200y2 + 500y3 

2y1 + Yz + Y3 + Z1 = -20 
Yt + Yz + Zz = -10 

(D): s.a. y1 +z3 =O 
Yz +z4 =O 
Y3 +zs =O 

zi;;:;:: O 
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La representación gráfica del espacio de soluciones se muestra en la fig. 3.1 . 

. 
~~~~-··,~·-~~-~~~-~~·~~-~·--~~-~-~~~ . 

Fig. 3.1 Espacio de soluciones. 

El segmento de recta resaltado es el conjunto de soluciones óptimas del problema, es 

decir todos los puntos sobre este segmento tienen el mismo valor para la función 

objetivo. 

La solución X* del problema por el método Simplex, es: 

z(x) = 15000 

X¡= 500 

x2 = 500 

Esta solución corresponde al vértice resaltado en la fig.3.1. 
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La solución del problema usando el método de Puntos Interiores Barrera Logarítmica 

Primal-Dual es: 

z(x) = 15000 

X¡ = 396.2926 

x2 = 707.4144 

La fig. 3.2 muestra el punto inicial calculado por el algoritmo puntos interiores y el 

camino seguido hasta encontrar el óptimo del problema. 

Veamos: Hallemos el punto inicial. 

A=(i
1 

i ~ ~ ~); b=(i~~~); cT=(-20 -10 O O O) 
o o o 1 500 

• Vector primal: 

(
z 1 1 o o) 

Ax = 1 1 o 1 o 
1 o o o 1 

0,2898979 
0,4142135 

0,5 
0,5 
0,5 

= llbllz+l = 1985,943324 = 645 822 
r¡ IIA.XIIz+l 3,07506 , 

0,2898979 
0,4142135 

~ x= o,5 

(

1,4940093) 
= 1,2041113 

0,7898979 

0,2898979 
0,4142135 

0,5 
0,5 

x 0 = 1JX = 645,822 0,5 

187,22244 
267,50819 

322,911 
322,911 
322,911 

0,5 
0,5 
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• Vector dual. 0 { si e j < 1, 

z = caso contrario, 

De esta forma deben calcularse si se desea hacerlo de manera manual de lo contrario 

utilizar matlab. 

Nótese que la solución no corresponde a un punto extremo del conjunto de soluciones. 
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Figura 3.2. Solución mediante puntos interiores. 

Como podemos observar el método de puntos interiores da la posibilidad de tener 

respuestas diferentes a los vértices del problema donde las restricciones se encuentran 

activas implicando el consumo total de los recursos. 

Cuando un problema de programación lineal es resuelto por el método simplex, la 

solución es un vértice del conjunto factible de soluciones. Esto implica que las 

restricciones que forman ese vértice están activas (su relación es de igualdad). Para el 

caso del ejemplo mostrado, las soluciones posibles encontradas con el método simplex, 

podrían ser: 

a. x1 = 500 ; x2 = 500 

b. X¡ = 300 ; Xz = 900 
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La solución (a) corresponde al caso donde las restricciones (1) y (3) se encuentran 

activas, es decir, la cantidad mensual de materia prima disponible 1 y 3 (Tabla 1) se 

agotan totalmente. 

En la solución (b) las restricciones (1) y (2) se encuentran activas, es decir, la cantidad 

mensual de materia prima 1 y 2 se agotan totalmente. 

De lo anterior se puede concluir que la materia prima 1 es indispensable y debe gastarse 

totalmente. Las materias primas 2 y 3 pueden ser manejadas de tal manera que se utilice 

una y se conserve la otra, o viceversa. 

Se pretende por lo tanto, modificar el algoritmo de Puntos Interiores de Barrera 

Logarítmica Primal-Dual con el fin de que la respuesta obtenida persiga un objetivo 

adicional al de obtener el óptimo del problema. 

Este objetivo adicional está directamente relacionado con las restricciones del problema, 

puesto que si existen óptimos alternativos, se pueden introducir elementos adicionales 

que permitan manipular de forma adecuada los recursos asociados a cada una de dichas 

restricciones. 

3.3 Modificadón al a]goritmo de puntos interiores barrera logarítmica primal-dual para 
problemas con óptimos alternativos. 

En el algoritmo de Barrera Logarítmica Primal-Dual se observa que la dirección de 

búsqueda del método está dado por: 

k k k k 
Ax = Axctr + Axobj + Ax fac 

lll = (AD//AT )-1[AD_;2rJ -A(Zk)-lr: +r;] 

!lzk = rJ -AT lli 

Donde {).y y f).z son las direcciones de búsqueda dual. {).x es la dirección de búsqueda 

primal y está compuesta por tres componentes: {).xctr dirección central, {).xobi dirección 
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objetivo y Llxrac dirección factible. Esta dirección de búsqueda nos permite obtener una 

variación directa sobre la solución del problema primal. 

Las direcciones central y factible tienen como objetivo encontrar un punto factible cerca 

del centro del politopo primal, estas direcciones inicialmente son predominantes debido 

a que los parámetros ~y rp son grandes. 

Cuando se encuentra un punto factible, rp tiende a cero y la dirección objetivo es la que 

domina. 

Debido a que el punto inicial dado en el algoritmo se encuentra normalmente en la 

región factible, la dirección objetivo predomina desde el inicio del proceso de búsqueda, 

por lo tanto, se propone modificar dicha dirección de tal forma que persiga un segundo 

objetivo dado por las restricciones. 

La modificación en dicha dirección está directamente relacionada con los gradientes de 

las restricciones que se pretenden favorecer; por tanto la dirección objetivo tendrá la 

k -1 k -1 
siguiente forma: llx obj = Dk P Dk e+ "2; KuiV R¡ 

l 

donde: 

i: es el numero de restricciones que se incluirán para el ajuste de la dirección objetivo. 

/(¡: es un factor entre cero y uno, que indica el porcentaje de contribución del parámetro 

de barrera. 

11 : es el parámetro de barrera, debe incluirse debido a que la dirección dada por el 

gradiente debe disminuir durante el proceso. 

VR¡: Es el gradiente de las restricciones que se pretenden favorecer. 

3.3.1 Ejemplo de aplicación 
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Se aplicará la metodología expuesta al ejemplo tratado en la sección 3.1. Para realizar la 

comparación se parte del resultado mostrado en la fig 3.2 

z(x) = 15000 

1 =396.2926 

x2 = 707.4144 

En este, los recursos de las restricción 1 fueron agotados debido a que sobre esta recta se 

encuentra el espacio de soluciones, en cuanto a las restricciones 2 y 3, cuentan con 

recursos debido a que la solución obtenida no activa dichas restricciones. 

Se pretende repartir los recursos de las restricciones 2 y 3 de tal forma que la solución 

siga siendo óptima. 

Caso 1: Conservar una buena cantidad de la materia prima 2, y a la vez, mantener 

disponible en bajo porcentaje la materia prima 3. La dirección positiva del gradiente de 

la restricción 2 indica gastar recursos mientras que el gradiente negativo implica ahorro 

de dicho recurso. La proporción que se desee conservar está sujeto a otro tipo de 

restricciones que pueden ser adicionadas al problema. 

Para este caso solo se utilizará información de la restricción 2. Se fijará el factor K igual a 

0.6 que indica una contribución del60% del parámetro de barrera sobre la dirección de 

ajuste. Este valor debe ser sintonizado de acuerdo al objetivo que se persigue. 
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Figura 3.3. Ejemplo de aplicación caso 1. 

z(x) = 14997.54 

x1 = 479.9680 

x2 = 539.8185 

. ' 
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. ' 
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' 1 • 1 

Caso 2: Conservar una buena cantidad de la materia prima 3, y a la vez, mantener 

disponible en bajo porcentaje la materia prima 2. La dirección del gradiente de la 

restricción 3 indica gastar recursos mientras que el gradiente negativo implica ahorro de 

dicho recurso. 

Para este ejemplo se incluirá información de ambas restricciones ( 2 , 3 ) para ver el 

comportamiento de la dirección de búsqueda. Se fijará el factor K1 en 0.6 y Kz en 1 para 

los porcentajes de contribución del parámetro de barrera sobre la dirección de ajuste. 
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Figura 3.4. Ejemplo de aplicación caso 2. 
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z(x) = 15000 

X¡ = 339.2772 

x2 = 821.4303 

Lo anterior muestra que si se considera el gradiente de las restricciones que acotan el 

espacio de soluciones, de tal forma que contribuyan al cambio de la dirección objetivo, se 

obtendrá una convergencia más exacta del método. 
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CONCLUSIONES 

Se Analiza y detalla los pasos del método de puntos interiores obteniéndose el algoritmo 

qU:e permite encontrar la solución de un PPL 

Para PPL con óptimos alternativos el método de Puntos Interiores obtiene soluciones 

diferentes a los puntos extremos. del polítopo. 

El método de Puntos Interiores Primal-Dual busca un punto factible del problema, 

ubicado en el centro del polítopo y desde allí avanza hacia el óptimo actualizando las 

variables del problema. 

Debido al proceso de búsqueda se puede modificar esta priorizando un objetivo 

adicional. 

Una modificación posible consiste en el ajuste de la variación de la dirección objetivo 

del vector de búsqueda ·primal, considerando objetivos adicionales, pues durante el 

proceso del algoritmo predomina sobre las direcciones central y factible. 
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