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Presentacion

El presente trabajo tiene como objetivo principal mostrar la aplicaciéon del Teorema
de Sard a la dependencia funcional de aplicaciones reales diferenciables definidas en
subconjuntos del R™ ademés permite simplificar la demostracion de los teoremas de la
dependencia funcional.

Como objetivo secundario, muestra la demostracion del Teorema de Sard a nivel de
espacios euclideanos en sus tres casos, justificando cada paso de su demostracion.
Espero que sea de gran ayuda a futuro, para Estudiantes y Docentes. Les presento esta
tesis llamado “Teorema de Sard y la dependencia funcional de funciones reales

diferenciables ”.



RESUMEN

El teorema de Sard ha sido investigado desde 1940 y posteriormente se han ido encon-
trando varias aplicaciones. En este trabajo de investigacion, uno de los objetivos fue
presentar el teorema para funciones diferenciables C* f : R™ — R" justificando cada
paso de la demostracion en sus tres casos: m >n,m=ny m <n.

Por tltimo para la aplicacion elegida, se busca justificar la demostracion sobre las condi-
ciones para la dependencia funcional de las funciones componentes de una aplicacion
diferenciable C* definida en un abierto en sus tres casos (Teorema (3.2), Teorema (3.3)

y Teorema (3.4)).



Abstract

Sard’s theorem has been investigated since 1940 and several applications have been
added later. This research work paper, in one of the objectives was to present the the-
orem to work differentiable C* f : R™ — R"™ justifying each step of the demonstration
in its three cases: m >n.m=ny m < n.

Finally, for the chosen application, we search to justify the demonstration about the
conditions for the functional dependence of the component functions of a differentiable
application C* defined in an open in both cases (Theorem 3. 2, Theorem 3.3 and The-

orem 3.4)
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INTRODUCCION

En el presente trabajo de investigacion se analizé a profundidad el Teorema de Sard,
ya demostrado por Arthur Sard en los anos 40, dando las justificaciones de cada una
de las afirmaciones dadas, trabajo arduo pero satisfactorio. Ademas, se desarrolld6 una
aplicacion del teorema a la dependencia funcional de funciones reales diferenciales.
Para mejor comprension el trabajo fue dividido en tres capitulos:

En el primer capitulo, se desarroll6 los preliminares bésicos indispensables de anélisis,
topologia y variedades diferenciables.

El segundo capitulo, esta dirigido a la justificacion de cada afirmacion del Teorema de
Sard, “Sea f : U — R"™ una aplicacion C* en un abierto U C R™, sea C = {x €
U/ Ran[f'(x)] < n}, entonces f(C) tiene medida nula en R™”. La demostracion se hace
en sus tres casos, para m < n,m = n y el caso mas complicado m > n.

En el tercer capitulo, se da a conocer un estracto de la teoria de la dependencia funcional,
donde en dos de sus teoremas el Teorema de Sard permitié una demostracion mas precisa.

Por 1ltimo, se presentan las conclusiones y sugerencias.



Capitulo 1:

Preliminares

1.1. Valor regular y valor critico de una aplicacion

diferenciable.

Definicién 1.1. (Punto critico y valor critico)
Sean M™ y N™ variedades diferenciables de clase C* (k > 1)y f : M™ — N™ una
aplicacion de clase C*, (k > 1). Un punto p € M™ es punto critico de f si, dimImg

[df (p)] < n. Un punto ¢ € N™ es un valor critico, si todo p € f~!(q) es punto critico.

Ejemplo 1.1. Sea la funcion f : R? — R definida por f(x,y) = 22 + .
Vemos que su vector gradiente; el cual coincide con su matriz jacobiana df (x,y) =
(2x,2y), se anula en el origen (0,0). Luego p = (0,0) € R? es un punto critico de f y

ademas su valor f(0,0) = 0 es valor critico de f.

12



Cap.l: Preliminares 13

Definicién 1.2. (Punto regular y valor regular)

Sean M™ y N™ variedades diferenciables de clase C*, (k > 1)y f : M™ — N" una
aplicacion de clase C*, (k > 1).

Un punto p € M™ es punto regular de f si dimImg [df (p)] = n. Un punto ¢ = f(p) € N™

es valor regular de f, si todo p € f~!(¢q) es punto regular.

Ejemplo 1.2. Considere la funcion f : R — R definida por f(z) = 2. Se prueba que

es de clase C*, (k > 1) y que todo punto de R — {0} es un valor regular de f.

1.2. Conjuntos de medida nula.

Definiciéon 1.3. Un cubo n—dimensional C' C R™ de lado r > 0 es un producto carte-
siano de n intervalos compactos de lado “r ™

C = [al,bl] X [ag,bg] X [ag,bg] X e X [an,bn] tal que bZ —Q; =T.

El volumen del cubo C' queda definido como Vol(C) = ||C|| = H(bl —a;) =r".

i=1

Definiciéon 1.4. (Conjuntos de Medida Nula)

Un subconjunto X C R™ tiene medida nula en R", y lo escribimos med(X) = 0, si
o0

para todo € > 0, existe una sucesion de cubos (Wy)g>1 tales que X C U Wi vy
k=1

> Vol(Wy) <e.

k=1

Ejemplo 1.3. El conjunto S = {p} C R", tiene medida nula.

Dado € > 0, consideremos un cubo C' de arista r = {/¢/2 tal que S = {p} C C, asi el

Vol(C) < ¢, por tanto med(S) = 0.

UNPRG FACFyM



Cap.l: Preliminares 14

Ejemplo 1.4. El conjunto S = {p;};,_73 C R", también tiene medida nula.

De la misma forma que el ejemplo anterior, dado un € > 0, consideremos una sucesion

de cubos (W;),_i de arista r = ; /i(i j_ 1 para cada i = 1, k.

R
r
-
,
r|.P1
r|eP2 o |.ps
r
r 2
-
T opk’
Rn—l
Figura 1.1 Sucesion de cubos.
k
Observamos que se cumple: S C U W; vy ademaés tenemos
i=1
i € € €
Vol(W;) = —=+ 5o+ + 77—
; (W) 1(2)  2(3) k(k+1)

b 1 1 1
;VOZ(VVZ-) = € T2)+T3)+"'+m

< e, por lo tanto med(S) =0

k k
Vol(W,) = e|——
Z,Zl ol(W3) g{kﬂrl

Proposicién 1.1. Si I C R" es un subconjunto compacto y f : I — R una funcion

continua, entonces la grdafica de f tiene medida nula.

Demostracion.
Como Graf(f) = {(z, f(z)/z € I)} C R™", f es continua e I compacto, se tiene que

f es uniformemente continua en I, esto es dado ¢ > 0, 3§ > 0 tal que ||z —y|| < § =

UNPRG FACFyM



Cap.l: Preliminares 15

|f(z) — f(y)]| < e,Vo,y € I; para € > 0 damos una sucesion finita { Ry }r>1 de cubos

cerrados en [ tal que V z,y € Ry : ||z —y|| < 6, donde § depende de € y ademaés

1

R

/

RTL

R Ry Rs
V
1

L

Figura 1.2 Sucesion finita.

A continuacién formamos la nueva sucesion de cubos de la forma:

Ri X [Ye—1,Yk)s Ye—1 < Yk
Cr =

Ry, x [_§> %]7 Yk—1 = Yk

Se tiene inf(f)r, = yx—1; sup(f)r, = Yk

Si escogemos un punto arbitrario a; € Ry resulta f(ax) = by tal que inf(f)gr, < br <

k

sup(f)r,, significa que (ax,br) € Rr X [yr-1,Yx], ¥ k > 1. Siendo f uniformemente

continua resulta |yx_; — yx| < €, V k > 1. Por tanto Graf(f) C U Cl, asimismo con
k>1
el primer cubo Vol ([yx—1,yx]) < € es obvio, ademas se satisface las siguientes desigual-

UNPRG FACFyM



Cap.l: Preliminares 16

dades:

Vol(Cy) < Vol(Ry) x Vol ([yx—1,yx]) < Vol(Ry) X €

Vol(Cy) < exVol(Ry)

ZVol(Ck) < €><ZVOZ(R]€)=6X Zli()k <€

k>1 k>1 k>1

=>ZVOZ(C;€) < e

k>1
£t

3’3
Vol(Ry) x e = Vol(Cy) < Vol(Ry) x . Luego

]) < g, luego Vol(Ry)xVol ([—E ED <

Tomando el segundo cubo se tiene Vol < [ 33

D Vol(Cr) <Y Vol(Ry) xe=eY Vol(Ry) <e= Y Vol(Cy) <e.

k>1 k>1 k>1 k>1

Por lo tanto,

med|Graf(f)] =0

O

Teorema 1.1. Sea la sucesion (Xg)r>1 de conjuntos de medida nula en R", entonces
med (G Xk> =0.
k=1
Demostracion.
Siendo med(Xy) =0V k € N, dado € > 0, existe una sucesion (Wj;),;>1 de cubos tales
que X C G Wiky i W] < ;—k para cada k € N. Luego se tiene:
j=1

j=1

o o [o¢] o [o¢]
X, C U Wi, Xs C U Wig, -+, X C U Wik, - -+, en consecuencia U X, C U Wig.
j=1 j=1 j=1 k=1 k=1
Ademas se tiene:

UNPRG FACFyM
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o [ee] [ee] [ee]
€ € € € )

Z |Wj1‘ < g,z |Wj2| < ?,Z ‘VVJ?,‘ < ?7 ce ,Z ‘VVJ]C| < ? Se tiene
j=1 j=1 j=1 j=1

(e}

> Wikl <e
k=1
Por lo tanto, por la Definicion 1.4 se cumple que, med <U Xk) =0.

k=1
0

Proposicion 1.2. Todo subconjunto de un conjunto de medida nula, también tiene

medida nula.

Demostracion.
Sea X C R™ un conjunto de medida nula, por Definiciéon 1.4 existe una sucesion de

cubos (W;);en tal que X C U Wi v Z Vol(W}) < g, para todo € > 0. Si escogemos
k=1 k=1

[o¢]
un subconjunto arbitrario Y C X y se tiene la siguiente relacion ¥ C X C UVVZ-,
i=1

luego tenemos Y C U Wiy Z Vol(W},) < e, por la Definicion 1.4 se concluye que,
k=1 k=1
med(Y) = 0. O

Proposicion 1.3. Todo conjunto numerable en R™ tiene medida nula.

Demostracion.
Sea X C R”™ un conjunto numerable tal que X = U{xz} Dada una sucesion de cubos
ieN

W; de arista r = ,"/% para cada x; € X C R", tal que el Vol(W;) = ;, se tiene

X C GWZ y iVol(Wi) < €.
i=1 i=1

comed(X) =0

UNPRG FACFyM
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Teorema 1.2. 51 X C R" tiene medida nula y f : X — R" es Lipschitziana, entonces

f(X) tiene medida nula.

Demostracion.

Como f es Lipschitziana en X,3 ¢ > 0 tal que || f(x) — f(y)|| < cllz —y|,V =,y € X.

La medida de X es nula, entonces se tiene que 3(W;) cubos abiertos con arista r; tales

que X C UVVZ y ZVOZ(VVZ-) <= Luego si V z,y € W;, ||z — y|| < r;, entonces
i=1 i=1 o

If(x) — f)| < cllx —yl|| < ery, luego ||f(z) — f(y)|| < er;. Tomando la norma del

méximo se tiene que la j—ésima proyeccion de f(X N W;) es un subconjunto de un

intervalo I; de longitud cr;. Por tanto, se tiene f(X) = U f(XnW;) C UD"’ donde

i=1 =1

f(XNnW,;) C H]j = D; cuyo volumen es ¢™r!", luego ZVOZ(DZ') = Zcmr;ﬂ =
=1 i=1 i=1
> £
m " < ™— = ¢. Por lo tanto 1 dlf(X)] =0. C
c izlrl ¢~ = ¢ Por lo tanto la me [f(X)]

Teorema 1.3. 51 X C R™ tiene medida nula y f : X — R™ es localmente Lips-

chitziana, entonces f(X) tiene medida nula.

Demostracion.
Para cada « € X, damos V,, una bola abierta con centro en z, tal que X C (JV, y por
hipotesis resulta || f(a) — f(b)|| < kszl|la—b|| con k, >0y V a,b e V,. Por el teorema de

o

Lindelof, existe un recubrimiento numerable de abiertos tal que X C U V. Tomemos la
i=1

norma del maximo y esto convierte los abiertos V,, en cubos abiertos con arista r;. por el

Teorema 1.2 se tiene med[f(X NV})] = 0, para cada i € N; como f(X) = U f(XNVH,
ieN
es la union numerable de conjuntos de medida nula, entonces med[f(X)] = 0. O

UNPRG FACFyM



Cap.l: Preliminares 19

Teorema 1.4. Sea f : U — R" de clase C' en un conjunto abierto U C R™. Si X Cc U

tiene medida nula en R™, entonces f(X) C R" también tiene medida nula.

Demostracion.

Para cada z € X, sean V, (bola abierta de centro en ) tal que V, C U y como
f € C1, entonces definimos K, = sup{||f'(x)y||/y € V. } luego por el teorema de Valor
Medio resulta || f(z) — f(y)]| < K.||z — vy, Vz,y € V.. Asi se tiene que f es localmente

Lipschitziana, por el Teorema 1.3 se concluye que med[f(X)] = 0. O

Lema 1.1. (del cubrimiento)

Un cubrimiento abierto del intervalo [0, 1], contiene un recubrimiento finito, [0,1] =
k k

U I; tal que Z |I;| < 2.

j=1 j=1

Demostracion.

El conjunto [0, 1] es compacto, entonces para todo cubrimiento abierto de [0, 1] existira
un recubrimiento finito de intervalos I; = (a;,b;) donde j = 1,7 tal que a; < a;j41 <

b; < ajyo. Seguimos la demostracion por induccién de 7.

Seaj=1,7r: a1 <ays<b <azg<by---<a,1 <b <ay
= Para r=1: a1 <ay <b; <asg,dondea; =0y b =1
(by —ay) = (ag —ay) + (b —az) =1 <2 (trivial)
mr=2: a3 <ay<b <az<by <aydondea; =0y by=1parar>2
(by —ag) + (by —ay) = (by—aq)+ (by — az)

Z(bj—aj) = 1+(b1—a2)<2

J=1 0<li<1

UNPRG FACFyM
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mr=3: a1<a2<bl<a3<bg<a4<b3<a5d0ndea1:0ybgzl

3

D (by—ay) = (b —a)+ (b — az) + (bs — a3)

j=1
= (b3—a1)+(bl—a2)+(bg—a3) <2
- 7 N ~~ -
1 <1
Hipotesis Inductiva
k k-1
= Supongamos que se cumple. r = k : Z(bj —aj) =1+ Z(bj —ajq1) <2
j=1 j=1

<1

= Para r = k + 1, mostremos entonces que se cumple:

k+1 k
Z(b] — &j) =1+ Z(b] — ajﬂ) < 2.
= j=1

<1
En efecto, sea a1 < as < by < az <by <ag < -+ < bpo <ap <bp_1 <agy <
b < agio < brip donde ay =0y by =1

k k—1
(b — CL') -+ (bk+1 — ak-{—l) = 1 + (b — CL'_|_1) -+ (bk — ak-{—l)
Z 7 9 jzl J J ,

J=1

<1
k+1 k
D bj—a) = 14> (b —a) <2
j=1 Jj=1

1

k
Por lo tanto Z |I;] < 2.

J=1

1.3. Teorema de Fubbini

Teorema 1.5. Sea R}™! = {x € R"/z,, = t} C R"™ un hiperplano, sea K C R™ compacto

tal que K "R} tiene medida nula en R"* Vt € R. Entonces K tiene medida nula en

UNPRG FACFyM
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NG

Demostracion.
Sin perder generalidad podemos suponer que K C R"! x [0, 1] y KNR""! tiene medida
nula en R" x {t} V¢ € [0,1], hacemos K; = K "R} ! y dado £ > 0 consideremos un

cubrimiento de K} por cubos abiertos W} en R"~! x {t} tal que Z Vol(W}) < e.

i>1

R

e S
/ Rn—l

Figura 1.3

Sea W, la proyeccion de U W} sobre el primer eje R"~! de R"~! x [0, 1], siendo z,, = t la
i>1

tltima coordenada, se tiene para “t” fijo la funcion || z,,—t || es continua en K. Ademas se

anula en K, esto es para un punto p € K; tal que p = (x1, x9, 3, -+, T,_1, 1) se satisface

||z, —t|| = 0. Siendo K compacto, aplicando el teorema de Wierstrass se cumple que en

K la funcion ||z,, — t|| tiene un minimo “a” que también sera minimo en W; x [0, 1], por

tanto se tiene {x € K/|z,—t|| < a} C Wy x I donde I}* = (t—a,t+a) y [0,1] C UIf‘
¢

UNPRG FACFyM
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k

Por el lema 1.1 existe un recubrimiento finito I; para j = 1,r tal que Z 11| < 2, aqui
j=1

I = I donde t; € [0, 1]. Se tiene los rectangulos de la forma Wt’J x I para j = 1, k;

T
. , ) (] _
observamos que para un j € N' C N se cumple K;; C U VVt], X It], = K = U Ky, C
ieN j=1
% « % « /
UWwi x1p= Kc|JW xI paraN' CN.
i>1 i>1
jEN jEN
Vemos también:

Vol(K) < Y Vol(W; x It) =Y Vol(W), x I) 4 -+ Y _Vol(W{ x I)

i>1 i>1 i>1
jEN
= Vol(K) < |[I21Y  Vol(Wi) + -+ I > Vol(W;)
ieN ieN

= Vol(K) < |[I7|le + [[15]le + - -+ [[ 12 ]]e

Vol(K) < 52 I3 ]| < 2e, asiresulta Vol(K) < 2¢, por lo tanto med(K) = 0.

J=1

O

Definicion 1.5. Sea M una variedad diferenciable m dimensional. Un subconjunto
C' C M tiene medida nula, si para todo sistema de coordenadas (h,U) en M, el conjunto

h(UNC) C R™ tiene medida nula.

Lema 1.2. Sea K C R"™ un conjunto compacto. Existe una funcion diferenciable ¢ :

R" — R, tal que (x) =0 si y solo si x € K.

Demostraciéon. Ver libro [3, pag. 69|

UNPRG FACFyM



Capitulo 2:

El Teorema de Sard

Teorema 2.1. (Teorema de Sard)

Sea f: M™ — N™ una aplicacion de clase C™ entre variedades, sea C el conjunto de

puntos criticos de f. Entonces la imagen f(C') tiene medida nula.

RTL

Figura 2.1

23



Cap.2: El Teorema de Sard 24

Tomando un sistema de coordenadas (¢,U) en M tal que para x € C NU, se tiene
flz) € V.0 f(C), para otro sistema de coordenadas (1, V') en N, bastard demostrar
que para todo v € C NU, f(C NU) tiene medida nula en N. Si cubrimos a C con
la union de abiertos (Uyp)p>1 tal que C C U C NU, y luego aplicando f tenemos
f(C) c f(U cnu,) C U f(¢nu,). Por Ztii parte si med[(f(CNU)) =0 en N si
y solo si WZESWJ ofo cplniNcp(C' NU)] =0 en R™, vemos que p(C NU) es el conjunto

de puntos criticos de la aplicacion 1 o f o =, Por tanto, el Teorema de Sard se reduce

con aplicaciones diferenciables f : R™ — R"™ y queda enunciado de la siguiente forma.

Teorema 2.2. Sea f : U — R"™ una aplicacion C* en un abierto U C R™, sea

C ={xz e U/dim[Img df (x)] < n}. Entonces f(C) tiene medida nula en R".

La demostracion del teorema se hara en 3 partes, los casos m < n,m =n y el caso mas

complicado m > n.
Observacion. Si m < n, entonces U = C.

En efecto, sea x € U arbitrario y de la diferenciabilidad de f resulta df (z) : R™ — R™,
del teorema del nucleo e imagen m = dim[Ker df ()] + dim[Im df (x)], entonces se tiene
dim[Im df ()] < dim[Ker df ()] 4+ dim[Im df (x)], luego dim[Im df ()] < m < n y de esto
dim[Imdf(z)] < n = x € C. Por tanto U C C y siendo por definicion C' C U, se
concluye que U = C.

A continuacién daremos la demostracion del caso m < n.
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2.1. Casol: m<n

Por lindelof, para toda cubierta abierta de U tal que U C |JV, para cada x € U, admite
un recubrimiento enumerable U C [ J;—, V;, se tiene f(U) C Ui, f(Vi) € Uiz, f(V3).

Basta probar f(V;) = 0 en R” y por la Proposicién 1.2, resulta la med f(V;) = 0

Demostracion.

Sea V un cubo abierto para x € U con las aristas paralelas a los ejes coordenados de R™
tal que V C U. Dividimos cada arista de V en r partes iguales, ademas consideramos
los hiperplanos que pasan por las lineas de division paralelos a los ejes coordenados de
R™, y sea h la longitud de su arista de V. El cubo V se divide en 7™ cubitos iguales,
sea K; uno de esos cubitos cerrados con diametro %\/ﬁ

Se sabe que la funcién f es diferenciable y V' es compacto, existe un ntmero M > 0 tal

Mh _
que ||f(x) = f(y)] < M|z —y| < m para todo z,y € V. Luego f(K;) C W; con
2Mh
W; C R™ es un cubo cerrado con longitud de su arista #\/ﬁ
—
W, f(K;) f(Kq) C W,
2Mhy/m

2Mhy/m
T

Figura 2.2
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2M " —
El volumen W; es Vol(W;) = (M) = % conec= (2Mhy/m)™. Como V =
r rm

m rm

UKZ" se tiene f(V) C Uf(KZ-) C UVVi, cuya suma de volumenes es ZVOI(VVZ-) =
i=1 i=1 i=1 i=1

rm

4y o4 s +~-~+£, resulta ZVOI(VVZ-) = = ™" Como m —n < 0 y
haciendo r — oo, Z Vol(W;) < ¢, por lo tanto se tiene med[f (V)] = 0. O

i=1

2.2. Casoll: m=n

Demostracion.
Sea R un rectangulo cerrado de lado a > 0 tal que R C U, cuyas aristas son paralelas
a los ejes coordenados. Todo punto x € U es centro del cubo R, luego dividimos R en

a
pequenos cubos cerrados 5; de lado T para k € N y obtenemos en total k™ cubos. (Ver

Fig 2.3)

P R R
U , e ~ <

/7 \
/ \
1 \
{ R 1 — — a/k
\ I
\ U

\ /

N 4
~ - ~ ”
Figura 2.3

a
Luego al escoger x,y € S; se cumple ||z — y| < \/ﬁE, ademas siendo f € C! y de

la compacidad de R, existe 6 > 0 tal que Vx,y € R se tiene ||z — y|| < 0, entonces
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1f(y) — f(z) = f'(z)(y — )|l <elly — 2| para un & > 0.

Dado ¢ > 0, elegimos un rectangulo S; tal que S; N C # (0 y tomando z; € S; N C,
entonces det f'(z;) = 0 y por tanto f'(x;)(y — x;) pertenece a un subespacio E; tal
que dim(E;) < n —1 en R", esto es {f'(z;)(y — x;)/y € S;} C E;. Luego por la
desigualdad anterior obtenemos || f(y) — f(x;) — f'(z:)(y — )| < ev/n % y haciendo
e = F'(w)(y — ), el confunto {f(z:) — f(5)/y € Si} v el vector e = f/(z:)(y — 1)
estan a una distancia menor a ev/n %. Se sabe que f € C' esto nos permite definir
M = sup{|[|f'(z:)||/x: € Si}, luego || f'(x;)|| < M, aplicando el teorema del valor medio
se tiene || f(y) — f(z;)]| < M||ly — ;|| con x;,y € S;, como ||z —y|| < v/n % para x;,y € S;
entonces se tiene || f(x;) — f(y)| < My/n <%) asi que f(y) pertenece a un rectangulo

a
cerrado “P” en R™ que tiene como base un rectangulo “Q” en R"~! de lado 2M+/n <E>

y de altura 2sv/n (%)

P
ST TmEEmEEEEEEEES K|
// //l
Ve 4 1
// : ,/ 1
i ekl t e =t :
1 . 1
. X . a
:/ / 2Mﬁ(%>
1 . Q | I
a 1 . 1
25\/—E — O )
| Lt a 7’
I V() ot
1 [
. /7
I T
Figura 2.4

En la figura se ve claramente que P C R" tal que f(y) € P, Vx € S;, luego el volumen
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del recténgulo cerrado “P” queda determinado por:

vol(P) = [2ari ()] e ()] = -t [ (7))

k
Vol(P) = %,A = (2v/n)"M" 'a", como S; C R = f(S;) C P; donde el Vol[f(S;)] <
Vol(P;) = %, ademas se cumple f(RN C) C UPZ» y esto implica que Vol[f(R N
i>1
)] < ZVOI(H-) = k" (%) = Vol[f(RNC)] < Ae y como ¢ es arbitrario se tiene
i>1
Vol[f(R_ﬂC)] = 0. Hacemos RNC = B;, donde B; # () con j € I < 00, luego C' = U B;
i>1
y via f resulta f(C) C U f(B;), aplicando volumen Vol[f(C)] < ZVol[f(Bj)]j; por
parte anterior se tiene qjuze1 med[f(C)] = 0. ~ O

2.3. Caso III: m > n

Ahora para completar la prueba vamos a subdividir el conjunto de los puntos criticos
del siguiente modo. Sea Cy = {z € C/Jf(x) = 0} y en forma general C}, = {z €
U/ se anulan todas las derivadas parciales de f hasta el orden & }.

A continuacion se daré la demostracion en tres partes.

A) El conjunto f(C — C) tiene medida nula (cero).

Observacion. Si N = R, resulta que f : R™ — R luego

df (z) = (agix)7 ag:igc) e ,ag;x)) Suponiendo que la dim Img < 1, entonces
1 2 m
3£(x) =0, Vi = 1,m. Por tanto se tiene C' = C y como consecuencia med[f(C —
T
)] = 0.
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Nuestro objetivo es considerar en dimension superior n > 2, y escogeremos un
xg € C — (] para después encontrar un abierto V' que contiene a zy y terminar con
med[f(V N C)] =0.

Sea un elemento arbitrario xg € C' — C, vemos que zy € C; entonces nos garantiza

que al menos un elemento de la matirz jacobiana Jf(xg) es no nula. Sin pérdida

de generalidad suponemos que 8];1)(:50) # 0, donde f : U — R" tal que f(x) =
Z1

(fi(x), -+, fu(x)) con U C R™ abierto. Se define una aplicacion h : U — R™ dada

por h(z) = (fi(x),xe, 3, -+ ,xpm). Asi dh(xg) : R™ — R™ cuya matriz jacobiana

viene dado por:

Ofi(zo) Ofi(zo) ... 9fi(zo)
Ohi(zo)  Ohi(xo) Oh1(x0) O o> Oarm
Ox1 Ox2 Oxm
0 1 0o --- 0
Oha(zo) Oha(zo) Oha(zo)
oz oz OTm
dh(zq) = ' ’ 0 0 1 0
Ohm(zo)  Ohm(xo) Ohm (z0)
Oz Ox2 Oxm
mm 0 0 0 1
. 8f1 (Io) . . _ :
Siendo P # 0, implica que Ran(dh(zg)) = m = dh(xy) es un isomorfismo,
X1

luego por el teorema de la funcion inversa, la aplicacion A es un difeomorfismo desde

un abierto V' C U con zy € V sobre un abierto W C R™ con h(xg) € W = h(V).
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Rm TSN Rn

h
h—l
g
m
R - ~W
- ~
4 ~
’ P \
’ ’ S \
1 / \ \
1 | /| 1
\ \ C / 1
\ N 4 Vi
\ = ’
N 4
~ -~ e - -
Figura 2.5

Sea g : W — R" definida por foh™ !y sea C' C W = h(V) el conjunto de puntos
criticos de g, luego se afirma que C’' = h(V N C).

En efecto, sea p € h(V N C) entonces aplicando la derivada se tiene dg(p) = d(f o
h™1)(p) = dg(p) = d[f(h™*(p))] o dh™"(p).

Luego Ranldg(p)] < min{Ran[df(h~"(p))], Ran[dh™"(p)]} como Ranldf (h~"(p))] <
n y m > n resulta Ran[dg(p)] < n, y para todo p & h(V N C) se tiene que el
Ran[dg(p)] = n, puesto que dh™! es un isomorfismo, por tanto haciendo C’ = h(V N
(') se tiene la tesis.

Por otra parte, se tiene g(C”") = f(V NC) y por la definicién de g, la imagen de cada
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punto de W de la forma (t,xs,xs3, ..., Z,,) pertenece al hiperplano {t} x R"~1.

En efecto escogemos un punto de W de la forma (¢, x5, x3, ..., ;) tal que

(t, 29,3, ) = h(x1, 29, , Tpm) = (fr(T1, + ,Tm), Ta, T3, Ty )) luego

h=Y(t, x9, 23, ..., Tm) = (1,22, 23, ...,7,) ya que h es biyectiva, aplicando f
resulta f(xy, zo, 23, .., Tm) = (fi(z1, 22, T3, ..., ), fo(T1, 22, T3, ..., Tm)y .o oy
falzr, @2, 23, am)) = (4, f2(@), f3(2), ..., fu(®))

= g(t, 29,73, ..., xm) = (t, f2(2), f3(x), ..., fulx)) € {t} x R" un hiperplano.
Consideremos la familia de aplicaciones ¢' : ({t} x R™™)NW — {t} x R"!, para
cada t € R, de manera que queda restringida g. Sea a = (¢, z2,x3,...,2Ty) € W,
luego g(a) = g(t, w9, 23, .., 2m) = (£, g5(a), .. ., g\(@))

= (t, fo(h7H (@), fu(h7Ha))) = (t, g3(), - gn(@))

= g(a) = (¢, ¢(a),¢i(a),..., gt (a)) & gi(a) =t, su matriz jacobiana en «:
99i(@)  9gi(a) . 99 (@) 1 0 .. 0
o1 Oz OTm
9g5(a)  0g3(a) . 9g5(a) 9g5(a)  0g3(a) . 9g5(a)
ox1 Oxo OTm Ox1 Oxo OTm
dg(a) = =
9gn(a)  9gn(a) . 9gn(a) 9gi(a)  9gn(a) . 9gn(a)
ox1 Oxo OTm Ox1 Oxo OTm
nXxXm nXxXm
Vemos que « es un punto critico de g si y solo si v = (2, 23,24,...,Ty) €8 un

punto critico de ¢*, puesto que el conjunto de vectores columna de la submatriz es
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linealmente dependiente en ~.

d95(v)  gs(v) .. 9g5(v)
(9332 8:63 633m

ag5(v)  Ags(v) . 9gi(n)
8&72 8$3 a$m

Agn()t  Bgn()t . 8gn(W)’
89:1 8$2 a$m

(n—1)x (m—1)

Luego el rango de la submatriz es menor que “n — 17. Por tanto v € C] (conjunto
de puntos criticos de ¢*) y asi se obtiene C" C U Ci= ¢g(C") C Ugt(Ct/).
t t
Luego el conjunto de valores criticos de g tiene medida nula en ¢t x R"~!. En efecto,
Sea R,un cubo cerrado en R™ con la arista L, tal que C’ C R. Dividimos a R en k
L , . L
partes cada lado 7 se tiene k™ subcubos cerrados de didmetro E\/m. Sea S uno

de esas subcubos en R.

=]t~

L
z

L
Vo,y e S iz —y| < E\/ﬁ, siendo g diferenciable y R un compacto, IM > 0 tal

que: ||g(y) —g(x)|| < M||y — x|, se tiene de la desigualdad anterior: ||g(y) — g(z)|| <

L
M
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H£n1

/ R™

L
Haciendo ¢(S) = H un cubo con arista QME\/E

g(SNCy) Cg'(S) € Hi
knfl knfl knfl

g(cy < |Jd'(sh < | Hi tal que Vol g(Cy) = > Vol H]
=1

i=1 i=1

k;[j Hf] _ (M)m g1 —

k o fm—n+1 )
=1

Vol donde A = (2M Ly/m)™

Haciendo k& — oo : Vol

fn—1 kn—1
U H;] =Y Vol H =0+0+...+0, lo cual implica
=1 i=1

io:Vol H! < e. Por tanto med[g*(C")] = 0 en {t} x R*!

:(;emés g(C") C Ugt(Cg), luego:

med[g(C")] < thed[gt(C’t’)] = 0, entonces med[g(C’)] =0 en {t} x R"1.

Esto implica que lleva valores criticos de g en el hiperplano {t} x R"™! que son el
conjunto de medida nula. Pero el conjunto de valores criticos de g es g(C") = f(VNC)
y siendo g(C’) compacto, se tiene que f(V N C) N {t} x R"! tiene medida nula, y

por el teorema de Fubbini f(V N C) tiene medida nula en R™.

Ahora como ¢(C") = f(V N (), se tiene que para todo € C'— C} existe un abierto
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V' C R™ conteniendo a z, tal que med[f(V N C)] = 0. Por el teorema de Lindelof

podemos cubrir con un conjunto numerable de abiertos V; tal que C'—C4 C U v,nC

€N
luego f(C — C}) C Uf(VZ- N C), como med[f(V;NC)] = 0, Vi € N resulta lo
1€EN
siguiente med[f(C — Cy)] < med [U fVinC)| =Y med[f(V;n C)] = 0. Por
€N 1€EN

tanto med[f(C — C1)] = 0.

B) f(C; — Ci;1) tiene medida nula, ¢ > 1.
Sea x¢ € C;—Ciy1, x9 ¢ C;11 entonces todas las derivadas parciales de orden menor
o igual a ¢ se anulan, pero existe al menos una derivada parcial de orden ¢ + 1 no se

anula, supongamos que

aiJrlfT T
W(I())#O, O<r<n, 0<s<m
Haciendo [(x) = ag;(zx), tal que [(zg) = 0.

s

Sin perder generalidad suponemos que la derivada parcial de [ respecto a z; en

x = x¢ es diferente de cero, i.e.:

ol
hihy by hom

Definimos la aplicacion h : U C R™ — R™ con h(z) = (I(x), 22, 23, ..., T )
luego dh(xy) : R™ — R™ cuya matriz jacobiana

ol ol ol

8—551(%) 8—:52(%) e %(%)

8h2 ahg ahQ

dh(zo) = 22, ) g, ) B )
Oh, Ohy, O
Oz, (xO) 0zo (xo) %(%) mxm
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ol al al ol
8_71(930) 872(«750) 873(-750) N (z0)
0 1 0 0
dh(xg) = 0 0 1 0
0 0 0 1
mXm
ol :
como a—(xo) # 0, entonces el Ran(dh(zg)) = m luego dh(xy) es un isomorfismo y
L1

por el teorema de la Funcion Inversa se cumple:

h es un difeomorfismo desde un abierto de xy, V(zg) = V C U sobre un abierto
W C R™ h(V) = W, analizando el conjunto h(C;NV'), como la primera coordenada
de h es [(x) de manera que se anulan en el conjunto Cj, se sigue que h envia C; NV
en el hiperplano {0} x R™!.

Definimos g = foh ! : W — R™ como en el caso (A) tenemos que todo punto
h(z) € {0} x R™ !N W sera punto critico de g, Vo € C; NV, restringimos g del

siguiente modo ¢° : ({0} x R™ ) NW — {0} x R*"!, {0} x R*" ! =2 R"

R™ Rm—1
h
Lo — PR N
’ \ / \
/ \ / \
1 1 h1 | |
\ 1 ~ \ /
\ / \ /
S o - , N - -
R
/ g
R’ﬂ
|
Figura 2.6
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g° ({0} x R™t'nW) c {0} x R**

luego:

0 < med{g°({0} x R™ ' NW)} < med{{0} x R" 1} =0

entonces med{g°({0} x R™ ' N W)} = 0 luego como g(C") N {0} x R*' " =
h(C; N V') puntos criticos de g. Por Teorema de Fubinni: med{g(C")} = 0 siendo
g(C") = f(C;NV), se tiene med{ f(C; NV)} = 0 sabemos por Teorema de Lindelof,

cubrimos a C; — ;41 con un conjunto numerable de abiertos V; € N tal que:

Ci—CinclJvinc

jEN

f(Oz‘—Oz‘H)Cf(UVjﬂC) - Jrvino

jeN JEN

luego aplicamos med{f(C; — Ci11)} < med { U f(v;n C)}

jeN
< Zmed{U iz ﬂC)}
jeN jeN
Se tiene: 0 <med{f(Ci — Cit1)} <D ;cn0, enR"

por lo tanto med[f(C; — Ci11)] =0

med(f(Cy)) = 0, para “k” suficientemente grande.
Como Cy = {x € U/Randf(z) < n}, cubrimos a Cj con una coleccion numerable

de cubos I7" de lado 4, tomamos uno de esos cubos I} en U, esto es:
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" m
Rm s ]So
N | .
\ s—1
Ch . )
I:Z)?l
,/ I P
"

Figura 2.7
luego para “k” suficientemente grande demostraremos que med[f(Cy N I)] = 0.
En efecto, de la definicion de C} y tomando arbitrariamente un z € Cy N I tal que
r+h e Iy Vh € R™, aplicando el Teorema de Taylor:

fl+h) = f(z)+ R(z,h) , Rz, h)|| < ML

donde M > 0 es constante y depende de f y de I{), subdividimos I} en r™ subcubos

de lado &/r

)
T
J
s
)
I r
[
T
)
T

J 3 4 [ )

r r r r r

Figura 2.8
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Sea, ]ng uno de los subcubos de la divisiéon que contiene a x y x + h, entonces

0
Il < v

T+ h

3 >

I;}jCU

3

Figura 2.9

si v € C N I, implica que f(C, N IG5 ) C f(I3) y el lado del cubo f(I3) serd:

0j

. (\/mg)k‘-l—l

k+1 k41
/(@ +h) - f@)] = ||R<x,h>r|SM]§ <ot (v

r

1@+ h) - f@)] < M(m5) on B!

esto implica, el cubo f(]ggj) su lado ser& M (\/ﬁ g)kﬂ

rm

Sabemos que: Cy NI, C I, C U Iy,

j=1

f(Ck’m[soj) C f(UIsoj)
j=1

f(ck N ]SOj) - U f(]50j>
j=1
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Vol [f(CrN1,,)] < Voll Jf(L,)
j=1

Vol [f(CvN1,,)] < Tz:\/olf([soj)
Jj=1

Vol [f(Cr, N 1,)] < 7™ Vol f(I,)

ya que Vol f(I,,), Vj = 1,r™ tendra el mismo valor, luego

r

Vol [f(CkNI,)] < o™ le (\/m 5)k+1]
o [2M(\/ﬁ 5)k+1]"

rk+1)n

Vol [f(CiN1,,)] <

an
Vol [f(Cr N Iy,)] RSy om— (2.1)

IN

. m . .
Observacion. Como m > n, resulta — > 1 y siendo “k” suficientemente grande se
n

tiene:

k+1 >

=3

nk+1) > m

nk+1)—m > 0

En (2.1) hacemos r — o0

an

Vol [f(ck N Isog‘)} S rlirgo T(k—}—l)n—m

0 < Vol [f(Ck N Isoj)} < 0, por tanto

Vol [f(CnIy)] = 0

ademéka:UCkﬂI:;, seN A j=1,rm
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aplicamos

rcy < r(Uan)
Uf (Cen I

Vollf(Cy)] < Vol || JS(Cn ]

Vollf(C)] < D) f(Cen I

s>1 j=1
< D (0404...40)=> 0
s>1 s>1
< 0, seN

0 < Vol[f(Ck)] < 0, “k’suficientemente grande

entonces, Vol[f(Cy)] = 0

por lo tanto med[f(Cy)] =0

Ahora por conjuntos tenemos:

Cr-1 = Cr U (Cx_1 — C%) ya que

CoC...CC,CcCy1C...CcChCC

aplicamos f, f(Ck_1) C f(Ck) U f(Cx_1 — C)

luego med[f(Cr_1)] < med[f(Cy)] + med[f(Cr_1 — C)]

de A), B) y C) resulta: med[f(Cy-1)] = 0 y por induciéon, para “k” tenemos

med[f(C})] = 0, pero como f(C) = f(Cy) U f(C — C}), aplicando medida

medf (C)] < med[f(Cy)] +med[f(C — C})]

se tiene med[f(C)] = 0, el teorema queda demostrado.
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Ejemplo 2.1. Sea la funcién f : ACR® — R, f € C', con A abierto, tal que

R
RTL
A
Figura 2.10
F:AxR — R
F K
T
8F1 (9F1
T ra— w0
JF(z,y) = | =
OF,  OF; on
011 a’Bm axﬁ (n+1)2

|JF(z,y)] = 0 — RandF(z,y) < n+1, V(z,y) € Ax Ry como F(A x R) =

Graf(f) = G, se tiene por el teorema de Sard, med|G| = 0.

Ejemplo 2.2. La esfera S™ tiene medida nula. Se sabe que S™ es unién de 2n funciones
de la forma

z;: B(0,1) — R tal que , B(0,1) C R"

.Z'j(xl,.fﬂg, N ,.CL"Z') =4

L7 ]
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luego el conjunto G representa la grafica de z;, G = {(z,x;) € R"*/z; > 0}
Sea F:BxR — R"!
" Fy F, Fnp
(x,x;) — Flx,xj) ="z, 22,0 20, 250)
1 0 0 0 0
OF, OF, 0 1 0 0 0
Orr;,; O
JF(x,x;) = Ln =
(z,2;) oF, oF, 1 0 1 0 0
(%Tn ox
OFn1 O0Fhy1 O0Fhn 0 OF i1
axl 8$2 3.%3 8xn+1 (n+1)2

se tiene Ran[JF(z,z;)] = n < n+ 1, V(zr,z;) € B X R, por el teorema de Sard,

med|G] = 0.
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Capitulo 3:
Aplicacion del Teorema de Sard para
la dependencia funcional de funciones

reales diferenciables

3.1. Dependencia funcional de funciones reales difer-

enciables (C*) como componentes de una funciéon
(C>), F:QCR"—R"

Definicién 3.1. Sean f1, f2,..., f*: Q@ — R funciones reales diferenciables (de clase
(), definidas en un abierto 2 C R™. Diremos que las n funciones son funcionalmente
dependientes sobre un conjunto K C €2, si y solamente si, existe una funcién diferenciable

real (de clase C*) ¢ : R™ — R, que no se anula en ningin abierto de R" tal que
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o(fY(x), fA(x),..., f"(z)) = 0 para todo = € K.

R’n

o)
7

Figura 3.1

Nota. Desde aqui en adelante se considera el término funciones diferenciables aquellas

funciones de clase C*°.

Ejemplo 3.1. Sean las funciones diferenciables f!, f2: R? — R tal que f'(z,y) =z y
f?(z,y) = y. Se define la funcion diferenciable ¢ : R? — R tal que o(p, q) = p*+¢*>—1.
Haciendo ¢(p,q) = 0, se tiene p~1(0) = {(z,y) € R*/2* + y* = 1} = S' C R? Por lo

tanto f!y f2 son funcionalmente dependientes sobre K = S?.

Ejemplo 3.2. Sea la funcion diferenciable f : R — R tal que f(z) = (z 4+ a)" un
polinomio de grado “r”.

Se define también la funcién diferenciable ¢ : R — R tal que ¢(y) = y?. Haciendo
o(f(x)) = 0, se tiene [(z + a)"]*> = 0. Luego z = —a es solucion de multiplicidad “2r”

en R. Por lo tanto en K = {—a} C R la funcion f es funcionalmente dependiente.

Definicion 3.2. Sea F': 2 — R”™ una aplicacién cuyas componentes son las funciones

fLr2 o f™ esto es F(z) = (fY(x), f2(x), ..., f"(x)).
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Se dice que las funciones f!, f2,..., f™ son funcionalmente dependientes sobre K C €2,
si y solamente si existe ¢ : R” — R diferenciable que no se anula en ningtin abierto de

R", y tal que p(F(x)) =0, para todo = € K.

Observacién. Haciendo ¢(F(z)) = 0, para todo z € K, entonces F(K) C ¢ *(0).
Luego nuestras interrogantes ¢~ '(0) puede contener conjuntos abiertos o cerrados?, asi
como también, jqué clase de conjunto sera F'(K)?.

Para garantizar la dependencia funcional de f!, f2,..., f® sobre K C Q, ;qué condi-
ciones debe reunir el conjunto K7?7. De todo esto, el siguiente teorema nos dara respuestas

a nuestras interrogantes.

Teorema 3.1. Sea ' : Q@ — R™ una aplicacion diferenciable, definida en un abierto
Q C R", y sea un compacto K C Q. Las funciones diferenciables f, %, ..., f": Q —
R, componentes de F, son funciones dependientes sobre K, si y solamente si F(K) es

un conjunto de interior vacio en R™.

Demostracion.

=| Supongamos por contradiccion que el int F(K) # ¢, entonces existe algiun abierto
V tal que el V' C F(K). Por hipotesis K es compacto y F' continua, entonces F(K) es
compacto. Luego por el Lema 1.2, existe una funciéon diferenciable ¢ : R — R tal que
©(F(K)) = 0, entonces ¢(F(V)) = 0y esto es una contradiccion. Pues F(V') es abierto
y por Definicién ¢ no se anula en ningtn abierto del R™.

<] SiInt F(K) = 0, entonces las funciones diferenciables f!, f2,..., f": Q — R, son

funcionalmente dependientes sobre K.
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En efecto, como el int F(K) = ¢, no existe ningtn abierto V en F(K). Como K
es compacto y F' continua, entonces F(K) es compacto y por el Lema 1.2, existe ¢
diferenciable tal que ¢(F(K)) = 0. Luego ¢ no se puede anular en ningun abierto
del R™. Se sigue que las funciones f!,---, f* componentes de F' son funcionalmente
dependientes sobre K.

]

Ejemplo 3.3. Sea f!, f?: Q0 — R funciones diferenciables definidas por:

2
ffay) =2, v fiz,y)=1/1— %, donde 2 =< —2,2 > xR

Definimos la funcién diferenciable F :  — R? tal que

22
F(z,y) = | =, 1_Z , QCR?

2
Se tiene F(K) = {(z,y) € ]RQ/% +9? =1, y > 0} tiene interior vacio en R2.

Por el Teorema 3.1 las funciones f!y f2 son funcionalmente dependientes sobre cualquier

compacto K C €.

RQ /\ 1 RQ
K

[ /N

Figura 3.2
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Teorema 3.2. Sea F' : Q) — R™ una aplicacion diferenciable cuyo dominio 2 C R™ es
un conjunto abierto. Para que las funciones f1, f%, ..., f" : Q — R, componentes de
F, sean funcionalmente dependientes sobre todo conjunto compacto K C €1, es necesario

y suficiente que el determinante de la matriz jacobiana de F se anule sobre 2 C R™.

Demostracion.

Condicién necesaria: Debe probarse que el determinante de la matriz jacobiana de
F se anule, esto es J[dF(z)] =0 Vz € Q.

Suponiendo que J[dF(z)] # 0 para algin = € €, por el teorema de la funcion inversa
existe una vecindad U de x,U C € tal que F' es un difeomorfismo sobre la vecindad
F(U) de F(x). Tomamos una vecindad compacta V' C U que contiene a z, luego F(V)
es también una vecindad compacta de F'(x), la cual implica que F'(V') contiene al menos
un abierto en R", luego, Int F'(V') # ), por el Teorema 3.1 las funciones f1, f2,..., f"
no son funcionalmente dependientes sobre V' y esto es una contradiccién. Por lo tanto
J[dF (x)] = 0.

Probemos la condicién suficiente:

Supongamos que el determinante de la matriz jacobiana, J[dF (x)] = 0, para toda x € €,
y como K C € es un compacto cualesquiera, se tiene J[dF(x)] = 0 para todo = € K se
tiene la nulidad en todo K. Esto significa que K es el conjunto de puntos criticos de F’,
aplicando el Teorema de Sard resulta que el Int F'(K) = () en R". Por el teorema 3.1

las funciones f1, f2,..., f™ son funcionalmente dependientes sobre K.
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Ejemplo 3.4. Sean las aplicaciones diferenciables f!, f%: (=3,3) x (—3,3) — R tales

que fl(z,y) =z, f*(z,y) = r+ 1y dada F : Q — R" una aplicacion definida por

10
F(z,y) = (x,xz + 1), donde = (—3,3) x (—3,3). Se tiene: dF(z,y) =

1 0
tal que J[dF(z,y)] = 0 para todo (z,y) € 2 C R? luego las funciones f' y f? son

funcionalmente dependientes para todo compacto K C ().

En particular, si escogemos K = {(0,0), (1,1)} C Q, se satisface.

Ejemplo 3.5. Sean las funciones diferenciables f!, f? : @ — R definidas por f!(x,y) =

ry f*(z,y) = —z donde Q = {(z,y) € R?/z*+y* < 1}. Se define la funcion diferenciable

1 0
F : Q — R? tal que F(x,y) = (z,—x), se tiene dF(z,y) = tal que

-1 0
J[dF (z,y)] = 0 para todo (z,y) € Q C R2 Por teorema 3.2 se tiene que las funciones

fty f? son funcionalmente dependientes para cualquier compacto K C €, en particular

}

N| —

1
para K = {(z,y) € Q/ly=2 A —§§x§

/’T\\
V.
[ \

—1v1 A 12 01 12 |\J/2
N /

N 7
<~y -

-1

Figura 3.3

Ahora se tratara la dependencia funcional para el caso general donde se considera “n”

funciones de “m” variables.
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3.2. Dependencia funcional de funciones reales difer-
enciables (C*) como componentes de una funciéon
(C™), F:QCR" —R"

Definicién 3.3. Sea una coleccion de “n” funciones f!, f2,..., f" : @ — R diferen-
ciables, definidas en el conjunto abierto 2 C R™. Sea F' : @ — R"™ una aplicacion
definida por F'(z) = (f'(z), f*(x),..., f"(z)) donde z € Q. Las funciones f!, f2,..., f"
se dicen funcionalmente dependientes sobre el conjunto K C €2, si y solamente si existe
una funcion ¢ : R” — R, diferenciable la cual no se anula en ningtin abierto de R™ tal

que o(F(x)) =0, Vo € K.

Teorema 3.3. Sea F' : Q0 — R" una aplicacion diferenciable, definida en un abier-
to Q C R™, ademds se define f1, f2,..., " : Q@ — R funciones componentes de F 7y
considerando m > n. Para que las funciones f1, f2,..., f™ sean funcionalmente dependi-
entes sobre todo compacto K C S0, es necesario y suficiente que el dim[Img dF (p)] <n

en todo punto p € €.

Demostracion.

Probando la suficiencia: Sea un conjunto compacto K C €, y siendo de hipotesis
dim[Img dF(p)] < n en todo punto p de 2, por el teorema de Sard se tiene que
med[F ()] = 0. Esto equivale a decir que Int[F(2)] = 0, y como K C €, resulta que

Int[F(K)] = 0, luego las funciones f1, f2,..., f" son funcionalmente dependientes sobre
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todo compacto K C .
Probando la necesidad: Supongamos que las funciones f!, f2,..., f™ sean funcional-

mente dependientes sobre todo compacto K C §2. Afirmamos que existe un punto p de

i

Q) tal que la matriz jacobiana ( (p)) tiene rango n, esto probara que conduce a una

Lj
contradiccion a la dependencia funcional de las funciones f1, f2,..., f™.
oft
a.ij
cacion ¢ : Q — R™ definida por ¥(q) = (f*(q), f*(q), ...

Supongamos que D = det ( (p)) # 0, donde 7,7 = 1,...,n. Consideremos la apli-

, fn(q)’ xn-l—l’ xn+2’ o 7xm)

para todo punto p € 2. Su matriz jacobiana sera:

Of! of! of!
a—ml(p) a—xQ(p) %(p)
of? 0f? 0f?
a—xl(p) a—@(p) %(p)
di(p) = | ", o orr L Vp=(aha? . a") € Q
Y(p) e (») o (») axm(p) p=(z,x x™) €
0 0 1 0
0 0 0 1

mxXm
Como vemos dicha matriz también tiene rango igual a m y a la vez también presenta el
af
8:16]-

Aplicando el teorema de la funcion inversa, la funciéon ¢ aplica difeomorficamente desde

(p)) # () parai,j=1,...,n.

mismo determinante de la matriz anterior D = det (

un abierto U C 2 de p, sobre un abierto V' de 9 (p). Sea un cubo A C V de 9 (p) cuyas
aristas son paralelos a los ejes coordenados de R™, y hacemos U N¢~1(A) = W en el

cual ¢ es un difeomorfismo de W sobre A. Sea H : R™ — R" la proyeccion tal que
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(2t 2 2%, .. 2™) — (', 2%, 2%, ..., 2") en la que deja las m —n tltimas coordenadas,

ademaés se tiene ' = [] oy) como se ve en el siguiente grafico:

R™ R
A
. o)
F I1
Rn
F(p)
Figura 3.4

Sabemos que 1 es continua y la proyeccion también lo es, por tanto F' = [Jot) es
continua. Si escogemos una vecindad compacta Z C W, entonces F'(Z) también sera una
vecindad compacta cuyo interior es no vacio, esto implica que las funciones f!, f2,..., f"
no son funcionalmente dependientes sobre el compacto Z y esto es una contradiccion.
Por lo tanto para todo punto p € Q debe cumplir que su dim[Img dF(p)] < n 'y esto

implica la tesis. 0

Ejemplo 3.6. Sean las funciones diferenciables f!(z,y, z) = 22 +y*+2%y f2(z,y,2) =k

(cte) definidas en Q = R3 — {0}. Se define la funciéon F :  — R? con Q C R® un
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subconjunto abierto tal que F(x,y,2) = (z* + y* + 2%, k), su matriz jacobiana es:

20 2y 2z
dF (z,y,z) =

0 0 0
Donde dim[Img dF(p)] < 2, Vp € Q.
Por lo tanto, las funciones f!y f? componentes de F son funcionalmente dependientes

sobre cualquier compacto k C €.

Teorema 3.4. Sea I’ : Q@ — R"™ una aplicacion diferenciable, definida en un abierto
QO C R™, ademds se define f*, f?,...,f" : Q@ — R funciones componentes de F y
K C Q un conjunto compacto. Si dim[Img dF(p)] < n; Vp € Q con m < n, las

funciones fY, f2,..., f* son funcionalmente dependientes sobre todo K.

Demostracion. Sea C' = {z € Q/dim[Img dF(p)] < n} el conjunto de puntos criticos
para F : Q@ — R" siendo m < n, se tiene C =  y el teorema de Sard resulta
Int[F(Q)] = 0 . Luego por el Teorema 3.1 las funciones f!, 2, ..., f" son funcionalmente

dependientes sobre todo compacto K C 2.
Observacion. Para el caso n = m ya esta demostrado en el Teorema 3.2.

Ejemplo 3.7. Sean las funciones f1(z,y) = 2*+v?, f2(z,y) =xz—yy f*(z,y) = 22 +y>,
definidas en un conjunto abierto Q C R? que no contenga el cero. Definimos la funcién
F:Q — R3 tal que F(z,y) = (2* + y*, 2 — y,2* + y?) diferenciable en R?, luego la

matriz jacobiana:
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oft
ry
af?
ry
af?
ory
tiene rango igual a 2, V(z,y) € Q.

(p)
(p)
(p)

dF(z,y) =

a 1
a—i(p) 2r 2y
a 2
a—i(p) =1 1 -1
O ) 2 3y

3x2

3x2

Por tanto, las funciones f!, f2, f3 componentes de F son funcionalmente dependientes

sobre cualquier compacto K C Q. En particular para K = {(1,1)} C Q.
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Conclusiones

. Sea K C R" un compacto y sea R un hiperplano en R™ con la tltima compo-
nente t constante. Si la interseccion de cada hiperplano con K tiene medida nula

en R" ! entonces K tiene medida nula en R™.

. Sea f: U — R" una aplicacion C* en un abierto U C R™, sea C' el conjunto de

puntos criticos de f, entonces f(C) tiene medida nula en R™.

. Para que las funciones f!, f2,..., f"® componentes de I sean funcionalmente de-

pendendientes sobre K C (2, es necesario y suficiente que intF'(K) = ¢.

. Sean f1, f2, ..., f" funciones reales diferenciables de clase C*™° componentes de F
definidas en un abierto 2 C R", y sea K un compacto en €2, para que las funciones
L f2 ..., f* dependan funcionalmente sobre K, es necesario y suficiente que el

determinante de la matriz Jacobiana de F' se anule en un abierto 2 C R"™.

. Sea m > n, sean f1, f2,..., f™ funciones reales diferenciables de clase C°° compo-
nentes de F' definidas en un abierto {2 C R™, y sea K un compacto en ). , para

que las funciones f!, f2,..., f* dependan funcionalmente sobre K, es necesario y

54



Cap.3: Aplicaciéon del Teorema de Sard para la dependencia funcional de funciones reales
diferenciables 55

suficiente que dim[Img dF (p)] <n, Vp € .

6. Sean f1, f%, ..., f™ funciones reales diferenciables de clase C°° componentes de
F' definidas en un abierto 2 C R™, y sea K un compacto en ). Si m < n, las
funciones f, f2,..., f* dependen funcionalmente sobre K, siempre y cuando la

dim[Img dF(p)] <n, ¥pe€ Q.
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Sugerencia

Realizar un estudio de los tres teoremas de dependencia funcional de funciones

sobre variedades con borde.
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