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Resumen

En este trabajo, se estudia el problema inverso de la identificacion de los coeficientes para
el modelo de reaccién—difusion tipo SIR, presentado por C.J. Ducan et.al, el cual modela

la transmisién de una enfermedad de tipo SIR.

Para lo cual se propone lo siguiente: Usando el problema directo juntamente con los datos
observados de la enfermedad se define el problema inverso. Usando la solucién del proble-
ma directo juntamente con una apropida funcional de costo, se transforma el problema
inverso en un problema de optimizacion. Luego a este problema se le aplica las técnicas
de la teoria de control 6ptimo, para asi deducir una condiciéon necesaria de optimalidad.
Este resultado, se reescribe en términos de cotas apropiadas que relacionan la solucion
del problema de optimizacién con los gradientes de los pardametros del problema inverso.
Finalmente usando esta acotacion se logra obtener la estabilidad local y la unicidad local

de la solucion del problema en estudio.

Es importante notar que la misma técnica se puede aplicar para modelos tipo SIS, SI, lo
cual permite implementar un método numérico para la simulacién numérica del problema

en estudio.

Es relevante su aplicacion de la solucion del problema estudiado, ya que permite intervenir
de manera indirecta sobre enfermedades infecciosas, como el dengue, colera, tuberculosis
entre otras, para implementar estrategias que permiten combatirlas de modo efectivo.

Palabras claves: Modelo de reaccién-difusion tipo SIR, problema inverso, problema de

optimizacién.



Abstract

In this paper, the inverse problem of the identification of the coefficients is studied for
the reaction-diffusion model type SIR, presented by C.J. Ducan et.al, which models the
transmission of an SIR-type disease.

For which the following is proposed: Using the direct problem together with the observed
data of the disease, the inverse problem is defined. Using the solution of the direct problem
together with a suitable functional cost, the inverse problem is transformed into an opti-
mization problem. Then to this problem is applied the techniques of the theory of optimal
control, in order to deduce a necessary condition of optimality. This result is rewritten in
terms of appropriate bounded that relate the solution of the optimization problem with
the gradients of the parameters of the direct problem. Finally, using this boundary, it
is possible to obtain the local stability and the local uniqueness of the solution of the
problem under study.

It is important to note that the same technique can be applied for SIS, SI models, which
allows the implementation of a numerical method for the numerical simulation of the
problem under study.

Its application of the solution of the studied problem is relevant, since it allows to interve-
ne indirectly on infectious diseases, such as dengue, cholera, tuberculosis, among others,

to implement strategies that allow to fight them in an effective way.

Keywords: Reaction-diffusion model type SIR, inverse problem, optimization problem.
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Introduccion

Hoy en dia los problemas inversos aparecen en muchos campos, tales como, electromag-
netismo, acustica, elasticidad, mecanica cuantica, electrodindamica, dindmica poblacional,
imégenes médicas épticas, etc. Es decir, desde su aparicién han tenido un rol muy im-
portante en el desarrollo de la tecnologia, por ejemplo en el diseno de estrategias para
el control de enfermedades infecciosas, analisis de imagenes médicas, diseno de protesis,
etc. Por otra parte, la teoria de control es ampliamente usada en el control de la propa-
gacién de enfermedades, tales como en los modelos matematicos tipo SIR,y debido a la
movilidad de la poblacion mundial es que ha originado el contagio de enfermedades en-
tre poblaciones y de alli la necesidad de incorporar la variable espacial en dicho modelo.
Muchos de los problemas inversos son problemas “mal puestos”, por lo que el objetivo de
esta investigacion es transformarlo a un problema de optimizacion, el que serd resuelto
usando métodos de la teoria del control.

Iniciamos este trabajo de investigacion con una descripcién y andlisis de los problemas
inversos para modelos tipo SIR, asi como un estudio de los espacios Lp, espacios de So-
bolev y espacios de funciones Holderianas,determinando la existencia del minimizador ,
la unicidad y estabilidad de la identificacion de los parametros 3, i, v para dicho modelo

epidémico.

LA AUTORA
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Capitulo 1

Preliminares para abordar el estudio del

modelo epidémico Tipo SIR

SECCION 1.1
Problemas bien planteados y Problemas mal planteados

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales parciales cualesquiera, con ciertas condiciones
adicionales ya sean condiciones de borde y/o condiciones iniciales.
Este se considera Bien Planteado en el sentido de Hadamard, si posee las siguientes

propiedades:
» Existencia de solucién
» Unicidad de solucién.
» Estabilidad (El problema depende continuamente de los datos)

Caso contrario el problema se considerard mal planteado.

Dentro de los problemas mal planteados se ubican los llamados problemas inversos, y esto
es motivado porque en la mayoria de los casos estos problemas tienen muchos datos. Es
decir los datos superan al nimero de ecuaciones que relacionan las variables involucradas
en el problema inverso. En este tabajo se estudia este tipo de problemas, cuyo desarrollo

historico se revisa a continuacion.
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1.1.1 Resena Historica de los Problemas Inversos

Histéricamente la teoria de los problemas inversos, se inicia en la década de los setenta
con los trabajos de Tijonov (1977), en los cuales introdujo los métodos de regularizacién
para problemas mal puestos, abriendo asi una linea de investigacién que hoy tiene gran
aceptacion en la comunidad académica. A raiz de estos trabajos hay quien considera los
Problemas Inversos como rama de las Matemaéticas, bajo el argumento basico de que
sus ideas permitieron a la comunidad cientifica romper con lo que ahora se considera un
prejuicio historico y que tiene su origen en un concepto que, por otro lado, ha hecho
avanzar grandemente las Ecuaciones en Derivadas Parciales: el concepto de “problema
bien plantedos” (“well posed”).

Este tipo de problemas quedaron relegados a la categoria de curiosidad académica, debido
a que segun Hadamard “los problemas de interes fisico son aquellos que tienen una solu-
cién unica que depende continuamente de los datos”. Durante la segunda guerra mundial,
el éxito del radar y del sonar hizo a la comunidad cientifica preguntarse si era posible
determinar, a partir de las mediciones hechas, mas informacién que exclusivamente la
posicion del objeto; aparecio asi un problema mal planteado, que se dio en llamar “pro-
blemas mal planteados” ( “ill posed”): el problema inverso de scattering. Hay sin embargo
otros antecedentes historicos de problemas inversos en los trabajos de Von Neumann y de
Faddeev en el estudio de la teoria de Scattering cuéntico.

Los problemas inversos aparecen en muchos campos, tales como: electromagnetismo,
acustica, elasticidad, mecanica cuantica, electrodinamica, dinamica poblacional, iméage-
nes médicas Opticas, etc. Donde su apariciéon han jugado un rol muy importante en el
desarrollo de la tecnologia, por ejemplo en el diseno de estrategias para el control de
enfermedades infecciosas, andlisis de imagenes médicas, diseno de prétesis, etc. Una difi-
cultad en la solucién de problemas inversos lo constituye el hecho, que en la mayoria de
los casos son problemas “mal plantedos”, por ello, es en los ultimos anos que se ha im-
plementado una técnica, que consiste en transformar el problema inverso en un problema
de optimizacién, para luego ser resuelto aplicando métodos de la teoria del control. Este

camino es el que se propone en el presente estudio.
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1.1.2 Problema Inverso

Es aquel problema en donde los valores de algunos parametros del modelo en estudio
deben ser obtenidos de los datos observados.

Puede ser formulado como sigue:

Datos Observados=- Identificacién de parametros del modelo en estudio.

Por ejemplo:

Problema directo : El producto de dos ntimeros.

El problema inverso : la factorizacién de un ntimero.

Este problema inverso no tiene una solucion unica; de alli que determinaremos condiciones
adicionales que dan la unicidad y en nuestro ejemplo seria la descomposicion en factores

primos.

SECCION 1.2
Problema Inverso para Modelo Tipo SIR

En la actualidad los modelos matematicos que describen la dinamica de las enfermedades
infecciosas juegan un importante papel en el control de enfermedades en epidemiologia,
muchos de estos modelos son interesantes, ya que describen el modo de transmisién de la
enfermedad. Muchos investigadores sugieren tasas de incidencias no lineales de las enfer-
medades para modelar los procesos de transmision de dichas enfermedades. Los estudios
cualitativos de estos modelos son importante, ya que proporcionan herramientas para el
control o predccion de enfermedades.

La difusén de una epidemia causa la muerte de millones de personas alrededor del mundo
asi como también demanda el gasto de gran cantidad de recursos por parte del estado
para una adecuada atencién de la poblacién afectada. Por lo tanto, es esencial prestarle
una adecuada a este problema para detener la propagacion de tales enfermedades.
Dentro de los modelos epidémicos, se puede senalar a los del tipo SI, SIS y SIR, los cuales

se describen a continuacion.
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= Modelo S/

El modelo SI es uno de los modelos epidemiolégicos mas simples, cuyo nombre
proviene de las iniciales S (poblacion susceptible) e I (poblacion infectada). Este

modelo consiste de dos ecuaciones diferenciales

s MS(t)
dt N
dl M ()5 (t)
dt N

En donde S e I representa a los individuos de la poblacion total N susceptibles de
ser infectados e individuos infectados, respectivamente, aqui: N =1+ S y X es la

tasa de contacto entre los individuos susceptibles y los individuos infectados.

= Modelo SIS
Si en el modelo anterior SI, se considera la tasa de recuperacion de la poblacién
infectada, tenemos otro modelo elemental que describe la dinamica de la infeccion.
Este modelo se le llama SIS y se formula también como un sistema de dos ecuaciones

diferenciales, el cual se muestra a continuacién

ds __ MO

o N I(t)
%:)\I(tJ)VS(t) o

aqui p representa la tasa de recuperacién de los infectados.

= Modelo SIR
El modelo SIR es uno de los modelos epidemiolégicos més simples capaces de cap-
turar muchas de las caracteristicas tipicas de los brotes epidémicos. El nombre del
modelo proviene de las iniciales S (poblacién susceptible), I (poblacién infectada) y
R (poblacién recuperada).
Dicho modelo explica la evolucién de una enfermedad infecciosa creada por un virus

o una bacteria, un modelo basico de este tipo se formula como sigue:
ds X (t)S(t)

dt N

dl M (1) S (t)

P VR SN §
= N pd (t)
dR

pria (t)
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En donde X es la tasa de contacto entre los individuos susceptibles y los individuos

infectados y u representa la tasa de recuperacion de los infectados.

La movilidad de la poblacién mundial origina que el contagio de una enfermedad
entre poblaciones que se encuentran geograficamente muy distantes sea ahora muy
factible, de alli la necesidad de incorporar la variable espacial en los modelos tipo
SIR. Es decir que el modelo a estudiar ya no son sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias sino sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, los cuales si incorporan
la variable espacial ausente en los modelos via sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

De alli que en esta investigacion nos interesa el problema inverso de la identificacion
de pardametros en el modelo SIR reaccién - difusién (1.1), dado por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

S —aAS = pu(x)N —p(z)S —pBx)SI , ze€Q,t>0,
ol —aAl = —(u(x)+v@)+p(x)ST , z€Qt>0 (1.1)
R —aAR = v(z)l — p(z)R , € t>0

con condiciones de borde homogéneas de Neumann

oS 0 OR
—=—=—=0,2€Q,t>0 (1.2)
gn  dn  0On

y con las siguientes condiciones iniciales

S(z,0) = So(z) > 0,1(z,0) = Iy(x) > 0, R(x,0) = Ry(x) > 0,2 € Q (1.3)

Donde Q C R3 es un subconjunto acotado, S(z,t), I(z,t), R(x,t), denotan el nimero
de susceptibles, infectados y recuperados de una poblacién en la posicion z y en
el instante ¢ , los pardmetros «, 3, i, v, denotan, el coeficiente de difusion de la
enfermedad (el cual supondremos constante e igual a 1), el coeficiente de transmision

de la enfermedad, la tasa de muerte y la tasa de recuperacién, respectivamente.

Cabe resaltar, que en este modelo, el lado izquierdo del sistema (1,1) describe la propa-
gacion de la enfermedad sobre las poblaciones de susceptibles, infectados y recuperados,
mientras que el lado derecho de dicho sistema (1,1) describe la fuentes de las que se nutre

dicha enfermedad.
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Asimismo, la ecuacién (1,2), describe que la poblacién total no tiene contacto con el ex-

terior, es decir no hay propagacion de la enfermedad fuera de la frontera de €).

Finalmente, la ecuacién (1,3), dice que se cuenta con poblacién suceptible, infectada y

recuperados al inicio del contagio de la enfermedad.




Capitulo 2

Espacios LP, espacios de Sobolev y de

funciones Holderianas

SECCION 2.1
Espacios L”

2.1.1 Definicion de Espacios L y Normas en L”

Sea 2 C R™ un conjunto medible en el sentido de Lebesgue con interior no vacio.

Si f es una funcién sobre €2 con valores complejos y Lebesgue medible, se denotara por
[ f (z) dz la integral de Lebesgue de f, donde dz denota la medida de Lebesgue.

%l espacio de las funciones integrales segiin Lebesgue es evidentemente un espacio vectorial
complejo, con las clasicas operaciones de suma de funciones y producto de un escalar por
una funcion.

Definimos sobre este espacio vectorial las Normas.

P

/|f (x)[Pdx para p € [1,00[
||f||LP(Q) - O

supess {|f (z) : z € Q|} para p = o0
donde: “supess” denota el supremo esencial, se obtiene los espacios normados conocidos

como LP— espacios, espacios de Lebesgue o simplemente espacios L.

Lr (Q) = {f Lebesgue medible: || f{| ;) < ococ.t.p en Q}

7
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Para la sucesion {f;},y C L”(Q) se define el criterio de convergencia inducido por la
norma |||z, (o), del modo siguiente:
{ L — p ! — _

I f; = fen P (@) 1 [1f; = fll e = 0 en ®
Dentro de las propiedades importantes que satisfacen los elementos de LP (€2), para 1 <
p < 00, estan la desigualdad de Minkowski y la desigualdad de Holder o de Cauchy para
p=2.
Haciendo uso de ellas se puede derivar resultados muy importantes, por ejemplo que L? (£2)
es un espacio de Bananch.
Ademas los espacios L? (2) son reflexivos para 1 < p < 0o y separables para 1 < p < oo.

ver Brézis [2] para ver los detalles de todas estas pruebas.

Definicién 2.1. Dado Q C R3, se dice que el subconjunto €y de € estd compactamente
incluido en Q, si se cumple que Qg es un conjunto compacto y ademés Qo C €, en tal

caso, se denota por {2y CC ).

Definicién 2.2. Sean (E, ||||g), (F,||||r) dos espacios de Banach. Si existe j : £ — F
lineal y una contante positiva L tal que ||j(z)||r < L||z| g, Yz € E, se dice que j es una
inclusién. En tal caso, se tiene que (F, ||||g) estd incluido en (F, ||| ), lo que se denota por
E — F.Sij(FE) CC F, se dice que (E,||||g) estd compactamente incluido en (F,||||r) o

se dice simplemente que la inclusién j es compacta.

Para €2 C R™ acotado y 1 < p < ¢ < 00, se satisface la siguiente cadena de inclusiones
L®(Q) — L1(Q) — LP(Q) — L' (Q)
Ejemplo 2.1. Dado 0 < ¢ < 1, definamos © C R?, como sigue

Q={(z1,22) ER*:e<ar<lie<y<l-—a}

Sea f(x1,22) = lelr:cz' A continuacién se prueba que f € L*(Q)

En efecto:

1 1—x1 1
2daad =// ——duyd
/Q‘f(%,@)\ L201 ] (o1 + 12)? Todx

Integrando con respecto a la variable x5 se tiene
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2 _ ! o 1 1—x1
/Q|f($17352)| dxadry —/E [—( b da

1+ xg)_l

Evaluando la integral anterior se obtiene

xr1+ €

1
/ (w1, 22) [Pdada, — / SR
Q e

Integrando con respecto a la variable x5 se tiene

[ 1 ran) e, = oy + ¢ = )
Q

Finalmente evaluando la integral anterior se obtiene

/ |f (21, 22)Pdaadz; =In|l + ¢l +e—In2 — 1< 0
Q

Por lo tanto f € L*(Q).

2.1.2 Teorema y Resultados Importantes

Teorema 2.1 (Desigualdad de Hélder). Sea f € LP y g € L con 1 < p < co. Entonces
fgelly

/ ol < 11 llgll 2.1)

Demostracion. .
= Sip=1 (se cumple)

s Sip=o0
Supongamos entonces que 1 < p < 00

Recordemos la desigualdad de Young

1 1
abg—ap+—,bp, Ya >0, Vb >0 (2.2)
p p
La desigualdad (2.2) es verdadero por ser la funcién log céncava sobre |0, 00|

se tiene:

1 1 1 1 /
log (—ap+ —/bp) > —loga” + — logb” = logab
p p p p
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entonces:
£ @y (@] < SIS @F + lal ctp.zeq
de donde resulta que f.g € L' y que
[ 1891 <11 + gl (2.3

Sustituyendo en (2.3) f por Af (A > 0) resulta:

A1 » 1 %
| fal < p 1Nz + bW, K2l (2.4)
/

p
Eligiendo A = || f]I 2+ lg]l Lp/p para minimizar el término de la derecha en (2.4)

se obtiene

/ gl < I llgl o

Teorema 2.2. (L7, ||[|,) es un espacio Vectorial normado para todo 1 < p < o0
Teorema 2.3. (L7, ||[|,) es un espacio de Banach para todo 1 < p < oo
Demostracion. .

= Supongamos primero p = oo

Sea {f,} una sucesién de Cauchy en L*>°. Dado un entero k > 1 existe Nj tal que:

para m,n > Ny (2.5)

s

Hfm - anLoo <

y asi existe Ej de medida cero tal que:
1

1 (2) = fo (2)]] < &

Sustituyendo E = %Ek (E es de medida cero), se observa que para todo x € Q\F
la sucesién f, (z) es de Cauchy (en R).
Sea f, (z) = f(x) para x € Q\E.

Al pasar al limite en (2.6) cuando n — oo se obtiene:

Vo € Q\E,Vn = Nk

| =

1S (2) = fu ()] <

ASCFE L%y |f = fullpw < 2 V0= Ny

1
k
por consiguiente ||f — full e — 0
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= Supongamos ahora que 1 < p < oo
Sea { f,} una sucesién de Cauchy en LP. Para concluir la demostracion es suficiente
probar que una subsucesion es convergente en LP.
Se extrae una subsucesién { f,, } tal que:

1
ank+1 - fnk”Lp < ok Vk > 1

[Se procede como sigue: existe ny tal que || fm — fallp < 3, m,n > ng , se toma

después ny > nq, tal que

1
Hf"k+1 - fnk”Lp < ﬁ

para m,n > ng, etc.]
Demostremos que f,, converge en LP

Para simplificar la notacién escribimos fj en lugar de f,,,, de forma que se tiene:

1

1 firr = fellpy < 5 VE 21 (2.7)
Siendo .
gn (1) =Y | fura(@) = fu (2)]
resulta -

”gnHLP <1

Del Teorema de la Convergencia monétona se deduce que c.t.p en €2, g, () Converge
a un limite, que se denota g (), con g € LP. Por otra parte, para cada m > n > 2

se verifica:

[ (2) = Jo ()] < |fin (2) = frna ()] 4 -+ | faga () = fu (@) < 9 (2) = gna (2)

y resulta de esto que c.t.p. en Q{f, (z)} es de Cauchy y Converge a un limite,
designado por f (x)
se tiene c.t.p. en

|f (x) — fn (z)] < g () para n > 2

De donde resulta que f € LP. Por ultimo || f, — f||;, — 0; en efecto, se tiene
|fu(x) — f(2)]”P = 0ctp.y |fn(x) = f(2)]" < ¢”(x) una mayorante integrable y
se concluye ademds por el teorema de Lebesgue que LP es un espacio de Banach

Vi<p<oo
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[]

Teorema 2.4. Sea {f,} una sucesién en LP y f € LP, tales que || f,, — f||;», — 0. Entonces

existe una subsucesién { f,,, } tal que:

a) fn, () = f(z) ct.p. en Q

b) |fu, ()] < h(x) Yk yct.p.en, con h € LP

Identidades de Green

Las siguientes definiciones y resultados pueden verse en [3]. Denotando por 2’ = (xy, -, -, -, Tp_1) €
R"!, se suele escribir z = (2/,x,) € R™. Usando estas notaciones, se tienen las siguientes

definiciones

Q={zeR": 2| <1,|z,| <1}
Q,={zeR": || <1,0<x, <1}
Qo={reR": || <1,x, =0}
necesarias para la presentacion de la siguiente definicién

Definicién 2.3. Sea k € N. Se dice que un abierto Q C R" es de clase de C* si para
x € 0f) existe un abierto {x} € U en R™ y una aplicacién T : Q — U tal que

1. T es biyectiva,
2. T € C*Q), T~ € CKU),

3. T(Qy) =UNQ,T(Qy) =UNo.

Se dice que 2 C R™ es de clase C™ si es de clase C* para todo k € R”

Para o € Ny = N U {0}, Denotese por |a] = a; + ay + - - - + «,, y definase la derivada
distribucional de f como sigue:

olel

pof=_ 9
/ agr - o
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Teorema 2.5. Sea (2 C R™ un abierto de clase C' y f € C' (Q) Entonces:

/Daf(x)dx:/f(@‘/o‘(x)d& Vae NJ :|a| =1

Q o9
donde V (z) = (Vi (z),...,V, (z)) denota el vector normal unitaria exterior 02 en x y
dS su medida de Lebesgue (n — 1) —dimensional.

Teorema 2.6. Sea ) C R™ un abierto acotado de clase C' y f, g € C! (ﬁ) Entonces

/Do‘f(ac)g(x)dx:—/f(x)Dag(x)dx—l—/f(a:)g(x)vag(x)ds, Va e NJ :|a| =1
Q 89 89

Teorema 2.7. Sea ) C R™ un abierto acotado de clase C'y f,g € C? (ﬁ) Entonces:

) [Af(2)de = [ 22ds
Q o0

1) S{Vf(x)-Vg(x)dx:—Sj;f(x)Ag(x)dvaa{z %) ¢ (x)dS

S @ 52 =g %2} as

1) J{J (1) Ag (2) ~ g () Af (1)} do =

donde V = (8%1, ceey %) y A= <aa_;% +...+ %) son los operadores gradiente
y de Laplace, respectivamente y el simbolo “” en (/) denota el producto interno

Canodnico de R™

:Ey:(xb7xn)(y177yn):xlyl++$nyn VZL’,yERn

Demostracion. .

1) En efecto:

0? 0?
/Af(x)dx:/(a—x%—i-...%—ax%) f(x)dz
Q Q , .
:/a—x%f(:c)dx—i-- +/8x%f($)dx
Q Q
Como por hipétesis g—ai et (ﬁ) , Vi =1,...,n; entonces al aplicar el teorema 2.5

se tiene:
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0T 98 yqw = [ 21 yias

Entonces

/Af(:c)d;z::/ag(x)vl(:c)dSer+/aaf7<:>vn(x)d5

X1
Q 0 N

N / (@ga@ """ %;?) -(Vi(2),..., V, (z))dS

o0N

:/Vf(x)-V(x)dS

[2/9]

[

a0
donde Vf (z) -V (z) = 83;_56)

11) Utilizando los teoremas 2.6 y 2.7(I) se obtiene:

Q/Vf(x)‘Vg(x)d:c:Q/(ag—x(f),...,agx(:)) : (agg),...,agéf))dx
- [k, . S n ),

C[Of@) dg(x), | [Of(x) dg(x)
—/ @flfl 8x1 dl"i‘ +/ (%n 8$n dr

/f d—l—/f 8:61 x)dS+ -
/f % /f
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111) Por el teorema 2.7(I1) se tiene

/me-Vg<x>da:=—/f(a:)Ag<x>dx+/8g$>f<x>ds
Q Q oN

y
/Vg@:)-Vf@:)dx:—/g<x>Af<x>dx+/%f’”g<x>ds
Q Q o0

restando miembro a miembro estas dos igualdades y aprovechando la conmutatividad

del producto interno se obtiene:

O:—/f(x)Ag(x)dx+ ag—‘(/x)f(x)dSJr/g(a:)Af(x)der/ag—‘(/x)g(x)dS

oN Q oN

lo cual implica la igualdad dada en (III)

SECCION 2.2
Espacios de Sobolev

2.2.1 Espacios de Sobolev y Normas en los espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son conjuntos de funciones que juegan un rol absolutamente
fundamental en el analisis de ecuaciones en derivadas parciales. Principalmente cuando
se estudia las soluciones generalizadas.

En esta seccién se definiran los Espacios de Sobolev, Normas, Teoremas y Resultados

Importantes.

Definicién 2.4. Seam € Ny, 1 < p < oo, El subconjunto W™» () de L? (2) es definido
como

W™ (Q) = {T € LP(Q) : D°T € L” (Q) Yo € NI, |a| < m}

La notacién D*T' corresponde a la derivada distribucional de orden || de T'. Note que
L7 (Q) es identificado con W7 (Q). En otras palabras W™?(Q) contiene a las distribu-
ciones regulares que pueden ser identificadas (de manera tnica con elementos de LP(€2))

y cuyas derivadas distribucionales hasta el orden m, inclusive, estan en LP(£2).
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Ejemplo 2.2. Sean £, y f como en el ejemplo (2.1) , entonces f € W12(Q) = H?(Q)
En efecto, se tiene que por definicién
of of o*f *f *f
H*(Q) = L*(Q): ==, == L*(Q) c.t. Q
Notemos que
of _of B 1
a:L' ((L’l,Ig) = a—y(l’l,ZEQ) == m, (28)
o0 f 0% f 0*f 2
8x8y<x1’x2) 92 (71, 22) Oy (z1,22) Tt 2 (2.9)

Puesto que ya se probé que f € L%*(), por (2.8)

of 9*f 2
Oz’ Ox0y €L (Q>

Procediendo en forma andloga al ejemplo (2.1) se tiene

a 1 1—x1 1
/Q|a—£($17$2)‘2d562d$1=/8 /a mdiﬁzd%

Integrando con respecto a la variable x5 se sigue

y (2.9) solo nos resta probar que

o) ! 1 .
/S;‘a—£<l'1,x2)’2d$2dxl :/ —[3(— }i 1]d.1'1

xr, + SL’Q>3
Evaluando la integral anterior se tiene

0 1 [t 1
/Q|8—£(:v1,x2)|2d$2d$1 = §/ [(— — 1]dxzy

x1+¢€)3
Ahora integrando con respecto a la variable x; y evaluando se obtiene

1[1 + ! 1] < (2.10)
s te— 5 — 00 .
3'8¢e? 2(1+¢)?

0
/Q |a—£(l’1, 1’2)|2dl‘2d$1 =

Por otra parte, se tiene

2
/’ a $1,(L’2 | dl’gdl’l —4/ /

Integrando con respecto a la variable x5 se sigue

1 1 1 .

5 <I1+$2)5 €

d d
(1 + 22)° 2

Evaluando la integral anterior se tiene
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0% f 4 ! 1
/Q’@(l’l,lQ)’Qd%le’l = g/e [m — 1]dl’1

Ahora integrando con respecto a la variable x; y evaluando se obtiene

41 1
dzod e 1< 9211
/‘ (21, 20) P dwadny = £l +e A1 +e) | < oo (2.11)

De (2.10),(2.11) y como f € L*(Q) se sigue que f € Wh2(Q) = H*(Q).

2.2.2 Teoremas y Resultados Importantes

Proposicién 2.1. W™? () es un Espacio Vectorial Real

Proposicion 2.2. El Espacio Vectorial W™ (€2) es un Espacio Normado con la siguiente

norma

L lwmo = > 1D Il

laf=0

Proposicién 2.3. El Espacio Vectorial Normado W”? () es un Espacio de Banach.

Demostracion. Se demuestra en primer lugar el caso m = 1 y posteriormente el caso
general

Caso m = 1.

Sea { fj},c, una sucesién de Cauchy en WP (Q), entonces por definicion de WP (£2), se
sigue que {f;},.y C LP () y {g—iﬁ}jEN C LP(Q2) Vi=1,...,n, son sucesiones de Cauchy
en L? (), el cual por ser completo implica la existencia de f, g; € L? () tal que

lim f; = fy11'mi:gl‘v’izl,...,nenLP(Q).
J—00

J—00

Se demuestra ahora que f € WP (Q). Para esto se prueba que {8—3{} =g Vi=1,.

Sea p € C™ (), utilizando el hecho que lim % =g; Vi=1,...,n se tiene
J—00 v
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[o@e@r= [ 1im 2L 0 0

J—0o0 aLCZ
Q
_ 0fj (z)
= lim / a—xis@(ﬂf) dx
Q

(2.12)

Ahora, utilizando el hecho que ¢ € C* (£2) se anula en 952, por lo que al integrar por

partes la expresién anterior se obtiene:

[ o) @ o=~ tim / ) 22, (2.13)

Q

Puesto quef; € L? (2) y C*(2) son densas en cualquier espacio de Lebesgue L4, se sigue
que % puede ser considerado en cualquier espacio L7 (£2), por lo que de manera particular
para g = p/(p — 1) 8¢ aplica la desigualdad de Holder y se conmuta la integral con el limite

en la ultima expresion, es decir

/fj d—/f d</|f] |'8$2

Do
8@

<Ifi = Fllipoe

La(Q)

y como el miembro derecho converge a cero cuando 7 — 00, se tiene que:

tim / ) 2 / f @) 22
/ 9i () / [z 81:1

Q

entonces de (2.13)

Puesto que ¢ € C*°(2), las cuales son de soporte compacto, es decir se anulan sobre la

frontera de €2, al integrar por partes se obtiene:

[o@e@ar=- [L D00

Q

Asi en el sentido de las distribuciones

=g Vi=1,...,
oz, gi V1 n
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Por lo tanto como g; € LP (2),Vi = 1,...,n, sumandolo al hecho de que f € LP(Q) se
concluye que f € WhHr (Q).
Caso m > 1. Por argumentos similares al caso anterior, si { fj}jE N C WP (Q) es una

sucesion de Cauchy se tiene en primera instancia que:

{fj}jeN CLP(Q) y {Do‘fj}jeN CLP(Q), YVae NI :|la] <m
y ademéds ambas son sucesiones de Cauchy en L? (2). Por la completitud de este espacio
se sigue que existen f, g, € L? (£2) tal que:

lim f;=f y lim D*f; = go, Va € Nj : || < m, en L” ()

Jj—00 Jj—00

Luego, para cada ¢ € C™ () se tiene:

[ontere@ido= [ lin D, (0)¢ (a) da

Q Q

=lim [ D*f; (z) p(x)dx

]—)OO

Ahora, utilizando el hecho que ¢ € C* (£2) se anula en 052, por lo que al integrar por

partes la expresién anterior se obtiene:

/ 0o (1) ¢ () dz =(~1) i [ f; (x) D°p () da

j—o0
Q Q

—(1) / It f, (x) D% (x) dz

j—o0
Q

Puesto que ¢ € C*(2), las cuales son de soporte compacto, es decir se anulan sobre la

frontera de €2, al integrar por partes se obtiene:

/ga() (x)dx = a'/f z)dr, Yo € NJ : |a| <
Q
Entonces, en el sentido distribucional se deduce que

D*f =g,, Yae Ny :laf<m

lo cual implica que f € W™ (Q) O
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Teoremas de Inclusion

El objetivo de esta seccion es exponer algunas de las inclusiones continuas entre espacios
de Sobolev. Por ejemplo debido a la inclusién continua L7 (2) C LP (Q2), para 2 acotado

y 1 < p < g < oo es posible el siguiente Teorema:

Teorema 2.8. Sea 2 C R™ un abierto acotado, m € N y 1 < p < ¢q entonces W™ (Q)) —

Wm™P (§2) continuamente

En general estas inclusiones estén expresadas en términos del exponente de Sobolev, el

cual se define a continuacién.
Definicién 2.5. El nimero p*, llamado exponente de Sobolev, se define por
pr p n

Teorema 2.9. Sea 2 C R™ un conjunto abierto y acotado de clase C', m € Ny p € [1, 0],

las siguientes inclusiones son continuas
P () m< (n/p)
W Q) = S L) m= (") q€ L o0
L®(Q) m> (n/p)
en tanto que las inclusiones
L@ m< (") pelpl
W (Q) = 1 L9Q) m= (") a1l
@) m> (")
Son compactas

Observaciéon 2.1. Un tipo de inclusiones continuas no menos importante que las enun-

ciadas en el teorema anterior es el siguiente:
W (Q) < O (Q)
para m > (”/p>, k=m— (”/p> y Q C R" abierto acotado de clase C!

Los siguientes resultados serdan de utilidad en el siguiente capitulo y su prueba puede

revisarse en [§]
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Teorema 2.10. (Desigualdad de Poincaré) Sea p, tal que 1 < p < oo y 2 C R" de clase
C* donde k = {1,2,...}. Entonces existe una constante M = M (2, p), tal que para cada

funcién u del espacio de Sébolev W, () se tiene: ||l r) < M| Vul| 1o

Teorema 2.11. Sea Q C R" de clase C*, donde k = {1,2,...}. Asuma quep > 1, k=2>0
y k — % no es entero. Entonces W*?(Q) — CF ().

SECCION 2.3
Espacios de Funciones Holderianas

2.3.1 Definicién y Normas en los espacios de funciones

Holderianas

Sea  un dominio en R™. Para k = 0,1,2,... se denota C¥_(2) el conjunto de todas las
funciones u = u () cuyas derivadas D*u para |«| < k son continuas en .
sea

|u’0;ﬂ = [u]O;Q = Slép ‘U’ ) [u]k,ﬂ = g}li}é ‘Dau‘O;Q (214)

Definicién 2.6. Para k = 0,1,2,... el espacio C* (Q) es el espacio de Banach de todas

las funciones u € CF _(Q) para la cual la siguiente norma

loc

k

[ulyo =Y Il (2.15)

=0
es finita.
Si0 <9 <1, uesllamado continuo Holderiano con exponente § en € si la seminorma

[u]g;g = sup ’u (x) — u(y)’

5 es finito (2.16)
z,y€Q |z — y
z#y

Esta semi norma es llamada constante Holderiana de u de orden 9. Si el segundo miembro
de la ecuacién (2.16) es finito para ¢ = 1, la funcién u es llamada continua Lipsschitz en
2, dado por

[u]k+5;ﬂ = |r£¢1|i}1§ [Dau]a;g (2.17)
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Definicién 2.7. Para 0 < § < 1y k = 0,1,2,... el espacio Holderiano C** (Q) es el

Espacio de Banach de todas las funciones u € C* (Q2) para lo cual la norma

[u]k—&-&;ﬂ = [u]kﬂ + [u]k+5;g (2.18)
es finita
Observacién 2.2. Probaremos que C**° (Q2) es un Espacio de Banach

Demostracion. Sea {u,} una sucesién de Cauchy en C**9 (Q). Estas Funciones son equia-
cotadas y equicontinuas en algiin subdominio compacto en €2

Por lo tanto existe una subsecuencia {u,, } la cual converge uniformemente a una funcién
u en algin subdominio compacto de 2. Obviamente u es acotada y continua en (2. El
mismo argumento puede ser repetido para alguna derivada de {u,} de orden superior e
incluyendo k.

Ademas las subsucesiones correspondientes pueden ser las mismas y luego del célculo se
tiene que u tiene k derivadas las cuales son limitadas y continuas en €2.

VYo con |a] =k y Vo, y € Q2 se tiene:

[D%u(2) = D% (y)] — [D%up (x) — Dun (y)]]
< lim sup |[[D%u, (x) — D%y, (y)] — [D%uy () — D%y, (y)]|

m—0o0
<|lz —y|° Um sup [D%u,, — D%uy) 5.0
m—r00 ?
Del mismo modo podemos considerar D%u (x) — D%u,, (x) para |a| < k se tiene que

lu — un|k+5;ﬂ < W{l_l};o sup [y, — “n]k+5;9

y que la ultima expresion va a cero cuando n — 0o
Por lo tanto la sucesiéon de Cauchy {u,} converge hacia la funcién u, en la norma de

Ck+o (Q> ) O

Ejemplo 2.3. Dado r > 0, considerese la circunferencia con centro en el origen y radio

r, denotada por B((0,r). Definamos el conjunto

Q= {(x1,22) € B((0,7r) : x1 + 22 > 1}

y la funcion f sobre €2, con valores reales, dada por la siguiente regla de correspondencia,

f(zla ZQ) = zlizg
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A continuacién se prueba que f € C %(Q)

En efecto:

|f(21,22) — f(y1, y2)| _ |(y1 — 21) + (y2 — 22)| < ly1 — 1| + |y2 — x2|
(21, 22) — (y1, )2 (V(x1 —11)? + (22 — y2)2): A/ (w1 —y1)? + (22 — y2)2)3

,con A= |(z1 +22)(y1 + 12)|

Tomando extremos se obtiene

|f(x1,22) — fy1, y2)] < lyn — 21| + |y2 — 22|
1 f— 1
(21, 22) — (1 y2) 12— (V(@1 —91)? + (22 — 12)?) 2] (21 + 22) (1 + 1)
Asimismo, se sabe que

1 — 21| < V(w1 — 11)? + (32 — y2)? (2.19)

ly2 — 2| < V(21— 11)? + (32 — y2)? (2.20)

Usando (2.19) y (2.20), se deduce que

|f(@1,22) — flyr, vo 2¢/(z1 — 1) + (29 — yo)?
(71, 22) — (y1, 2) | V(@ =y + (22 — y2)2)5 (| (21 + 22) (31 + 2) ]

Simplificando la expresion anterior se obtiene

)l
T =
2

2[y/ (21 — y)2 + (22 — )7
(21 + 22) (Y1 + 42|

|f(x1,22) — f(y1,92)]
(21, 22) — (y1,2) |2

Puesto que (z1,x2), (y1,y2) € €, entonces

<

Vi — )2+ (zg — y2)? = 2r Sen(g) (2.21)

T+ x>y +ye > = (2 + 22) (i + ye)| > (2.22)

donde 6 es el dngulo formado por los vectores (z1,x2) e (y1,Y2)

De (2.22) se sigue que
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1 1
< — 2.23
o)) (2:23)

De (2.21) y De (2.23) se deduce que

fn) = Sl _ 2y 2rsen(s) (2.22)

1
(1, 22) = (y1, 92) |2

Simplificando se obtiene

/ 9
|f(951>$2) yb?h) < 2 QSen 5 (2.25)

T
(21, 22) = (y1,92)]|2

2 2sen(g

Haciendo o = > (, se tiene que

7‘2

|f (21, 22) = f(y1,92)]
(21, 22) — (y1,2) |2

<a (2.26)

Por lo tanto f € C2(9).

2.3.2 Espacios de Holder Parabdlico

En R™™! se define la distancia Parabélica entre los puntos z; = (t1;21); 22 = (t2; 22) como:
1
p(21,22) = |z1 — 22| + [t — 12|

Observacién 2.3. Sea v una funcién definida sobre un dominio @ C R™*!, entonces

denotaremos

s = sup [1ED =1

21722 p(S (21722)
Z€EQ

) [U]g,a,Q = [u]O,Q + M%@Q

Asi O35 (Q) denota al espacio de todas las funciones u tal que [u]s 5o < 0o. Mientras
27 bl

que, el conjunto Ol+5:2+6 (@), llamado espacio de Hélder Parabdlico, denota al conjunto

de todas las funciones reales u (z) definidas sobre @), las cuales satisfacen las siguientes

desigualdades:

[U]H 246,Q [Ut]55Q+ Z Usiyi | 850 <X
1,j=1
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n
|U|1+g,2+5,Q = |U|O,Q + |u:v|o,Q + |ut|o,Q + Z |u:ciocf|0,Q + [u]1+g,2+6,Q <0
Q=1

De manera andloga a la observacién (2.2) se prueba que C39 Q) y Cl+3.2+9 (Q) son
espacios de Banach.

Si el dominio () no es convexo, entonces cualquier funcién u € C L4524 (@) es una funcién
uniformemente continua sobre Q y admite una tinica extensién continua en @. Por lo tanto
podemos hablar sin ambiguedad acerca de los valores de la funcién u € C22+ (Q) sobre

0@). También note que a partir de la desigualdad elemental
u(21) v (z1) = u(z2) v (22)] < ulz1)]- o (21) — v (z2)[ + [0 (22)] - u(z1) —u(z)]
Obtenemos la siguiente desigualdad:
[uv]g,é,Q < |U|0,Q ' [U]g,(s,Q + |U|0,Q : [“]g,s,Q Vu,v € Cg’é (Q)

. s 142246 -2
Observacién 2.4. Supongase que u, € C* 72 (@) es una sucesién tal que |un|1+%72+&Q
: y . s
es acotada, entonces existe una subsucesion {v,} de {u,} y una funcién u € C1*+2:2+° (Q)

tal que Uy, Ung, Unt, Unze CONVETEE & U, Uy, Uy, Uy, €n C (I) siempre que I' C @ sea compacto

y |un|1+g,2+5,Q < lim inf ’Un|1+g,2+5,Q




Capitulo 3

Solucion del problema Inverso de
Identificacion de Parametros de un modelo
Epidémico SIR reaccion - difusion

mediante control optimo

En este capitulo es un principio daremos a conocer:

» Problema Directo
El problema directo para el sistema (1.1)-(1.3), consiste en determinar una terna

(S, 1, R) que satisfaga dicho sistema.

s Solucion del Problema Directo

La terna (5,1, R) se dice que es solucién del sistema (1.1)-(1.3), si satisface dicho

sistema.

= Problema Inverso
En nuestro caso, el problema inverso consiste en lo siguiente: Determinar los parame-
tros (3, u,v tal que en el tiempo final ¢ = T la solucién del sistema (1.1)-(1.3) es

cercana a los datos en el tiempo t =1 :

(S,I,R)(x,T) = (S°, I R) (3.1)

26
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e Modelo S/

Este modelo consiste de dos ecuaciones diferenciales

ds S (t)

dt N

dl M (1) S (1)
dt N

En donde S e I representa a los individuos de la poblacién total N susceptibles
de ser infectados e individuos infectados, respectivamente, aqui: N = I + S
v A es la tasa de contacto entre los individuos susceptibles y los individuos

infectados.

e Modelo SIS
Este modelo se formula también como un sistema de dos ecuaciones diferen-

ciales, el cual se muestra a continuacién

ds M (1S ()

E_ N +,u](t)
%:M(tj)vsa) i

aqui u representa la tasa de recuperacion de los infectados.

e Modelo SIR

Este modelo en su forma més simple puede formularse como sigue:

ds  M(8)5 (1)

dt N
% RYIGEIO R
)

En donde R representa a los individuos recuperados de la infeccién. En lo que
sigue estudiaremos el problema (1.1)-(1.3) desde el punto de vista de los pro-
blemas inversos es decir estudiaremos el problema inverso de la identificacién
de los coeficientes para el modelo de reaccién - difusién tipo STR (1.1)-(1.3)
el cual modela la trasmisién de una enfermedad de tipo SIR, aplicando los
técnicas de la teoria de control éptimo con el fin de deducir una condicién ne-
cesaria de optimalidad, estabilidad y unicidad local de la solucién del sistema

(1.1)-(1.3)
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SECCION 3.1
Existencia del Minimizador para el Modelo Epidémico SIR

Reacciéon - Difusion

3.1.1 Presentacion del Problema de Control para el Modelo

Epidémico SIR Reaccién - Difusion

Histéricamente la teoria de los problemas inversos, se inicia en la década de los sesenta
con los trabajos de Tijonov, en los cuales introdujo los métodos de regularizacion para
problemas mal puestos, abriendo asi una linea de investigaciéon que hoy tiene gran acep-
tacion en la comunidad académica. Los problemas inversos aparecen en muchos campos,
tales como, electromagnetismo, actstica, elasticidad, mecanica cuantica, electrodinamica,
dindmica poblacional, imédgenes médicas opticas, etc. Y desde su apariciéon han jugado un
rol muy importante en el desarrollo de la tecnologia, por ejemplo en el diseno de estra-
tegias para el control de enfermedades infecciosas, andlisis de imagenes médicas, diseno
de prétesis, etc. Por otra parte, la teoria de control es ampliamente usada en el control
de la propagacion de enfermedades, tales como en los modelos matematicos tipo SIS,
SIR, con tratamiento y vacunacién. La movilidad de la poblacién mundial origina que el
contagio de una enfermedad entre poblaciones que se encuentran geograficamente muy
distantes sea ahora muy factible, de alli la necesidad de incorporar la variable espacial en
los modelos tipo SIS, SIR, etc. Es decir que los modelos a estudiar ya no son sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias sino sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, los
cuales si incorporan la variable espacial ausente en los modelos via sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Una dificultad en la solucién de problemas inversos lo constitu-
ye el hecho, que en la mayoria de los casos son problemas “mal puestos”, por ello, es
que en los ultimos anos se ha implementado una técnica alaternativa, la cual consiste en
transformar el problema inverso en un problema de optimizacién, y luego resolver este
problema usando métodos de la teoria del control. Esta técnica es la que proponemos en
este trabajo. Especificamente en este trabajo, nosotros estamos interesados en la solucion
del problema inverso de identificacién de los coeficientes de un modelo epidémico SIR

reaccién-difusion para la transmisiéon de una enfermedad, mediante control 6ptimo , dado
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por el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (1.1)-(1.3), derivado del articulo [6]
(ver también [5])

Por otro lado, notemos que si sumamos las tres ecuaciones del sistema (1.1) obtenemos

0
a(S+I+R)—ozA(SJrI+R):0 (3.2)

Integrando sobre {2 obtenemos

ﬁ/(5+1+3)dx:a/A(s+1+R)dx

Usando la primera identidad de Green, se deduce que
0
/ XoA(S + I+ R)dx = / Xo=—(S+ 1+ R)dS — / V(S + 1+ R)Vxadx
Q oo On Q

Puesto que Vg =0, y que por (1.2) E%((S + I+ R)) =0, entonces

/A(S+I+R)d:v:/XQA(S+[+R)d:E:O
Q Q

de donde se sigue que
2/(S—i—I#—R)dac—O
ot Jq B
Lo cual implica que el tamano total de la poblacion es constante
/(S+I+R)dx:N,‘v’t20 (3.3)
Q

A lo largo de este trabajo, la poblacion total, IV, es una constante positiva fija, y puesto que
también suponemos que o = 1, entonces el sistema (1.1), podemos reducirlo al siguiente

sistema

S —AS = p(x)N —p(x)S —5(x)SI , ze€Q,t>0,

(3.4)
ol —AI = —(u(z)+v(x)l+px)SI , z€Q,t>0
junto con las condiciones de borde homogéneas de Neumann
oS 01
—=—=0 Q,t>0 3.5

y con las siguientes condiciones iniciales

S(z,0) =Sy >0,I(z,0)=1,>0,7€Q (3.6)
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Notemos que se puede determinar R(x,t) de la ecuacién R(x,t) = N — S(z,t) — I(x,t) o
de la tercera ecuacion del sistema (1.1).
De lo anterior, si hacemos Z = S + I, sumando las ecuaciones de 3.4 y considerando

condiciones de borde homogéneas de Neumann 3.5, se obtiene el siguiente sistema

OZ—NZ = 0 , (x,t)€Q,
Z(x,0) = So+1Ip , z€Q (3.7)
%gﬁ - 0 L 2 €0Nt>0

Cuya unica soluciéon queda garantizada usando la llamada teoria de Schauder para ecua-
ciones parabolicas, la cual consiste en aplicar el principio del maximo al sistema 3.7,
junto con resultados clasicos de DiBenedetto, para asi determinar que esta solucién
Z € (C?M01+5(Q x (0,7]). De lo anterior, para el sistema (1.1)-(1.3), se deduce el si-

guiente resultado

Teorema 3.1. Sea 0 < § < 1. Entonces para cualquier coeficiente 5(z), u(z),v(z) €
C%(Q)) y para las condiciones iniciales Sy(z), Iy(7), Ro(x) € C*(Q) v So(x) + Io(x) +
Ry(x) > Ly > 0, el sistema (1.1)-(1.3), con @ = 1, admite una tinica solucién, denotada por
(S(x,t), I(z,t), R(x,t). Ademds para cualquier T € (0,+00), (S(z,t), I(x,t), R(x,t)) €
(C2015(Q % (0,T])3 v (S(x,t), I(x,t), R(z,t)) son acotadas en £ x [0, T].

Demostracion. (Ver [7]) O

Para el caso del problema inverso, asumimos que tenemos mediciones de las variables
S, I, R en el tiempo final T' (ver 3.1 ) Asi el problema inverso se formula como sigue:
“Hallar los coeficientes f(z), u(z), v(x) tal que en el tiempo ¢ = T la solucién del sistema
(1.1)-(1.3) estd muy cerca de los datos observados 3.1”. Para conseguir este objetivo, se

estudia el funcional cuadratico

T [P x [HXQ)P — R

llamado funcional de costo, definido por

163) =32 (8~ (5

3
v 3 272

2
3.8
L2(Q)’( )
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donde y = (S, I, R),>, ={8(x),u(x),v(z)}. Porlo cual el problema inverso se forma-
liza como el siguiente problema optimizacién

Hallar (7,%) = (S, I, R, 3,71, 7) tal que

JEE) = i J(y.5)

(yzz)EUad

sujeto a

solucién de (1.1)-(1.3)
donde y = (S,I,R), % = {B(x),u(x),v(x)},0 € (0,1) y Usg es el conjunto admisible
definido como sigue

Uad: {(5717R767/JJ7V) : (57“7”) GAaJ(y1a3/27y37ﬁ7MaV) < OO} con

A={2={B),ulx),v(@)}: 0<% < 1,Vr € Q, VY, € L*(Q),i =1,3}

3.1.2 Existencia del Minimizador

En esta y la subseccién siguiente, se siguen las ideas de [4]-[7]

Teorema 3.2. Asuma que (y1, ¥, y3) es la solucion del sistema (3.4)-(3.6). Entonces existe
un minimizador (m, 72,05, B, i, ﬁ) tal que:

J(m7%7%7/§7ﬁ7v) = [nf J(Z/b@/%?/?uﬁ;ﬂa”)

(Y1,92,y3,8,1,0)€Vad
Demostracion. La prueba se hace en dos etapas.
En la primera etapa se prueba que Uyq # ()

En la segunda etapa se prueba la existencia del minimizador (ﬁ, T2, 73, B, T, ﬁ).

[T Fiapa | Do U 0

Supéngase que B(z), u(z),v(xr) € H*(Q), luego para 0 < 0 < %, de acuerdo con el teo-

rema de Krylov 2.11, considerando k& = 2,n = 3,p = 2, se deduce la siguiente inclusion:
Vo €10, 3] : H?(Q) = C?(2), de donde se sigue que 3(z), u(z),v(z) € C? (Q). Ademés

asuma que Sy, Iy, Ry satisfacen las condiciones que se les exije en el Teorema 3.1. Por lo
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tanto existe una unica terna (5,1, R) que es solucién del problema directo (3.4)-(3.6).

Supéngase, que (), u(x),v(z) > 1,Vx € Q, en tal caso definamos
i) Bi(z) = 505

i) ()= i

i) v (z) = )

Es claro que

0< Bi(x), m(x),r(x) <1, Vee (3.10)

y ademds que B1(z), w1 (x), v1(x) € H*(), de donde se sigue que

VB, Vi,V € L*(Q) (3.11)

De (3.10) y (3.11), obtenemos que
Bisp,n € A (3.12)

Ademsds del hecho que (1(z), ui(x), v1(z) € H*(Q), se deduce que Sy (z), p1(z), 1 (x) €
C%Q), entonces (S, I, R, By, i1, v1) satisfacen el problema directo (3.4)-(3.6).

De donde se sigue que

3
1 2
- (. T, )- 9b8< T ) < 3.13
Y 3
C 2
= 14
- ; 1937 | <o (3.14)
Entonces de (3.13) y (3.14) obtenemos que
J(S,I,R,Bl,,ul,ul) <0 (315)

Luego de (3.12) y (3.15), deducimos que (S, I, R, 1, ti1, 1) € Uy
por lo tanto U,y # ®
2da Etapa | Consideramos una sucesion (y7, y5, y%, Bn, tn, Vn) C Uaq # @ tal que

lim J(Q?a?/?ﬂ?aﬂmﬂm”n) = [nf J<y17y27y3767,u7 V) .
n—oo (31111/27243,/37#71/)6[](“1
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Puesto que la sucesion (y7', 5, y%, Bn, fin, Vn) C Uqa, entonces por definicién de J, se sigue

que

J (y?’ yg? y;}v ﬂ’m ,LLn, Vn) < o

, luego 3Ky > 0 tq
J (YT Y55 U5 By by Vn) < Ko (3.16)

De acuerdo con el teorema de Krylov 2.11, considerando k£ = 2,n = 3,p = 2, se
obtiene que: V6 € ]0,1] : H*(Q) — C?(Q) De donde podemos elegir subsucesién
(Bak) s (tnk) s (Vnk) de (Bn) s (in) 5 () respectivamente, tal que
3 3 3
Z ||Dij5nk||iQ(Q)§ Z ||Dij,unk||i2(§z)§ Z ||Dz‘jVnk||i2(Q) <X (3.17)
ij=1 ij=1 ij=1
Sin perdida de generalidad, denotamos a estas subsucesiones como (f,,) , () , (V) usando

(3.16) y (3.17), se deduce

1Bnllet @ + linll g )+ 1nll o q) < 00

De donde se sigue que 3, — B;jtn — & Vp — U en O3 (2), por lo cual tenemos que
B, 7€ A (ya que la convergencia es uniforme).
Por otra parte como para cualquier 0 < s < r tenemos que C" (2) — C*(Q2) de forma

compacta, se sigue que

(Bus tins o) — (B, 1, 7) € C2 ()N A

, Uniformemente en C? () ,6 € ]0, 1].
En forma andloga, deducimos que existen subsucesiones de (y7), (v5) e (%) , que deno-

taremos de igual manera tal que
19l o310 T 1921033 ) 1951013 ) < 00
De donde se sigue que:
||y711||02+%,1+71((Q0) + ||y721||02+%,1+21£(Q0) + ||yg||c2+%,l+zle(Q0) <00 VQo CC @

Ahora usando la inclusion Compacta C™ — C*, 0 < s < r, deducimos que

3
Z ||y?||02+%’1+%(Q0) < 00, VQo CC @

=1
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Entonces de la observacién (2.4), se obtiene que
n ., ,n  n —_ 2+2 148 1~ 3
(y17y27y3> - (y17y27y3)en|:0 22 (Q)}
Asi, tenemos que
(71,7235, B, 1, 7) es tal que (B,7,7) € Ay J (71,7, 05, 8, 1,7) <o (3.18)
Solo nos resta probar que (71, ¥z, ¥3) es solucién de (1.1) - (1.3), con a =1
P.D. (91,72, 73) es solucién de (1.1) - (1.3), con a = 1
En efecto, de la lera ecuacién de (1.1), tenemos

a n
% — AY? = i (2) N = i (2) 47 — By () y7s

Multiplicando la igualdad anterior por una funcién test adecuada V; e integrando sobre

Q
a n
/%Vldm N /Aymd“” = / [t (2) N = g (2) 4" = B () 'y ]Vidar
Q

Q Q
Integrando por partes obtenemos

oV
—/y?a—;d:H/AVly’fdw Z/[un () N — i (2) Yy — B (2) Yy |Vide  (3.19)

Q Q Q

Por otra parte notamos que:

Yys —yiz = (W —T1) vy + 0 (Y5 — )

Y como yi' — Yi; Yy — Y2, se sigue yy'yy — 1Y,

Usando el hecho que convergencia fuerte implica convergencia débil, obtenemos:

/ylﬁdx—/wlyldx—/[mx)N—ﬁ(x)—l—B(as)mwmdax

Q Q

Usando nuevamente integracion por partes obtenemos

) _
Tvids - [ agvide = [ [u@)N - 507 - 5 @) 7 m]Vids
Q Q Q
De donde obtenemos

/[88%&1 Api —Ti(z) N+ (2) 71+ B (2) 71 72| Vade = 0
Q
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Asi, deducimos que

oy _
Sl AT -E@) N+ AT+ B@) T =0 Chp.en 0
Por lo tanto
ayl . — o
at — Ay = (x)N—,u(x) Y1 _5($) 71 2 C.t.p.en

Procediendo en forma anédloga con la segunda ecuacién de (1.1), obtenemos

/yzvldw/Avlyzda:—/{ 2)+7 ()] 7 + B (2) 7 T Wada

Q Q

De donde integrando por parte se obtiene

oy _
[ |5 - o] vias - / (~[7(@) +7 (@)]7 + B (@) 70 T2} Vada
Q
Por lo tanto deducimos que se cumple:
8y2 — — A — —
B —Ap =[-p@)+7 (@) +B(x)n 1z Ct.p.en Q

Asi, si multiplicamos por V; la 3ra ecuacién de (1.1) y procedemos como en los casos

previos, podemos probar que se cumple:
= — Ay =v(x)p —u(r)yz Ct.p.en Q

Por lo tanto (71,72, ¥3) es solucion de (1.1) - (1.3)
Asi se prueba que (m, T2, 5, B, T, D) € U,q, por lo que se cumple:

Inf J(ylay%yi’nﬁaﬂﬂy) <J(m7%7%737ﬂa]}) (320)
(yl 7y27y3767U7V)€Uad

Por otra parte, de la semicontinuidad débil de la norma L?, se deduce que

J(ma%a%767ﬁvlj> < lim J(?/??Z/g?ygaﬁnmunayn) = Inf J(ylay%y?nB?ﬂ’ay)
nee (y1,92,y3,8:1,v)EVqa
jj(maﬁa%agvﬂaﬂ) < Inf ‘](ylay%y&ﬁaﬂﬂ/) (321)

(y1,Y2,y3,8,1,)EVUqq

De 3.20 y 3.21, se deduce que

Inf J(y17y27y3767u7y):J(m?%7%767ﬁ75)

(y1,92,93,8,1,V)

Por lo tanto (E, 72, T3, B, [, D) es la solucion optima buscada. O
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Sistema adjunto para el problema inverso

Denotemos por F(y) = y1y2, Fy, j=1,2,3. y también

_ 8y 7
Fi(z,t) = —p@)N + p(@)y + @)y, (2,t) € Q,
By(x,t) = [u(@) +v(@))y: — @)y . (2,1) €0Q, (3.22)
F3($,t) = _V(x>y2 + M('T)y?) ) ($,t) S Q7

siendo y = (y1,¥2,y3) la solucién del sistema (1.1)-(1.3) y @ = Q x (0,7]. Entonces el

sistema adjunto para el problema inverso, viene dado por

atpl = —Apl + aFlpl + gngQ + g_gfp?n (:Ea t)
Oipy = —Apy+ Goip1+ §i2ps + Gips, (2,1) € Q (3.23)
Ops = —Apz+ gf;pl + g§§p2 + g—ﬁp& ,t)

(
Ahora calculando las respectivas derivadas parciales de (3.22) y sustituyendola en (3.23)

obtenemos que el sistema adjunto viene dado por

Op1 = —Apy + [1(x) + B(2)Ta]pr — B(2)ap2, (,1) € Q
Opy = —Apa+ Bla)yipr + [A(x) + 7(x) — B(x)glp2 — V(x)ps, (2,1) € Q ¢ (3.24)
Opz = —Aps + 7i(w)ps, (,t) € Q

junto con las condiciones

pi(e,T) =75 (2, T,%) - 7" (¢, T, %),z € Q

pa(x, T) = Go(2, T, %) = 78" (2, T, %),z € Q

ps(2,T) = Gy(, T, %) = 5§"(2, T, %), x € Q (3.25)
Vpi(z,t)m =0, (z,t) € Q x[0,T]
Vpe(z,t).n =0, (z,t) € Q x[0,T]
Vps(z,t)m =0, (z,t) € Q x [0,T] )

donde ¥ = (1,7, 73) es la solucién del sistema (1.1)-(1.3) con ¥ remplazado por 3.

Si usamos el cambio de variable s = T' — ¢ y para (z,s) € @, el cambio de funciones

wi(z,s) = pi(z, T —s),i=1,3 e y}(z,s) =7;(x,T — 5),j = 1,3, se tiene que
Oyw; = =i, Aw; = Aw;

por lo cual el sistema (3.24)-(3.25) se puede reescribir como sigue

Oswy; = Awy — [(z) + B(x)ys]wr + B(z)ysws, (x,5) € Q
Oswy = Awy — B(z)yjw — [A(z) +7(x) — B(x)yi]ws + T(a)ws, (,5) € Q ¢ (3.26)
Oswy = Aws + fi(z)ws, (x,5) € Q
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con
wi(@,0) = 52,7, 5) ~ (@, T.E),a € Q)
wy(w,0) = Fo, T, %) = 95" (2, T, %), € O
wg(l’, O) :y3($,T,E) ygbs(x7T’§>7x €l (327)
Vwy(z,s).m =0, (z,s) € Qx[0,T]
Vwy(z,s).m =0,(x,s) € Qx[0,7T]
Vws(x,s).m =0, (z,s) € Q2 x[0,T]

Para obtener condiciones, bajo las cuales se garantice la unicidad y estabilidad de la
identificacién de pardametros del problema inverso (1.1)-(1.3) y (3.1), se hace necesario
caracterizar la existencia de la solucién del problema de optimizacién (3.9). Esta caracte-

rizaciéon es la que se estudia en la siguiente subseccion.

3.1.3 Condiciéon Necesaria Optima del Minimizador

El siguiente resultado garantiza la acotabilidad de la solucién del sistema (3.24)-(3.25).

Teorema 3.3. Sea (p1, pa, p3) solucién del sistema (3.24)-(3.25) . Entonces [|p;[| 2y, i =
1,2,3 es acotada sobre [0, 7T

Demostracion. Sea F (uq, ug, u3z) = ujus = F,, = us AFuy = uq, luego podemos reescribir

(3.26), como sigue

aw — ) * * * ) * * *

8_51 — Aw; + [M+5FU1 (ylayzayg)] wy — BFuy (Y7, Y5, y3) w2 =0

aw ) * k% — — ) * k%

5’_52 — Awy + BFus (y71, Y3, y3) w1 + [M+ vV — BFuy (1/173/27213)] wy =0 (3.28)
0

ﬂ—Awg—ﬁw?,:O

ds

Multiplicando la primera ecuacién de (3.28) por w; e integrando sobre €

w _
——widxr — /Awlwldx —i—/ [+ BFuy (7, y3,y3)] wida
Q Q Q

—/HM@M@wwwwzo
9]




3.1. Existencia del Minimizador para el Modelo Epidémico SIR Reaccién - Difusién 38

SO
Q
¥|2
&
QL
S
|
—
g
>
g
QL
S
I

\/BFUl (yi yéa y;’:) wlw?dx
Q

[,U + ﬁFul (y17y27y3>] w%dl‘

b\

Entonces

1B |Fuy (i, v5, y3)| Jwi | |we| da

\

/%wldx—/wlAwldx
Js
Q

/ Fuy (yy,95, 93 ||w1| dx
Q

Puesto que Q C Q = Q x [0,7] C Q, sea

M ' ' —=1.2.3
fi= (“cg)wz(ﬂc =12,

y bo, 7o, Qo las cotas superiores de (x), (), v(z) sobre Q respectivamente. Notemos que
fi < 00, ya que yi,ys,yi son soluciones de (1,1) - (1,3), de donde se sigue que

811)1

Ewldx — /wlAwldx < %f2/|w1\ ‘UJ2| dr — (7’_0+b_0f2) / |w1\2dx
Q Q

0 Q
Usando la desigualdad de Young [ver ecuacion (2.2)] en el primer sumando del lado derecho

obtenemos

— 1 1
/%wldx—/wlAwldx <b0f2 §/|w1|2dx+§/|w2|2dx

Q Q

+(T_0+%f2)/|w1|2dx
Q

_ 1
/%wldx—/wlAwldx < (;bongrﬁ) /|w1|2da:+ §/|w2|2dx (3.29)
Q Q Q Q

por otra parte, usando la segunda identidad de Green se tiene que

/(wlAwl + ]Vw1|2) dr = /wl%w dx
n
Q 89

= —/wlAwldx:/]Vw1]2dx (3.30)

Q o0
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usando (3.30)en (3.29) obtenemos

0 3— 1
/ﬂwldl‘ + / |’LU1|2dZE S (—bofg + m) / |w1|2dx + = / |U}2|2dl’
ox 2 2
Q Q Q

Q

Entonces

1d ow 3— 1

2d [leHLg Q)] S /a—;wldx+/|Vw1|2dx§ (§bof2 —|—7"_0) /|w1]2dx+§/|w2|2dx
Q Q Q Q

Luego obtenemos

1d 2 3— _ ) 1 )
35 LIl < (ib‘”%”o) / fwrPdz + 5 / fws|*da (3.31)
Q Q

En forma andloga multiplicamos la segunda ecuacién de (3.28) por wy e integramos sobre
(2 obtenemos

ow

8—82wgdx — /U)QAU}QdI+/ o (Y1, Y5, Y3) wiwadz

Q Q

2

M+V— FU2(?¥1792793) wydz = 0

{O\

De donde se sigue que

ow —
a—;wzdm - /w2Aw2d$ §/|ﬁ| |Fuz (1, Y3, y3)| [wi] [we| dx
Q

Q Q

/ 47+ B |Fus (57, 5 42)| [ws2d
Q

Usando la segunda identidad de Green en el lado izquierdo y la desigualdad de Young

[ver ecuacién (2.2)] en el primer sumando del lado derecho obtenemos

ow 1 —2
/ 0% s + / Ve < / B 1F e (57, 45, v5) Plows [2d
Q Q

Q

1 _
Jr§/|w2|2+ (bo + 7o + 00) f1/|w2|2dx
Q Q
De donde se sigue que

ow FQf 2 1
/ngd:c+/Vw2\2dm§ 021/|w1|2d:c+2/]w2]2+ (B + 75 + %) f1/|w2]2dx
Q Q Q Q

O0s
Q
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De donde se sigue

_2 -—
1d 2 bo f12 2 1+2(50+r_0+%)f1 2
§£Mwmmjs(2 [+ . [ usfas

Q Q

Ahora multipliquemos por w3 la tercera ecuacién de (3.28) e integramos sobre 2

/%wgd:v—/ngwgdx—/uwgdx =0

Q

De donde se sigue que

DN | —

d
2 [wali] < Bo [ wsfas

Entonces obtenemos que

i) 33 _leHizm)_ < (3bof2 +7“_o)({!w1\2dx+ %S{‘w2’2d.f
y [ ] 14+2(bo+70+
i) 54 _leui%m_ < ( )f\’w1| dx (%) [ |ws|dx

Q

Sumando () - (i47), obtenemos

1d [ 3bo fo + 270 + by fi )
aghi'm4—< { /mwx

(3.32)

(3.33)

2+2b+r—|—
+< (o + 70 + @) >/\w2]da:+ro/]w3|dx

Asi, obtenemos

3

1d — _
>ds [Z “leL2 ] < (3bof2+2ﬁ+502f12>/’w1|2d$
0

+2(1+ (bo+ 70+ q) fl)/]w2|2dx+2r_0/|w3]2d:c

Sea L = Max {3%]“2 + 27“_0+b_02f12;2 +2 (%4—7"_0—1—%) fi; 27“_0}, entonces

3

3
2 2
> vazlle(m] <L [Z Hwillem)]
i=1 i=1

d
ds
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el [ exp (Z . )] <

Integrando sobre [0, s], obtenemos

3
(exp ( (Z lwillz20 ) - [Z”’@Hi%m] <0, conw; = w;(v,0) = y; —y"
i=1

Asi obtenemos

Lo cual implica que

2 2

+ Hy2 (x,T,B,ﬁ,P) - ygbs (

3
—Lg 112 o = — obs
[; HwZHLQ(Q)] S Hyl (ZL',T, Bﬂua V) — Y1 (.’E) 12(Q) .’L') 12(Q)

2

+ Hy?) (xyT;B7ﬁ7 )_yng( ) 12(Q)

Entonces ,
2“11%”%2(9) [ZH% x, T, B, 1,7) — y ( )HiZ(Q)] (3.34)

De donde deducimos que

3
M ax [Dmnw ]s [ZH% v T.0.71.7) — ™ ( >H;m)]

$€[0,T7]

Lo cual implica que [|p;[|2(q) = [[willf2(q), @ =1,2,3 es también acotado en [0, 7] O

El siguiente resultado proporciona una condicién necesaria para la existencia del minimo

del funcional de costo (3.8)

Teorema 3.4. Sea (7,7, Us, B, [i;, 7) solucién del problema 3.9 y sea p = (py, p2, ps) la

solucién del sistema adjunto (3.24)-(3.25). Entonces para cualquier 5, i, 7 € A, se cumple

/Q {3 = WIN = 70)p1 = Tap2 — Typs] + 71728 = B)p2 — p1) + (o — ) (s — p2) } dcl

e /Q [IVBY(3~B)| + VA (i — )| + V7V (5~ 7)| } do > 0 (3.35)

Demostracién. Para cualquier 3, 1,0 € A, e € [0, 1], definamos
= (1-e)f+efc A
pr= (1—ea+epe A (3.36)
vi= (l—e)lv+er,e A
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Asimismo, definamos el funcional J. como sigue
T =" 1 1, V)

3 3
1 £ g £\00Ss g C 1>
=3 Z ly; (z, T; %) — (v5)° (2, T; ) 1320y + B Z IVES|172(0)
=1 i=1

donde 3§ = 5,35 = u5, X5 = v°, e y° = (v§, y5, ¥5) es la solucién del sistema (1.1) - (1.3)

con f3, i, v reemplazado por %, uf, v°. Tomando la derivada de Fréchet de J., obtenemos

que
7
Je € .3E €\ obs . yE an
2 o= 2l ) = 00 T B Ll
9
_OvEE
I [\ AL
=1

De 3.36, deducimos que VX5 = (1 — &)V, + eV, y (Wa?f = V(ﬁli —%),i=1,---,3,

y de donde obtenemos que

']5 : € € £\obs € ayle
2 1= DIV T3 = 0 TG e st
3 — —
+CY IVENV(E =) (3.37)
i=1

Como (¥, %) = (71, s, Us, B, i, V) es solucién del control optimal 3.9, deducimos que

3

SIE) = 69O Leoll@C S IVEDVE: - Sl
JE
= 2 >0 (3.38)

Nuestro siguiente objetivo es calcular

oy
Oe le=o

Motivo por el cual definimos las variables auxiliares

e = e _ = e _ =
(Zi,ZS,Zg) _ (y1 y1’ Y 3/2’ Ys3 3/3)’% — 25 para £=0
€ € €

donde y£,7;,% = 1,3 son soluciones del sistema (1.1)-(1.3). Entonces tomando (y,X) =

(y,3°) en 3.9, obtenemos
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Oyi — Ayt = N — pfyi — Byivs,
Orys — Ayy = —[p® — v7lys + Byiys, (3.39)
s — Ays = —pYs,
en Q = Q x (0,7] con
o _ o _ o
gn  dn Oy
sobre 0€; x (0,7
Tomando (y1, Y2, ys, 3, it, V) = (T, o U3, B, > 7) en 3.9, tenemos que

=0,y (x,0) = (yi)o(x),i = 1,2, 3. (3.40)

0y, — &Yy =GN — T, — BB
DYy — AY, = _[ﬁ + 7]?2 + B@l%a (3-41)
Oys — Ays = —1ys,
Q = x(0,7] con
99, _ 9% _ 93
om  Om  Om
sobre 0 x (0,7].

notemos que

= 0,7,(2,0) = (7)o(x),i = 1,2, 3. (3.42)

rdJde

y;:y; —YY; = (y; — @z)yj +yi(y§ - gj)ﬂ'a]' =13 (3.43)
Restando(3.41) de (3.39), y dividiendo ambos lados por ¢, y usando (3.36), (3.43), y
después de arreglos algebraicos, podemos mostrar que
025 — Azf = N (i — ) — 1§ — 5 (i — 1) — Bl255 + 7125) — wivs(8 — B),

Orzs — A2§ = —fuzs — (i — T)ys — 25 — y5(0 — D) + Ble5ys + Taz5] + y5ys(B — B), ¢ (3.44)
Opz5 — Az§ = —fuz§ — (b — m)Y5 + 25 + y5(0 — V),

con

25 (2,0) =0,2 € Qi =1,
O0zi  0zy Oz

on  On  On

I
o w

(3.45)

sobre 0§ x (0, T
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Haciendo z; = 2f |0, = 1, 3. Entonces (3.45) se reescribe como sigue

1 — Az = (= MN — izt — (i — )y — Ble1Bia + Tr2a] — 517208 — B),
Oyzy — Nzg = —Tizg — (i — )Ty — V22 — Yo (0 — U) + Bl21¥s + F122] + 517 (B — B), ¢ (3.46)
Orzs — Azy = —Jizs — (1~ [T + V22 + ol — ),

con

2(2,0) =0,z € Q,i=1,3
% 0zy  0Oz3

= = =0 3.47
om 8771 8771 ( )
sobre 92 x (0, 7] De la definicién de 2§, deducimos que
ove .
L oo 21 = 1.3 (3.48)
Luego, sustituyendo (3.48) en (3.37), se obtiene
3 3
D yile, T,2) =y (@, T, 2)]zi(2, T) | i) + C Y IIVEV(Ei = Bi) o) 20 (3:49)
i=1 =1
De la ecuacién (3.37), se sigue que
3
Doyl T, 2) =y (2, T, )]z, T) | 110 Z Ipizill L) (3.50)

i=1

Por otra parte, notemos que

/Q/OTgt(pizi)(a:,t)dxdt:/Q [/OT;(pizi)@,t)] d$dt:/§2pizi(x7T)dx7i:172737 (3.51)

y que también se tiene

(9 3

=1

Ahora, usando (3.51) y (3.52) en (3.50), obtenemos
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3 3

Y lyil@, T.%) =y (2, T, D)z, T i) = D [pidhzi + z:0imi)

=1 =1

De donde, sustituyendo (3.51), (3.24) y (3.1.3) en la ecuacién anterior, obtenemos

Iyi(z, T, %) =y (2, T, 2)]zi(z, T)|| 11 (o) =

1M

21 [=Apy + {7(z) + B(2)Ta}p1 — B(2)Yope] drdt

_|_

+

S—S—~3—~5—

pu[Az+ (0= BN = 21— (= )Ty — Blag + 122 — GaBalB — B) dadt
P | Az = izs — (i = )Ty — P22 — (0 = 9) + BlaGa + F1 2] + 11723 — B)| dadt
+ | 22 [~Apy+ B@)gip1 + [(z) +P(x) — B(2)T1]p2 — P(2)ps] drdt

+ /Q {ps[Azs — 123 — (b = 1)Y3 + V22 + U2(0 — 7)] + 23— Aps + 1i(2)ps]} dudt

Reduciendo términos semejantes,se deduce que

3
> (e 7 2) = v (0, T B Dl =

=1
= / [P1Az1 + paAzg + p3Azg — 21Ap1 — 220Apa — 23Aps] dxdt+
Q
+ /Q (7= BN = 52)p1 = Tap2 — Taps] + 717208 — B)p2 = p1) + Ta(0 = P) (s — p2)| ddt

(3.53)

Usando la formula de Green, podemos mostrar que

3 3
/ZpiAzid:Bdt = / ZziApida:dt (3.54)
Q =1 Q@ =1

Sustituyendo la ecuacion (3.54)en (3.53) obtenemos
3

D Myl T, 8) =y (2, T, 2]z, T) | 1) =

i=1

/Q (= DIN = 5)p1 = Tapz = Faps] + 71728 = B)(p2 = p1) + 70 = 7)(ps — p2)| dwdt (3.5

Ahora, completamos la prueba del teorema (3.4) por sustitucién de (3.55) en (3.49). O
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SECCION 3.2
Unicidad y Estabilidad de la Identificacién de los parametros

B, i, v para el Modelo Epidémico SIR Reaccién - Difusion

El Objetivo central de esta Seccion es probar la Unicidad local y la estabilidad de la
identificacion de pardmetros del problema inverso (1.1)-(1.3) y (3.1)
En ese sentido, sean (y1, Yo, y3, B, i1, v) ; (g]}, Y2, U3, E, 1, 5) dos minimizadores para el pro-

blema de optimizacién (3.9). Denotando por :
Yi=0i—vs P=p—pii=1,23B=0- U=V =0-v (3.56)

Del sistema (1.1)-(1.3), obtenemos

0Y] SO SO ~
a_tl — AYy =NU — BF (y1, %2, 43) + B[F (y1, 92, y3) — F (Y1, v2, y3)] — u¥1 — 51U
Y, ~ S
o~ AYe=—(u+0)Ys = ()52 = BF (51, 52, o)

+ BIF (Y1, 92, 93) — F (y1,92, y3)] (3.57)
dY-
a—tg—AY}) =0Yy + 1V — pYs — Uys

Con

Y1 (2,0) =Ys (2,0) = Y3 (2,0);2 € Q

(3.58)

aY; 0Yy 0Ys
on  On on Oz € it >0

Notemos que

I) F<yluy27y3) = glgjé

1) F(y1,92,93) — F (Y1, 92, ¥3) = 12Y1 + 11 Y2

1) b; = Mazx y; (x,t);b;, = Max y; (v,t);i=1,2,3
) W)EQy( ) W)er( )

y denotemos por B = Max {l;,, bi} i=1,2,3

1v) Denotemos por by = Mag{5(x), 3(x)}, 70 = Maz{u(x). fi(2)}, g0 = Mag{v(z), 7(x)}
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De (I1), se sigue que: [ (51, G, 53) — F (51, 4, 95)]” = 13Y2 + 2411V Ya + 432, de donde

usando la desigualdad de Young [ver (2.2)] obtenemos

(iv) / F (51,5, 5) — F (1, 40, 9a) e < / a2 do+
Q Q

1
Q Q

+ / yiYyde
Q

/ F (51,5, 53) — F (41, 2 3s) e <2 / el [¥:de + / P Ya 2 de
Q Q 9]

Asimismo, usando (3.56), deducimos que P;,,=1,--- | 3 satisface el siguiente sistema

0Py + AP, = Upy + pP1 + Bijopr — Byaps — BYapy + BYapr + By Py,

0P+ APy = Upy+ P+ Bijip1 +Vpa+v Py — Vs —v P+ BY1p1 + By P — By Po — 1928,

(9,5P3+AP3 = Uﬁg—,uP:g, (359)
con

P(z,T) = Yi(z,T) = (5" (x) = y¢"(x)),x € Qi=1,---,3

OPL _ 0P — Oy () (z,1) € OO0, T

(3.60)

Tanto la unicidad local como la estabilidad de la identificacién de parametros del problema
inverso (1.1)-(1.3) y (3.1), depende de la caracterizacion de la solucion del problema de
optimizacién, es decir de la ecuacién (3.72) y como esta puede ser acotada en términos de
los Y;, P;,1 = 1,2, 3, se hace necesario obtener cotas para estos Y;, P;,1 = 1,2, 3, lo cual se

estudia en la siguiente subseccion.
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3.2.1 Teoremas Preliminares

El siguiente resultado proporciona una cota superior para los Y;,7 = 1,2, 3 en términos de
los parametros [, i, v, lo cual ayudarda de gran manera para alcanzar el objetivo de esta

seccion.
Teorema 3.5. Asuma que (Y;;Y5;Y3)

es solucién de (3.57) - (3.58). Entonces se cumple:

3
2 2 2 2
Maz ;prm)l < [6Tm. ()] [exp (KT)] | Maz |B* + Maz [U* + Maz V|
donde:

k= {|N|2+832+2r0+b3;332+2(1+B) (ro + qo) + qo% 2B% +1ry* + 1}
y B, by, 70, qo son como en (III)

Prueba, Multiplicando la primera ecuacién de (3.57) por Y7 e integrando sobre €2 obte-

nemos:

Y]
/%mx‘/“mﬁd@":/NUW%—/BF@JQ,%)mx
Q Q

Q Q
—/B[F(ﬁ,%,ﬂs)—F(yl,yz,ya)]Yldm
Q

—/u}fdx—/glUiﬁdx

Q Q

Aplicando la segunda identidad de Green se obtiene:

1d L
3o WilEa] + [ 19 < [ 1N W+ [ 18117 G o) Wi
+ / IBIE (1,92, 53) — F (y1, 2, y3)| [Ya| da
Q

+/|u| |Y1|2dx+/|?71||U| ar:
Q Q
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Usando desigualdad triangular obtenemos

1d
2o (Ml /|w1| dr < /|N| i 4 /|U|d v /|B|d

+5/|y~1\ AR daf+/|u| Wifda+ 5 [ 0P
Q

/|y1| Vi [da + = /\F (T2, 52, T3) — F (1, y2, y3)|*da

/ 18P 1Y Pda

usando (II) - (IV), obtenemos:

N | =

d 2 INJ? 2 2 2 2
4 i) <T/|Y1| dr -+ | Mag B + Mag|UF + Mag V] T

b2
/\Yl| dx+r0/\Y1| dx+32/\yl| dw+ /|Y1| do
Q Q

Q

+ BZ/|Y1|2dx+B2/|Y2|2da:

Q Q

Simplificando términos obtenemos:

1d 1 2B?
3 [WilEa) <5 INE+ 587 200 +8] [ ifae+ 22 [ papas
0 Q
Q
+ {3m—()1 {Max]B[Z—i-Max\U|2+Ma:c|V\2} (3.61)
2 e z€eQ z€eQ

Multiplicando la ecuacién segunda de (3.57) y procediendo de manera andloga obtenemos:

1d
3t [1¥alew)] <lro+a) [ Maldo+ [ o+ a0) BIYaldo
Q Q
Q B?
+ m (&) [Ma:c B> + Maz |U* + Mazx \vﬂ + = / Y12 dx
2 e e e 2
Q
Q
+ m () [Max B> + Max |U|* + Max \V!Q} + B? / <|Y1|2 + |Yz\2) dw]
2 e e e
9]

simplificando términos obtenemos [Usando el hecho que L? () — L' (Q)]

1d 3B? 2(ro+ qo) [1 + B] + B?
o [Walin) < | 22] [+ |20t [ i
Q Q

2 2

N 2m (Q)

{Ma:v\BF—i—Max]U\z%—Max]V]z} (3.62)
2 e e e
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Finalmente multiplicando la tercera ecuacion por Y3 e integrando sobre 2 y procediendo

de forma analoga a los casos previos obtenemos:

1d
331 [l /\vw oty /rer Yildo -+ 5 /|vr Yaldo + 5 /sz\ ds

/Iul Yy [2de 4 /|U| do+ = /|y3| Vs [2de

Simplificando términos obtenemos:

1 d 2m (Q) 2 2 2
s | <
a7 [Walle] <275 (Mo B + Mg U + Mgo |V
2 2B +r2 +1
+ (%0) /\Yg\2dx+ {+} /|Y3]2dx (3.63)
Q Q

Sumando (3.61) - (3.63), obtenemos:

3

d 1
= ZH}Q;(Q)] <3 {|N| +5B2+2r0+b2+332 /\Y1| dx
i=1

1
2dt

1
+3 B 200 @) (L4 B)+ B2+ f] [ Vol

2B +r2 +1
_|_|:0

6m ()
/|Y3|2da:+ ST\ 1B + Mag [U? + Maz [V
2 2 e xeQ) e
Q

Sea k = Max {|N|* +8B2 + 2rg + b%;3B% + 2 (1 + B) (1o + qo) + ¢3;2B? + 18 + 1}, en-

tonces

Z 1Yz

Z HYHLz(m]

de donde se sigue que:

+ 6m () {Maa: B> + Mazx |U|)* + Mag \V\2]
e € €

d 2 2 2
dtlexp (Zuyup )]\ (@) (exp (k1) | Mag B + Mae |UF + Mgz |V

Ahora integrando sobre [0, 7] obtenemos:

3
(exp (—kt)) (Z ||Yi||i2(9)> —¥3 2(Q) Y2 2(Q) Y3 L2(Q) <
=1

T
<6m (Q2) {Maa: B> + Max |U|” + Max |V|2} /e‘ksds
x€Q) €N €N
0
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T T
Puesto que para S >0, e < 1= [e*ds < [ds =T asi obtenemos:
0 0

3
B 12, < 2 2 2
(exp (~Ht) (Zumm) < 6Tm () | Moz [BF + Mag U + Mg VI

i=1

Por lo tanto
2 2 2
E 1Yl 20y < (exp (kt)) 6T'm () {f\ge%l"!@! + Maz |U]" + Maz |V }

Para la solucién del sistema (3.56) -( 3.57) se tiene el siguiente resultado, mediante el
cual se obtiene una acotacién para esta solucién, en términos de los pardametros 3, u, v
asi como también en terminos de los datos observados, lo cual vaticina que la unicidad
de la identificacion de parametros esta intimamente ligada con la estabilidad de los datos

observados.
Teorema 3.6. Asuma que (Py, P», P3) es solucién del sistema (3.56) -( 3.57). Entonces

se cumple

M azx
z€[0,T]

ZHPHLQ

exp (MyT) [12T'm () exp (kT + My M) {Max B + Maz |U|* + M az |V’
el el e

)3 e - yfbs>|L2<m]

donde k; = k, siendo k la constante del teorema (3.5) y

My = Maz {2 +ro+ f&+2fobo + b2 12,8 + f& + 210 + 240, 1 + 21¢},

M, = Maz {3g3m (©) , B3g3 [3Tm ()] [exp (1 T)]}

con by = Maz {18 (2)]: |3 (@)| }, ro = Maz {|n @)];]7i ()]}, g0 = Maz {J» (2)]]7 (@)1},
x €}

fo=Maz {ly: (z,0)]; 19i (z, )]}, 90 = Maz {|pi (z,1)]; [pi (=, )]}, (2,) € Q = Q2 x[0,T]

Demostracion. Multiplicando por P; a la primera ecuacién de (3.56), luego integrando

+ 2exp (MT

sobre €2 y haciendo de la segunda identidad de Green obtenemos:

1d

2
~ 5 [IPs@) + [19AL dot [ Blluel ool IPal o+ [ |3]luel ool 1Prl de < [ 011701 | o

Q Q Q Q

+ / 1l |Pu2da + / B| 7l [pr | Py da + / 181y 5] 11| dee + / 18] lys || P12 da
Q Q Q Q
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de donde se sigue que

1d
-;EMHMMJl/wmmmmw/mwam+/wmmmuwm
Q Q
+/ﬁmmwmwx+/WMMWMHMx
Q Q

Usando la desigualdad de Young [ver (2.2)], obtenemos

ld
A /|U| e+ /|P1\ dx+/|u||P1| dot /|B| I da

/\yz X dw+/|5||yz Py de + /\m sl [7a P + & /|P1\ dz

Q

Puesto que, £, E, Wy 1L, Vs VY1, Y1, 0 = 1,2, 3 son acotados, denotemos sus cotas como sigue
bo =M az {18 (@)]|5 (@)}
€
ro =Maz {|n(@)]5[7i (@)} (364
=M ax {[v (z)[; | ()}
€N
fo =Maz {lyi (2, 0)] 5 lyi (=, )]}

Note que |ya] = |72 — y2| < 2o

Luego usando (3.64) obtenemos

1 d 1 N 2
{HHHLQ ]gf M az |UJ? /\pl\Qd:p + 1+r0+fi+bof0

2 e 2

Q
1 9 2 bo? 2~ 12
+3 M az |B] Ip1|°dx | + — [ |y2|"[p1]"dx
zeQ 2
Q Q

consideremos gy = M ax {|p; (x,t)|;|pi (x,t)|}, entonces se deduce que
(z,1)eQ

1d g 2+ 79 + fo? + 2bo f,
s (1) < (D) (vae i) m@) + [P0 2200 | fip g,
Q

2 b 2
+(%me(Mmﬂﬂ) ot [
2 IE 2
9]

Usando el teorema (3.5), obtenemos

1d ) 92m (Q) 9 9 2+ 70 + fo + 2bo fo
- 5 <
5 [||p1||L (Q)] ( 5 Maz |UI" + Maz |BI"| + >

/|P1]2da:
Q

/|P1|2dx

Q

2
n [(bogO)

[6T'm (Q)] [exp (KT)] {M az |B + M ax |U|* + M ax |V|2} (3.65)
TEQ €N €N
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Multiplicando por P, la segunda ecuacién de(3.56), integrando sobre € y usando la
segunda identidad de Green, obtenemos.

1d

—5 1P + [19P Rz (1Pl Pl o+

JwliBsdim s 1l Pl [ ol 58 12l < =
Q Q Q

donde

=/|B| |@1||51||P2|dx+/|v| |52||P2|d$+/|l~b||P2|2dx+/|V| 7l |1 P2 da
[9] Q Q Q

+/|u| |P2|2d93+/|5| |H||ﬁ1||ledx+/|5| |12 | By de
Q Q Q

Usando desigualdad de Young[ver (2.2)], Obtenemos

1d
e [P = /|B| e+ /|P2| o+ 5 /\U| polde + /\Pz| dr

/\ul\le do+ L /\V\ (Pal2dz + /|P2| dot 1 /|u||P2| dz

Q Q Q

1 ~ 1 1 1
+3 / 8PV Pda + 5 / |Pofde + 5 / 18|y [* Py *de + 5 / |Pyf*dz
Q Q Q Q
Usando (3.64), obtenemos
1d 2m (9 2m (Q 2m (9
55 (1Pl <[22 [araioe] + |22 fargo 2] + [ 22 [ar o v

(S8) ([ o) « 1 G oo ( i) (58 ( o

Usando el teorema (3.5), obtenemos

1d ggm Q) 9 ) )
< [%0m )
S 2dt [H Polz2q ] —[ 5 J‘fe%ﬂm +J\g€%w|U| +J\ge%:c|V|

2 r2 2
- (88) ( /) [t ( /)
Q Q

b2 2
n ( 090> [6Tm ()] [exp (KT)] [M az |B* + M az |U> + M ax V!ﬂ
9 z€Q z€Q zeN

(3.66)

Multiplicando la tercera ecuacion por Ps, integrando sobre §2 y usando la segunda iden-

tidad de Green, obtenemos

1d
(1P / VP < / U153 P3| de -+ / ] P
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Usando la desigualdad de Young [ver (2.2)], obtenemos

1d
YT [H 3HL2(Q S /’U| P3| dzx + 5 /’P?)’ d$+/|ﬂ’ | Ps|*dx
Usando (3.64), obtenemos
d 2 gom () 2 1 + 27y 2
el < | 207\
LR < [ O D]+ (S20) ([ 1mpar) @
Q

Sumando (3.65), (3.66) y (3.67), obtenemos

1d[E )
22 S
iz

- {gém(ﬂ)
- 2

} |:3Maz |U|? 4+ 3M ax |V|? +3Ma:r|B|2:|
z€EQ €N zEQ

2
+<2+ro+f +2fobo + B3, )(/|P1 dz)
{8+fo+2ro+2q0}( |sz> (1+2T0>[ P3|2d$}
fina) o (222) [

+

4 (bogo) } [6Tm (Q)] [exp (KT))] []‘fe‘?f B> + M az U1 + Maz IVIQ}
Sean
M,  Mar 24719+ f2+ 2fobo + 03fF 8+ f2+2rg+2q0 1+ 21
2 2 ’ 2 )
M2 39§m (©2) 2
- = Maz ¢ =3 (bogo)” [3Tm(Q)] [exp (k1 T)]

Entonces obtenemos que

My
ZHP”LQ ]SQ

Asi obtenemos que

2dt

Z 1P 720y | +

i=1

M
[Maa;|l3] +Maa:|U] +Maa:]V|]

M3
d
% Z ||Pi||%2(g)] < M,
Li=1

De donde se sigue que

+ Mo [M az |B)* + M ax |U* + M ax |V|2}
e z€eQ €

3
SR 0
=1

d
- (exp (M;t)) ZHPHLQ Q)] < exp (Mit) Mo [Max\lﬂ —|—Maa:\U| +Max|V\ ]

=1

Ahora integrando sobre [t, T, obtenemos

—exp (MiT Z”P z,T) ||L2(Q)

=1

3 T

> IP (%ﬂ”i%m] < [ e (01s) Mo |1 B+ ar e 0T + 0 g V| s
+ e e e

i=1

+ exp (Mit)
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Luego se tiene

3
lea(mﬂiam] <

i=1

exp (Mit)

3

ZHPz (@ D)l 72(0)

T
<exp (MT / exp (Mjs) My {Me%x |B|2 + Me%x \U|2 + Me(sl)x |V|2 ds
xT T xT

(3.68)

Usando las condiciones (3.57 )tenemos que

1P, (2, T) [0y =

/|Y z, T ~obs obs” d.ﬁl]—/

Q

(.13 T) o 2Y [ 770bs yfbs} + [y;)bs obs ‘dm

Usando la desigualdad triangular conjuntamente con la desigualdad de Young [ver (2.2)],

obtenemos que

1P (2, 7)oy < 2 /|Y| dx+2/]~°b5 o 2| i 21,23
Q

De donde obtenemos que

3
Y IP: (@ D)2 < Z 1Yz + Z 5% = |7 Q)] (3.69)
i=1

Usando el teorema (3.5)en (3.69), deducimos que

3
S NP (@, T) 720 < (3.70)
i=1

2 [ (6T Q ET) | M B 2 + M U 2 + M V4 2> ~obs __ ;)bs
(6Tm (@) exp (k7) (Mg B + Mg U + Mg |V Z o
(3.71)
Usando (3.70) en la desigualdad (3.68), obtenemos
3
exp (Mit) | Y |IPi (2,772 | <
i=1
[12Tm (Q)exp((k+ M) T / My exp (M;s) ds] [M ax B> + M%x U + M%x v
e e Te
~obs obs

3
+ [2exp (M;t)] [Z
1

(m]
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T
Puesto que ft eMisds = M, (eMlT — eMlt) < MeMT | entonces

3

S IP (2,770

=1

exp (M;t)

[127'm () exp ((k1 + M1) T) + My My exp (M, T)] [M az 1BI* + M az U + M az v
xe xE re

<Q>]

Asi, obtenemos (ya que e 17 < 1Vt > 0)

3
S IP (2, T) 720 <
i=1

exp (MiT) [12Tm (Q) exp (k1T) + My Mo)] [M az |B)? + M ax |U|* + M ax |V|?
z€Q z€Q z€Q

3 2
~obs obs
> 7" — v L Q)]

i=1

obs

b
vt — v

3
+ 2exp (Myt) [Z
i=1

+ 2exp (Mit)

Por lo tanto

M ax
t€[0,T

an o, 1)} m]

exp (M1T) [12Tm (Q) exp (k1T) + My Mo)] [M oz 1B)* + M%l‘ U + M%x v ?
e e Te

zi: m)]

El siguiente lema, sirve para probar el teorema principal de esta seccién.

~obs obs
Yi

+ 2exp (Myt)

Lema 3.1. Sea 0 € }0, %[ 2 un conjunto abierto, conexo y acotado de R? supongamos
que f € CY(Q)NW,?(Q) y Ve > 0 se cumple que ||D2f||L2 < . Entonces existe una
constante C' = C'(3,2) > 0 tal que

Maz |f (2)] < CIV 2

Demostracién. [Ver Huancas, Coronel et al] Puesto que H2(Q) < Cz (Q) y Para 0 €
}0, % [ se cumple que C2 Q) — C?(Q)

As{ tenemos la cadena de inclusiones de Sobolev

H? (Q) = C2 (Q) = C° (Q) — C°(Q)
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De donde 3C > 0 tal que || f|lco) < Cill fll 2

1
.1
= 11 < C 1 oy + IV Wy + 102 F ey

= [If|* < CF |:HfHL2(Q) + vaui%ﬂ) + HD2fHL2(Q)]

Usando la Hipétesis, Ve > 0 [[D?f[| 2q < €, deducimos que

2 2 2
1 6oy < CENF N2 + CE IV L2

Puesto que f € W, (Q2), entonces por la desigualdad de Poincaré (teorema 2.10) existe

una constante M = M (2,€) tal que
£ G0 < CEMP IV Il + CE IV T2

1£1Eo) < CF (M? + 1) [V f[I720)
= I fllooey < (VAP FT] IV 2oy
Sea C' = C1vM? +1 > 0, entonces

[fllgoy < ClIV 2 q)

3.2.2 Unicidad y Estabilidad de la Identificaciéon de parametros

El siguiente resultado, es de gran importancia, ya que nos permite determinar, cuando dos
soluciones del problema de optimizacién (3.9) son estables respecto a los datos observados
y como consecuencia de ello, también permite decidir la unicidad de dicha solucién, y por
lo tanto resuelve nuestro problema de existencia y estabilidad de los pardmetros para el

problema inverso (1.1)-(1.3) y (3.1).

Teorema 3.7. Asuma que (y1, Y2, Y3, 5, i1, V) € (U1, Yo, s, B, fi, V) son minimizadores para

el problema (3.9), correspondientes a los datos (y§%%, y5¥%, ys°%) e (§°%, §5°%, §5°%) respecti-

vamente. Asuma ademds que se cumplen las hipdtesis del lema(3.1) , y que existe xy € €2
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tal que B(z0) = B(w0); filzo) = p(zo); (o) = v(z0). Entonces existe una constante T, tal

que para cualquier T > T se cumple

3
4 2 4 2 ¢ 2 < @ ~obs __, obs 22 ]
mex |B* + mix|U[* + méx |V]* < ;Ilyz v 172 ) (3.72)
donde
L+2f5 + f)C
do=1-Tigo =" f“C ) expn)
con

L = max{|N[*, fg}

F:ﬁ([(L+2f§+f6*)

C 5 H{exp(MT)[12Tm(2) exp(k,T') + MlMg]})

F2(Tm(©) + g1+ RIOTm() exp(kT))

y fo, 90, k, M1, My y C,C4, son las constantes de los teoremas (3.5),(3.6) y del lema (3.1)

Demostracion. Supongamos que (yi, Yo, Ys, 5, i1, V) es solucién del problema (3.9) y que

(p1, p2, p3) es solucién del sistema (3.23) con (B, 7, 7) reemplazado por (3, 1, v)

Ahora, tomando (B,[L, V) = (B,/], 7) en (3.35), obtenemos que

/Q {(/1 — (N = y1)p1 — yops — ysps] + 1192(8 — B)(pa — p1) + ya (i — v)(ps — pg)} drdt

+C {9893 =81+ V¥ (i =l + 909G - v} =0 (373)

En forma anéloga, si suponemos que (91, 92, Us, B, i, ) es solucién del problema (3.9) y

que (f1, P2, P3) es solucion del sistema (3.23) con (5,7, 7) reemplazado por (f1, pa, P3)

Ahora, tomando (8, f1,7) = (8, p,v) en (3.35), obtenemos que

/Q {(M — (N = §1)p1 — Gop2 — Jsps] + G132(8 — B) (B2 — 1) + (v — 0) (B3 —152)} dxdt
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e / [IVAY(3— B)| + VAV (u— ] + VoV (v~ 7)|} do > 0 (3.74)
Q

Notemos que

IVBV(B —B)| + |VBV(8—B) = VI8 - B (3.75)
ViV (i — )| + VAV (n = )] = Vg — ff? (3.76)
VoV (7 — )|+ |VOV (v — D)| = V] — 7]? (3.77)

(2 — [N = y1)p1 — yap2 — ysps — (N — 1)P1 + YaP2 + Usps] = (o — p)[-N P
+p1Y1 + 1 Py + DaYo + yo Po + P3Ys + ys P (3.78)
Y1y2(B — B) (02 — p1) + §152(8 — B) (B2 — 1) = — (8 — B) 192 P>

—1G2 Py + Y192p2 + y1Yops — Y192p1 — y1Yapi) (3.79)

Yo(0 = v)(ps — p2) + Jo(v — D) (P3 — P2 = —(0 — v)[Yaps + 42 Ps — p2Yo — y2 ] (3.80)

Si sumamos (3.73) con (3.74), agrupamos adecuadamente los términos, y usando las re-

laciones (3.75)- (3.80), obtenemos

¢ [ {18 =B + Vi il + Tl = o} do < [ (7= plINUAI+ I3l + bl 1Py
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Do Y| + ly2| [ Po| + |ps][Ys] + [ys|| Ps[1}d

+ {18 = Bl NGl Pl + 1l P + 5l pall¥al + ol Ya] + 5l 1Y+ oIl 1¥2) o
Q

+/ {(@ = )l|pslYal + 2| Ps| + |pa] V2| + [ya] | P[]} dx (3.81)
Q

Aplicando, al primer sumando del lado derecho de la ecuacién (3.81), la desigualdad de

Young, obtenemos
/{W = p[[IN[[P] + [po[Ya] + [yl Po] + (D2l |Ya| + [yel[ Pol + [Pa]|Y3] + [ys|| Pa]] }da <
0
1 ~ 2 1 21 p |2 1 ~ 2 1 5 121y |2
< i — plPde + 5 | INPIPPde + 5 | |5 — plde + 5 | 5P Yidet
2 Ja 2 Ja 2 Ja 2 Ja
1 5 1 1 - 1 -
b5 [la=wfde s g [nPIPPde s g [ 7= afdos g [ mPrPdes
2 Ja 2 Ja 2 Ja 2 Ja
1 . 1 1 . 1 -
b5 [la=wldos g [wPiRPdes g [ 15— afdos g [ mPPaes
Q Q Q Q
1 N 1
43 [Ir=nPdes 5 [ uPIPPds (3.82)
Q Q
Definiendo fy, go como en el teorema (3.6), deducimos que
/{|ﬂ = pl [N+ (Do [Ya] + |yl [Pr] + |2l [Ya] =+ y2| | Pol + B3] [Y3] + [ys|[ Ps[] bz <
0

2 2 2
< [—7m2(9)][glgg !UP]H‘MTH“] /Q !P1!2d:c+[f?0] /Q (| P2? + | P[] da+

18] [ (> e (3.3

Procediendo de manera andloga con el segundo de la ecuacién (3.81), obtenemos

/Q {\5’ = Blllgallg2lPol + |g1]|g2l [ Pr] + [g2][p2][Y1] + lyil[p2l[Ya| + |gallpa[[Y1] + !ylllpllleH} da

< @)l [BF)+ 1L 1R+ Py + (o)) [ P+ aflde (384
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Mientras que para tercer sumando de la ecuacién (3.81), obtenemos

/{ V)1PslYal + ly2l [Ps] + [pa] Y2 + [y2|| P[]} de

< (@) mix [V + (2] /|Y|2dx 52 / [Bsf? + Py de (3.85)

Sustituyendo las relaciones (3.83),(3.84) y (3.85) en (3.81), obtenemos

C [/ [(VB)? + (VU)? + (VV)ﬂdx} < i) [méx IB|? + méx |U|? + méx va}
Q 2 e e €N

+ [W]/W\ dx + (g5 (fogo)}/Q!Ydeij [%ﬂ /Q!Yz,Ide

2 2 4 2 4 2 y
_}_{’N’ ‘1’2fo "’fo}/ﬂ|P1|2dm+ {@}/QUDQFC&E-}- [@}/{JP:&FCM

Haciendo L = max{|N|?; f2}, deducimos

C [/[(vs)2 +(VU)? + (VV)Q]dx} < Tm(Q) [méx IB|? + méx |U|? + méx |V|2]
Q e e e

L+2f5+ f
+{¢} [/Zm Jdz| + [g2(1+ f2)] [/Zm (3.86)
Por otra parte, de la definicién de B, U, V', se obtiene que
0<|Bl<1,0<|U]l<L,0<|V]<1
De donde se deduce que
méx |BJ?] + max |U]? + max |V|* < méx |B| + max |U| + max |V| (3.87)
€ z€Q z€Q z€Q z€e) e

Del lema (3.1), existe C; > 0 tal que

€' |méx |B| + méx |U] + rgggwﬂ < CC2 | IVBI3a@) + IVU a(q) + IV V 320 | (3:88)
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Usando la ecuacién (3.88) en (3.87), deducimos

4 2 4 2 A 2 < ? 2, 2, 2, .
max [BI] + max [U|" + max [V]" < 7 | [VB|[L20) + [VU[12() + [VV L2y | (3-89)
Ahora, usando la ecuacién (3.89) en (3.86), obtenemos

m(Q)Cy

méx |B|?] + max |U]? + max |V|? < [max |B|*] + max |U[* + méx |V |?]
€ €S TS € e €

_I_[(L—I—Qfo + fo) Cl /Z|P| M/Z|Y| (3.90)

denotando A = max,cq |B|?] + méx,cq |U]? + méx,eq [V]?, podemos reescribir la ecuacién

(3.90), como sigue

0)C )C ¢ D[y
A§7m(c) 1A+[(L+2f0 /)0, /Z|P| W/Q[;mmdx (3.91)

Aplicando el teorema (3.6), se obtiene

3

m ) 2 M0, ) 20, 2
p e Tm0y | (B2 ) /[g PP+ BT o) exp(iyn - (3.92)

Ahora, aplicando el teorema (3.6) en (3.92), se obtiene

A< ImE)C g O + o)

< C c [6Tm(2) exp(kT)|A

(L+2f2+ fHCy
2C

+] Hexp(MT)[12Tm(Q2) exp(k1T) + My My|A}

L+2f3+ f3 Cl
+[( + f§C+ fo) {26 p M1 ZHyobs ObSHLQ(Q]} (393)

De (3.93), se sigue que

T(Q)Cy | g1+ f3)

C 8 [6Tm(Q2) exp(kT)]
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L2/ + /o) Ch
2C

Hexp(M,T)[12Tm(Q2) exp(k1T) + M1 M| })A

2 40
CAR TINIR Znyobs 5 o)) (3.94)

Hagamos

I = % ([(L + 2f23 + fé)]{exp(MlT)HQTm(Q) exp(k1T') + M1M2]})

F2 (Tm(Q) + g1+ 6T m(Q) exp(kT)) (3.95)

Asi podemos reescribir la ecuacién (3.95), como sigue

L+2f2+ f)C obs _ obs
s RS Ty Zuyb )
Luego
L+2f2+ f3)C obs . obs
Ao < (B ERC fo a,) Znyb )
De donde, obtenemos
L—{—2f2—|-f4c obs obs
(1) < (EEREI)C Znyb 5 W)}
Sea
L+2f3 + f3)C
%:1—n%:ﬁ €7A)WQNMH

Entonces, se sigue que

Z 155 = 47 1 72()]

Por lo tanto

, 2 ’ 2 ’ 2 ~obs __,0bs
méx [BI* + mix U + mix |V|* < b:ﬂ %Hm4
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Observemos que si y; = y;,¢ = 1,2,3, entonces se obtiene que gjiobs = yfbs,z' = 1,2,3,

entonces de la desigualdad anterior se sigue que:

Bl =Ul=[V[=0
Por lo tanto se obtiene que § = B; w=pav=r

Adema3s si

157 — 49" |20 < €

entonces de la desigualdad del teorema (3.7) se deduce que

Bl <e;|U| <& |V|<e

Es decir los pardametros son estables respecto a los datos observados.




C'onclusiones

. Si el problema directo admite una unica solucién, entonces se puede definir un
funcional de costo, que junto con los datos observados definen un problema inverso

el cual es transformado en un problema de optimizacion.

. Si el problema inverso tiene solucién entonces el problema de optimizacion admite

solucién.

. Si el problema de optimizacién tiene solucion y si el sistema adjunto admite solucion
entonces una condicion necesaria para la existencia del minimizador viene dada por

la inecuacion(3.35).

. Si el problema de optimizacién admite tnica solucion y ademds se cumplan las
hipétesis del lema (3.1), entonces se obtiene unicidad para la identificacién de

parametros del problema inverso, lo cual se deriva de la inecuacién(3.72).

. Si dos soluciones del problema de optimizacién son estables respecto a los datos
observados y ademéds se cumplan las hipdtesis del lema (3.1), entonces se obtiene
que los parametros del problema inverso también son estables respecto a los datos

observados, lo cual se deriva de la inecuacién(3.72).
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Recomendaciones

1. El presente trabajo de investigacion se desarrollé considerando el modelo tipo SIR,
sin embargo, es posible implementar esta misma técnica a los modelos tipo SI y
SIS, lo que evidencia la importancia de dicha técnicas en la resolucién de problemas

INVersos.

2. Esta investigacion es de tipo cualitativo, recomendamos usar este estudio como base
para implementar un método numérico para la simulacién numérica del modelo en

estudio.

3. Usar la simulaciéon numérica para identificar el avance de enfermedades endémicas

en nuestra regién como por ejemplo el dengue,el colera, Tuberculosis.
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