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2019
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me desde el cielo y sé que este momento hu-

biera sido tan especial para ella como lo es

ahora para mı́.

A mis hermanos Melchor,Nélida y Sara por

todo el apoyo brindado y quienes han sido mi

inspiración para ser mejor cada d́ıa.

A mis sobrinos Melissa, Fiorella y Alexander

a quienes adoro y llenan mi vida de alegŕıas.
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3.1. Existencia del Minimizador para el Modelo Epidémico SIR Reacción - Di-

fusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.1. Presentación del Problema de Control para el Modelo Epidémico

SIR Reacción - Difusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.2. Existencia del Minimizador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.1.3. Condición Necesaria Optima del Minimizador . . . . . . . . . . . . 37

3.2. Unicidad y estabilidad de la identificación de los parámetros β, µ y v . . . 46
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Resumen

En este trabajo, se estudia el problema inverso de la identificación de los coeficientes para

el modelo de reacción–difusión tipo SIR, presentado por C.J. Ducan et.al, el cual modela

la transmisión de una enfermedad de tipo SIR.

Para lo cual se propone lo siguiente: Usando el problema directo juntamente con los datos

observados de la enfermedad se define el problema inverso. Usando la solución del proble-

ma directo juntamente con una apropida funcional de costo, se transforma el problema

inverso en un problema de optimización. Luego a este problema se le aplica las técnicas

de la teoŕıa de control óptimo, para aśı deducir una condición necesaria de optimalidad.

Este resultado, se reescribe en términos de cotas apropiadas que relacionan la solución

del problema de optimización con los gradientes de los parámetros del problema inverso.

Finalmente usando esta acotación se logra obtener la estabilidad local y la unicidad local

de la solución del problema en estudio.

Es importante notar que la misma técnica se puede aplicar para modelos tipo SIS, SI, lo

cual permite implementar un método numérico para la simulación numérica del problema

en estudio.

Es relevante su aplicación de la solución del problema estudiado, ya que permite intervenir

de manera indirecta sobre enfermedades infecciosas, como el dengue, cólera, tuberculosis

entre otras, para implementar estrategias que permiten combatirlas de modo efectivo.

Palabras claves: Modelo de reacción-difusión tipo SIR, problema inverso, problema de

optimización.
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Abstract

In this paper, the inverse problem of the identification of the coefficients is studied for

the reaction-diffusion model type SIR, presented by C.J. Ducan et.al, which models the

transmission of an SIR-type disease.

For which the following is proposed: Using the direct problem together with the observed

data of the disease, the inverse problem is defined. Using the solution of the direct problem

together with a suitable functional cost, the inverse problem is transformed into an opti-

mization problem. Then to this problem is applied the techniques of the theory of optimal

control, in order to deduce a necessary condition of optimality. This result is rewritten in

terms of appropriate bounded that relate the solution of the optimization problem with

the gradients of the parameters of the direct problem. Finally, using this boundary, it

is possible to obtain the local stability and the local uniqueness of the solution of the

problem under study.

It is important to note that the same technique can be applied for SIS, SI models, which

allows the implementation of a numerical method for the numerical simulation of the

problem under study.

Its application of the solution of the studied problem is relevant, since it allows to interve-

ne indirectly on infectious diseases, such as dengue, cholera, tuberculosis, among others,

to implement strategies that allow to fight them in an effective way.

Keywords: Reaction-diffusion model type SIR, inverse problem, optimization problem.
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Introducción

Hoy en d́ıa los problemas inversos aparecen en muchos campos, tales como, electromag-

netismo, acústica, elasticidad, mecánica cuántica, electrodinámica, dinámica poblacional,

imágenes médicas ópticas, etc. Es decir, desde su aparición han tenido un rol muy im-

portante en el desarrollo de la tecnoloǵıa, por ejemplo en el diseño de estrategias para

el control de enfermedades infecciosas, análisis de imágenes médicas, diseño de prótesis,

etc. Por otra parte, la teoŕıa de control es ampliamente usada en el control de la propa-

gación de enfermedades, tales como en los modelos matemáticos tipo SIR,y debido a la

movilidad de la población mundial es que ha originado el contagio de enfermedades en-

tre poblaciones y de alĺı la necesidad de incorporar la variable espacial en dicho modelo.

Muchos de los problemas inversos son problemas “mal puestos”, por lo que el objetivo de

esta investigación es transformarlo a un problema de optimización, el que será resuelto

usando métodos de la teoŕıa del control.

Iniciamos este trabajo de investigación con una descripción y análisis de los problemas

inversos para modelos tipo SIR, aśı como un estudio de los espacios Lp, espacios de So-

bolev y espacios de funciones Holderianas,determinando la existencia del minimizador ,

la unicidad y estabilidad de la identificación de los parámetros β, µ, ν para dicho modelo

epidémico.

LA AUTORA
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Caṕıtulo 1

Preliminares para abordar el estudio del

modelo epidémico Tipo SIR

SECCIÓN 1.1

Problemas bien planteados y Problemas mal planteados

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales parciales cualesquiera, con ciertas condiciones

adicionales ya sean condiciones de borde y/o condiciones iniciales.

Este se considera Bien Planteado en el sentido de Hadamard, si posee las siguientes

propiedades:

Existencia de solución

Unicidad de solución.

Estabilidad (El problema depende continuamente de los datos)

Caso contrario el problema se considerará mal planteado.

Dentro de los problemas mal planteados se ubican los llamados problemas inversos, y esto

es motivado porque en la mayoria de los casos estos problemas tienen muchos datos. Es

decir los datos superan al número de ecuaciones que relacionan las variables involucradas

en el problema inverso. En este tabajo se estudia este tipo de problemas, cuyo desarrollo

histórico se revisa a continuación.

1
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1.1.1 Reseña Histórica de los Problemas Inversos

Históricamente la teoŕıa de los problemas inversos, se inicia en la década de los setenta

con los trabajos de Tijonov (1977), en los cuales introdujo los métodos de regularización

para problemas mal puestos, abriendo aśı una ĺınea de investigación que hoy tiene gran

aceptación en la comunidad académica. A ráız de estos trabajos hay quien considera los

Problemas Inversos como rama de las Matemáticas, bajo el argumento básico de que

sus ideas permitieron a la comunidad cient́ıfica romper con lo que ahora se considera un

prejuicio histórico y que tiene su origen en un concepto que, por otro lado, ha hecho

avanzar grandemente las Ecuaciones en Derivadas Parciales: el concepto de “problema

bien plantedos”(“well posed”).

Este tipo de problemas quedaron relegados a la categoria de curiosidad académica, debido

a que según Hadamard “los problemas de interes f́ısico son aquellos que tienen una solu-

ción única que depende continuamente de los datos”. Durante la segunda guerra mundial,

el éxito del radar y del sonar hizo a la comunidad cient́ıfica preguntarse si era posible

determinar, a partir de las mediciones hechas, mas información que exclusivamente la

posición del objeto; aparecio asi un problema mal planteado, que se dio en llamar “pro-

blemas mal planteados”( “ill posed”): el problema inverso de scattering. Hay sin embargo

otros antecedentes históricos de problemas inversos en los trabajos de Von Neumann y de

Faddeev en el estudio de la teoŕıa de Scattering cuántico.

Los problemas inversos aparecen en muchos campos, tales como: electromagnetismo,

acústica, elasticidad, mecánica cuántica, electrodinámica, dinámica poblacional, imáge-

nes médicas ópticas, etc. Donde su aparición han jugado un rol muy importante en el

desarrollo de la tecnoloǵıa, por ejemplo en el diseño de estrategias para el control de

enfermedades infecciosas, análisis de imágenes médicas, diseño de prótesis, etc. Una difi-

cultad en la solución de problemas inversos lo constituye el hecho, que en la mayoŕıa de

los casos son problemas “mal plantedos”, por ello, es en los últimos años que se ha im-

plementado una técnica, que consiste en transformar el problema inverso en un problema

de optimización, para luego ser resuelto aplicando métodos de la teoŕıa del control. Este

camino es el que se propone en el presente estudio.
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1.1.2 Problema Inverso

Es aquel problema en donde los valores de algunos parámetros del modelo en estudio

deben ser obtenidos de los datos observados.

Puede ser formulado como sigue:

Datos Observados⇒ Identificación de parámetros del modelo en estudio.

Por ejemplo:

Problema directo : El producto de dos números.

El problema inverso : la factorización de un número.

Este problema inverso no tiene una solución única; de alĺı que determinaremos condiciones

adicionales que dan la unicidad y en nuestro ejemplo seŕıa la descomposición en factores

primos.

SECCIÓN 1.2

Problema Inverso para Modelo Tipo SIR

En la actualidad los modelos matemáticos que describen la dinámica de las enfermedades

infecciosas juegan un importante papel en el control de enfermedades en epidemioloǵıa,

muchos de estos modelos son interesantes, ya que describen el modo de transmisión de la

enfermedad. Muchos investigadores sugieren tasas de incidencias no lineales de las enfer-

medades para modelar los procesos de transmision de dichas enfermedades. Los estudios

cualitativos de estos modelos son importante, ya que proporcionan herramientas para el

control o predcción de enfermedades.

La difusón de una epidemia causa la muerte de millones de personas alrededor del mundo

aśı como también demanda el gasto de gran cantidad de recursos por parte del estado

para una adecuada atención de la población afectada. Por lo tanto, es esencial prestarle

una adecuada a este problema para detener la propagación de tales enfermedades.

Dentro de los modelos epidémicos, se puede señalar a los del tipo SI, SIS y SIR, los cuales

se describen a continuación.
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Modelo SI

El modelo SI es uno de los modelos epidemiológicos más simples, cuyo nombre

proviene de las iniciales S (poblacion susceptible) e I (poblacion infectada). Este

modelo consiste de dos ecuaciones diferenciales

dS

dt
=− λIS (t)

N
dI

dt
=
λI (t)S (t)

N

En donde S e I representa a los individuos de la población total N susceptibles de

ser infectados e individuos infectados, respectivamente, aqúı: N = I + S y λ es la

tasa de contacto entre los individuos susceptibles y los individuos infectados.

Modelo SIS

Si en el modelo anterior SI, se considera la tasa de recuperación de la población

infectada, tenemos otro modelo elemental que describe la dinámica de la infección.

Este modelo se le llama SIS y se formula también como un sistema de dos ecuaciones

diferenciales, el cual se muestra a continuación

dS

dt
=− λI (t)S (t)

N
+ µI (t)

dI

dt
=
λI (t)S (t)

N
− µI (t)

aqúı µ representa la tasa de recuperación de los infectados.

Modelo SIR

El modelo SIR es uno de los modelos epidemiológicos más simples capaces de cap-

turar muchas de las caracteŕısticas t́ıpicas de los brotes epidémicos. El nombre del

modelo proviene de las iniciales S (población susceptible), I (población infectada) y

R (población recuperada).

Dicho modelo explica la evolución de una enfermedad infecciosa creada por un virus

o una bacteria, un modelo básico de este tipo se formula como sigue:

dS

dt
=− λI (t)S (t)

N
dI

dt
=
λI (t)S (t)

N
− µI (t)

dR

dt
=µI (t)
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En donde λ es la tasa de contacto entre los individuos susceptibles y los individuos

infectados y µ representa la tasa de recuperación de los infectados.

La movilidad de la población mundial origina que el contagio de una enfermedad

entre poblaciones que se encuentran geográficamente muy distantes sea ahora muy

factible, de alĺı la necesidad de incorporar la variable espacial en los modelos tipo

SIR. Es decir que el modelo a estudiar ya no son sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias sino sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, los cuales śı incorporan

la variable espacial ausente en los modelos v́ıa sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias.

De alĺı que en esta investigación nos interesa el problema inverso de la identificación

de parámetros en el modelo SIR reacción - difusión (1.1), dado por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

∂tS − α∆S = µ(x)N − µ(x)S − β(x)SI , x ∈ Ω, t > 0,

∂tI − α∆I = −(µ(x) + ν(x))I + β(x)SI , x ∈ Ω, t > 0

∂tR− α∆R = ν(x)I − µ(x)R , x ∈ Ω, t > 0

 (1.1)

con condiciones de borde homogéneas de Neumann

∂S

∂η
=
∂I

∂η
=
∂R

∂η
= 0, x ∈ Ω, t > 0 (1.2)

y con las siguientes condiciones iniciales

S(x, 0) = S0(x) ≥ 0, I(x, 0) = I0(x) ≥ 0, R(x, 0) = R0(x) ≥ 0, x ∈ Ω (1.3)

Donde Ω ⊂ R3 es un subconjunto acotado, S(x, t), I(x, t), R(x, t), denotan el número

de susceptibles, infectados y recuperados de una población en la posición x y en

el instante t , los parámetros α, β, µ, ν, denotan, el coeficiente de difusión de la

enfermedad (el cual supondremos constante e igual a 1), el coeficiente de transmisión

de la enfermedad, la tasa de muerte y la tasa de recuperación, respectivamente.

Cabe resaltar, que en este modelo, el lado izquierdo del sistema (1,1) describe la propa-

gacion de la enfermedad sobre las poblaciones de susceptibles, infectados y recuperados,

mientras que el lado derecho de dicho sistema (1,1) describe la fuentes de las que se nutre

dicha enfermedad.
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Asimismo, la ecuación (1,2), describe que la población total no tiene contacto con el ex-

terior, es decir no hay propagación de la enfermedad fuera de la frontera de Ω.

Finalmente, la ecuación (1,3), dice que se cuenta con población suceptible, infectada y

recuperados al inicio del contagio de la enfermedad.



Caṕıtulo 2

Espacios Lp, espacios de Sobolev y de

funciones Holderianas

SECCIÓN 2.1

Espacios Lp

2.1.1 Definición de Espacios Lp y Normas en Lp

Sea Ω ⊆ Rn un conjunto medible en el sentido de Lebesgue con interior no vaćıo.

Si f es una función sobre Ω con valores complejos y Lebesgue medible, se denotará por∫
Ω

f (x) dx la integral de Lebesgue de f , donde dx denota la medida de Lebesgue.

El espacio de las funciones integrales según Lebesgue es evidentemente un espacio vectorial

complejo, con las clásicas operaciones de suma de funciones y producto de un escalar por

una función.

Definimos sobre este espacio vectorial las Normas.

‖f‖Lp(Ω) =



∫
Ω

|f (x)|pdx

 1
p

para p ∈ [1,∞[

supess {|f (x) : x ∈ Ω|} para p =∞

donde: “supess” denota el supremo esencial, se obtiene los espacios normados conocidos

como Lp− espacios, espacios de Lebesgue o simplemente espacios LP .

Lp (Ω) =
{
f Lebesgue medible: ‖f‖Lp(Ω) <∞ c.t.p en Ω

}
7



2.1. Espacios Lp 8

Para la sucesión {fj}j∈N ⊂ Lp (Ω) se define el criterio de convergencia inducido por la

norma ‖‖Lp(Ω), del modo siguiente:

ĺım
j→∞

fj = f en Lp (Ω)⇔ ĺım
j→∞
‖fj − f‖Lp(Ω) = 0 en R

Dentro de las propiedades importantes que satisfacen los elementos de Lp (Ω), para 1 6

p 6∞, están la desigualdad de Minkowski y la desigualdad de Hölder o de Cauchy para

p = 2.

Haciendo uso de ellas se puede derivar resultados muy importantes, por ejemplo que Lp (Ω)

es un espacio de Bananch.

Además los espacios Lp (Ω) son reflexivos para 1 < p <∞ y separables para 1 6 p 6∞.

ver Brézis [2] para ver los detalles de todas estas pruebas.

Definición 2.1. Dado Ω ⊂ R3, se dice que el subconjunto Ω0 de Ω está compactamente

inclúıdo en Ω, si se cumple que Ω0 es un conjunto compacto y además Ω0 ⊂ Ω, en tal

caso, se denota por Ω0 ⊂⊂ Ω.

Definición 2.2. Sean (E, ‖‖E), (F, ‖‖F ) dos espacios de Banach. Si existe j : E → F

lineal y una contante positiva L tal que ‖j(x)‖F ≤ L‖x‖E,∀x ∈ E, se dice que j es una

inclusión. En tal caso, se tiene que (E, ‖‖E) está inclúıdo en (F, ‖‖F ), lo que se denota por

E ↪→ F . Si j(E) ⊂⊂ F , se dice que (E, ‖‖E) está compactamente inclúıdo en (F, ‖‖F ) o

se dice simplemente que la inclusión j es compacta.

Para Ω ⊂ Rn acotado y 1 6 p 6 q 6∞, se satisface la siguiente cadena de inclusiones

L∞ (Ω) ↪→ Lq (Ω) ↪→ Lp (Ω) ↪→ L1 (Ω)

Ejemplo 2.1. Dado 0 < ε < 1, definamos Ω ⊂ R2, como sigue

Ω = {(x1, x2) ∈ R2 : ε < x < 1; ε < y < 1− x}

Sea f(x1, x2) = 1
x1+x2

. A continuación se prueba que f ∈ L2(Ω)

En efecto:

∫
Ω

|f(x1, x2)|2dx2dx1 =

∫ 1

ε

∫ 1−x1

ε

1

(x1 + x2)2
dx2dx1

Integrando con respecto a la variable x2 se tiene
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∫
Ω

|f(x1, x2)|2dx2dx1 =

∫ 1

ε

−[
1

(x1 + x2)−1
}1−x1

ε ]dx1

Evaluando la integral anterior se obtiene

∫
Ω

|f(x1, x2)|2dx2dx1 =

∫ 1

ε

[
1

x1 + ε
− 1]dx1

Integrando con respecto a la variable x2 se tiene

∫
Ω

|f(x1, x2)|2dx2dx1 = [ln |x1 + ε| − x1 }1
ε]

Finalmente evaluando la integral anterior se obtiene

∫
Ω

|f(x1, x2)|2dx2dx1 = ln |1 + ε|+ ε− ln 2ε− 1 <∞

Por lo tanto f ∈ L2(Ω).

2.1.2 Teorema y Resultados Importantes

Teorema 2.1 (Desigualdad de Hölder). Sea f ∈ Lp y g ∈ Lp′ con 1 6 p 6∞. Entonces

f.g ∈ L1 y ∫
|fg| 6 ‖f‖Lp‖g‖Lp′ (2.1)

Demostración. .

Si p = 1 (se cumple)

Si p =∞
Supongamos entonces que 1 < p <∞
Recordemos la desigualdad de Young

ab 6
1

p
ap +

1

p′
bp
′
, ∀a > 0, ∀b > 0 (2.2)

La desigualdad (2.2) es verdadero por ser la función log cóncava sobre ]0,∞[

se tiene:

log

(
1

p
ap +

1

p′
bp
′
)
>

1

p
log ap +

1

p′
log bp

′
= log ab
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entonces:

|f (x)| |g (x)| 6 1

p
|f (x)|p +

1

p′
|g|p

′
c.t.p. x ∈ Ω

de donde resulta que f.g ∈ L1 y que∫
|fg| 6 1

p
‖f‖pLp +

1

p′
‖g‖p

′

Lp (2.3)

Sustituyendo en (2.3) f por λf (λ > 0) resulta:∫
|fg| 6 λp−1

p
‖f‖pLp +

1

λp′
‖g‖p

′

Lp′
(2.4)

Eligiendo λ = ‖f‖−1
Lp ‖g‖

p′/p
Lp para minimizar el término de la derecha en (2.4)

se obtiene ∫
|fg| 6 ‖f‖Lp‖g‖Lp′

Teorema 2.2. (Lp, ‖‖p) es un espacio Vectorial normado para todo 1 6 p 6∞

Teorema 2.3. (Lp, ‖‖p) es un espacio de Banach para todo 1 6 p 6∞

Demostración. .

Supongamos primero p =∞
Sea {fn} una sucesión de Cauchy en L∞. Dado un entero k > 1 existe Nk tal que:

‖fm − fn‖L∞ 6
1

k
para m,n > Nk (2.5)

y aśı existe Ek de medida cero tal que:

‖fm (x)− fn (x)‖ 6 1

k
∀x ∈ Ω\Ek,∀m,n > Nk (2.6)

Sustituyendo E = ∪
k
Ek (E es de medida cero), se observa que para todo x ∈ Ω\E

la sucesión fn (x) es de Cauchy (en R).

Sea fn (x)→ f (x) para x ∈ Ω\E.

Al pasar al limite en (2.6) cuando n→∞ se obtiene:

‖f (x)− fn (x)‖ 6 1

k
∀x ∈ Ω\E,∀n > Nk

Aśı f ∈ L∞ y ‖f − fn‖L∞ 6
1
k
∀n > Nk

por consiguiente ‖f − fn‖L∞ → 0
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Supongamos ahora que 1 6 p <∞
Sea {fn} una sucesión de Cauchy en Lp. Para concluir la demostración es suficiente

probar que una subsucesión es convergente en Lp.

Se extrae una subsucesión {fnk} tal que:∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
Lp
6

1

2k
, ∀k > 1

[Se procede como sigue: existe n1 tal que ‖fm − fn‖Lp 6
1
2
, m,n ≥ n1 , se toma

después n2 ≥ n1, tal que

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
Lp
6

1

22

para m,n ≥ n2, etc.]

Demostremos que fnk converge en Lp

Para simplificar la notación escribimos fk en lugar de fnk , de forma que se tiene:

‖fk+1 − fk‖Lp 6
1

2k
, ∀k > 1 (2.7)

Siendo

gn (x) =
n∑
k=1

∣∣fk+1(x)′ − fk (x)
∣∣

resulta

‖gn‖Lp 6 1

Del Teorema de la Convergencia monótona se deduce que c.t.p en Ω, gn (x) Converge

a un limite, que se denota g (x), con g ∈ Lp. Por otra parte, para cada m > n > 2

se verifica:

|fm (x)− fn (x)| 6 |fm (x)− fm−1 (x)|+ · · ·+ |fn+1 (x)− fn (x)| 6 g (x)− gn−1 (x)

y resulta de esto que c.t.p. en Ω {fn (x)} es de Cauchy y Converge a un limite,

designado por f (x)

se tiene c.t.p. en Ω

|f (x)− fn (x)| 6 g (x) para n > 2

De donde resulta que f ∈ Lp. Por último ‖fn − f‖Lp → 0; en efecto, se tiene

|fn (x)− f (x)|p → 0 c.t.p. y |fn (x)− f (x)|p 6 gp (x) una mayorante integrable y

se concluye además por el teorema de Lebesgue que Lp es un espacio de Banach

∀1 6 p 6∞
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Teorema 2.4. Sea {fn} una sucesión en Lp y f ∈ Lp, tales que ‖fn − f‖Lp → 0. Entonces

existe una subsucesión {fnk} tal que:

a) fnk (x)→ f (x) c.t.p. en Ω

b) |fnk (x)| 6 h (x) ∀k y c.t.p. en Ω, con h ∈ Lp

Identidades de Green

Las siguientes definiciones y resultados pueden verse en [3]. Denotando por x′ = (x1, ·, ·, ·, xn−1) ∈
Rn−1, se suele escribir x = (x′, xn) ∈ Rn. Usando estas notaciones, se tienen las siguientes

definiciones

Q = {x ∈ Rn : |x′| < 1, |xn| < 1}

Q+ = {x ∈ Rn : |x′| < 1, 0 < xn < 1}

Q0 = {x ∈ Rn : |x′| < 1, xn = 0}

necesarias para la presentación de la siguiente definición

Definición 2.3. Sea k ∈ N. Se dice que un abierto Ω ⊂ Rn es de clase de Ck si para

x ∈ ∂Ω existe un abierto {x} ∈ U en Rn y una aplicación T : Q→ U tal que

1. T es biyectiva,

2. T ∈ Ck(Q̄), T−1 ∈ Ck(Ū),

3. T (Q+) = U ∩ Ω, T (Q0) = U ∩ ∂Ω.

Se dice que Ω ⊂ Rn es de clase C∞ si es de clase Ck para todo k ∈ Rn

Para α ∈ N0 = N ∪ {0}, Denotese por |α| = α1 + α2 + · · · + αn, y definase la derivada

distribucional de f como sigue:

Dαf =
∂|α|

∂α1
x1 · · · ∂αnxn
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Teorema 2.5. Sea Ω ⊂ Rn un abierto de clase C1 y f ∈ C1
(
Ω
)

Entonces:∫
Ω

Dαf (x) dx =

∫
∂Ω

f (x)V α (x) dS, ∀α ∈ Nn
0 : |α| = 1

donde V (x) = (V1 (x) , . . . , Vn (x)) denota el vector normal unitaria exterior ∂Ω en x y

dS su medida de Lebesgue (n− 1)−dimensional.

Teorema 2.6. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado de clase C1 y f, g ∈ C1
(
Ω
)

Entonces∫
Ω

Dαf (x) g (x) dx = −
∫
∂Ω

f (x)Dαg (x) dx+

∫
∂Ω

f (x) g (x)V αg (x) dS, ∀α ∈ Nn
0 : |α| = 1

Teorema 2.7. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado de clase C1 y f, g ∈ C2
(
Ω
)
. Entonces:

i)
∫
Ω

∆f (x) dx =
∫
∂Ω

∂f(x)
∂V

dS

ii)
∫
Ω

∇f (x) · ∇g (x) dx = −
∫
Ω

f (x) ∆g (x) dx+
∫
∂Ω

∂g(x)
∂V

f (x) dS

iii)
∫
Ω

{f (x) ∆g (x)− g (x) ∆f (x)} dx =
∫
∂Ω

{
f (x) ∂g(x)

∂V
− g (x) ∂f(x)

∂V

}
dS

donde ∇ =
(

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
y ∆ =

(
∂2

∂x2
1

+ . . .+ ∂2

∂x2
n

)
son los operadores gradiente

y de Laplace, respectivamente y el śımbolo “·” en (II) denota el producto interno

Canónico de Rn

x · y = (x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) = x1y1 + · · ·+ xnyn ∀x, y ∈ Rn

Demostración. .

i) En efecto:

∫
Ω

∆f (x) dx =

∫
Ω

(
∂2

∂x2
1

+ . . .+
∂2

∂x2
n

)
f (x) dx

=

∫
Ω

∂2

∂x2
1

f (x) dx+ · · ·+
∫
Ω

∂2

∂x2
n

f (x) dx

Como por hipótesis ∂f
∂xi
∈ C1

(
Ω
)
, ∀i = 1, . . . , n; entonces al aplicar el teorema 2.5

se tiene:
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∫
Ω

∂f

∂xi
(
∂f

∂xi
)dx =

∫
∂Ω

∂f

∂xi
· VidS

Entonces ∫
Ω

∆f (x) dx =

∫
∂Ω

∂f (x)

∂x1

V1 (x) dS + · · ·+
∫
∂Ω

∂f (x)

∂xn
Vn (x) dS

=

∫
∂Ω

(
∂f (x)

∂x1

, . . . ,
∂f (x)

∂xn

)
· (V1 (x) , . . . , Vn (x)) dS

=

∫
∂Ω

∇f (x) · V (x) dS

=

∫
∂Ω

∂f (x)

∂V
dS

donde ∇f (x) · V (x) = ∂f(x)
∂V

ii) Utilizando los teoremas 2.6 y 2.7(I) se obtiene:∫
Ω

∇f (x) · ∇g (x) dx =

∫
Ω

(
∂f (x)

∂x1

, . . . ,
∂f (x)

∂xn

)
·
(
∂g (x)

∂x1

, . . . ,
∂g (x)

∂xn

)
dx

=

∫
Ω

(
∂f (x)

∂x1

∂g (x)

∂x1

+ · · ·+ ∂f (x)

∂xn

∂g (x)

∂xn

)
dx

=

∫
Ω

∂f (x)

∂x1

· ∂g (x)

∂x1

dx+ · · ·+
∫
Ω

∂f (x)

∂xn
· ∂g (x)

∂xn
dx

=−
∫
Ω

f (x)
∂2g (x)

∂x2
1

dx+

∫
∂Ω

f (x)
∂g (x)

∂x1

V1 (x) dS+ · · · −

∫
Ω

f (x)
∂2g (x)

∂x2
n

dx+

∫
∂Ω

f (x)
∂g (x)

∂xn
Vn (x) dS

=−
∫
Ω

f (x)

(
∂2g (x)

∂x2
1

, · · · , ∂
2g (x)

∂x2
n

)
dx+

+

∫
∂Ω

f (x)

(
∂g (x)

∂x1

, · · · , ∂g (x)

∂xn

)
(V1 (x) , . . . , Vn (x)) dS

=−
∫
Ω

f (x) ∆g (x) dx+

∫
∂Ω

f (x)∇g (x)V (x) dS

=−
∫
Ω

f (x) ∆g (x) dx+

∫
∂Ω

f (x)
∂g (x)

∂V
dS
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iii) Por el teorema 2.7(II) se tiene∫
Ω

∇f (x) · ∇g (x) dx = −
∫
Ω

f (x) ∆g (x) dx+

∫
∂Ω

∂g (x)

∂V
f (x) dS

y ∫
Ω

∇g (x) · ∇f (x) dx = −
∫
Ω

g (x) ∆f (x) dx+

∫
∂Ω

∂f (x)

∂V
g (x) dS

restando miembro a miembro estas dos igualdades y aprovechando la conmutatividad

del producto interno se obtiene:

0 = −
∫
Ω

f (x) ∆g (x) dx+

∫
∂Ω

∂g (x)

∂V
f (x) dS +

∫
Ω

g (x) ∆f (x) dx+

∫
∂Ω

∂f (x)

∂V
g (x) dS

lo cual implica la igualdad dada en (III)

SECCIÓN 2.2

Espacios de Sobolev

2.2.1 Espacios de Sobolev y Normas en los espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son conjuntos de funciones que juegan un rol absolutamente

fundamental en el análisis de ecuaciones en derivadas parciales. Principalmente cuando

se estudia las soluciones generalizadas.

En esta sección se definirán los Espacios de Sobolev, Normas, Teoremas y Resultados

Importantes.

Definición 2.4. Sea m ∈ N0, 1 6 p 6∞, El subconjunto Wm,p (Ω) de Lp (Ω) es definido

como

Wm,p (Ω) = {T ∈ Lp(Ω) : DαT ∈ Lp (Ω) , ∀α ∈ Nn
0 , |α| 6 m}

La notación DαT corresponde a la derivada distribucional de orden |α| de T . Note que

Lp (Ω) es identificado con W 0,p (Ω). En otras palabras Wm,p(Ω) contiene a las distribu-

ciones regulares que pueden ser identificadas (de manera única con elementos de Lp(Ω))

y cuyas derivadas distribucionales hasta el orden m, inclusive, están en Lp(Ω).
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Ejemplo 2.2. Sean ε,Ω y f como en el ejemplo (2.1) , entonces f ∈ W 1,2(Ω) = H2(Ω)

En efecto, se tiene que por definición

H2(Ω) = {f ∈ L2(Ω) :
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂2f

∂x∂y
,
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
∈ L2(Ω) c.t.p en Ω}

Notemos que

∂f

∂x
(x1, x2) =

∂f

∂y
(x1, x2) = − 1

(x1 + x2)2
, (2.8)

∂2f

∂x∂y
(x1, x2) =

∂2f

∂x2
(x1, x2) =

∂2f

∂y2
(x1, x2) =

2

(x1 + x2)3
, (2.9)

Puesto que ya se probó que f ∈ L2(Ω), por (2.8) y (2.9) solo nos resta probar que

∂f
∂x
, ∂2f
∂x∂y
∈ L2(Ω)

Procediendo en forma análoga al ejemplo (2.1) se tiene

∫
Ω

|∂f
∂x

(x1, x2)|2dx2dx1 =

∫ 1

ε

∫ 1−x1

ε

1

(x1 + x2)4
dx2dx1

Integrando con respecto a la variable x2 se sigue

∫
Ω

|∂f
∂x

(x1, x2)|2dx2dx1 =

∫ 1

ε

−[
1

3(x1 + x2)3
}1−x1

ε ]dx1

Evaluando la integral anterior se tiene

∫
Ω

|∂f
∂x

(x1, x2)|2dx2dx1 =
1

3

∫ 1

ε

[
1

(x1 + ε)3
− 1]dx1

Ahora integrando con respecto a la variable x1 y evaluando se obtiene

∫
Ω

|∂f
∂x

(x1, x2)|2dx2dx1 =
1

3
[

1

8ε2
+ ε− 1

2(1 + ε)2
− 1] <∞ (2.10)

Por otra parte, se tiene

∫
Ω

| ∂
2f

∂x∂y
(x1, x2)|2dx2dx1 = 4

∫ 1

ε

∫ 1−x1

ε

1

(x1 + x2)6
dx2dx1

Integrando con respecto a la variable x2 se sigue

∫
Ω

|∂
2f

∂x2
(x1, x2)|2dx2dx1 = 4

∫ 1

ε

−1

5
[

1

(x1 + x2)5
}1−x1

ε ]dx1

Evaluando la integral anterior se tiene
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∫
Ω

|∂
2f

∂x2
(x1, x2)|2dx2dx1 =

4

5

∫ 1

ε

[
1

(x1 + ε)5
− 1]dx1

Ahora integrando con respecto a la variable x1 y evaluando se obtiene

∫
Ω

|∂
2f

∂x2
(x1, x2)|2dx2dx1 =

4

5
[

1

64ε4
+ ε− 1

4(1 + ε)4
− 1] <∞ (2.11)

De (2.10),(2.11) y como f ∈ L2(Ω) se sigue que f ∈ W 1,2(Ω) = H2(Ω).

2.2.2 Teoremas y Resultados Importantes

Proposición 2.1. Wm,p (Ω) es un Espacio Vectorial Real

Proposición 2.2. El Espacio Vectorial Wm,p (Ω) es un Espacio Normado con la siguiente

norma

‖f‖Wm,p =
m∑
|α|=0

‖Dαf‖Lp

Proposición 2.3. El Espacio Vectorial Normado Wm,p (Ω) es un Espacio de Banach.

Demostración. Se demuestra en primer lugar el caso m = 1 y posteriormente el caso

general

Caso m = 1.

Sea {fj}j∈N una sucesión de Cauchy en W 1,p (Ω), entonces por definicion de W 1,p (Ω), se

sigue que {fj}j∈N ⊂ Lp (Ω) y
{
∂fj
∂xi

}
j∈N
⊂ Lp (Ω) ∀i = 1, . . . , n, son sucesiones de Cauchy

en Lp (Ω), el cual por ser completo implica la existencia de f, gi ∈ Lp (Ω) tal que

ĺım
j→∞

fj = f y ĺım
j→∞

∂fj
∂xi

= gi ∀i = 1, . . . , n en Lp (Ω) .

Se demuestra ahora que f ∈ W 1,p (Ω). Para esto se prueba que
{
∂f
∂xi

}
= gi ∀i = 1, . . . , n

Sea ϕ ∈ C∞ (Ω), utilizando el hecho que ĺım
j→∞

∂fj
∂xi

= gi ∀i = 1, . . . , n se tiene
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∫
Ω

gi (x)ϕ (x) dx =

∫
Ω

ĺım
j→∞

∂fj (x)

∂xi
ϕ (x) dx

= ĺım
j→∞

∫
Ω

∂fj (x)

∂xi
ϕ (x) dx

(2.12)

Ahora, utilizando el hecho que ϕ ∈ C∞ (Ω) se anula en ∂Ω, por lo que al integrar por

partes la expresión anterior se obtiene:

∫
Ω

gi (x)ϕ (x) dx = − ĺım
j→∞

∫
Ω

fj (x)
∂ϕ (x)

∂xi
dx (2.13)

Puesto quefj ∈ Lp (Ω) y C∞(Ω) son densas en cualquier espacio de Lebesgue Lq, se sigue

que ∂ϕ
∂xi

puede ser considerado en cualquier espacio Lq (Ω), por lo que de manera particular

para q = p/(p− 1), se aplica la desigualdad de Hölder y se conmuta la integral con el ĺımite

en la última expresión, es decir∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

fj (x)
∂ϕ (x)

∂xi
dx−

∫
Ω

f (x)
∂ϕ (x)

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
Ω

|fj (x)− f (x)|
∣∣∣∣∂ϕ (x)

∂xi

∣∣∣∣ dx
6‖fj − f‖Lp(Ω)

∥∥∥∥ ∂ϕ∂xi
∥∥∥∥
Lq(Ω)

y como el miembro derecho converge a cero cuando j →∞, se tiene que:

ĺım
j→∞

∫
Ω

fj (x)
∂ϕ (x)

∂xi
dx =

∫
Ω

f (x)
∂ϕ (x)

∂xi
dx

entonces de (2.13) ∫
Ω

gi (x)ϕ (x) dx = −
∫
Ω

f (x)
∂ϕ (x)

∂xi
dx

Puesto que ϕ ∈ C∞(Ω), las cuales son de soporte compacto, es decir se anulan sobre la

frontera de Ω, al integrar por partes se obtiene:∫
Ω

gi (x)ϕ (x) dx = −
∫
Ω

∂f (x)

∂xi
ϕ (x) dx

Aśı en el sentido de las distribuciones

∂f

∂xi
= gi ∀i = 1, . . . , n
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Por lo tanto como gi ∈ Lp (Ω) ,∀i = 1, . . . , n, sumándolo al hecho de que f ∈ Lp (Ω) se

concluye que f ∈ W 1,p (Ω).

Caso m > 1. Por argumentos similares al caso anterior, si {fj}j∈N ⊂ Wm,p (Ω) es una

sucesión de Cauchy se tiene en primera instancia que:

{fj}j∈N ⊂ Lp (Ω) y {Dαfj}j∈N ⊂ Lp (Ω) , ∀α ∈ Nn
0 : |α| 6 m

y además ambas son sucesiones de Cauchy en Lp (Ω). Por la completitud de este espacio

se sigue que existen f, gα ∈ Lp (Ω) tal que:

ĺım
j→∞

fj = f y ĺım
j→∞

Dαfj = gα, ∀α ∈ Nn
0 : |α| 6 m, enLp (Ω)

Luego, para cada ϕ ∈ C∞ (Ω) se tiene:

∫
Ω

gα (x)ϕ (x) dx =

∫
Ω

ĺım
j→∞

Dαfj (x)ϕ (x) dx

= ĺım
j→∞

∫
Ω

Dαfj (x)ϕ (x) dx

Ahora, utilizando el hecho que ϕ ∈ C∞ (Ω) se anula en ∂Ω, por lo que al integrar por

partes la expresión anterior se obtiene:

∫
Ω

gα (x)ϕ (x) dx =(−1)|α| ĺım
j→∞

∫
Ω

fj (x)Dαϕ (x) dx

=(−1)|α|
∫
Ω

ĺım
j→∞

fj (x)Dαϕ (x) dx

Puesto que ϕ ∈ C∞(Ω), las cuales son de soporte compacto, es decir se anulan sobre la

frontera de Ω, al integrar por partes se obtiene:

∫
Ω

gα (x)ϕ (x) dx =(−1)|α|
∫
Ω

f (x)Dαϕ (x) dx, ∀α ∈ Nn
0 : |α| 6 m

Entonces, en el sentido distribucional se deduce que

Dαf = gα, ∀α ∈ Nn
0 : |α| 6 m

lo cual implica que f ∈ Wm,p (Ω)
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Teoremas de Inclusión

El objetivo de esta sección es exponer algunas de las inclusiones continuas entre espacios

de Sobolev. Por ejemplo debido a la inclusión continua Lq (Ω) ⊂ Lp (Ω), para Ω acotado

y 1 6 p 6 q 6∞ es posible el siguiente Teorema:

Teorema 2.8. Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado, m ∈ N y 1 6 p 6 q entonces Wm,q (Ω) ↪→
Wm,p (Ω) continuamente

En general estas inclusiones estén expresadas en términos del exponente de Sobolev, el

cual se define a continuación.

Definición 2.5. El número p∗, llamado exponente de Sobolev, se define por

1

p∗
=

1

p
− m

n

Teorema 2.9. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado de clase C1,m ∈ N y p ∈ [1,∞[,

las siguientes inclusiones son continuas

Wm,p (Ω) ↪→


Lp
∗

(Ω) m <
(
n/p

)
Lq (Ω) m =

(
n/p

)
q ∈ [1,∞[

L∞ (Ω) m >
(
n/p

)
en tanto que las inclusiones

Wm,p (Ω) ↪→


Lq (Ω) m <

(
n/p

)
p ∈ [1, p∗[

Lq (Ω) m =
(
n/p

)
q ∈ [1,∞[

C0
(
Ω
)

m >
(
n/p

)
Son compactas

Observación 2.1. Un tipo de inclusiones continuas no menos importante que las enun-

ciadas en el teorema anterior es el siguiente:

Wm,p (Ω) ↪→ Ck
(
Ω
)

para m >
(
n/p

)
, k = m−

(
n/p

)
y Ω ⊂ Rn abierto acotado de clase C1

Los siguientes resultados serán de utilidad en el siguiente caṕıtulo y su prueba puede

revisarse en [8]
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Teorema 2.10. (Desigualdad de Poincaré) Sea p, tal que 1 ≤ p <∞ y Ω ⊂ Rn de clase

Ck, donde k = {1, 2, ...}. Entonces existe una constante M = M(Ω, p), tal que para cada

función u del espacio de Sóbolev W 1,p
0 (Ω) se tiene: ‖u‖Lp(Ω) ≤M‖∇u‖Lp(Ω)

Teorema 2.11. Sea Ω ⊂ Rn de clase Ck, donde k = {1, 2, ...}. Asuma que p > 1, k− n
p
> 0

y k − n
p

no es entero. Entonces W k,p(Ω) ↪→ Ck−n
p (Ω).

SECCIÓN 2.3

Espacios de Funciones Holderianas

2.3.1 Definición y Normas en los espacios de funciones

Holderianas

Sea Ω un dominio en Rn. Para k = 0, 1, 2, . . . se denota Ck
loc (Ω) el conjunto de todas las

funciones u = u (x) cuyas derivadas Dαu para |α| 6 k son continuas en Ω.

sea

|u|0;Ω = [u]0;Ω = sup
Ω
|u| ; [u]k;Ω = máx

|α|=k
|Dαu|0;Ω (2.14)

Definición 2.6. Para k = 0, 1, 2, . . . el espacio Ck (Ω) es el espacio de Banach de todas

las funciones u ∈ Ck
loc (Ω) para la cual la siguiente norma

|u|k;Ω =
k∑
j=0

[u]j;Ω (2.15)

es finita.

Si 0 < δ < 1, u es llamado continuo Holderiano con exponente δ en Ω si la seminorma

[u]δ;Ω = sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u (x)− u (y)|
|x− y|δ

es finito (2.16)

Esta semi norma es llamada constante Holderiana de u de orden δ. Si el segundo miembro

de la ecuación (2.16) es finito para δ = 1, la función u es llamada continua Lipsschitz en

Ω, dado por

[u]k+δ;Ω = máx
|α|=k

[Dαu]δ;Ω (2.17)
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Definición 2.7. Para 0 < δ < 1 y k = 0, 1, 2, . . . el espacio Holderiano Ck+δ (Ω) es el

Espacio de Banach de todas las funciones u ∈ Ck (Ω) para lo cual la norma

[u]k+δ;Ω = [u]k;Ω + [u]k+δ;Ω (2.18)

es finita

Observación 2.2. Probaremos que Ck+δ (Ω) es un Espacio de Banach

Demostración. Sea {un} una sucesión de Cauchy en Ck+δ (Ω). Estas Funciones son equia-

cotadas y equicontinuas en algún subdominio compacto en Ω

Por lo tanto existe una subsecuencia {un1} la cual converge uniformemente a una función

u en algún subdominio compacto de Ω. Obviamente u es acotada y continua en Ω. El

mismo argumento puede ser repetido para alguna derivada de {un} de orden superior e

incluyendo k.

Además las subsucesiones correspondientes pueden ser las mismas y luego del cálculo se

tiene que u tiene k derivadas las cuales son limitadas y continuas en Ω.

∀α con |α| = k y ∀x, y ∈ Ω se tiene:

|[Dαu (x)−Dαu (y)]− [Dαun (x)−Dαun (y)]|

6 ĺım
m→∞

sup |[Dαum (x)−Dαum (y)]− [Dαun (x)−Dαun (y)]|

6|x− y|δ ĺım
m→∞

sup [Dαum −Dαun]δ;Ω

Del mismo modo podemos considerar Dαu (x)−Dαun (x) para |α| 6 k se tiene que

|u− un|k+δ;Ω 6 ĺım
m→∞

sup [um − un]k+δ;Ω

y que la última expresión va a cero cuando n→∞
Por lo tanto la sucesión de Cauchy {un} converge hacia la función u, en la norma de

Ck+δ (Ω) .

Ejemplo 2.3. Dado r > 0, considerese la circunferencia con centro en el origen y radio

r, denotada por B((0, r). Definamos el conjunto

Ω = {(x1, x2) ∈ B((0, r) : x1 + x2 > r}

y la función f sobre Ω, con valores reales, dada por la siguiente regla de correspondencia,

f(z1, z2) = 1
z1+z2
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A continuación se prueba que f ∈ C 1
2 (Ω).

En efecto:

|f(x1, x2)− f(y1, y2)|
‖(x1, x2)− (y1, y2)‖ 1

2

=
|(y1 − x1) + (y2 − x2)|

(
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)
1
2

≤ |y1 − x1|+ |y2 − x2|
A(
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)
1
2

, con A = |(x1 + x2)(y1 + y2)|
Tomando extremos se obtiene

|f(x1, x2)− f(y1, y2)|
‖(x1, x2)− (y1, y2)‖ 1

2

≤ |y1 − x1|+ |y2 − x2|
(
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)
1
2 |(x1 + x2)(y1 + y2)|

Asimismo, se sabe que

|y1 − x1| ≤
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (2.19)

e

|y2 − x2| ≤
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (2.20)

Usando (2.19) y (2.20), se deduce que

|f(x1, x2)− f(y1, y2)|
‖(x1, x2)− (y1, y2)‖ 1

2

≤
2
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

[
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2]
1
2 [|(x1 + x2)(y1 + y2)|]

Simplificando la expresión anterior se obtiene

|f(x1, x2)− f(y1, y2)|
‖(x1, x2)− (y1, y2)‖ 1

2

≤
2[
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2]
1
2

|(x1 + x2)(y1 + y2)|

Puesto que (x1, x2), (y1, y2) ∈ Ω, entonces

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 = 2r sen(

θ

2
) (2.21)

y

x1 + x2 > r, y1 + y2 > r ⇒ |(x1 + x2)(y1 + y2)| > r2 (2.22)

donde θ es el ángulo formado por los vectores (x1, x2) e (y1, y2)

De (2.22) se sigue que
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1

|(x1 + x2)(y1 + y2)|
<

1

r2
(2.23)

De (2.21) y De (2.23) se deduce que

|f(x1, x2)− f(y1, y2)|
‖(x1, x2)− (y1, y2)‖ 1

2

≤
2
√

2r sen( θ
2
)

r2
(2.24)

Simplificando se obtiene

|f(x1, x2)− f(y1, y2)|
‖(x1, x2)− (y1, y2)‖ 1

2

≤
2
√

2 sen( θ
2
)

r
1
2

(2.25)

Haciendo α =
2
√

2 sen( θ
2

)

r
1
2

> 0, se tiene que

|f(x1, x2)− f(y1, y2)|
‖(x1, x2)− (y1, y2)‖ 1

2

≤ α (2.26)

Por lo tanto f ∈ C 1
2 (Ω).

2.3.2 Espacios de Hölder Parabólico

En Rn+1 se define la distancia Parabólica entre los puntos z1 = (t1;x1); z2 = (t2;x2) como:

ρ (z1, z2) = |x1 − x2|+ |t1 − t2|
1
2

Observación 2.3. Sea u una función definida sobre un dominio Q ⊂ Rn+1, entonces

denotaremos

[u] δ
2
,δ,Q = sup

z1 6=z2
z∈Q

|u (z1)− u (z2)|
ρδ (z1, z2)

, [u] δ
2
,δ,Q = [u]0,Q + [u] δ

2
,δ,Q

Aśı C
δ
2
,δ (Q) denota al espacio de todas las funciones u tal que [u] δ

2
,δ,Q < ∞. Mientras

que, el conjunto C1+ δ
2
,2+δ (Q), llamado espacio de Hölder Parabólico, denota al conjunto

de todas las funciones reales u (z) definidas sobre Q, las cuales satisfacen las siguientes

desigualdades:

[u]1+ δ
2
,2+δ,Q := [ut] δ

2
,δ,Q +

n∑
i,j=1

[uxixj ] δ
2
,δ,Q <∞
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|u|1+ δ
2
,2+δ,Q := |u|0,Q + |ux|0,Q + |ut|0,Q +

n∑
i,j=1

|uxixj |0,Q + [u]1+ δ
2
,2+δ,Q <∞

De manera análoga a la observación (2.2) se prueba que C
δ
2
,δ (Q) y C1+ δ

2
,2+δ (Q) son

espacios de Banach.

Si el dominio Q no es convexo, entonces cualquier función u ∈ C1+ δ
2
,2+δ (Q) es una función

uniformemente continua sobre Q y admite una única extensión continua en Q. Por lo tanto

podemos hablar sin ambiguedad acerca de los valores de la función u ∈ C1+ δ
2
,2+δ (Q) sobre

∂Q. También note que a partir de la desigualdad elemental

|u (z1) v (z1)− u (z2) v (z2)| 6 |u (z1)| · |v (z1)− v (z2)|+ |v (z2)| · |u (z1)− u (z2)|

Obtenemos la siguiente desigualdad:

[uv] δ
2
,δ,Q 6 |u|0,Q · [v] δ

2
,δ,Q + |v|0,Q · [u] δ

2
,δ,Q ∀u, v ∈ C

δ
2
,δ (Q)

Observación 2.4. Supongase que un ∈ C1+ δ
2
,2+δ (Q) es una sucesión tal que |un|1+ δ

2
,2+δ,Q

es acotada, entonces existe una subsucesión {vn} de {un} y una función u ∈ C1+ δ
2
,2+δ (Q)

tal que vn, vnx, vnt, vnxx converge a u, ux, ut, uxx en C (Γ) siempre que Γ ⊂ Q sea compacto

y |un|1+ δ
2
,2+δ,Q 6 ĺım ı́nf |vn|1+ δ

2
,2+δ,Q



Caṕıtulo 3

Solución del problema Inverso de

Identificación de Parámetros de un modelo

Epidémico SIR reacción - difusión

mediante control óptimo

En este capitulo es un principio daremos a conocer:

Problema Directo

El problema directo para el sistema (1.1)-(1.3), consiste en determinar una terna

(S, I, R) que satisfaga dicho sistema.

Solución del Problema Directo

La terna (S, I, R) se dice que es solución del sistema (1.1)-(1.3), si satisface dicho

sistema.

Problema Inverso

En nuestro caso, el problema inverso consiste en lo siguiente: Determinar los paráme-

tros β, µ, v tal que en el tiempo final t = T la solución del sistema (1.1)-(1.3) es

cercana a los datos en el tiempo t = T :

(S, I, R)(x, T ) = (Sobs, Iobs, Robs) (3.1)

26
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• Modelo SI

Este modelo consiste de dos ecuaciones diferenciales

dS

dt
=
λIS (t)

N
dI

dt
=
λI (t)S (t)

N

En donde S e I representa a los individuos de la población total N susceptibles

de ser infectados e individuos infectados, respectivamente, aqúı: N = I + S

y λ es la tasa de contacto entre los individuos susceptibles y los individuos

infectados.

• Modelo SIS

Este modelo se formula también como un sistema de dos ecuaciones diferen-

ciales, el cual se muestra a continuación

dS

dt
=− λI (t)S (t)

N
+ µI (t)

dI

dt
=
λI (t)S (t)

N
− µI (t)

aqúı µ representa la tasa de recuperación de los infectados.

• Modelo SIR

Este modelo en su forma más simple puede formularse como sigue:

dS

dt
=− λI (t)S (t)

N
dI

dt
=
λI (t)S (t)

N
− µI (t)

dR

dt
=µI (t)

En donde R representa a los individuos recuperados de la infección. En lo que

sigue estudiaremos el problema (1.1)-(1.3) desde el punto de vista de los pro-

blemas inversos es decir estudiaremos el problema inverso de la identificación

de los coeficientes para el modelo de reacción - difusión tipo SIR (1.1)-(1.3)

el cual modela la trasmisión de una enfermedad de tipo SIR, aplicando los

técnicas de la teoŕıa de control óptimo con el fin de deducir una condición ne-

cesaria de optimalidad, estabilidad y unicidad local de la solución del sistema

(1.1)-(1.3)
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SECCIÓN 3.1

Existencia del Minimizador para el Modelo Epidémico SIR

Reacción - Difusión

3.1.1 Presentación del Problema de Control para el Modelo

Epidémico SIR Reacción - Difusión

Históricamente la teoŕıa de los problemas inversos, se inicia en la década de los sesenta

con los trabajos de Tijonov, en los cuales introdujo los métodos de regularización para

problemas mal puestos, abriendo aśı una ĺınea de investigación que hoy tiene gran acep-

tación en la comunidad académica. Los problemas inversos aparecen en muchos campos,

tales como, electromagnetismo, acústica, elasticidad, mecánica cuántica, electrodinámica,

dinámica poblacional, imágenes médicas ópticas, etc. Y desde su aparición han jugado un

rol muy importante en el desarrollo de la tecnoloǵıa, por ejemplo en el diseño de estra-

tegias para el control de enfermedades infecciosas, análisis de imágenes médicas, diseño

de prótesis, etc. Por otra parte, la teoŕıa de control es ampliamente usada en el control

de la propagación de enfermedades, tales como en los modelos matemáticos tipo SIS,

SIR, con tratamiento y vacunación. La movilidad de la población mundial origina que el

contagio de una enfermedad entre poblaciones que se encuentran geográficamente muy

distantes sea ahora muy factible, de alĺı la necesidad de incorporar la variable espacial en

los modelos tipo SIS, SIR, etc. Es decir que los modelos a estudiar ya no son sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias sino sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, los

cuales śı incorporan la variable espacial ausente en los modelos v́ıa sistemas de ecuaciones

diferenciales ordinarias. Una dificultad en la solución de problemas inversos lo constitu-

ye el hecho, que en la mayoŕıa de los casos son problemas “mal puestos”, por ello, es

que en los últimos años se ha implementado una técnica alaternativa, la cual consiste en

transformar el problema inverso en un problema de optimización, y luego resolver este

problema usando métodos de la teoŕıa del control. Esta técnica es la que proponemos en

este trabajo. Espećıficamente en este trabajo, nosotros estamos interesados en la solución

del problema inverso de identificación de los coeficientes de un modelo epidémico SIR

reacción-difusión para la transmisión de una enfermedad, mediante control óptimo , dado
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por el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (1.1)-(1.3), derivado del art́ıculo [6]

(ver también [5])

Por otro lado, notemos que si sumamos las tres ecuaciones del sistema (1.1) obtenemos

∂

∂t
(S + I +R)− α∆(S + I +R) = 0 (3.2)

Integrando sobre Ω obtenemos

∂

∂t

∫
Ω

(S + I +R)dx = α

∫
Ω

∆(S + I +R)dx

Usando la primera identidad de Green, se deduce que∫
Ω

χΩ∆(S + I +R)dx =

∫
∂Ω

χΩ
∂

∂η
(S + I +R)dS −

∫
Ω

∇(S + I +R)∇χΩdx

Puesto que ∇χΩ = 0, y que por (1.2) ∂
∂η

((S + I +R)) = 0, entonces∫
Ω

∆(S + I +R)dx =

∫
Ω

χΩ∆(S + I +R)dx = 0

de donde se sigue que

∂

∂t

∫
Ω

(S + I +R)dx = 0

Lo cual implica que el tamaño total de la población es constante∫
Ω

(S + I +R)dx = N, ∀t ≥ 0 (3.3)

A lo largo de este trabajo, la población total,N , es una constante positiva fija, y puesto que

también suponemos que α = 1, entonces el sistema (1.1), podemos reducirlo al siguiente

sistema

∂tS −∆S = µ(x)N − µ(x)S − β(x)SI , x ∈ Ω, t > 0,

∂tI −∆I = −(µ(x) + ν(x))I + β(x)SI , x ∈ Ω, t > 0

 (3.4)

junto con las condiciones de borde homogéneas de Neumann

∂S

∂η
=
∂I

∂η
= 0, x ∈ Ω, t > 0 (3.5)

y con las siguientes condiciones iniciales

S(x, 0) = S0 ≥ 0, I(x, 0) = I0 ≥ 0, x ∈ Ω (3.6)
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Notemos que se puede determinar R(x, t) de la ecuación R(x, t) = N − S(x, t)− I(x, t) o

de la tercera ecuación del sistema (1.1).

De lo anterior, si hacemos Z = S + I, sumando las ecuaciones de 3.4 y considerando

condiciones de borde homogéneas de Neumann 3.5, se obtiene el siguiente sistema

∂tZ −∆Z = 0 , (x, t) ∈ Q,
Z(x, 0) = S0 + I0 , x ∈ Ω
∂Z(x,t)
∂η

= 0 , x ∈ ∂Ω, t > 0

 (3.7)

Cuya única solución queda garantizada usando la llamada teoŕıa de Schauder para ecua-

ciones parábolicas, la cual consiste en aplicar el principio del máximo al sistema 3.7,

junto con resultados clásicos de DiBenedetto, para aśı determinar que esta solución

Z ∈ (C2+θ,1+ θ
2 (Ω× (0, T ]). De lo anterior, para el sistema (1.1)-(1.3), se deduce el si-

guiente resultado

Teorema 3.1. Sea 0 < θ < 1. Entonces para cualquier coeficiente β(x), µ(x), ν(x) ∈
Cθ(Ω) y para las condiciones iniciales S0(x), I0(x), R0(x) ∈ C2,θ(Ω) y S0(x) + I0(x) +

R0(x) ≥ L0 > 0, el sistema (1.1)-(1.3), con α = 1, admite una única solución, denotada por

(S(x, t), I(x, t), R(x, t). Además para cualquier T ∈ (0,+∞), (S(x, t), I(x, t), R(x, t)) ∈
(C2+θ,1+ θ

2 (Ω× (0, T ])3 y (S(x, t), I(x, t), R(x, t)) son acotadas en Ω× [0, T ].

Demostración. (Ver [7])

Para el caso del problema inverso, asumimos que tenemos mediciones de las variables

S, I, R en el tiempo final T (ver 3.1 ) Aśı el problema inverso se formula como sigue:

“Hallar los coeficientes β(x), µ(x), ν(x) tal que en el tiempo t = T la solución del sistema

(1.1)-(1.3) está muy cerca de los datos observados 3.1”. Para conseguir este objetivo, se

estudia el funcional cuadrático

J : [L2(Ω)]3 × [H2(Ω)]3 → R

llamado funcional de costo, definido por

J
(
y,
∑)

=
1

2

3∑
i=1

∥∥∥yi (x, T ;
∑)

− yobsi
(
x, T ;

∑)∥∥∥2

L2(Ω)
+
C

2

3∑
i=1

∥∥∥∇∑ i

∥∥∥2

L2(Ω)
, (3.8)



3.1. Existencia del Minimizador para el Modelo Epidémico SIR Reacción - Difusión 31

donde y = (S, I, R) ,
∑

= {β (x) , µ (x) , v (x)}. Por lo cual el problema inverso se forma-

liza como el siguiente problema optimización

Hallar (y,Σ) = (S, I, R, β, µ, ν) tal que

J(y,Σ) = ı́nf
(y,Σ)∈Uad

J(y,Σ)

sujeto a

y = y(x, t,Σ) (3.9)

solución de (1.1)-(1.3)

donde y = (S, I, R),Σ = {β(x), µ(x), ν(x)}, θ ∈ (0, 1) y Uad es el conjunto admisible

definido como sigue

Uad = {(S, I, R, β, µ, ν) : (β, µ, ν) ∈ A, J(y1, y2, y3, β, µ, ν) <∞} con

A = {Σ = {β(x), µ(x), ν(x)} : 0 < Σi < 1,∀x ∈ Ω,∇Σi ∈ L2(Ω), i = 1, 3}

3.1.2 Existencia del Minimizador

En esta y la subsección siguiente, se siguen las ideas de [4]-[7]

Teorema 3.2. Asuma que (y1, y2, y3) es la solución del sistema (3.4)-(3.6). Entonces existe

un minimizador
(
y1, y2, y3, β, µ, ν

)
tal que:

J
(
y1, y2, y3, β, µ, ν

)
= Inf

(y1,y2,y3,β,µ,ν)∈Uad
J (y1, y2, y3, β, µ, ν)

Demostración. La prueba se hace en dos etapas.

En la primera etapa se prueba que Uad 6= ∅
En la segunda etapa se prueba la existencia del minimizador

(
y1, y2, y3, β, µ, ν

)
.

1era Etapa Dq Uad 6= ∅

Supóngase que β(x), µ(x), ν(x) ∈ H2(Ω), luego para 0 < θ < 1
2
, de acuerdo con el teo-

rema de Krylov 2.11, considerando k = 2, n = 3, p = 2, se deduce la siguiente inclusión:

∀θ ∈
]
0, 1

2

]
: H2 (Ω) ↪→ Cθ (Ω), de donde se sigue que β(x), µ(x), ν(x) ∈ Cθ (Ω). Además

asuma que S0, I0, R0 satisfacen las condiciones que se les exije en el Teorema 3.1. Por lo
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tanto existe una única terna (S, I, R) que es solución del problema directo (3.4)-(3.6).

Supóngase, que β(x), µ(x), ν(x) > 1,∀x ∈ Ω, en tal caso definamos

i) β1 (x) = 1
β(x)

ii) µ1 (x) = 1
µ(x)

iii) ν1 (x) = 1
ν(x)

Es claro que

0 < β1(x), µ1(x), ν1(x) < 1, ∀x ∈ Ω (3.10)

y además que β1(x), µ1(x), ν1(x) ∈ H2(Ω), de donde se sigue que

∇β1,∇µ1,∇ν1 ∈ L2(Ω) (3.11)

De (3.10) y (3.11), obtenemos que

β1, µ1, ν1 ∈ A (3.12)

Además del hecho que β1(x), µ1(x), ν1(x) ∈ H2(Ω), se deduce que β1(x), µ1(x), ν1(x) ∈
Cθ(Ω), entonces (S, I, R, β1, µ1, ν1) satisfacen el problema directo (3.4)-(3.6).

De donde se sigue que

1

2

3∑
i=1

∥∥∥yi (x, T,∑)
− yobsi

(
x, T,

∑)∥∥∥2

L2(Ω)
<∞ (3.13)

y

C

2

3∑
i=1

∥∥∥∇∑
i

∥∥∥2

L2(Ω)
<∞ (3.14)

Entonces de (3.13) y (3.14) obtenemos que

J (S, I, R, β1, µ1, ν1) <∞ (3.15)

Luego de (3.12) y (3.15), deducimos que (S, I, R, β1, µ1, ν1) ∈ Uad
por lo tanto Uad 6= Φ

2da Etapa Consideramos una sucesión (yn1 , y
n
2 , y

n
3 , βn, µn, νn) ⊂ Uad 6= Φ tal que

ĺım
n→∞

J (yn1 , y
n
2 , y

n
3 , βn, µn, νn) = Inf

(y1,y2,y3,β,µ,ν)∈Uad
J (y1, y2, y3, β, µ, ν) .
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Puesto que la sucesión (yn1 , y
n
2 , y

n
3 , βn, µn, νn) ⊂ Uad, entonces por definición de J , se sigue

que

J (yn1 , y
n
2 , y

n
3 , βn, µn, νn) <∞

, luego ∃K0 > 0 tq

J (yn1 , y
n
2 , y

n
3 , βn, µn, νn) 6 K0 (3.16)

De acuerdo con el teorema de Krylov 2.11, considerando k = 2, n = 3, p = 2, se

obtiene que: ∀θ ∈
]
0, 1

2

]
: H2 (Ω) ↪→ Cθ (Ω) De donde podemos elegir subsucesión

(βnk) , (µnk) , (νnk) de (βn) , (µn) , (νn) respectivamente, tal que

3∑
i,j=1

‖Dijβnk‖2
L2(Ω);

3∑
i,j=1

‖Dijµnk‖2
L2(Ω);

3∑
i,j=1

‖Dijνnk‖2
L2(Ω) <∞ (3.17)

Sin perdida de generalidad, denotamos a estas subsucesiones como (βn) , (µn) , (νn) usando

(3.16) y (3.17), se deduce

‖βn‖C 1
2 (Ω)

+ ‖µn‖C 1
2 (Ω)

+ ‖νn‖C 1
2 (Ω)

<∞

De donde se sigue que βn → β;µn → µ; νn → ν en C
1
2 (Ω), por lo cual tenemos que

β, µ, ν ∈ A (ya que la convergencia es uniforme).

Por otra parte como para cualquier 0 6 s < r tenemos que Cr (Ω) ↪→ Cs (Ω) de forma

compacta, se sigue que

(βn, µn, νn)→
(
β̄, µ̄, ν̄

)
∈ C

1
2 (Ω) ∩ A

, Uniformemente en Cθ (Ω) , θ ∈
]
0, 1

2

]
.

En forma análoga, deducimos que existen subsucesiones de (yn1 ) , (yn2 ) e (yn3 ) , que deno-

taremos de igual manera tal que

‖yn1 ‖C 1
2 ,

1
4 (Q)

+ ‖yn2 ‖C 1
2 ,

1
4 (Q)

+ ‖yn3 ‖C 1
2 ,

1
4 (Q)

<∞

De donde se sigue que:

‖yn1 ‖C2+ 1
2 ,1+ 1

4 (Q0)
+ ‖yn2 ‖C2+ 1

2 ,1+ 1
4 (Q0)

+ ‖yn3 ‖C2+ 1
2 ,1+ 1

4 (Q0)
<∞ ∀Q0 ⊂⊂ Q

Ahora usando la inclusion Compacta Cr ↪→ Cs, 0 6 s < r, deducimos que

3∑
i=1

‖yni ‖C2+ θ
2 ,1+ θ

2 (Q0)
<∞, ∀Q0 ⊂⊂ Q
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Entonces de la observación (2.4), se obtiene que

(yn1 , y
n
2 , y

n
3 )→ (y1, y2, y3) en

[
C2+ θ

2
,1+ θ

2

(
Q
)]3

Aśı, tenemos que(
y1, y2, y3, β, µ, ν

)
es tal que

(
β, µ, ν

)
∈ A y J

(
y1, y2, y3, β, µ, ν

)
<∞ (3.18)

Solo nos resta probar que (y1, y2, y3) es solución de (1.1) - (1.3), con α = 1

P.D. (y1, y2, y3) es solución de (1.1) - (1.3), con α = 1

En efecto, de la 1era ecuación de (1.1), tenemos

∂yn1
∂t
−∆yn1 = µn (x)N − µn (x) yn1 − βn (x) yn1 y

n
2

Multiplicando la igualdad anterior por una función test adecuada V1 e integrando sobre

Ω ∫
Ω

∂yn1
∂t

V1dx−
∫
Ω

∆yn1V1dx =

∫
Ω

[µn (x)N − µn (x) yn1 − βn (x) yn1 y
n
2 ]V1dx

Integrando por partes obtenemos

−
∫
Ω

yn1
∂V1

∂t
dx+

∫
Ω

∆V1y
n
1 dx =

∫
Ω

[µn (x)N − µn (x) yn1 − βn (x) yn1 y
n
2 ]V1dx (3.19)

Por otra parte notamos que:

yn1 y
n
2 − y1y2 = (yn1 − y1) yn2 + y1 (yn2 − y2)

Y como yn1 → y1; yn2 → y2, se sigue yn1 y
n
2 → y1y2

Usando el hecho que convergencia fuerte implica convergencia débil, obtenemos:

−
∫
Ω

y1
∂V1

∂t
dx−

∫
Ω

∆V1y1dx =

∫
Ω

[
µ (x)N − µ (x) y1 − β (x) y1 y2

]
V1dx

Usando nuevamente integración por partes obtenemos∫
Ω

∂y1

∂t
V1dx−

∫
Ω

∆y1V1dx =

∫
Ω

[
µ (x)N − µ (x) y1 − β (x) y1 y2

]
V1dx

De donde obtenemos∫
Ω

[
∂y1

∂t
−∆y1 − µ (x)N + µ (x) y1 + β (x) y1 y2

]
V1dx = 0
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Aśı, deducimos que

∂y1

∂t
−∆y1 − µ (x)N + µ (x) y1 + β (x) y1 y2 = 0 C.t.p. en Ω

Por lo tanto

∂y1

∂t
−∆y1 = µ (x)N − µ (x) y1 − β (x) y1 y2 C.t.p. en Ω

Procediendo en forma análoga con la segunda ecuación de (1.1), obtenemos

−
∫
Ω

y2V1dx+

∫
Ω

∆V1y2dx =

∫
Ω

{
− [µ (x) + ν (x)] y2 + β (x) y1 y2

}
V1dx

De donde integrando por parte se obtiene∫
Ω

[
∂y2

∂t
−∆y2

]
V1dx =

∫
Ω

{
− [µ (x) + ν (x)] y2 + β (x) y1 y2

}
V1dx

Por lo tanto deducimos que se cumple:

∂y2

∂t
−∆y2 = [−µ (x) + ν (x)] y2 + β (x) y1 y2 C.t.p. en Ω

Aśı, si multiplicamos por V1 la 3ra ecuación de (1.1) y procedemos como en los casos

previos, podemos probar que se cumple:

∂y3

∂t
−∆y3 = ν (x) y2 − µ (x) y3 C.t.p. en Ω

Por lo tanto (y1, y2, y3) es solución de (1.1) - (1.3)

Aśı se prueba que
(
y1, y2, y3, β, µ, ν

)
∈ Uad, por lo que se cumple:

Inf
(y1,y2,y3,β,µ,ν)∈Uad

J (y1, y2, y3, β, µ, ν) 6 J
(
y1, y2, y3, β̄, µ̄, ν̄

)
(3.20)

Por otra parte, de la semicontinuidad débil de la norma L2, se deduce que

J
(
y1, y2, y3, β̄, µ̄, ν̄

)
6 ĺım

n→∞
J (yn1 , y

n
2 , y

n
3 , βn, µn, νn) = Inf

(y1,y2,y3,β,µ,ν)∈Uad
J (y1, y2, y3, β, µ, ν)

⇒ J
(
y1, y2, y3, β̄, µ̄, ν̄

)
6 Inf

(y1,y2,y3,β,µ,ν)∈Uad
J (y1, y2, y3, β, µ, ν) (3.21)

De 3.20 y 3.21, se deduce que

Inf
(y1,y2,y3,β,µ,ν)

J (y1, y2, y3, β, µ, ν) = J
(
y1, y2, y3, β̄, µ̄, ν̄

)
Por lo tanto

(
y1, y2, y3, β̄, µ̄, ν̄

)
es la solución optima buscada.



3.1. Existencia del Minimizador para el Modelo Epidémico SIR Reacción - Difusión 36

Sistema adjunto para el problema inverso

Denotemos por F (y) = y1y2, Fyi = ∂F
∂yi
, j = 1, 2, 3. y también

F1(x, t) = −µ(x)N + µ(x)y1 + β(x)y1y2 , (x, t) ∈ Q,
F2(x, t) = [µ(x) + ν(x)]y2 − β(x)y1y2 , (x, t) ∈ Q,
F3(x, t) = −ν(x)y2 + µ(x)y3 , (x, t) ∈ Q,

(3.22)

siendo y = (y1, y2, y3) la solución del sistema (1.1)-(1.3) y Q = Ω × (0, T ]. Entonces el

sistema adjunto para el problema inverso, viene dado por

∂tp1 = −∆p1 + ∂F1

∂y1
p1 + ∂F2

∂y1
p2 + ∂F3

∂y1
p3, (x, t) ∈ Q

∂tp2 = −∆p2 + ∂F1

∂y2
p1 + ∂F2

∂y2
p2 + ∂F3

∂y2
p3, (x, t) ∈ Q

∂tp3 = −∆p3 + ∂F1

∂y3
p1 + ∂F2

∂y3
p2 + ∂F3

∂y3
p3, (x, t) ∈ Q

 (3.23)

Ahora calculando las respectivas derivadas parciales de (3.22) y sustituyendola en (3.23)

obtenemos que el sistema adjunto viene dado por

∂tp1 = −∆p1 + [µ(x) + β(x)y2]p1 − β(x)y2p2, (x, t) ∈ Q
∂tp2 = −∆p2 + β(x)y1p1 + [µ(x) + ν(x)− β(x)y1]p2 − ν(x)p3, (x, t) ∈ Q
∂tp3 = −∆p3 + µ(x)p3, (x, t) ∈ Q

 (3.24)

junto con las condiciones

p1(x, T ) = y1(x, T,Σ)− yobs1 (x, T,Σ), x ∈ Ω

p2(x, T ) = y2(x, T,Σ)− yobs2 (x, T,Σ), x ∈ Ω

p3(x, T ) = y3(x, T,Σ)− yobs3 (x, T,Σ), x ∈ Ω

∇p1(x, t).η = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]

∇p2(x, t).η = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]

∇p3(x, t).η = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]


(3.25)

donde y = (y1, y2, y3) es la solución del sistema (1.1)-(1.3) con Σ remplazado por Σ.

Si usamos el cambio de variable s = T − t y para (x, s) ∈ Q, el cambio de funciones

wi(x, s) = pi(x, T − s), i = 1, 3 e y∗j (x, s) = yj(x, T − s), j = 1, 3, se tiene que

∂twi = −∂tpi,∆wi = ∆wi

por lo cual el sistema (3.24)-(3.25) se puede reescribir como sigue

∂sw1 = ∆w1 − [µ(x) + β(x)y∗2]w1 + β(x)y∗2w2, (x, s) ∈ Q
∂sw2 = ∆w2 − β(x)y∗1w1 − [µ(x) + ν(x)− β(x)y∗1]w2 + ν(x)w3, (x, s) ∈ Q
∂sw3 = ∆w3 + µ(x)w3, (x, s) ∈ Q

 (3.26)
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con

w1(x, 0) = y1(x, T,Σ)− yobs1 (x, T,Σ), x ∈ Ω

w2(x, 0) = y2(x, T,Σ)− yobs2 (x, T,Σ), x ∈ Ω

w3(x, 0) = y3(x, T,Σ)− yobs3 (x, T,Σ), x ∈ Ω

∇w1(x, s).η1 = 0, (x, s) ∈ Ω× [0, T ]

∇w2(x, s).η1 = 0, (x, s) ∈ Ω× [0, T ]

∇w3(x, s).η1 = 0, (x, s) ∈ Ω× [0, T ]


(3.27)

Para obtener condiciones, bajo las cuales se garantice la unicidad y estabilidad de la

identificación de parámetros del problema inverso (1.1)-(1.3) y (3.1), se hace necesario

caracterizar la existencia de la solución del problema de optimización (3.9). Esta caracte-

rización es la que se estudia en la siguiente subsección.

3.1.3 Condición Necesaria Optima del Minimizador

El siguiente resultado garantiza la acotabilidad de la solución del sistema (3.24)-(3.25).

Teorema 3.3. Sea (p1, p2, p3) solución del sistema (3.24)-(3.25) . Entonces ‖pi‖L2(Ω), i =

1, 2, 3 es acotada sobre [0, T ]

Demostración. Sea F (u1, u2, u3) = u1u2 ⇒ Fu1 = u2∧Fu2 = u1, luego podemos reescribir

(3.26), como sigue

∂w1

∂s
−∆w1 +

[
µ+ βFu1 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)
]
w1 − βFu1 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)w2 = 0

∂w2

∂s
−∆w2 + βFu2 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)w1 +

[
µ+ ν − βFu2 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)
]
w2 = 0 (3.28)

∂w3

∂s
−∆w3 − µw3 = 0

Multiplicando la primera ecuación de (3.28) por w1 e integrando sobre Ω∫
Ω

∂w1

∂s
w1dx−

∫
Ω

∆w1w1dx+

∫
Ω

[
µ+ βFu1 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)
]
w2

1dx

−
∫
Ω

βFu1 (y∗1, y
∗
2, y
∗
3)w1w2dx = 0



3.1. Existencia del Minimizador para el Modelo Epidémico SIR Reacción - Difusión 38

∫
Ω

∂w1

∂s
w1dx−

∫
Ω

w1∆w1dx =

∫
Ω

βFu1 (y∗1, y
∗
2, y
∗
3)w1w2dx

−
∫
Ω

[
µ+ βFu1 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)
]
w2

1dx

Entonces ∫
Ω

∂w1

∂s
w1dx−

∫
Ω

w1∆w1dx 6
∫
Ω

∣∣β∣∣ |Fu1 (y∗1, y
∗
2, y
∗
3)| |w1| |w2| dx

−
∫
Ω

∣∣µ+ βFu1 (y∗1, y
∗
2, y
∗
3)
∣∣ |w1|2dx

Puesto que Ω ⊂ Q = Ω× [0, T ] ⊂ Q, sea

fi = Max
(x,t)∈Q

|y∗i (x, t)| i = 1, 2, 3

y b0, r0, q0 las cotas superiores de β(x), µ(x), ν(x) sobre Ω respectivamente. Notemos que

fi <∞, ya que y∗1, y
∗
2, y
∗
3 son soluciones de (1,1) - (1,3), de donde se sigue que∫

Ω

∂w1

∂s
w1dx−

∫
Ω

w1∆w1dx 6 b0f2

∫
Ω

|w1| |w2| dx−
(
r0 + b0f2

) ∫
Ω

|w1|2dx

Usando la desigualdad de Young [ver ecuación (2.2)] en el primer sumando del lado derecho

obtenemos ∫
Ω

∂w1

∂s
w1dx−

∫
Ω

w1∆w1dx 6b0f2

1

2

∫
Ω

|w1|2dx+
1

2

∫
Ω

|w2|2dx


+
(
r0 + b0f2

) ∫
Ω

|w1|2dx

∫
Ω

∂w1

∂s
w1dx−

∫
Ω

w1∆w1dx 6

(
3

2
b0f2 + r0

)∫
Ω

|w1|2dx+
1

2

∫
Ω

|w2|2dx (3.29)

por otra parte, usando la segunda identidad de Green se tiene que∫
Ω

(
w1∆w1 + |∇w1|2

)
dx =

∫
∂Ω

w1
�

�
�∂w1

∂n

0

dx

⇒ −
∫
Ω

w1∆w1dx =

∫
∂Ω

|∇w1|2dx (3.30)
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usando (3.30)en (3.29) obtenemos∫
Ω

∂w1

∂x
w1dx+

∫
Ω

|w1|2dx ≤
(

3

2
b0f2 + r0

)∫
Ω

|w1|2dx+
1

2

∫
Ω

|w2|2dx

Entonces

1

2

d

ds

[
‖w1‖2

L2(Ω)

]
≤
∫
Ω

∂w1

∂x
w1dx+

∫
Ω

|∇w1|2dx ≤
(

3

2
b0f2 + r0

)∫
Ω

|w1|2dx+
1

2

∫
Ω

|w2|2dx

Luego obtenemos

1

2

d

ds

[
‖w1‖2

L2(Ω)

]
≤
(

3

2
b0f2 + r0

)∫
Ω

|w1|2dx+
1

2

∫
Ω

|w2|2dx (3.31)

En forma análoga multiplicamos la segunda ecuación de (3.28) por w2 e integramos sobre

Ω obtenemos∫
Ω

∂w2

∂s
w2dx−

∫
Ω

w2∆w2dx+

∫
Ω

βFu2 (y∗1, y
∗
2, y
∗
3)w1w2dx

+

∫
Ω

[
µ+ ν − β

]
Fu2 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)w2

2dx = 0

De donde se sigue que∫
Ω

∂w2

∂s
w2dx−

∫
Ω

w2∆w2dx ≤
∫
Ω

∣∣β∣∣ |Fu2 (y∗1, y
∗
2, y
∗
3)| |w1| |w2| dx

+

∫
Ω

[
µ+ ν + β

]
|Fu2 (y∗1, y

∗
2, y
∗
3)| |w2|2dx

Usando la segunda identidad de Green en el lado izquierdo y la desigualdad de Young

[ver ecuación (2.2)] en el primer sumando del lado derecho obtenemos∫
Ω

∂w2

∂s
w2dx+

∫
Ω

|∇w2|2dx ≤
1

2

∫
Ω

∣∣β∣∣2|Fµ2 (y∗1, y
∗
2, y
∗
3)|2|w1|2dx

+
1

2

∫
Ω

|w2|2 +
(
b0 + r0 + q0

)
f1

∫
Ω

|w2|2dx

De donde se sigue que∫
Ω

∂w2

∂s
w2dx+

∫
Ω

|∇w2|2dx ≤
b0

2
f1

2

2

∫
Ω

|w1|2dx+
1

2

∫
Ω

|w2|2 +
(
b0 + r0 + q0

)
f1

∫
Ω

|w2|2dx
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De donde se sigue

1

2

d

ds

[
‖w2‖2

L2(Ω)

]
≤

(
b0

2
f 2

1

2

)∫
Ω

|w1|2dx+

(
1 + 2

(
b0 + r0 + q0

)
f1

2

)∫
Ω

|w2|2dx (3.32)

Ahora multipliquemos por w3 la tercera ecuación de (3.28) e integramos sobre Ω∫
Ω

∂w3

∂s
w3dx−

∫
Ω

w3∆w3dx−
∫
Ω

µw2
3dx = 0

De donde se sigue que
1

2

d

ds

[
‖w3‖2

L2(Ω)

]
≤ F0

∫
Ω

|w3|2dx (3.33)

Entonces obtenemos que

i) 1
2
d
ds

[
‖w1‖2

L2(Ω)

]
≤
(

3
2
b0f2 + r0

) ∫
Ω

|w1|2dx+ 1
2

∫
Ω

|w2|2dx

ii) 1
2
d
ds

[
‖w1‖2

L2(Ω)

]
≤
(
b0

2
f1

2

2

) ∫
Ω

|w1|2dx+

(
1+2(b0+r0+q0)f1

2

)∫
Ω

|w2|2dx

iii) 1
2
d
ds

[
‖w1‖2

L2(Ω)

]
≤ r0

∫
Ω

|w3|2dx

Sumando (i) - (iii), obtenemos

1

2

d

ds

[
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω)

]
≤

(
3b0f2 + 2r0 + b0

2
f1

2

2

)∫
Ω

|w1|2dx

+

(
2 + 2

(
b0 + r0 + q0

)
f1

2

)∫
Ω

|w2|2dx+ r0

∫
Ω

|w3|2dx

Aśı, obtenemos

1

2

d

ds

[
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω)

]
≤
(

3b0f2 + 2r0 + b0
2
f1

2
)∫

Ω

|w1|2dx

+ 2
(
1 +

(
b0 + r0 + q0

)
f1

) ∫
Ω

|w2|2dx+ 2r0

∫
Ω

|w3|2dx

Sea L = Max
{

3b0f2 + 2r0 + b0
2
f1

2; 2 + 2
(
b0 + r0 + q0

)
f1; 2r0

}
, entonces

d

ds

[
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω)

]
≤ L

[
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω)

]
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Lo cual implica que

d

ds

[
(exp (−Ls))

(
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω)

)]
≤ 0

Integrando sobre [0, s], obtenemos

(exp (−Ls))

(
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω)

)
−

[
3∑
i=1

‖w̃i‖2
L2(Ω)

]
≤ 0, con w̃i = wi (x, 0) = yi − yobsi

Aśı obtenemos

e−Ls

[
3∑
i=1

‖wi‖2L2(Ω)

]
≤
∥∥∥y1

(
x, T, β, µ, ν

)
− yobs1 (x)

∥∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥∥y2

(
x, T, β, µ, ν

)
− yobs2 (x)

∥∥∥2

L2(Ω)

+
∥∥∥y3

(
x, T, β, µ, ν

)
− yobs3 (x)

∥∥∥2

L2(Ω)

Entonces
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω) ≤ eLs

[
3∑
i=1

∥∥yi (x, T, β, µ, ν)− yobsi (x)
∥∥2

L2(Ω)

]
(3.34)

De donde deducimos que

M ax
s∈[0,T ]

[
3∑
i=1

‖wi‖2
L2(Ω)

]
≤ eLT

[
3∑
i=1

∥∥yi (x, T, β, µ, ν)− yobsi (x)
∥∥2

L2(Ω)

]
Lo cual implica que ‖pi‖L2(Ω) = ‖wi‖L2(Ω), i = 1, 2, 3 es también acotado en [0, T ]

El siguiente resultado proporciona una condición necesaria para la existencia del mı́nimo

del funcional de costo (3.8)

Teorema 3.4. Sea (y1, y2, y3, β, µ1, ν) solución del problema 3.9 y sea p = (p1, p2, p3) la

solución del sistema adjunto (3.24)-(3.25). Entonces para cualquier β̂, µ̂, ν̂ ∈ A, se cumple

∫
Q

{
(µ̂− µ)[(N − y1)p1 − y2p2 − y3p3] + y1y2(β̂ − β)(p2 − p1) + y2(ν̂ − ν)(p3 − p2)

}
dxdt

+C

∫
Ω

{
|∇β∇(β̂ − β)|+ |∇µ∇(µ̂− µ)|+ |∇ν∇(ν̂ − ν)|

}
dx ≥ 0 (3.35)

Demostración. Para cualquier β̂, µ̂, ν̂ ∈ A, ε ∈ [0, 1], definamos

βε = (1− ε)β + εβ̂,∈ A
µε = (1− ε)µ+ εµ̂,∈ A
νε = (1− ε)ν + εν̂,∈ A

(3.36)
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Asimismo, definamos el funcional Jε como sigue

Jε =J(yε, µε, µε, νε)

=
1

2

3∑
i=1

‖yεi (x, T ; Σε)− (yεi )
obs(x, T ; Σε)‖2

L2(Q) +
C

2

3∑
i=1

‖∇Σε
i‖2
L2(Q)

donde Σε
1 = βε,Σε

2 = µε,Σε
3 = νε, e yε = (yε1, y

ε
2, y

ε
3) es la solución del sistema (1.1) - (1.3)

con β, µ, ν reemplazado por βε, µε, νε. Tomando la derivada de Fréchet de Jε, obtenemos

que

Jε
dε
|ε=0=

7∑
i=1

‖[yεi (x, T ; Σε)− (yεi )
obs(x, T ; Σε)]

∂yεi
∂ε
|ε=0 ‖L1(Q)

+ C
9∑
i=1

‖(∇Σε
i )(
∂∇Σε

i

∂ε
)‖L1(Q)

De 3.36, deducimos que ∇Σε
i = (1 − ε)∇Σi + ε∇Σ̂i y

∂∇Σε
i

∂ε
= ∇(Σ̂i −Σi), i = 1, · · · , 3,

y de donde obtenemos que

Jε
dε
|ε=0=

3∑
i=1

‖[yεi (x, T ; Σε)− (yεi )
obs(x, T ; Σε)]

∂yεi
∂ε
|ε=0 ‖L1(Q)

+ C
3∑
i=1

‖(∇Σi)(∇(Σ̂i −Σi))‖L1(Q) (3.37)

Como (y,Σ) = (y1, y2, y3, β, µ, ν) es solución del control optimal 3.9, deducimos que

3∑
i=1

‖(yεi (.)− (yεi )
obs(.))(

∂yεi
∂ε
|ε=0)‖L1(Q)+C

3∑
i=1

‖(∇Σε
i )(∇(Σ̂i −Σi))‖L1(Q)

=
Jε
dε
|ε=0≥ 0 (3.38)

Nuestro siguiente objetivo es calcular

∂yεi
∂ε
|ε=0

Motivo por el cual definimos las variables auxiliares

(zε1, z
ε
2, z

ε
3) = (

yε1 − y1

ε
,
yε2 − y2

ε
,
yε3 − y3

ε
), zi = zεi , para ε = 0

donde yεi , yi, i = 1, 3 son soluciones del sistema (1.1)-(1.3). Entonces tomando (y,Σ) =

(yε,Σε) en 3.9, obtenemos
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∂ty
ε
1 −∆yε1 = µεN − µεyε1 − βεyε1yε2,

∂ty
ε
2 −∆yε2 = −[µε − νε]yε2 + βεyε1y

ε
2,

∂ty
ε
3 −∆yε3 = −µεyε3,

 (3.39)

en Q = Ω× (0, T ] con

∂yε1
∂η

=
∂yε2
∂η

=
∂yε3
∂η

= 0, yεi (x, 0) = (yi)0(x), i = 1, 2, 3. (3.40)

sobre ∂Ω1 × (0, T ]

Tomando (y1, y2, y3, β, µ, ν) = (y1, y2, y3, β, µ, ν) en 3.9, tenemos que

∂ty1 −∆y1 = µN − µy1 − βy1y2,

∂ty2 −∆y2 = −[µ+ ν]y2 + βy1y2,

∂ty3 −∆y3 = −µy3,

 (3.41)

Q = Ω× (0, T ] con

∂y1

∂η1

=
∂y2

∂η1

=
∂y3

∂η1

= 0, yi(x, 0) = (yi)0(x), i = 1, 2, 3. (3.42)

sobre ∂Ω1 × (0, T ].

notemos que

yεi y
ε
j − yiyj = (yεi − yi)yεj + yi(y

ε
j − yj), i, j = 1, 3 (3.43)

Restando(3.41) de (3.39), y dividiendo ambos lados por ε, y usando (3.36), (3.43), y

después de arreglos algebraicos, podemos mostrar que

∂tz
ε
1 −∆zε1 = N(µ̂− µ)− µzε1 − yε1(µ̂− µ)− β[zε1y

ε
2 + y1z

ε
2]− yε1yε2(β̂ − β),

∂tz
ε
2 −∆zε2 = −µ̂zε2 − (µ̂− µ)yε2 − νzε2 − yε2(ν̂ − ν) + β[zε1y

ε
2 + y1z

ε
2] + yε1y

ε
2(β̂ − β),

∂tz
ε
3 −∆zε3 = −µ̂zε3 − (µ̂− µ)yε3 + νzε2 + yε2(ν̂ − ν),

 (3.44)

con

zεi (x, 0) = 0, x ∈ Ω, i = 1, 3

∂zε1
∂η

=
∂zε2
∂η

=
∂zε3
∂η

= 0 (3.45)

sobre ∂Ω× (0, T ]
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Haciendo zi = zεi |ε=0, i = 1, 3. Entonces (3.45) se reescribe como sigue

∂tz1 −∆z1 = (µ̂− µ)N − µz1 − (µ̂− µ)y1 − β[z1y2 + y1z2]− y1y2(β̂ − β),

∂tz2 −∆z2 = −µz2 − (µ̂− µ)y2 − νz2 − y2(ν̂ − ν) + β[z1y2 + y1z2] + y1y2(β̂ − β),

∂tz3 −∆z3 = −µz3 − (µ̂− µ)y3 + νz2 + y2(ν̂ − ν),

 (3.46)

con

zi(x, 0) = 0, x ∈ Ω, i = 1, 3

∂z1

∂η1

=
∂z2

∂η1

=
∂z3

∂η1

= 0 (3.47)

sobre ∂Ω× (0, T ] De la definición de zεi , deducimos que

∂yεi
∂ε
|ε=0= zi, i = 1, 3 (3.48)

Luego, sustituyendo (3.48) en (3.37), se obtiene

3∑
i=1

‖[yi(x, T,Σ)− yobsi (x, T,Σ)]zi(x, T )‖L1(Q) + C

3∑
i=1

‖∇Σi∇(Σ̂i −Σi)‖L1(Q) ≥ 0 (3.49)

De la ecuación (3.37), se sigue que

3∑
i=1

‖[yi(x, T,Σ)− yobsi (x, T,Σ)]zi(x, T )‖L1(Q) =
3∑
i=1

‖pizi‖L1(Ω) (3.50)

Por otra parte, notemos que

∫
Ω

∫ T

0

∂

∂t
(pizi)(x, t)dxdt =

∫
Ω

[∫ T

0

∂

∂t
(pizi)(x, t)

]
dxdt =

∫
Ω
pizi(x, T )dx, i = 1, 2, 3, (3.51)

y que también se tiene

∂

∂t

[
3∑
i=1

pizi

]
=

3∑
i=1

[pi∂tzi + zi∂tpi] (3.52)

Ahora, usando (3.51) y (3.52) en (3.50), obtenemos
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3∑
i=1

‖[yi(x, T,Σ)− yobsi (x, T,Σ)]zi(x, T )‖L1(Q) =
3∑
i=1

[pi∂tzi + zi∂tpi]

De donde, sustituyendo (3.51), (3.24) y (3.1.3) en la ecuación anterior, obtenemos

3∑
i=1

‖[yi(x, T,Σ)− yobsi (x, T,Σ)]zi(x, T )‖L1(Q) =

=

∫
Q
z1

[
−∆p1 + {µ(x) + β(x)y2}p1 − β(x)y2p2

]
dxdt

+

∫
Q
p1

[
∆z1 + (µ̂− µ)N − µz1 − (µ̂− µ)y1 − β[z1y2 + y1z2]− y1y2(β̂ − β)

]
dxdt

+

∫
Q
p2

[
∆z2 − µz2 − (µ̂− µ)y2 − νz2 − y2(ν̂ − ν) + β[z1y2 + y1z2] + y1y2(β̂ − β)

]
dxdt

+

∫
Q
z2

[
−∆p2 + β(x)y1p1 + [µ(x) + ν(x)− β(x)y1]p2 − ν(x)p3

]
dxdt

+

∫
Q
{p3 [∆z3 − µz3 − (µ̂− µ)y3 + νz2 + y2(ν̂ − ν)] + z3[−∆p3 + µ(x)p3]} dxdt

Reduciendo términos semejantes,se deduce que

3∑
i=1

‖[yi(x, T,Σ)− yobsi (x, T,Σ)]zi(x, T )‖L1(Q) =

=

∫
Q

[p1∆z1 + p2∆z2 + p3∆z3 − z1∆p1 − z2∆p2 − z3∆p3] dxdt+

+

∫
Q

[
(µ̂− µ)[(N − y1)p1 − y2p2 − y3p3] + y1y2(β̂ − β)(p2 − p1) + y2(ν̂ − ν)(p3 − p2)

]
dxdt

(3.53)

Usando la fórmula de Green, podemos mostrar que

∫
Q

3∑
i=1

pi∆zidxdt =

∫
Q

3∑
i=1

zi∆pidxdt (3.54)

Sustituyendo la ecuación (3.54)en (3.53) obtenemos

3∑
i=1

‖[yi(x, T,Σ)− yobsi (x, T,Σ)]zi(x, T )‖L1(Q) =

∫
Q

[
(µ̂− µ)[(N − y1)p1 − y2p2 − y3p3] + y1y2(β̂ − β)(p2 − p1) + y2(ν̂ − ν)(p3 − p2)

]
dxdt (3.55)

Ahora, completamos la prueba del teorema (3.4) por sustitución de (3.55) en (3.49).
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SECCIÓN 3.2

Unicidad y Estabilidad de la Identificación de los parámetros

β, µ, v para el Modelo Epidémico SIR Reacción - Difusión

El Objetivo central de esta Sección es probar la Unicidad local y la estabilidad de la

identificación de parámetros del problema inverso (1.1)-(1.3) y (3.1)

En ese sentido, sean (y1, y2, y3, β, µ, v) ;
(
ỹ1, ỹ2, ỹ3, β̃, µ̃, ṽ

)
dos minimizadores para el pro-

blema de optimización (3.9). Denotando por :

Yi = ỹi − yi;Pi = p̃i − pi; i = 1, 2, 3;B = β̃ − β;U = µ̃− µ;V = ṽ − v (3.56)

Del sistema (1.1)-(1.3), obtenemos

∂Y1

∂t
−∆Y1 =NU − BF (ỹ1, ỹ2, ỹ3) + β [F (y1, y2, y3)− F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)]− µY1 − ỹ1U

∂Y2

∂t
−∆Y2 =− (µ+ v)Y2 − (µ+ v) ỹ2 − BF (ỹ1, ỹ2, ỹ3)

+ β [F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3)] (3.57)

∂Y3

∂t
−∆Y3 =ṽY2 + y2V − µY3 − Uy3

Con

Y1 (x, 0) =Y2 (x, 0) = Y3 (x, 0) ;x ∈ Ω

(3.58)

∂Y1

∂η
=
∂Y2

∂η
=
∂Y3

∂η
= 0;x ∈ Ω; t > 0

Notemos que

i) F (ỹ1, ỹ2, ỹ3) = ỹ1ỹ2

ii) F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3) = y2Y1 + y1Y2

iii) b̃i = Max
(x,t)∈Q

ỹi (x, t) ; bi = Max
(x,t)∈Q

yi (x, t) ; i = 1, 2, 3

y denotemos por B = Max
{
b̃i; bi

}
, i = 1, 2, 3

iv) Denotemos por b0 = Max
x∈Ω
{β(x), β̃(x)}, r0 = Max

x∈Ω
{µ(x), µ̃(x)}, q0 = Max

x∈Ω
{ν(x), ν̃(x)}
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De (II), se sigue que: [F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3)]2 = y2
2Y

2
1 + 2y1y2Y1Y2 + y2

1Y
2

2 , de donde

usando la desigualdad de Young [ver (2.2)] obtenemos

(iv)

∫
Ω

|F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3)|2dx 6
∫
Ω

|y2|2|Y1|2dx+

+ 2

(
1

2

)∫
Ω

|y2|2|Y1|2dx+

∫
Ω

|y1|2|Y2|2dx

+

+

∫
Ω

y2
1Y

2
2 dx

∫
Ω

|F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3)|2dx 62

∫
Ω

|y2|2|Y1|2dx+

∫
Ω

|y1|2|Y2|2dx


Asimismo, usando (3.56), deducimos que Pi,= 1, · · · , 3 satisface el siguiente sistema

∂tP1 + ∆P1 = Up̂1 + µP1 + Bŷ2p1 − By2p2 − β̂Y2p2 + βY2p̂1 + βy2P1,

∂tP2 +∆P2 = Up̂2 +µP2 +Bŷ1p1 +V p̂2 +νP2−V p3−νP3 +βY1p̂1 +βy1P1−βy1P2−y1p̂2B,

∂tP3 + ∆P3 = Up̂3 − µP3, (3.59)

con

Pi(x, T ) = Yi(x, T )− (ŷi
obs(x)− yobsi (x)), x ∈ Ω, i = 1, · · · , 3

∂P1

∂η
= ∂P2

∂η
= ∂P3

∂η
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω×]0, T [

(3.60)

Tanto la unicidad local como la estabilidad de la identificación de parámetros del problema

inverso (1.1)-(1.3) y (3.1), depende de la caracterizacion de la solucion del problema de

optimización, es decir de la ecuación (3.72) y como esta puede ser acotada en términos de

los Yi, Pi, i = 1, 2, 3, se hace necesario obtener cotas para estos Yi, Pi, i = 1, 2, 3, lo cual se

estudia en la siguiente subsección.
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3.2.1 Teoremas Preliminares

El siguiente resultado proporciona una cota superior para los Yi, i = 1, 2, 3 en términos de

los parámetros β, µ, ν, lo cual ayudará de gran manera para alcanzar el objetivo de esta

sección.

Teorema 3.5. Asuma que (Y1;Y2;Y3)

es solución de (3.57) - (3.58). Entonces se cumple:

Max
t∈[0,T ]

[
3∑
i=1

‖Yi‖2
L2(Ω)

]
6 [6Tm (Ω)] [exp (kT )]

[
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

]
donde:

k = {|N |2 + 8B2 + 2r0 + b2
0; 3B2 + 2 (1 +B) (r0 + q0) + q0

2; 2B2 + r0
2 + 1}

y B, b0, r0, q0 son como en (III)

Prueba, Multiplicando la primera ecuación de (3.57) por Y1 e integrando sobre Ω obte-

nemos: ∫
Ω

∂Y1

∂t
Y1dx−

∫
Ω

Y1∆Y1dx =

∫
Ω

NUY1dx−
∫
Ω

BF (ỹ1, ỹ2, ỹ3)Y1dx

−
∫
Ω

β [F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3)]Y1dx

−
∫
Ω

µY 2
1 dx−

∫
Ω

ỹ1UY1dx

Aplicando la segunda identidad de Green se obtiene:

1

2

d

dt

[
‖Y1‖2

L2(Ω)

]
+

∫
Ω

|∇Y1|2dx 6
∫
Ω

|N | |U | |Y1| dx+

∫
Ω

|B| |F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)| |Y1| dx

+

∫
Ω

|β| |F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3)| |Y1| dx

+

∫
Ω

|µ| |Y1|2dx+

∫
Ω

|ỹ1| |U | |Y1| dx
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Usando desigualdad triangular obtenemos

1

2

d

dt

[
‖Y1‖2L2(Ω)

]
+

∫
Ω

|∇Y1|2dx 6
1

2

∫
Ω

|N |2|Y1|2dx+
1

2

∫
Ω

|U |2dx+
1

2

∫
Ω

|B|2dx

+
1

2

∫
Ω

|ỹ1|2|ỹ2|2|Y1|2dx+

∫
Ω

|µ| |Y1|2dx+
1

2

∫
Ω

|U |2dx

+

∫
Ω

|ỹ1|2|Y1|2dx+
1

2

∫
Ω

|F (ỹ1, ỹ2, ỹ3)− F (y1, y2, y3)|2dx

+
1

2

∫
Ω

|β|2|Y1|2dx

usando (II) - (IV), obtenemos:

1

2

d

dt

[
‖Y1‖2L2(Ω)

]
6
|N |2

2

∫
Ω

|Y1|2dx+

[
Max
x∈Ω

|B|2 +Max
x∈Ω

|U |2 +Max
x∈Ω

|V |2
] [

m (Ω)

2
+
m (Ω)

2
+
m (Ω)

2

]

+
B2

2

∫
Ω

|Y1|2dx+ r0

∫
Ω

|Y1|2dx+B2

∫
Ω

|Y1|2dx+
b20
2

∫
Ω

|Y1|2dx

+

B2

∫
Ω

|Y1|2dx+B2

∫
Ω

|Y2|2dx


Simplificando términos obtenemos:

1

2

d

dt

[
‖Y1‖2

L2(Ω)

]
6

1

2

[
|N |2 + 5B2 + 2r0 + b2

0

] ∫
Ω

|Y1|2dx+
(2B2)

2

∫
Ω

|Y2|2dx

+

[
3m (Ω)

2

] [
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

]
(3.61)

Multiplicando la ecuación segunda de (3.57) y procediendo de manera análoga obtenemos:

1

2

d

dt

[
‖Y2‖2L2(Ω)

]
6 [r0 + q0]

∫
Ω

|Y2|2dx+

∫
Ω

(r0 + q0)B |Y2| dx

+
m (Ω)

2

[
Max
x∈Ω

|B|2 +Max
x∈Ω

|U |2 +Max
x∈Ω

|V |2
]

+
B2

2

∫
Ω

|Y1|2dx

+
m (Ω)

2

[
Max
x∈Ω

|B|2 +Max
x∈Ω

|U |2 +Max
x∈Ω

|V |2
]

+B2

∫
Ω

(
|Y1|2 + |Y2|2

)
dx


simplificando términos obtenemos [Usando el hecho que L2 (Ω) ↪→ L1 (Ω)]

1

2

d

dt

[
‖Y2‖2

L2(Ω)

]
6

[
3B2

2

] ∫
Ω

|Y1|2dx+

[
2 (r0 + q0) [1 +B] +B2

2

] ∫
Ω

|Y2|2dx

+
2m (Ω)

2

[
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

]
(3.62)
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Finalmente multiplicando la tercera ecuación por Y3 e integrando sobre Ω y procediendo

de forma análoga a los casos previos obtenemos:

1

2

d

dt

[
‖Y3‖2

L2(Ω)

]
6

1

2

∫
Ω

|V |2dx+
1

2

∫
Ω

|Y2|2|Y3|2dx+
1

2

∫
Ω

|v|2|Y2|2dx+
1

2

∫
Ω

|Y3|2dx

+
1

2

∫
Ω

|µ| |Y3|2dx+
1

2

∫
Ω

|U |2dx+
1

2

∫
Ω

|y3|2|Y3|2dx

Simplificando términos obtenemos:

1

2

d

dt

[
‖Y3‖2

L2(Ω)

]
6

2m (Ω)

2

[
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

]
+

(
q2

0

2

)∫
Ω

|Y2|2dx+

[
2B2 + r2

0 + 1

2

] ∫
Ω

|Y3|2dx (3.63)

Sumando (3.61) - (3.63), obtenemos:

1

2

d

dt

[
3∑

i=1

‖Yi‖2L2(Ω)

]
6

1

2

[
|N |2 + 5B2 + 2r0 + b20 + 3B2

] ∫
Ω

|Y1|2dx

+
1

2

[
2B2 + 2 (r0 + q0) (1 +B) +B2 + q2

0

] ∫
Ω

|Y2|2dx

+

[
2B2 + r2

0 + 1

2

] ∫
Ω

|Y3|2dx+

[
6m (Ω)

2

] [
Max
x∈Ω

|B|2 +Max
x∈Ω

|U |2 +Max
x∈Ω

|V |2
]

Sea k = Max
{
|N |2 + 8B2 + 2r0 + b2

0; 3B2 + 2 (1 +B) (r0 + q0) + q2
0; 2B2 + r2

0 + 1
}

, en-

tonces

d

dt

[
3∑
i=1

‖Yi‖2
L2(Ω)

]
6 k

[
3∑
i=1

‖Yi‖2
L2(Ω)

]
+ 6m (Ω)

[
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

]
de donde se sigue que:

d

dt

[
(exp (−kt))

(
3∑
i=1

‖Yi‖2L2(Ω)

)]
6 6m (Ω) (exp (−kt))

[
Max
x∈Ω

|B|2 +Max
x∈Ω

|U |2 +Max
x∈Ω

|V |2
]

Ahora integrando sobre [0, T ] obtenemos:

(exp (−kt))

(
3∑
i=1

‖Yi‖2
L2(Ω)

)
−
��������
‖Y1 (x, 0)‖2

L2(Ω)

0
−

��������
‖Y2 (x, 0)‖2

L2(Ω)

0
−

��������
‖Y3 (x, 0)‖2

L2(Ω)

0
≤

≤6m (Ω)

[
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

] T∫
0

e−ksds
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Puesto que para S > 0, e−ks ≤ 1⇒
T∫
0

e−ksds ≤
T∫
0

ds = T ; aśı obtenemos:

(exp (−kt))

(
3∑
i=1

‖Yi‖2
L2(Ω)

)
≤ 6Tm (Ω)

[
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

]
Por lo tanto

3∑
i=1

‖Yi‖2
L2(Ω) ≤ (exp (kt)) 6Tm (Ω)

[
Max
x∈Ω
|B|2 +Max

x∈Ω
|U |2 +Max

x∈Ω
|V |2

]
Para la solución del sistema (3.56) -( 3.57) se tiene el siguiente resultado, mediante el

cual se obtiene una acotación para esta solución, en términos de los parámetros β, µ, ν

aśı como también en terminos de los datos observados, lo cual vaticina que la unicidad

de la identificacion de parámetros esta intimamente ligada con la estabilidad de los datos

observados.

Teorema 3.6. Asuma que (P1, P2, P3) es solución del sistema (3.56) -( 3.57). Entonces

se cumple

M ax
x∈[0,T ]

[
3∑
i=1

‖Pi‖2
L2(Ω)

]
≤

exp (M1T ) [12Tm (Ω) exp (k1T ) +M1M2]

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

+

+ 2 exp (M1T )

[
n∑
i=1

∥∥ỹobsi − yobsi ∥∥2

L2(Ω)

]

donde k1 = k, siendo k la constante del teorema (3.5) y

M1 = Max {2 + r0 + f 2
0 + 2f0b0 + b2

0f
2
0 , 8 + f 2

0 + 2r0 + 2q0, 1 + 2r0},
M2 = Max {3g2

0m (Ω) , b2
0g

2
0 [3Tm (Ω)] [exp (k1T )]}

con b0 = Max
{
|β (x)| ;

∣∣∣β̃ (x)
∣∣∣}, r0 = Max {|µ (x)| ; |µ̃ (x)|}, q0 = Max {|ν (x)| ; |ν̃ (x)|},

x ∈ Ω

f0 = Max {|yi (x, t)| ; |ỹi (x, t)|}, g0 = Max {|pi (x, t)| ; |p̃i (x, t)|}, (x, t) ∈ Q = Ω× [0, T ]

Demostración. Multiplicando por P1 a la primera ecuación de (3.56), luego integrando

sobre Ω y haciendo de la segunda identidad de Green obtenemos:

− 1

2

d

dt

[
‖P1‖2L2(Ω)

]
+

∫
Ω

|∇P1|
2

dx+

∫
Ω

|B| |y2| |p2| |P1| dx+

∫
Ω

∣∣∣β̃∣∣∣ |y2| |p2| |P1| dx ≤
∫
Ω

|U | |p̃1| |P1| dx

+

∫
Ω

|µ| |P1|2dx+

∫
Ω

|B| |ỹ2| |p1| |P1| dx+

∫
Ω

|β| |y2| |p̃1| |P1| dx+

∫
Ω

|β| |y2||P1|2dx
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de donde se sigue que

−1

2

d

dt

[
‖P1‖2

L2(Ω)

]
≤
∫
Ω

|U | |p̃1| |P1| dx+

∫
Ω

|µ| |P1|2dx+

∫
Ω

|B| |ỹ2| |p1| |P1| dx

+

∫
Ω

|β| |y2||P1|2dx+

∫
Ω

|β| |y2| |p̃1| |P1| dx

Usando la desigualdad de Young [ver (2.2)], obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P1‖2L2(Ω)

]
≤1

2

∫
Ω

|U |2|p̃1|2dx+
1

2

∫
Ω

|P1|2dx+

∫
Ω

|µ| |P1|2dx+
1

2

∫
Ω

|B|2|p1|2dx

+
1

2

∫
Ω

|ỹ2|2|P1|2dx+

∫
Ω

|β| |y2||P1|2dx+
1

2

∫
Ω

|β|2 |y2|
2

|p̃1|2dx+
1

2

∫
Ω

|P1|2dx

Puesto que, β, β̃, µ, µ̃, ν, ν̃, y1, ỹ1, i = 1, 2, 3 son acotados, denotemos sus cotas como sigue

b0 =M ax
x∈Ω

{
|β (x)| ;

∣∣∣β̃ (x)
∣∣∣}

r0 =M ax
x∈Ω

{|µ (x)| ; |µ̃ (x)|} (3.64)

q0 =M ax
x∈Ω

{|ν (x)| ; |ν̃ (x)|}

f0 =M ax
(x,t)∈Q

{|yi (x, t)| ; |ỹi (x, t)|}

Note que |y2| = |ỹ2 − y2| ≤ 2f0

Luego usando (3.64) obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P1‖2L2(Ω)

]
≤1

2

{
M ax
x∈Ω

|U |2
}∫

Ω

|p̃1|2dx

+

[
1 + r0 +

f0
2

2
+ b0f0

]∫
Ω

|P1|2dx


+

1

2

{
M ax
x∈Ω

|B|2
}∫

Ω

|p1|2dx

+
b0

2

2

∫
Ω

|y2|2|p̃1|2dx

consideremos g0 = M ax
(x,t)∈Q

{|pi (x, t)| ; |p̃i (x, t)|}, entonces se deduce que

−1

2

d

dt

[
‖P1‖2L2(Ω)

]
≤
(
g2

0

2

)(
M ax
x∈Ω

|U |2
)
m (Ω) +

[
2 + r0 + f0

2 + 2b0f0

2

]∫
Ω

|P1|2dx


+

(
g2

0

2
m (Ω)

)(
M ax
x∈Ω

|B|2
)

+
(b0g0)2

2

∫
Ω

|y2|2dx

Usando el teorema (3.5), obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P1‖2L2(Ω)

]
≤
(
g2

0m (Ω)

2

)[
M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|B|2
]

+

[
2 + r0 + f0

2 + 2b0f0

2

]∫
Ω

|P1|2dx


+

[
(b0g0)

2

2

]
[6Tm (Ω)] [exp (kT )]

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

(3.65)
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Multiplicando por P2, la segunda ecuación de(3.56), integrando sobre Ω y usando la

segunda identidad de Green, obtenemos.

−1

2

d

dt

[
‖P2‖2

L2(Ω)

]
+

∫
Ω

|∇P2|2dx+

∫
Ω

|V |2 |p3| |P2| dx+

∫
Ω

|ν| |P3| |p2| dx+

∫
Ω

|β| |y1| |P2|2dx+

∫
Ω

|y1| |p̃2| |B| |P2| dx ≤ �

donde

� =

∫
Ω

|B| |ỹ1| |p̃1| |P2| dx+

∫
Ω

|U | |p̃2| |P2| dx+

∫
Ω

|µ| |P2|2dx+

∫
Ω

|V | |p̃2| |P2| dx

+

∫
Ω

|ν| |P2|2dx+

∫
Ω

|β| |Y1| |p̃1| |P2| dx+

∫
Ω

|β| |y1| |P1| |P2| dx

Usando desigualdad de Young[ver (2.2)], Obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P2‖2L2(Ω)

]
≤1

2

∫
Ω

|B|2|p̃1|2dx+
1

2

∫
Ω

|P2|2|ỹ1|2dx+
1

2

∫
Ω

|U |2|p̃2|2dx+
1

2

∫
Ω

|P2|2dx

+

∫
Ω

|µ| |P2|2dx+
1

2

∫
Ω

|V |2|p̃2|2dx+
1

2

∫
Ω

|P2|2dx+
1

2

∫
Ω

|ν| |P2|2dx

+
1

2

∫
Ω

|β|2|Y1|2|p̃1|2dx+
1

2

∫
Ω

|P2|2dx+
1

2

∫
Ω

|β|2|y1|2|P1|2dx+
1

2

∫
Ω

|P2|2dx

Usando (3.64), obtenemos

−
1

2

d

dt

[
‖P2‖2L2(Ω)

]
≤
[
g2
0m (Ω)

2

] [
M ax
x∈Ω

|B|2
]

+

[
g2
0m (Ω)

2

] [
M ax
x∈Ω

|U |2
]

+

[
g2
0m (Ω)

2

] [
M ax
x∈Ω

|V |2
]

+

(
b20f

2
0

2

)∫
Ω

|P1|2dx

+

[
4 +

f2
0

2
+ r0 + q0

]∫
Ω

|P1|2dx

+

(
b20g

2
0

2

)∫
Ω

|Y1|2dx


Usando el teorema (3.5), obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P2‖2L2(Ω)

]
≤
[
g2

0m (Ω)

2

] [
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

+

(
b20f

2
0

2

)∫
Ω

|P1|2dx

+

[
8 + f2

0 + 2r0 + 2q0

2

]∫
Ω

|P2|2dx


+

(
b20g

2
0

2

)
[6Tm (Ω)] [exp (kT )]

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

(3.66)

Multiplicando la tercera ecuación por P3, integrando sobre Ω y usando la segunda iden-

tidad de Green, obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P3‖2

L2(Ω)

]
+

∫
Ω

|∇P3|2dx ≤
∫
Ω

|U | |p̃3| |P3| dx+

∫
Ω

|µ| |P3|2dx
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Usando la desigualdad de Young [ver (2.2)], obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P3‖2

L2(Ω)

]
≤ 1

2

∫
Ω

|U |2 |p̃3| dx+
1

2

∫
Ω

|P3|2dx+

∫
Ω

|µ| |P3|2dx

Usando (3.64), obtenemos

−1

2

d

dt

[
‖P3‖2

L2(Ω)

]
≤
[
g2

0m (Ω)

2

] [
M ax
x∈Ω

|U |2
]

+

(
1 + 2r0

2

)∫
Ω

|P3|2dx

 (3.67)

Sumando (3.65), (3.66) y (3.67), obtenemos

−
1

2

d

dt

[
3∑
i=1

‖Pi‖2L2(Ω)

]
≤
[
g2
0m (Ω)

2

] [
3M ax
x∈Ω

|U |2 + 3M ax
x∈Ω

|V |2 + 3M ax
x∈Ω

|B|2
]

+

(
2 + r0 + f2

0
+ 2f0b0 + b20f

2
0

2

)∫
Ω

|P1|2dx


+

[
8 + f2

0 + 2r0 + 2q0

2

]∫
Ω

|P2|2dx

+

(
1 + 2r0

2

)∫
Ω

|P3|2dx


+

[
(b0g0)2

2

]
[6Tm (Ω)] [exp (kT )]

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

Sean

M1

2
= Max

{
2 + r0 + f 2

0
+ 2f0b0 + b2

0f
2
0

2
;
8 + f 2

0 + 2r0 + 2q0

2
;
1 + 2r0

2

}
M2

2
= Max

{
3g2

0m (Ω)

2
; (b0g0)2 [3Tm(Ω)] [exp (k1T )]

}
Entonces obtenemos que

−1

2

d

dt

[
3∑
i=1

‖Pi‖2L2(Ω)

]
≤ M1

2

[
3∑
i=1

‖Pi‖2L2(Ω)

]
+
M2

2

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

Aśı obtenemos que

− d

dt

[
3∑
i=1

‖Pi‖2L2(Ω)

]
≤M1

[
3∑
i=1

‖Pi‖2L2(Ω)

]
+M2

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

De donde se sigue que

− d

dt

[
(exp (M1t))

3∑
i=1

‖Pi‖2L2(Ω)

]
≤ exp (M1t)M2

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

Ahora integrando sobre [t, T ], obtenemos

− exp (M1T )

[
3∑

i=1

‖Pi (x, T )‖2L2(Ω)

]
+

+ exp (M1t)

[
3∑

i=1

‖Pi (x, t)‖2L2(Ω)

]
≤
∫ T

t

exp (M1s)M2

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]
ds
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Luego se tiene

exp (M1t)

[
3∑

i=1

‖Pi (x, t)‖2L2(Ω)

]
≤

≤ exp (M1T )

[
3∑

i=1

‖Pi (x, T )‖2L2(Ω)

]
+

∫ T

t

exp (M1s)M2

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]
ds

(3.68)

Usando las condiciones (3.57 )tenemos que

‖Pi (x, T )‖2
L2(Ω) =

=

∫
Ω

∣∣Yi (x, T )−
[
ỹobsi − yobsi

]∣∣2dx =

∫
Ω

∣∣∣Y 2
i (x, T )− 2Yi

[
ỹobsi − yobsi

]
+
[
ỹobsi − yobsi

]2∣∣∣ dx
Usando la desigualdad triangular conjuntamente con la desigualdad de Young [ver (2.2)],

obtenemos que

‖Pi (x, T )‖2
L2(Ω) ≤ 2

∫
Ω

|Yi|2dx+ 2

∫
Ω

∣∣ỹobsi − yobsi ∣∣2dx
 ; i = 1, 2, 3

De donde obtenemos que

3∑
i=1

‖Pi (x, T )‖2
L2(Ω) ≤ 2

[
3∑
i=1

‖Yi‖2
L2(Ω) +

3∑
i=1

∥∥ỹobsi − yobsi ∥∥2

L2(Ω)

]
(3.69)

Usando el teorema (3.5)en (3.69), deducimos que

3∑
i=1

‖Pi (x, T )‖2L2(Ω) ≤ (3.70)

≤ 2

[
(6Tm (Ω)) exp (kT )

(
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
)

+
3∑
i=1

∥∥∥ỹobsi − yobsi ∥∥∥2

L2(Ω)

]
(3.71)

Usando (3.70) en la desigualdad (3.68), obtenemos

exp (M1t)

[
3∑
i=1

‖Pi (x, T )‖2L2(Ω)

]
≤[

12Tm (Ω) exp ((k +M1)T ) +

∫ T

t
M2 exp (M1s) ds

] [
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

+ [2 exp (M1t)]

[
3∑
i=1

∥∥∥ỹobsi − yobsi ∥∥∥2

L2(Ω)

]
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Puesto que
∫ T
t
eM1sds = M1

(
eM1T − eM1t

)
≤M1e

M1T , entonces

exp (M1t)

[
3∑
i=1

‖Pi (x, T )‖2L2(Ω)

]
≤

[12Tm (Ω) exp ((k1 +M1)T ) +M1M2 exp (M1T )]

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

+ 2 exp (M1t)

[
3∑
i=1

∥∥∥ỹobsi − yobsi ∥∥∥2

L2(Ω)

]

Aśı, obtenemos (ya que e−M1T ≤ 1 ∀t ≥ 0)

3∑
i=1

‖Pi (x, T )‖2L2(Ω) ≤

exp (M1T ) [12Tm (Ω) exp (k1T ) +M1M2]

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

+ 2 exp (M1t)

[
3∑
i=1

∥∥∥ỹobsi − yobsi ∥∥∥2

L2(Ω)

]

Por lo tanto

M ax
t∈[0,T ]

[
3∑
i=1

‖Pi (x, T )‖2L2(Ω)

]
≤

exp (M1T ) [12Tm (Ω) exp (k1T ) +M1M2]

[
M ax
x∈Ω

|B|2 +M ax
x∈Ω

|U |2 +M ax
x∈Ω

|V |2
]

+ 2 exp (M1t)

[
3∑
i=1

∥∥∥ỹobsi − yobsi ∥∥∥2

L2(Ω)

]

El siguiente lema, sirve para probar el teorema principal de esta sección.

Lema 3.1. Sea θ ∈
]
0, 1

2

[
, Ω un conjunto abierto, conexo y acotado de R3 supongamos

que f ∈ Cθ (Ω) ∩W 1,2
0 (Ω) y ∀ε > 0 se cumple que ‖D2f‖L2(Ω) ≤ ε. Entonces existe una

constante C = C (3,Ω) > 0 tal que

M ax
x∈Ω

|f (x)| ≤ C‖∇f‖L2(Ω)

Demostración. [Ver Huancas, Coronel et al] Puesto que H2 (Ω) ↪→ C
1
2 (Ω) y Para θ ∈]

0, 1
2

[
se cumple que C

1
2 (Ω) ↪→ Cθ (Ω)

Aśı tenemos la cadena de inclusiones de Sobolev

H2 (Ω) ↪→ C
1
2 (Ω) ↪→ Cθ (Ω) ↪→ C0 (Ω)
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De donde ∃C1 > 0 tal que ‖f‖C0(Ω) ≤ C1‖f‖H2(Ω)

⇒ ‖f‖ ≤ C1

[
‖f‖2

L2(Ω) + ‖∇f‖2
L2(Ω) +

∥∥D2f
∥∥2

L2(Ω)

] 1
2

⇒ ‖f‖2 ≤ C2
1

[
‖f‖L2(Ω) + ‖∇f‖2

L2(Ω) +
∥∥D2f

∥∥
L2(Ω)

]
Usando la Hipótesis, ∀ε > 0 : ‖D2f‖L2(Ω) ≤ ε, deducimos que

‖f‖2
C0(Ω) ≤ C2

1 ‖f‖
2
L2(Ω) + C2

1 ‖∇f‖
2
L2(Ω)

Puesto que f ∈ W 1
0 (Ω), entonces por la desigualdad de Poincaré (teorema 2.10) existe

una constante M = M (2,Ω) tal que

‖f‖2
C0(Ω) ≤ C2

1M
2 ‖∇f‖2

L2(Ω) + C2
1 ‖∇f‖

2
L2(Ω)

‖f‖2
C0(Ω) ≤ C2

1

(
M2 + 1

)
‖∇f‖2

L2(Ω)

⇒ ‖f‖C0(Ω) ≤
[
C1

√
M2 + 1

]
‖∇f‖L2(Ω)

Sea C = C1

√
M2 + 1 > 0, entonces

‖f‖C0(Ω) ≤ C‖∇f‖L2(Ω)

3.2.2 Unicidad y Estabilidad de la Identificación de parámetros

El siguiente resultado, es de gran importancia, ya que nos permite determinar, cuando dos

soluciones del problema de optimización (3.9) son estables respecto a los datos observados

y como consecuencia de ello, también permite decidir la unicidad de dicha solución, y por

lo tanto resuelve nuestro problema de existencia y estabilidad de los parámetros para el

problema inverso (1.1)-(1.3) y (3.1).

Teorema 3.7. Asuma que (y1, y2, y3, β, µ, ν) e (ỹ1, ỹ2, ỹ3, β̃, µ̃, ν̃) son minimizadores para

el problema (3.9), correspondientes a los datos (yobs1 , yobs2 , yobs3 ) e (ỹobs1 , ỹobs2 , ỹobs3 ) respecti-

vamente. Asuma además que se cumplen las hipótesis del lema(3.1) , y que existe x0 ∈ Ω
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tal que β̃(x0) = β(x0); µ̃(x0) = µ(x0); ν̃(x0) = ν(x0). Entonces existe una constante T , tal

que para cualquier T ≥ T se cumple

máx
x∈Ω
|B|2 + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2 ≤ ψ0

φ0

[
3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)

]
(3.72)

donde

ψ0 = 1− Γ;φ0 = [
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

C
]{exp(M1T )

con

L = máx{|N |2, f 2
0}

Γ =
C1

C

(
[
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )

2
]{exp(M1T )[12Tm(Ω) exp(k1T ) +M1M2]}

)

+
C1

C

(
7m(Ω) + g2

0(1 + f 2
0 )[6Tm(Ω) exp(kT )]

)
y f0, g0, k,M1,M2 y C,C1, son las constantes de los teoremas (3.5),(3.6) y del lema (3.1)

Demostración. Supongamos que (y1, y2, y3, β, µ, ν) es solución del problema (3.9) y que

(p1, p2, p3) es solución del sistema (3.23) con (β, µ, ν) reemplazado por (β, µ, ν)

Ahora, tomando (β̂, µ̂, ν̂) = (β̃, µ̃, ν̃) en (3.35), obtenemos que

∫
Q

{
(µ̃− µ)[(N − y1)p1 − y2p2 − y3p3] + y1y2(β̃ − β)(p2 − p1) + y2(ν̃ − ν)(p3 − p2)

}
dxdt

+C

∫
Ω

{
|∇β∇(β̃ − β)|+ |∇µ∇(µ̃− µ)|+ |∇ν∇(ν̃ − ν)|

}
dx ≥ 0 (3.73)

En forma análoga, si suponemos que (ỹ1, ỹ2, ỹ3, β̃, µ̃, ν̃) es solución del problema (3.9) y

que (p̃1, p̃2, p̃3) es solución del sistema (3.23) con (β, µ, ν) reemplazado por (p̃1, p̃2, p̃3)

Ahora, tomando (β̂, µ̂, ν̂) = (β, µ, ν) en (3.35), obtenemos que

∫
Q

{
(µ− µ̃)[(N − ỹ1)p̃1 − ỹ2p̃2 − ỹ3p̃3] + ỹ1ỹ2(β − β̃)(p̃2 − p̃1) + ỹ2(ν − ν̃)(p̃3 − p̃2)

}
dxdt
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+C

∫
Ω

{
|∇β̃∇(β − β̃)|+ |∇µ̃∇(µ− µ̃)|+ |∇ν̃∇(ν − ν̃)|

}
dx ≥ 0 (3.74)

Notemos que

|∇β∇(β̃ − β)|+ |∇β̃∇(β − β̃)| = ∇|β − β̃|2 (3.75)

|∇µ∇(µ̃− µ)|+ |∇µ̃∇(µ− µ̃)| = ∇|µ− µ̃|2 (3.76)

|∇ν∇(ν̃ − ν)|+ |∇ν̃∇(ν − ν̃)| = ∇|ν − ν̃|2 (3.77)

(µ̃− µ)[(N − y1)p1 − y2p2 − y3p3 − (N − ỹ1)p̃1 + ỹ2p̃2 + ỹ3p̃3] = (µ̃− µ)[−NP1

+p̃1Y1 + y1P1 + p̃2Y2 + y2P2 + p̃3Y3 + y3P3] (3.78)

y1y2(β̃ − β)(p2 − p1) + ỹ1ỹ2(β − β̃)(p̃2 − p̃1) = −(β − β̃)[ỹ1ỹ2P2

−ỹ1ỹ2P1 + Y1ỹ2p2 + y1Y2p2 − Y1ỹ2p1 − y1Y2p1] (3.79)

y2(ν̃ − ν)(p3 − p2) + ỹ2(ν − ν̃)(p̃3 − p̃2 = −(ν̃ − ν)[Y2p̃3 + y2P3 − p̃2Y2 − y2P2] (3.80)

Si sumamos (3.73) con (3.74), agrupamos adecuadamente los términos, y usando las re-

laciones (3.75)- (3.80), obtenemos

C

∫
Ω

{
∇|β − β̃|2 +∇|µ− µ̃|2 +∇|ν − ν̃|2

}
dx ≤

∫
Ω
{|µ̃− µ|[|N ||P1|+ |p̃1||Y1|+ |y1||P1|
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+|p̃2||Y2|+ |y2||P2|+ |p̃3||Y3|+ |y3||P3|]}dx

+

∫
Ω

{
|β̃ − β|[|ỹ1||ỹ2||P2|+ |ỹ1||ỹ2||P1|+ |ỹ2||p2||Y1|+ |y1||p2||Y2|+ |ỹ2||p1||Y1|+ |y1||p1||Y2|]

}
dx

+

∫
Ω

{(ν̃ − ν)[|p̃3||Y2|+ |y2||P3|+ |p̃2||Y2|+ |y2||P2|]} dx (3.81)

Aplicando, al primer sumando del lado derecho de la ecuación (3.81), la desigualdad de

Young, obtenemos∫
Ω

{|µ̃− µ|[|N ||P1|+ |p̃1||Y1|+ |y1||P1|+ |p̃2||Y2|+ |y2||P2|+ |p̃3||Y3|+ |y3||P3|]}dx ≤

≤ 1

2

∫
Ω

|µ̃− µ|2dx+
1

2

∫
Ω

|N |2|P1|2dx+
1

2

∫
Ω

|µ̃− µ|2dx+
1

2

∫
Ω

|p̃1|2|Y1|2dx+

+
1

2

∫
Ω

|µ̃− µ|2dx+
1

2

∫
Ω

|y1|2|P1|2dx+
1

2

∫
Ω

|µ̃− µ|2dx+
1

2

∫
Ω

|p̃2|2|Y2|2dx+

+
1

2

∫
Ω

|µ̃− µ|2dx+
1

2

∫
Ω

|y2|2|P2|2dx+
1

2

∫
Ω

|µ̃− µ|2dx+
1

2

∫
Ω

|p̃3|2|Y3|2dx+

+
1

2

∫
Ω

|µ̃− µ|2dx+
1

2

∫
Ω

|y3|2|P3|2dx (3.82)

Definiendo f0, g0 como en el teorema (3.6), deducimos que∫
Ω

{|µ̃− µ|[|N ||P1|+ |p̃1||Y1|+ |y1||P1|+ |p̃2||Y2|+ |y2||P2|+ |p̃3||Y3|+ |y3||P3|]}dx ≤

≤ [
7m(Ω)

2
][máx
x∈Ω
|U|2] + [

|N |2 + f 2
0

2
]

∫
Ω

|P1|2dx+ [
f 2

0

2
]

∫
Ω

[|P2|2 + |P3|2]dx+

+ [
g2

0

2
]

∫
Ω

[
3∑
i=1

|Yi|2]dx (3.83)

Procediendo de manera análoga con el segundo de la ecuación (3.81), obtenemos

∫
Ω

{
|β̃ − β|[|ỹ1||ỹ2||P2|+ |ỹ1||ỹ2||P1|+ |ỹ2||p2||Y1|+ |y1||p2||Y2|+ |ỹ2||p1||Y1|+ |y1||p1||Y2|]

}
dx

≤ [3m(Ω)][máx
x∈Ω
|B|2] + [

f 4
0

2
][

∫
Ω

|(P1|2 + |P2|2)dx] + [(f0g0)2]

∫
Ω

[|Y1|2 + |Y2|2]dx (3.84)
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Mientras que para tercer sumando de la ecuación (3.81), obtenemos∫
Ω

{(ν̃ − ν)[|p̃3||Y2|+ |y2||P3|+ |p̃2||Y2|+ |y2||P2|]} dx

≤ [2m(Ω)][máx
x∈Ω
|V |2] + [

g2
0

2
][

∫
Ω

|Y2|2dx] + [f 2
0 ]

∫
Ω

[|P2|2 + |P3|2]dx (3.85)

Sustituyendo las relaciones (3.83),(3.84) y (3.85) en (3.81), obtenemos

C

[∫
Ω

[(∇B)2 + (∇U)2 + (∇V )2]dx

]
≤ 7m(Ω)

2

[
máx
x∈Ω
|B|2 + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2

]

+

[
g2

0 + 2(f0g0)2

2

] ∫
Ω

|Y1|2dx+
[
g2

0 + (f0g0)2
] ∫

Ω

|Y2|2dx+

[
g2

0

2

] ∫
Ω

|Y3|2dx

+

[
|N |2 + f 2

0 + f 4
0

2

] ∫
Ω

|P1|2dx+

[
2f 2

0 + f 4
0

2

] ∫
Ω

|P2|2dx+

[
2f 2

0 + f 4
0

2

] ∫
Ω

|P3|2dx

Haciendo L = máx{|N |2; f 2
0}, deducimos

C

[∫
Ω

[(∇B)2 + (∇U)2 + (∇V )2]dx

]
≤ 7m(Ω)

[
máx
x∈Ω
|B|2 + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2

]

+

[
L+ 2f 2

0 + f 4
0

2

][∫
Ω

[
3∑
i=1

|Pi|2]dx

]
+
[
g2

0(1 + f 2
0 )
] [∫

Ω

[
3∑
i=1

|Yi|2]dx

]
(3.86)

Por otra parte, de la definición de B, U, V , se obtiene que

0 < |B| < 1, 0 < |U | < 1, 0 < |V | < 1

De donde se deduce que

máx
x∈Ω
|B|2] + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2 ≤ máx

x∈Ω
|B|+ máx

x∈Ω
|U |+ máx

x∈Ω
|V | (3.87)

Del lema (3.1), existe C1 > 0 tal que

C

[
máx
x∈Ω
|B|+ máx

x∈Ω
|U |+ máx

x∈Ω
|V |
]
≤ CC2

1

[
‖∇B‖2

L2(Ω) + ‖∇U‖2
L2(Ω) + ‖∇V ‖2

L2(Ω)

]
(3.88)
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Usando la ecuación (3.88) en (3.87), deducimos

máx
x∈Ω
|B|2] + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2 ≤ C2

1

[
‖∇B‖2

L2(Ω) + ‖∇U‖2
L2(Ω) + ‖∇V ‖2

L2(Ω)

]
(3.89)

Ahora, usando la ecuación (3.89) en (3.86), obtenemos

máx
x∈Ω
|B|2] + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2 ≤ 7m(Ω)C1

C
[máx
x∈Ω
|B|2] + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2]

+[
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

2C
]

∫
Ω

[
3∑
i=1

|Pi|2]dx+
g2

0C1(1 + f 2
0 )

C

∫
Ω

[
3∑
i=1

|Yi|2]dx (3.90)

denotando Λ = máxx∈Ω |B|2] + máxx∈Ω |U |2 + máxx∈Ω |V |2, podemos reescribir la ecuación

(3.90), como sigue

Λ ≤ 7m(Ω)C1

C
Λ + [

(L+ 2f2
0 + f4

0 )C1

2C
]

∫
Ω

[

3∑
i=1

|Pi|2]dx+
g2

0C1(1 + f2
0 )

C

∫
Ω

[

3∑
i=1

|Yi|2]dx (3.91)

Aplicando el teorema (3.6), se obtiene

Λ ≤ 7m(Ω)C1

C
Λ + [

(L+ 2f2
0 + f4

0 )C1

2C
]

∫
Ω

[

3∑
i=1

|Pi|2]dx+
g2

0C1(1 + f2
0 )

C
[6Tm(Ω) exp(kT )]Λ (3.92)

Ahora, aplicando el teorema (3.6) en (3.92), se obtiene

Λ ≤ 7m(Ω)C1

C
Λ +

g2
0C1(1 + f 2

0 )

C
[6Tm(Ω) exp(kT )]Λ

+[
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

2C
]{exp(M1T )[12Tm(Ω) exp(k1T ) +M1M2]Λ}

+[
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

2C
]{2 exp(M1T )[

3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)]} (3.93)

De (3.93), se sigue que

Λ ≤ (
7m(Ω)C1

C
+
g2

0C1(1 + f 2
0 )

C
[6Tm(Ω) exp(kT )]
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+[
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

2C
]{exp(M1T )[12Tm(Ω) exp(k1T ) +M1M2]})Λ

+[
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

2C
]{2 exp(M1T )[

3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)]} (3.94)

Hagamos

Γ =
C1

C

(
[
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )

2
]{exp(M1T )[12Tm(Ω) exp(k1T ) +M1M2]}

)

+
C1

C

(
7m(Ω) + g2

0(1 + f 2
0 )[6Tm(Ω) exp(kT )]

)
(3.95)

Aśı podemos reescribir la ecuación (3.95), como sigue

Λ ≤ ΓΛ + [
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

C
]{exp(M1T )[

3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)]}

Luego

Λ− ΓΛ ≤ [
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

C
]{exp(M1T )[

3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)]}

De donde, obtenemos

(1− Γ)Λ ≤ [
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

C
]{exp(M1T )[

3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)]}

Sea

φ0 = 1− Γ;ψ0 = [
(L+ 2f 2

0 + f 4
0 )C1

C
] exp(M1T )

Entonces, se sigue que

Λ ≤ ψ0

φ0

)[
3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)]

Por lo tanto

máx
x∈Ω
|B|2 + máx

x∈Ω
|U |2 + máx

x∈Ω
|V |2 ≤ ψ0

φ0

[
3∑
i=1

‖ỹobsi − yobsi ‖2
L2(Ω)

]
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Observemos que si yi = ỹi, i = 1, 2, 3, entonces se obtiene que ỹobsi = yobsi , i = 1, 2, 3,

entonces de la desigualdad anterior se sigue que:

|B| = |U | = |V | = 0

Por lo tanto se obtiene que β = β̃;µ = µ̃; ν = ν̃

Además si

‖ỹobsi − yobsi ‖L2(Ω) < ε

entonces de la desigualdad del teorema (3.7) se deduce que

|B| < ε; |U | < ε; |V | < ε

Es decir los parámetros son estables respecto a los datos observados.



Conclusiones

1. Si el problema directo admite una única solución, entonces se puede definir un

funcional de costo, que junto con los datos observados definen un problema inverso

el cual es transformado en un problema de optimización.

2. Si el problema inverso tiene solución entonces el problema de optimización admite

solución.

3. Si el problema de optimización tiene solución y si el sistema adjunto admite solución

entonces una condición necesaria para la existencia del minimizador viene dada por

la inecuación(3.35).

4. Si el problema de optimización admite única solución y además se cumplan las

hipótesis del lema (3.1), entonces se obtiene unicidad para la identificación de

parámetros del problema inverso, lo cual se deriva de la inecuación(3.72).

5. Si dos soluciones del problema de optimización son estables respecto a los datos

observados y además se cumplan las hipótesis del lema (3.1), entonces se obtiene

que los parámetros del problema inverso también son estables respecto a los datos

observados, lo cual se deriva de la inecuación(3.72).
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Recomendaciones

1. El presente trabajo de investigación se desarrolló considerando el modelo tipo SIR,

sin embargo, es posible implementar esta misma técnica a los modelos tipo SI y

SIS, lo que evidencia la importancia de dicha técnicas en la resolución de problemas

inversos.

2. Esta investigación es de tipo cualitativo, recomendamos usar este estudio como base

para implementar un método numérico para la simulación numérica del modelo en

estudio.

3. Usar la simulación numérica para identificar el avance de enfermedades endémicas

en nuestra región como por ejemplo el dengue,el cólera,Tuberculosis.
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