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Resumen

El presente trabajo de investigacion intitulado: Existencia y unicidad de la
solucion del problema de Cauchy-Dirichlet para problemas parabdlicos en un dominio
con frontera libre y puntos singulares, tiene como propésito responder al problema
de investigacion: ;Cuales son las condiciones necesarias y suficientes de existencia y
unicidad de la solucién del problema de Cauchy-Dirichlet para problemas parabdlicos
en un dominio con frontera libre y puntos singulares?; a través de la hipdtesis que los
problemas parabdlicos definidos en dominios con frontera mévil, bajo condiciones de
regularidad, siempre poseen solucién, y que, la unicidad de la solucién se garantiza,
exigiendo cierto grado de aproximacion de la tangente horizontal con la curva del
contorno del dominio en los puntos singulares de contacto o garantizando la condicién
de Lipschitz en una vecindad del punto singular.

Para este tipo de problemas, son conocidos algunos resultados, que van desde el es-
tablecimiento de condiciones que garantizan la existencia y unicidad de la solucion,
el andlisis de dependencia que tiene la solucién ante las variaciones del contorno del
dominio, etc. hasta la biisqueda de métodos eficientes de solucién tanto analiticos como
numéricos. Todos estos resultados, son conocidos para espacios funcionales especificos.
En el presente trabajo de investigacion, se utilizo el tipo de investigacion basico des-

criptivo, con una metodologia de trabajo consistente en utilizar el Teorema de Lax Mi-



ligram en la demostracion de la existencia de la solucién débil de problemas parabdlicos
con condiciones tipo Dirichlet sobre la frontera libre y puntos singulares, en un espa-
cio de Sébolev previamente definido. Con respecto a la unicidad, ésta fue probada de
manera clasica, buscando una soluciéon idénticamente nula de la ecuacion homogénea
correspondiente de tipo parabdlico, con la particularidad de considerar primeramente
subdominios que no contienen puntos singulares, y luego utilizando propiedades de
continuidad, tomar limites y abarcar subdominios que contienen en su frontera puntos

singulares.

Los resultados mas importantes a los cuales se han llegado en esta investiga-

cion, fueron:

= Prueba, que la continuidad de las funciones que representan al contorno mévil
del dominio, constituye una condicién suficiente de existencia de la solucion del
problema de Cauchy-Dirichlet de tipo parabdlico, en un dominio con frontera

libre y puntos singulares, de un espacio de Sobolev predefinido.

= Prueba, que las condiciones de Lipschitz constituyen condiciones suficientes, que
deberan cumplir las curvas del contorno movil del dominio en las vecindades de los
puntos singulares, para garantizar la unicidad de la soluciéon débil del problema
de Cauchy-Dirichlet en problemas parabdlicos definidos sobre un dominio con

frontera libre y puntos singulares, de un espacio de Sobolev predefinido.

» Comprobacién, que en el espacio de Hilbert Ls (@), las condiciones de Lipschitz
impuestas en las vecindades de los puntos singulares, no son suficientes para
garantizar la unicidad de la solucion del problema de Cauchy-Dirichlet de tipo

parabdlico sobre un dominio con frontera libre y puntos singulares.
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Abstract

The present work of investigation entitled: Existence and uniqueness of the
solution of the Cauchy-Dirichlet problem for parabolic problems in one domain with free
boundary and singular points, has as intention answer to the problem of investigation:
What are the necessary and sufficient conditions of existence and uniqueness of the
solution of the Cauchy-Dirichlet problem for parabolic problems in a domain with free
boundary and singular points?, across the hypothesis that for these problems, under
conditions of regularity, always exists solution, and that, to guarantee the uniqueness
has from him to demand certain degree of approximation of the tangent horizontal
with the curve of the contour of the domain in the singular points of contact or to
guarantee Lipschitz’s condition in a vicinity of the singular point.

For such problems, some results are known, ranging from the establishment of con-
ditions that guarantee the existence and uniqueness of the solution, the analysis of
dependence of the solution to variations of the boundary of the domain, etc., to finding
efficient methods of analytical and numerical solution. All these results are known for
specific functional spaces.

The basic descriptive type of investigation was in use, with a methodology of consistent

work in Lax Miligram’s Theorem used for the proof of the existence of the weak solution

II1



of parabolic problems with conditions type Dirichlet on the free border and singular
points, in a previously defined Sobolev spaces. With regard to the uniqueness, this one
was proved in a classic way, looking for an identically void solution for the homogeneous
corresponding equation of parabolic type, but with the particularity of considering first
sub-domains that do not contain singular points, for then using properties of continuity,

to take limits and to include sub-domains that contain in his border singular points.

The most important result which was reached in this study was to:

= Proof, that the continuity of the functions representing the moving boundary
of the domain, a sufficient condition of existence of the solution of the Cauchy-
Dirichlet problem of parabolic type in a domain with free boundary and singular

points of a Sobolev space predefined.

= Proof, that the Lipschitz conditions are sufficient conditions to be complied with
moving boundary curves of the domain, in the vicinity of the singular points,
to ensure uniqueness of the weak solution of the Cauchy-Dirichlet problem for
parabolic problems defined on a domain with free boundary and singular points

of a predefined Sobolev space.

» Check, that in the Hilbert space Ly (@), the Lipschitz conditions imposed in the
neighborhood of singular points, are not sufficient to ensure the uniqueness of
the solution of the Cauchy-Dirichlet parabolic problem on a domain with free

boundary and singular points.
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Introduccion

Los problemas parabdlicos definidos en dominios no clasicos que presentan
algin tipo de singularidad!, fueron y son objeto de investigacién de muchos matemati-
cos. I. G. Petrovsky (1935) [10] y B. P. Mijailov (1961) [8], (1967) [9], tratan problemas
de existencia y unicidad de la solucién de problemas de difusion definidos en dominios
con singularidades en diferentes espacios funcionales. Una particularidad de tales pro-
blemas lo constituye, por ejemplo, el hecho que los contornos laterales del dominio, en
el cual se busca la solucion, tienen en el momento inicial de tiempo, un punto singular.
Este hecho, dificulta tanto el uso de métodos conocidos, como por ejemplo la repre-
sentacion de los problemas de contorno en forma de ecuaciones integrales, asi como
la aplicacién de métodos numéricos de solucién. O. T. Embergenobich (1978) [4], por
ejemplo, utiliza el método del potencial térmico, para solucionar ciertos problemas de

difusién en dominios moviles con singularidades, obteniendo para tales problemas un

'En el contexto del presente trabajo de investigacién, la singularidad de un dominio estd dada por
puntos del contorno del dominio, cuya presencia, por un lado pueden convertir al problema en un
problema mal planteado, o que, simplemente pueden dificultar la aplicaciéon de métodos conocidos de

solucién.



sistema de ecuaciones integrales, pero con operadores integrales singulares? 3. Métodos
analiticos de solucién de problemas de difusién en dominios con frontera libre « ()
en la actualidad son conocidos sélo para algunos casos particulares de funciones « (t),
como por ejemplo, para aquellas funciones de la forma cv/%, ct.

L. I. Kamuinin (1961) [6], menciona que los resultados sobre problemas con
ecuaciones de tipo parabdlico en dominios con frontera libre se dificulta, dado a que el
dominio en el que se determina la solucion se reduce a un punto en el momento inicial
de tiempo (¢ = 0). Como consecuencia de ello, no se logra demostrar la convergencia
uniforme en el método de aproximacion sucesiva para ecuaciones integrales a las cuales
se reduce la solucion de problemas semejantes. Ademas, estudia la solucién del problema
mixto para la ecuacién parabdlica lineal con dos variables independientes x y ¢ que
satisface en el contorno lateral del dominio a una de las tres condiciones estandar de
contorno y analiza la dependencia de la solucién ante las variaciones de las curvas que
determinan el contorno lateral. Resulta que si las curvas del contorno satisfacen la

condicién de Holder* con exponente mayor que %, son rectificables, y las condiciones

2Operadores integrales que bajo la accién sobre una constante y la tendencia del limite superior

de la integral hacia el inferior, éstos no tienden a cero

3Los métodos de solucién para tales ecuaciones debido a la singularidad de los operadores integrales,
no son comunes para la teoria de ecuaciones de Volterra; por ese motivo son llamados ecuaciones
integrales singulares de Volterra de segundo orden. La solucion se suele buscar en forma de suma de

potenciales térmicos. [4]

4Si para cualesquier puntos x y 2’ del segmento [a,b], el incremento de la funcién satisface a la
desigualdad |f (z) — f (2/)] < M|z —2'|”, en donde 0 < o < 1 y M - cierta constante, entonces
se dice que la funcién f (z) satisface a la condicién de Lipschitz de orden a en el segmento [a,b].
Histéricamente sélo se relaciona con el nombre de Lipschitz el caso méas importante a = 1 y para

a < 1 se dice condicién de Holder.[11]



de contorno sobre cada una de las curvas admisibles no cambian, entonces la solucion
junto con su derivada respecto a = depende continuamente del cambio de la curva
de contorno (en la métrica de Holder®). En este caso, los coeficientes de la ecuacién
parabodlica pueden presentar discontinuidades de primer tipo sobre un nimero finito
de curvas, siendo la solucién junto con su primera derivada respecto a x dependiente
continuamente inclusive de las lineas de discontinuidad.

En los ultimos anos se han obtenido una serie de resultados interesantes sobre
la solucién de problemas generales de contorno para ecuaciones diferenciales parciales
de tipo parabdlico y eliptico. La mayoria de estos resultados se refieren a problemas en
los que en cada punto de la frontera del dominio considerado, se cumple cierta condicién
de conformidad entre la accién del operador de frontera y los valores limite del operador
diferencial que actiia en el interior del dominio. Sin embargo representa interés examinar
aquellos problemas de contorno en los cuales tal condicion de conformidad se cumple
en todo lugar, excepto, puede ser, en cierta variedad de menor dimensién (dimensién

n—1en R").

®Se denomina clase H, al conjunto de todas las curvas continuas = = h(t) (0 <t < T), para las
1ta

cuales |h (£)| < M y |h(t1) — h(t2)| < K|t1 —t2| % , t1, t2 € [0,T] en donde M, K y « - constantes

(0 < a<1). ConV se denota al conjunto de todas las curvas rectificables de H,; entonces se define

la métrica de Holder: |[h]|, = |hl, + supo<s, ., <; % donde |h|, = supy<, <, |h (7)].[6]
- = |mi—T2| 2 - =



Capitulo 1

Analisis del objeto de estudio.

En el caso especifico del problema de Cauchy-Dirichlet para ecuaciones de tipo
parabdlico, la pregunta sobre la existencia y unicidad de la solucién, esté directamente
relacionada con la estructura del contorno de su dominio en las cercanias de aquellos
puntos con tangente horizontal. B. Mijailov (1961) [9].

Desde el punto de vista matematico, el problema que generan los puntos
de contorno con tangente horizontal, para problemas parabdlicos, esta estrechamente
relacionado con el concepto de variedad caracteristica (¢ = k). En [11] (1988), se define
a la caracteristica de una ecuacién diferencial de tipo parabdlico, como el conjunto
M de puntos (curva, superficie, etc.) tal que el problema de Cauchy con condiciones
iniciales sobre M resulta indeterminado.

Desde el punto de vista fisico, [5] (1964), el problema que generan los puntos
de contorno con tangente horizontal, para problemas parabdlicos, esta relacionado con
la imposicién de una condicién complementaria sobre la frontera libre z = s (t); es

decir, la imposicion del cumplimiento de la ley de conservacion de la energia, dada por



la formulas:

ds (t)
dt

= kg (s (1), 1) (1.1)

aqui, k es una constante positiva.
Visiblemente, en la ecuacién (1.1), para aquellos puntos del contorno con tangente
horizontal, la derivada dsd—(;) es indeterminada, si consideramos el plano %, x.

Se demuestra que para estos problemas, bajo condiciones de regularidad
siempre existe soluciéon. Para garantizar la unicidad se tiene que exigir cierto grado
de aproximacién de la tangente horizontal con la curva en los puntos singulares' de
contacto o garantizar la condicién de Lipschitz? en una vecindad del punto singular.

Considerando como variable independiente al dominio con frontera libre y
puntos singulares; y como variable dependiente a la existencia y unicidad de la solu-
cién débil del problema de Cauchy-Dirichlet; se planted el problema: ;Cudles son las
condiciones necesarias y suficientes de existencia y unicidad de la soluciéon del proble-
ma de Cauchy-Dirichlet para problemas parabdlicos en un dominio con frontera libre
y puntos singulares?.

En las aplicaciones matematicas, los tratados sobre existencia, unicidad y

estabilidad de la solucién de problemas con frontera libre, son de primordial importan-

cia, dado a que anteceden necesariamente a los posteriores estudios de implementacién

'En el contexto del presente trabajo, denominamos puntos singulares a aquellos puntos en los que

la tangente a la curva de contorno del dominio es paralela al eje Ox.

2El contorno I' del dominio acotado € se denomina lipschitziano si cualquiera que sea el punto
2% € T, se encuentra un sistema coordenado rectangular £ = (&;,...,&,) con origen en este punto, y
el rectangulo A = {£:[§] <9, j=1,...,n—1,[&]| < 0} tal que la interseccién I'A se describe por
la funcién &, =¥ (£), & = (&1, §no1) € A ={&' || <dj=1,...,n— 1}, satisfaciendo en A’

la condicién de Lipschitz.[12]



computacional de los diversos métodos de solucion. La propuesta de condiciones sufi-
cientes y necesarias para el buen planteamiento de los problemas con frontera libre se
torna importante en el quehacer matematico ya que por un lado son conocidos pocos
resultados al respecto y por otro lado este tipo de problemas esta logrando una no-
toria presencia en el campo aplicativo; asi, los problemas con frontera libre, aparecen
inclusive en fendémenos fisicos muy simples; como por ejemplo si se examina un peda-
zo delgado de hielo que ocupa el intervalo a < x < oo bajo la suposicién de que la
temperatura del hielo es nula en todas partes y que en el punto z = a la temperatura
se mantiene igual a T'°C' para T > 0; entonces el hielo empieza a derretirse y en cada
momento de tiempo ¢ > 0 el agua va a ocupar el intervalo a < z < s(t). Hoy en
dia son tratados problemas de frontera libre referidos a procesos de reaccién-difusion,
solido-gas, determinacién de coeficientes térmicos de materiales a través de procesos
con cambio de fase; agroindustria, etc.

Para la realizacién del presente trabajo de investigacién, se utilizd el tipo
de investigacién basico descriptivo, con una metodologia de trabajo consistente en
utilizar el Teorema de Lax Miligram para la demostracion de la existencia de la solucién
débil de problemas parabdlicos con condiciones tipo Dirichlet sobre la frontera libre y
puntos singulares, en un espacio de Sébolev previamente definido. Con respecto a la
unicidad, ésta fue probada de manera clasica, buscando una solucion idénticamente nula
para la ecuacion homogénea correspondiente de tipo parabdlico, con la particularidad
de considerar primeramente subdominios que no contienen puntos singulares, para
luego utilizando propiedades de continuidad, tomar limites y abarcar subdominios que

contienen en su frontera puntos singulares.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Conceptos matematicos basicos.

2.1.1. Problema de Cauchy.

Sea dado el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales res-

pecto a las variables independientes (¢,z) = (¢, x1,...,2,) con funciones desconocidas
UL, Uy ..., UN:
o™iy 0%u;
L =F (t,z,ur, .. uN, . ) 2.1
otrs ( ! Nowr peo gz . daan ) (2.1)

en donde @ = ap+ a1+ ...+ a,, « <nj, ag <nj,i,j =1,2,...,N (el nimero de
ecuaciones es igual al nimero de incégnitas).

En las ecuaciones presentes en el sistema, se observa que cada una de las
funciones desconocidas u; tiene su derivada de orden mayor n; respecto a t. La variable
independiente ¢ juega un rol importante respecto a las demas variables independientes,

ya que:

a) entre las derivadas de mayor orden n; de cada funcién presente en el sistema,



oM,

debe estar la derivada ol

b) el sistema es resuelto (despejado) respecto a estas derivadas de mayor orden.

Por lo general, la viariable ¢ es una variable temporal y las variables x1,...,x, son
variables espaciales.

El sistema (2.1) junto con las condiciones a) y b), se denomina sistema de
Kovalevskaya.

Sobre cierto hiperplano t = t° damos los valores iniciales de las funciones

desconocidas u; (t,z) y sus derivadas respecto a t hasta de orden n; — 1:

— (),  k=0,1,...,m—1 (2:2)

aqui ¥ (x) son dadas en el dominio Gy C R" sobre el hiperplano t = t°.

El problema (2.1), (2.2) se denomina problema de Cauchy.!

2.1.2. Problema de Cauchy con condiciones iniciales dadas so-
bre una superficie arbitraria.

Veamos la siguiente ecuaciéon diferencial lineal genérica de orden m:

Z o () D%y = £ (2) T =0, L1, .0y Tp, (2.3)

laj<m

!Teorema de Kovalevskaya.- Si todas las funciones ¢ (z) de (2.2) son analiticas en una vecindad
del punto 20 = (m?, ce m%), y las funciones F; de (2.1) son definidas y analiticas en una vecindad
del punto (to, 29,20 7@?,00 (xo) .. .), entonces el problema de Cauchy (2.1), (2.2) tiene solucién

analitica en cierta vecindad del punto (to,xo) = (to, ). .. ,x%) siendo ademas tinica en la clase de

funciones analiticas. [7]



en donde, DI*l denota a la derivada parcial de orden |a| respecto a las variables

g, T1..., Ty, es decir,

Dlel = ol :
Oxy° 0z ...0xom

La sumatoria se toma para todos los valores enteros no negativos «,, comenzando desde
0 hasta m; ademds a es el multi-indice & = gy ..., y |a] = ag+ag ... + a,. Se
suele omitir el signo de modulo en la notacién del orden de la derivada, de modo que,
en (2.3) escribiremos D%u en lugar de D/*lu:

Z o (x) D = f(x), T = X0, L1, .0y Ty (2.4)

la|<m
Consideremos que en la vecindad {2 del punto P se tiene una superficie S
n-dimensional y suave de clase C™ 2 con ecuacién F (zg, 1, ..., x,) = 0.
Sea 71 - vector normal a S’y |VF| # 0. Consideremos ademaés, que sobre la

superficie S se dan las condiciones:

ok
=7
onk| g

=r,  k=0,1,....m—1. (2.5)

(en lugar del vector normal 77 en las condiciones (2.5) se puede considerar cualquier
vector ¥ con direccién no tangente a la superficie ).
Se plantea el problema general de Cauchy:
Encontrar la funcién u (z), que satisface a (2.4), (2.5) en cierta vecindad € del punto
P.
Surge la pregunta: ;Para qué ecuaciones de las superficies S y condiciones iniciales

vr, k=20,...,m—1, este problema tiene solucién en cierta vecindad del punto P?.

2Se dice que la superficie S pertenece a la clase CP, p > 1 si en cierta vecindad de cada punto
xo € S puede ser representada por la ecuacion wy, () = 0, con gradwy, (x) # 0y la funcién wy, (z)

es continua junto con todas sus derivadas hasta de orden p inclusive en la vecindad considerada. [2]



Para dar respuesta a la pregunta planteada, en [7] se lleva a cabo el siguiente
razonamiento:

Se realiza un cambio de variables independientes, de tal modo que la superficie
I = 0 se traslade a uno de los hiperplanos coordenados. Tal cambio de variables se

puede hacer en la forma:

yo = F (zo,x1....,2,),
yj:a:j, ]:17771

el cual es no singular, ya que el jacobiano de la transformacién es diferente de cero:

OF  OF OF
Org Oxy °°  Oxn
0 1 0
J = 20
0 0 1

en base a que, sin limitar generalidad, se puede considerar que g—F # 0. En las nuevas
)
variables, la superficie S tiene ecuacién yy = 0. Luego del cambio de las variables

independientes, la ecuacién (2.4) se transforma en:

> baly) D= f(y). (2.6)

Para que esta ecuacién pueda escribirse en la forma:

Dpi= Y ba(y)D%i(y)+ fi (), (2.7)

la|<m, ap<m—1
es necesario que el coeficiente b, (y) correspondiente a o« = (m,0,...,0) sea no nulo

en la vecindad del punto P. Si calculamos el coeficiente b, (y), Vo = ag ..., tal que

10



|a| = m (es decir, para la derivada de orden mayor), notamos que resulta igual a:

ba(r) = 3 aa (2—2)% (g—gi)m... (gi)an = 3 a(gradF)*  (28)

|at|=m |a|l=m

Mostremos lo indicado, para el caso de una ecuacién de segundo orden con

dos variables independientes. En este caso (2.4) se escribe asi:

Z o (1, 29) D% = f (21, 22)

la]<2

o, utilizando una notacién més conocida, haciendo z; = x, x5 = y:
A20Uzy + 2011 Ugy + Ao2Uyy + G10U; + Ag1Uy + agot = f (2, Y) (2.9)

Las condiciones iniciales son dadas sobre la curva L:

ou
ulp, = o, Rl T# (2.10)
L

Consideremos que la curva L tiene ecuacién F'(z,y) = 0 y carece de puntos

singulares, es decir, |grad F'| # 0 sobre L. Si hacemos el siguiente cambio de variables:
{ = F(zy)

n = ®(z,y)
en donde @ (x,y) es una funcién arbitraria y suave, para la cual sobre la curva L, el

jacobiano respectivo de la transformacién es distinto de cero:

or  oF
ox dy
J= 20
00 o0
ox ox

(se puede hacer ® (x,y) = y, es decir, n = y, entonces el jacobiano tiene la forma:

or  OF
ox dy

J = £0
0 1
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entonces, como se dice, la transformaciéon endereza a la curva L, convirtiéndola de esta
manera en una parte de recta coordenada & = 0. Se puede mostrar que las condiciones

iniciales, en este caso, se escriben del siguiente modo:

_ ou _
Ule—g = $0(0,7), % =D (0,7). (2.11)
£=0

Ahora veamos como se transforma la ecuacion (2.9). Tenemos:

Uy = uﬁgm + Uy N, Uy = uféy + upny
2 2
Uy = Uge (§2)” + 2ugn€ae + Uy ()" + Uebaw + UpTea
Upy = UgebySa + Ugy (§:c77y + gynw) + UMl + Ueay + UnNay

Uyy = Uggfﬁ + 2ug,&yny + Unn77§ + uelyy + Unyy

Reemplazando estas derivadas en la ecuacién (2.7), obtenemos la siguiente

ecuacion:

bootige + 2b11ugy + bootiyy, = f (2.12)
en donde f contiene tanto a términos lineales de las primeras derivadas de u respecto
a & yn, ala misma funcién u (£,7), asi como a un término independiente. Aqui, se
utilizaron las notaciones:

by = an&: + 201168, + ané)

by = (120§x77x + a1 (ggﬂ]y + nxgy) + a025y77y

boo = asons + 201177y + o2,

Para que la ecuacion obtenida sea de tipo Kovalevskaya con las condiciones

iniciales (2.11), es necesario que:

bao = axés + 2a11&:€, + a02§; #0

12



y esto corresponde a la expresién (2.8) para el caso de la ecuacién genérica de orden
m con n variables independientes.

Se demuestra facilmente que si sobre la superficie S son dadas la funcién u (z)
y sus derivadas en la direccién de la normal hasta de orden m — 1 inclusive (o derivadas
segin cualquier direccién no tangencial), entonces al mismo tiempo son dadas todas
las derivadas de u (x) hasta de orden m — 1 respecto a cada x;.

En efecto, para m = 2, n = 2, es decir para la ecuacién (2.9), tenemos:

%|L S g—Zcos(ﬁ,x) + g—Zcos(ﬁ,y)‘L = ¢
(2.13)
%‘L = %cos(?,x) + %cos(?,y)‘L = %

en donde 7 - versor dirigido en la direccion de la tangente a la curva L en el punto
(z,y).
Denotamos las componentes (cosenos directores) de los versores 7 y 7 con
ni, Ng y T1, T respectivamente.
ou Ou

El sistema (2.13) tiene solucién tunica 5%, %%, ya que su determinante es
oxr’ Oy’

distinto de cero:

ny no T
= [l 7l = Jil| - Flsin 5 =1 0

T T2

(notemos que si en lugar del vector 7i se toma cualquier versor con direccién no

tangencial, entonces el determinante también es distinto de cero).
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2.1.3. Superficies caracteristicas para una ecuacion en deriva-
das parciales.

Veamos el problema de Cauchy para la ecuacion:

Z ao () D = f (x) (2.14)

la|<m
con condiciones iniciales sobre una superficie S arbitraria y suave, dada por la ecuacion

F(z)=0:
OFu

S| =ew k=01..m-1 (2.15)
n

S

Llevamos el problema (2.14), (2.15) a un problema de tipo Kovalevskaya,

para lo cual de las variables & pasamos a las nuevas variables independientes:

yr = Fy (), k=0,1,...,n. (2.16)

Ademads proponemos que la transformacién (2.16) sea no singular en cierta vecindad

del punto P, es decir:

OF,
a.’l?i

det H #0

y que Fy = F', es decir, en las nuevas coordenadas, la ecuacion yo = 0 en la vecindad del
punto P, representa a la superficie S. Fue mostrado®, que a partir de las condiciones
iniciales dadas sobre .S, se pueden determinar todas las derivadas hasta de orden m — 1
inclusive, de la funcién wu (z) sobre la superficie S, respecto a las variables z, lo que
significa que también respecto a las variables y. Estas derivadas en las variables y

determinan las condiciones de Cauchy en la vecindad del punto P del hiperplano y, = 0.

3ver pagina 13.
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Se desea aplicar el teorema de Kovalevskaya? a la nueva ecuacién, por ello,
nos interesa en ella, el coeficiente de su derivada de mayor orden respecto a .

Este coeficiente para Dj'u es:

S ta (@) (DyF)* (DiF)™ ... (D F)™,

|la|=m

en donde D; = %.
Tj

Sea la superficie S, dada por la ecuacién F (z) = 0, tal que en la vecindad

del punto P, se cumpla:

> aa (@) (DoF)™ (DyF)™ .. (D)™ # 0.

laj=m
entonces, dividiendo por tal coeficiente, a la ecuacién (2.14), en las nuevas variables,

se la puede escribir en la forma:

0mu N -
%: Z ba (y) Du+ f (y)

la|<m, ap<m—1

A esta ecuacién se le puede aplicar el teorema de Kovalevskaya en el caso en
que la funcién F'(z), que define a la superficie S, los coeficientes de la ecuacién y las

condiciones iniciales, son funciones analiticas®.

Definicién 2.1.1 La superficie S para la cual se cumple la iqualdad:

Z Ao () (DgF)* ... (D, F)*" = Z ao () (grad F)* =0 (2.17)

lor|=m |o|=m

4Ver pie de pagina 1 de la pagina 8.

5 .’ . . . . . . .
°La funcién compleja F (), definida en cierto dominio (2, se denomina analitica en una ve-

cindad del punto P = (w?,...,x?n), si ella se descompone en una serie exponencial: F (z) =

D e =0 om0 2o —0 At (z1 — x?)al (22 — ch)&2 B z?n)am = Y, Aa(z— IO)‘*7

convergente en médulo para |z — x| suficientemente pequenos.|7]
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se denomina superficie caracteristica o caracteristica de la ecuacion (2.14).
Ast, para la ecuacion de sequndo orden (2.9) (m =2, n=2), la ecuacion de

la curva caracteristica es:
OF 2+2 aFaF_% OF\” 0
a — ajl—— +a — ) =
20{ 57 g oy 02 oy

Notamos que, la ecuacion de la curva caracteristica queda determinada por
los coeficientes de las derivadas de orden mayor. Mostremos el siguiente ejemplo, re-

lacionado con la ecuacion de conduccion del calor:

ou  Pu  Pu  *u

— 9.2 2 2>

r € R* (2.18)

en donde se observa que la ecuacion de la curva caracteristica se deberd obtener a partir

OF \ 2 IF \ 2 OF \ 2
(5) +(5) ~(55) =0 (219)

La funcion F = xg — ¢ = 0 satisface a (2.19), por ello xy = const es curva

de la expresion:

caracterisitica para la ecuacion de conduccion del calor.

2.1.4. Particularidades del problema de Cauchy con condicio-
nes iniciales sobre la caracteristica.

Supongamos que la superficie S resulta ser caracteristica. Entonces el coe-
ficiente de % es igual a cero y la ecuacion (2.14) se transforma sobre S en una
0

expresion en la que participan las derivadas de u respecto a yo,...,Y, de la forma

D%u, en donde ag < m — 1.
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Debido a que las condiciones de Cauchy son dadas sobre S':

i
g_yg ) = or ()6, k=0,1,...,m—1
yo=0
entonces la ecuacion sobre la superficie caracteristica se ha convertido en una expresion
entre condiciones iniciales. De este modo, las condiciones iniciales sobre la superficie
caracteristica no pueden ser dadas arbitrariamente.

Veamos el caso, relacionado con el problema de Cauchy para la ecuacion de

conduccion del calor (2.18) con las siquientes condiciones iniciales:

U = o (2)
(2.20)
g_xqﬁxozo = ¢1(2)

Si la solucion del problema de Cauchy (2.18), (2.20) existe, entonces las

funciones iniciales dadas deberan satisfacer la relacion:
p1=~02pg  para x=0. (2.21)

Puede suceder que la solucion del problema de Cauchy con condiciones inicia-
les (2.15) sobre la caracteristica, exista y no sea unica. En [7] se examina el siguiente
ejemplo para el caso de la ecuacion de ondas.

Sea la ecuacion de ondas:
(2.22)

La expresion (2.17) para ella es:
2 2
8_F —a? G_F =0
(9.750 8x1

17
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por lo tanto las rectas x1 — axy = const, x1 + axry = const constituyen caracteristicas

para la ecuacion (2.22). El cambio de variables independientes:
Ty —aro = Yo, T1+aro=Y1

lleva la ecuacion (2.22) a la forma:

9*u

= 2.23
0y Oy ( )

Se dan para (2.23) las siguientes condiciones iniciales sobre la caracteristica:

uly—o = %0 (1)
(2.24)
%yozo = ¢1(n)

La solucion del problema (2.23), (2.24) existe sdlamente si son impuestas
sobre wg y @1 ciertas restricciones; pero dicha solucion no es unica. En efecto, todas

las soluciones de la ecuacion (2.23) se expresan en la forma:

w (Yo, y1) = ®1 (yo) + P2 (1) (2.25)

en donde, las funciones ®1 y Py son definidas de (2.24). Tenemos:

@0 (y1) = 1 (0) + P2 (y1)

de donde:

P2 (1) = o (y1) — 21 (0)
y la solucion (2.25) adquiere la forma:
u (Yo, y1) = 1 (Yo) + o (y1) — 21 (0)

Ahora se utiliza la sequnda de las condiciones iniciales de (2.24) para definir

Oy (yo). Tenemos:
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ou (?Joa 3/1)
Yo

_ 0Py (o)

= 1 (y1) = const (2.26)
yo=0 9o

yo=0

es decir, la funcion inicial oy (y1) debe ser constante.
Se muestra facilmente que con estas condiciones iniciales, el problema (2.23),
(2.24) posee un conjunto infinito de soluciones. En efecto, la funcion ®4 (yo) es una
funcion arbitraria de clase C* (Rl) que satisface sélo a la condicion (2.26). Tal funcion

se puede expresar en la forma:

Py (yo) = f (o) — £ (0) + o [1 (0) — f(0)] (2.27)

en donde f(yo) es una funcién arbitraria de clase C* (Rl). Se werifica que (2.27)

satisface a la condicion (2.26):

0P, (yo)
3y0 yo=0

= " (W)l yy—0 T 1 (0) = £ (0) = 1 (0)

La solucién del problema (2.23), (2.24) con ¢o(y1) € C? (R') se expresa

ahora en la forma:

w (Yo, y1) = wo (y1) + f (yo) — f (0) + wo [01 (0) — f(0)]

2.1.5. Problema de Cauchy - Dirichlet.

Sea G C R™ un dominio en donde sucede un proceso de difusion y S su
contorno al cual consideramos una superficie suave por tramos. Como dominio de de-

finicion de la ecuacion de difusion siguiente:

p % = div (p grad u) — qu + F (x,t) (2.28)
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X2

Figura 2.1: Cilindro I = G x (0,T) de altura Ty base G, considerado como dominio de definicién
de la ecuacién (2.28).

vamos a considerar al cilindro Uy = G x (0,T) de altura T y base G, Figura 2.1. Su
contorno estd conformado por la superficie lateral S x [0,T] y las dos bases: inferior
G x {0} y superior G x {T'}.

Se propone que los coeficientes p, p y q de la ecuacion (2.28) no dependen
del tiempo; ademds en correspondencia con su significado fisico vamos a considerar que
p(x) >0, p(x) >0, q(xr) >0,z qG; también, en correspondencia con el significado
matemdtico de la ecuacion (2.28) es necesario considerar que p € C (@), peCt (G)
yqeC(G).

Como es sabido, para describir completamente uno u otro proceso fisico, es
necesario ademds de la propia ecuacion que describe el proceso, establecer el estado
inicial de este proceso (condiciones iniciales) y el régimen en el contorno del dominio
en el cual se desarrolla el proceso (condiciones de contorno). Desde el punto de vista
matemdtico esto esta relacionado con la no unicidad de la solucion de las ecuaciones
diferenciales. En efecto, incluso para las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n
la solucion general depende de n pardmetros arbitrarios. Para las ecuaciones en deriva-
das parciales, la solucion generalmente depende de funciones arbitrarias; por ejemplo,

la solucion general de la ecuacion u, = 0 en la clase de funciones dependientes de las
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variables x ey, tiene la forma u(z,y) = f (y), en donde f es una funcion arbitraria
de clase C'. Por este motivo, para resaltar la solucion que describe un proceso fisico
real es mecesario considerar condiciones complementarias.

Para la ecuacion de difusion (2.28), el problema de Cauchy - Dirichlet, se
plantea del siguiente modo:[2]

Encontrar la funcién u(x,t) de clase C* (1ly) N C (Ily), grad,u € C (Ily)

que satisface a la ecuacion (2.28) en Iy, a la condicion inicial:
u’tzo = up ()

y a la condicion de contorno:

Ujg = V.

2.1.6. Problemas de contorno para regiones con frontera maovil

Para la ecuacion de conduccion del calor, se pueden plantear problemas de
contorno sobre dominios con fronteras que se desplazan con el transcurrir del tiempo.

Veamos la ecuacion de conduccion del calor con una variable espacial:
L(u) = a*tpe —u; =0 (2.29)

(el andlisis se puede generalizar al caso de varias variables).
Consideremos la region BAEF, Figura 2.2, delimitada por las caracteristicas

AB y EF (t = const) y lateralmente, por las curvas determinadas por las ecuaciones:

r = x1 (t) para AFE

x =Y (t) para BF.
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El problema de Cauchy-Dirichlet para esta region consiste en determinar la
solucion de la ecuacion de conduccion del calor (2.29) que satisfaga a las condiciones

wmacial y de frontera:

u=p(z) en AB,
(2.30)

Upmiy =i (8) ey = 12 (1)

Figura 2.2: Regién BAEF, delimitada por las caracterfsticas AB y EF (t=const) y por las curvas

laterales determinadas por las ecuaciones: x = x1 (t) y @ = x2 (£).

Del principio del valor mdzimo” se deduce directamente que este problema no
puede tener mds de una solucion continua.

En [14] (1980), se establece la formula de Green para la ecuacion (2.29) y la
respectiva representacion integral de las soluciones de este problema:
Considerando el operador

, 0% v

M) =a @+E

"Teorema.- (Principio del valor méximo para una regién acotada) Cada solucién u (t,z) de la

(2.31)

ecuacién de conduccién del calor, continua en el dominio cerrado de definicién, alcanza sus valores

méximo y minimo o bien en el momento inicial o bien en los puntos de la frontera.|7]
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e integrando la expresion:

en cierta region PABQ, Figura 2.2, donde ¢ (x,t) y 1 (x,t) son funciones arbitrarias,

derivables un nimero suficiente de veces, y aplicando el teorema de Green®, se obtiene:

[ [ L) - or () dode = § [sowdwa <¢— —wg;f) ]

en donde la sequnda integral se toma por el contorno cerrado PABQ. Si L(p) =0y

M (¢) =0, entonces, escribiendo con mds detalle el sequndo miembro, tenemos:

fPQ phdr = [, pdr + fBQ [pthda + a® (w%ae; - 90%) dt]— (2.32)

— Jup [wwdx +a? ( - Wm) dﬂ

Sea ¢ (z,t) = u(z,t) alguna solucion de la ecuacion de conduccion del calor,
es decir, L (u) =0, y ¢ = Go (z,t,£,7), la funcion de la fuente’ para esta ecuacion en

la recta infinita:

Go (2,t,€,7) ! ~ii (2.33)
x, 0,6, T) = e datlt=7 .
’ 2/ma? (t — 1)

8Teorema de Green.- Sea G un dominio con contorno lipschitziano, y sean f (z) = f (z1,...,zn)
y g (z1,...,zy) funciones continuas junto con sus derivadas parciales 0f /0x;, 0g/0x; (en donde i toma
los valores 1,...,N) en G = G +T. Entonces se cumple la relacién: fG Foon L gde = [ fovids— [ f5% 69 -dx

en donde, v; es la componente ¢ del vector unitario en la direccién de la normal exterior.[12]

9La solucién acotada definida en la regién —oo < x < oo,t > 0, que satisfaga a la ecuacién de
conduccién del calor: u; = a?uy,, para —oo <z < oo, t> 0y ala condicién inicial u (z,0) =

p(x), para —oo < x < oo tiene la siguiente representacion integral: u (x,t) f G (z,&t) o ()de

(@8>
donde G (z,&;t) = 5 Tlra%e_ 12c , se llama funcién de la fuente puntual.[14]
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que se llama con frecuencia: solucion fundamental de la ecuacion de conduccion del
calor. La funcion Gy (x,t,&,7) satisface a la ecuacion L(Gy) = 0 con respecto a las
variables x,t y a la ecuacion conjugada M (Go) = 0 con respecto a las variables &, T

Sea M (x,t) cierto punto fijo dentro de la region BAEF, en la cual se quiere
hallar el valor de la funcion u(x,t), y M, el punto de coordenadas (x,t+ h), donde
h > 0. Trazando por el punto M la caracteristica PQ), sustituyendo luego en la formula
(2.832) x por &, t por T y aplicandola después a la region ABQP, Figura 2.2 y a las
funciones:

p=u(7) y V(71)=GCGolx,t+h¢T) (2.34)

tenemos:

_=9? 6?2

PQ Trar (&) A6 =
(2.35)

= Jpapou (&, 7) Go(x, t+ h,&§,7)dE + a? (Go— —uaa_(?> dr

Pasando al limite cuando h — 0 y teniendo en cuenta la continuidad, con respecto a

h, de las funciones Gy (z,t 4+ h,&,7) y aa—GgO en PABQ, asi como también la igualdad:

i o u (& t)dé = u(w,t)" (2.36)
im , =u(z, .
h=0 Jpg 2V 7TCL2

si (z,t) se halla en el segmento PQ), se obtiene la formula integral fundamental

10En [14] se demuestra que la férmula:

(z—£)2

1 e 1 _
U(%t):ﬁ/_oo \/ﬁe a2t @ (§)dE,

llamada integral de Poisson, representa, para cualquier funcién acotada |p (§)| < M, a la solucién

acotada de la ecuacién de conduccion del calor, para ¢t > 0, que tiende en forma continua hacia ¢ ()

cuando t — 0, en todos los puntos de continuidad de esta funcion.
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u(:c,w:/PABQu@,T)Go<w,t,5,r>d5+/

BQ+PA

que da la representacion de soluciones arbitrarias de la ecuacion de conduccion del

calor. Escribiéndola una vez mds en forma detallada:

(z—8)? (z—8)?

4a?(t—7) 2 4a (t T) 8

@ 5)2 (2.38)
o e 4a“(t—T)
—a? fBQ+PA“(f77')a_g (27ra2(t ) >d7

Esta formula no da las soluciones de los problemas de contorno, puesto que
para calcular el sequndo miembro hay que conocer los valores no solo de u, sino también
de g—z a lo largo de los arcos AE y BF.

Mediante una transformacion se puede excluir a de esta formula, en efecto,
sea v alguna solucion de la ecuacion conjugada M (v) = 0 que se anule en PQ, y u, la
solucion de la ecuacion de conduccion del calor L (u) = 0. Aplicando la formula (2.32)

a las funciones v y u para la region PABQ), se obtiene:

0= /PABQ { (&, 7)v (€, 7)dE + a? <vg—z - ug—z) dT:| (2.39)

restando luego, de (2.37) la igualdad (2.39), tendremos:

u(x,t) = /PABQ {u &, 7)G (2, t,&,7)dE+a <Gg—z — uaa—§> dT:|, (2.40)

en donde

G (x,t,&,7)=Go(z,t,&,7) —v (2.41)
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Si se escoge la funcion v de modo que sea
G=0 en PA y BQ
se obtiene la representacion integral para u (z,t) en la forma:

u(x,t) = /ABu(f,T)G(x,t,g,r)df—i—aQ/APuaa—?dT—aQ/Bng—?dT (2.42)

La formula (2.42) da la solucion del problema de contorno (2.29), (2.50), en
cuyas condiciones se dan los valores de la funcion u en AP y BQ, asi como también

en la recta AB.

En la literatura cientifica también se encuentran otros métodos tedricos para
encontrar la solucion de problemas de contorno en regiones con frontera movil. Entre
éllos, destaca el método de potenciales térmicos'' que se encarga de llevar el problema

planteado a uno de ecuaciones integrales de Volterra de sequnda especie.

2.2. Espacios de Funciones.

2.2.1. Espacios L,.

Definicién 2.2.1 Sea p € R, 1 < p < oo. Se denomina espacio L, (G), al espacio

de funciones f (x) medibles'* sobre G, para las cuales la funcién |f (z)|" es integrable

HPara mayor referencias ver [14].

12Sea f (x) una funcién real, definida sobre un conjunto acotado y medible M. Si el conjunto de
todos los & € M, para los cuales f () < C es medible con cualquier niimero C, entonces la funcién

f (z) es medible (segiin Lebesgue) sobre el conjunto M.[12]
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sequn Lebesque sobre G. El nimero

sy = ([ 17 @ ac) " (2.43)

se denomina norma del elemento f € L, (G).
Se introduce también el espacio Lo (G), denominado espacio de funciones

medibles y esencialmente acotadas'®, con norma definida por
1fll @) = €ss supsec | f (z)| = min{M >0 |f]| < M, cp.d.}. (2.44)

donde c.p.d. significa: para casi todo x € G.
De este modo el espacio L, (G) ha sido definido para todos los valores reales
p, para los cuales 1 < p < 0o. Con la definicion dada de norma, el espacio L, (G) es un

espacio funcional de Banach. Esto significa que tienen lugar las siguientes propiedades:
1) £l =0 es equivalente a f (x) = 0 casi para todos los x € G;
2) el = el

3) N+ el < Il + 12,e

4) El espacio L, (G) es completo, es decir, del hecho que fr € L, (G) (k=1,2,...),

1fe = fill @) = 0 (k, 1 = 00), sigue la existencia de la funcion f € L, (G), para

la cual || fi = fllp, ) — 0 (k — o0).

Las propiedades 1) y 2) se prueban directamente a partir de la definicion de norma dada

en (2.43) y (2.44). La desigualdad 3) lleva el nombre de desigualdad de Minkowski y su

13Sea G un subconjunto medible de R™ con medida positiva. Decimos que una funcién f: G — K
estd esencialmente acotada cuando existe una constante M > 0 tal que |f (x)] < M para casi todo

r € G.
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demostracion estd basada en la aplicacion de la desigualdad de Holder'[1]. La prueba
de la propiedad de completitud del espacio L, (G) estd dada por el teorema de Riesz-
Fisher[13]. Para efectos del presente trabajo de investigacion, se ha considerado un

caso particular del espacio L, (G), con p =2, el espacio Ly (G).

2.2.2. Espacio de Sébolev W3 (Q).

Veamos el conjunto de todas las funciones u (x), para las cuales se cumplen

las siguientes condiciones:
1) u(zx) € Ly (Q2);

2) Vi = 1,2,...n, 32~ en el sentido de Sébolev', ademds 2% € Ly (), i =

1,2,...,n

Definimos en este conjunto la norma

o = { / [Z (2 s <x>] dx}m (2.9

De 1) y 2) sigue que la norma (2.45) es siempre finita para todos los elementos u (x).

Definicién 2.2.2 Se denomina espacio de Sébolev Wy (), con norma dada por la ex-

presion (2.45), al conjunto de funciones u (x) para las cuales se cumplen las condiciones

1)y 2).

MPara el caso de integrales, es la desigualdad | [ f (z) g (z)dz| < [[|f (z)[" dz] tr [[ g (z)]? dz] Y

endondep>1y%+%:1

15Sea f € CP (R™). Entonces para todos los a, |a| < py ¢ € D tiene lugar la férmula de integracién

por partes (3% f, p) = [0°f (x) ¢ (z)dx = (1)1 [ f (2) 9 () dz = (=1)1* (f,0%¢). Esta igualdad

se toma por definicién de derivada (generalizada) 0% f de la funcién generalizada f € D’: (0%, ¢) =

(_1)‘04 (f7 80690)7 Y E D. [2]
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En el espacio W (Q) se puede definir un producto escalar, es decir una estruc-
tura hilbertiana: A dos funciones cualesquiera u,v € Wi (), les hacemos corresponder

el niumero:

da (2.46)

{ }_/ "L du E)v+
u, v} = g 9. O uv

i=1

Entonces el espacio Wy () resulta ser un espacio real de Hilbert.
Una de las propiedades importantes que posee el espacio W3 (), lo constituye el he-

cho que es un espacio de Banach, es decir, métrico y completo respecto de la norma

(2.45).[7]

2.2.3. Espacio de Sébolev W (Q).

Definicién 2.2.3 Se denomina espacio W3 (Q) a la clausura del conjunto C () en
la norma de W (£2).

Aqui, el cerito de la parte superior en la notacién, no se refiere a la finitud'® de las
funciones de W3 (Q), sino que, con la clausura del conjunto C® () en la norma de
W} (Q), se mantienen las condiciones de contorno homogéneas en media (es decir en
Ly) para u(x).[7]

El espacio W% () es subespacio propio del espacio W, (). De su definicidn, sigue que
para cualquier funcién u(x) € W3 (Q), eziste una sucesion de funciones {vg (z)}, en

donde vy € C™ (Q), tal que,

n

2
= oy ) = / [Z

A (u—uvp)|?
83&1

i=1

+ |u — vk|2] dr — 0 (2.47)

para k — o0.

16Una funcién continua por partes se denomina finita si es nula fuera de cierta bola. Es decir, la

funcién ¢ (x) es finita si y sélo si supp ¢ es acotado; en donde: suppp =[x : = € R", ¢ (x) # 0]. [2]
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2.3. Teoremas fundamentales.

2.3.1. Teorema de Riesz.

Teorema 2.1 Cualquier funcional lineal'™ y acotado F en un espacio de Hilbert H,

puede ser representado en la siquiente forma:

Fu = (u,v) (2.48)

en donde v es cierto elemento de H, determinado de manera unica por el funcional F.
Ademds, ||v|| = || F.[12]

Notemos que este teorema garantiza la existencia de cierto elemento v € H,
tal que para todos los u € H tiene lugar (2.48). Sin embargo en el caso general no es

simple encontrar tal elemento a partir del funcional F dado.

Prueba

La idea de demostracion del teorema de Riesz, consiste en lo siguiente: si para
todos los uw € H, Fu = 0, entonces es suficiente hacer v = 0. Sea Fu un funcional no

I'¥ con métrica del espacio H, y constituido por

nulo. Denotemos con L a cierto linea
todos los elementos z € H, para los cuales Fz = 0. Ya que F es acotado, entonces L es

un subespacio de H. Denotemos con K a su complemento ortogonal en H, H = L® K ;

17Sean E, v F5 dos espacios vectoriales definidos sobre un mismo campo K. Se denomina operador
lineal de E; en Es a la aplicacién aditiva y homogénea del espacio Ey en FEo: T (z +y) = Tax + Ty;
T (\x) = AT (x); =,y € F7. Un caso particular de este concepto lo constituye el funcional lineal u

operador lineal de F; en K.[12]

18Se denomina lineal, al conjunto M cuyos elementos son funciones definidas sobre cierto conjunto
definido S, si junto con las funciones uy (x), ug (x) de M, la funcién aju; (z) + agus (x), en donde

a1, az son constantes reales arbitrarias, también pertenece a M.[12]
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es decir, K consta de todos los elementos z € H ortogonales a todos los elementos de
L. Luego, dado que F es un funcional no nulo, existe un x € K tal que Fx = a # 0.
Entonces, para el elemento y = x/a, se cumple que y € K y Fy = 1.

Sea u un elemento arbitrario de H. Denotemos Fu = . Entonces u = (u — fy) + By,

en donde w— Py € L y fy € K. Consecuentemente,

(u,y) = ((u = By) + By, y) = Bllyl* = IylI* - Fu (2.49)

aqui, se considerd el hecho que (u— fy) Ly; de este modo

Fu = (u ﬁ) . (2.50)

Luego, en el enunciado del Teorema 2.1 es suficiente hacer v =y/ ||y||.

Si v' es algun otro elemento, tal que Fu = (u,v') para cualquier v € H,
entonces (u,v" —v) = 0. Luego, haciendo u = v' — v, obtenemos que v' — v = 0. De
este modo el elemento v del enunciado del teorema, es tinico. Finalmente, de |Fu| =
|(u,v)| < ||lu||-||v]] sigue que ||F|| < ||v||; sin embargo, no es posible que sea || F|| < ||v]|,

dado que, Fv = (v,v) = ||[v||*, por lo que concluimos que ||F| = ||v||.

Fin

2.3.2. Teorema de Lax-Miligram.

Teorema 2.2 Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (v,u). Ademds, sea
B (v,u) una forma bilineal (es decir, una forma lineal respecto a v y a u), definida para
ve H,ue H ytal que existen las constantes K > 0 y a > 0, independientes de v y

de u, tales que para todos los v, u € H, se cumplen las relaciones:

B (v, u)| < K o] [|u] (2.51)
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B (v,0) = alfo| (2.52)
entonces cada funcional lineal F', acotado en H se puede expresar en la forma:
Fv=B(v,z), ve H (2.53)

en donde z es un elemento del espacio H determinado de manera unica por el funcional

F, cumpliéndose ademas la desigualdad:
2] <ot F| (2.54)

en donde || F|| - norma del funcional F.[12]

Prueba

La prueba del Teorema 2.2 de Lax Miligram, estd basado en el Teorema 2.1 de
Riesz. De acuerdo con el Teorema 2.1, cada funcional lineal y acotado Fv de H, se

puede expresar en la forma,
Fv=(v,t), veH, (2.55)

en donde el elemento t € H es determinado de manera unica por el funcional F y

ademas

£l = 11£1]- (2.56)

Consecuentemente, si nosotros verificamos que a cada t € H le corresponde un unico

elemento z € H, tal que para cualquier v € H tiene lugar la relacion,
(v,t) = B(v,2) (2.57)
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Y, ademas

2]l < a7 [j2] (2.58)

entonces la demostracion del Teorema 2.2 serd lograda, dado que (2.53) sigue de (2.55)
y (2.57), ademds (2.54), sigue de (2.56) y (2.58).

Ast, demostremos (2.57). Como primer paso, demostremos, en cierto sentido,
el enunciado inverso: si z € H es fijado, entonces la forma B (v,z) es un funcional
lineal en el espacio H (ya que por hipdtesis B (v, z) es lineal con respecto a la variable

v). Este funcional lineal es acotado, ya que, de acuerdo con (2.51),

B (v, 2)| < K |Jo] [|=]] - (2.59)

Entonces, por el Teorema 2.1, existe un unico elemento t € H, tal que para cualquier

v € H se cumple la relacion,

B(v,2) = (u,1), (2.60)
y, como consecuencia de (2.59),
[t < K {|=]] - (2.61)

De acuerdo con (2.60), a cada elemento z € H de manera unica le corresponde un
elemento t € H. Esta correspondencia determina un operador C', t = Cz, en el espacio

H; el cual es lineal, ya que,

B(v,2z1) = (v,t1), B(v,22) = (v,t2) = B (v,c121 + C229) = (v, c1t1 + ota)

De acuerdo con (2.61), el operador C' es acotado. El campo de valores de este operador
(es decir, el conjunto de todos los elementos t que corresponden a elementos arbitrarios

z del espacio H ), es cierto lineal en H; denotémoslo con L. Entonces L es un espacio
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métrico, con elementos, los elementos del lineal; y con métrica, la métrica del espacio
H.

Demostremos que la aplicacion C' de H en L es biunivoca. Para ello es suficiente
demostrar®, que al elemento nulo del espacio L le corresponde el elemento nulo del
espacio H. Asi, seat = Cz, es decir se cumple la relacion (2.60), y seat = 0. Entonces
de (2.60) tenemos:

B(v,z)=0, YveH (2.62)

Para v = z, por ejemplo, (2.62) da
B(z,z)=0. (2.63)

Como consecuencia de la condicidn (2.52) tenemos ||z||> = 0 de donde sigue que z = 0
en H. De este modo, si t = 0 entonces z = 0, por lo tanto nuestra hipotesis sobre la
correspondencia biunivoca entre H y L tiene lugar. Esto significa que el operador C'
tiene operador inverso C~' aplicando biunivocamente el espacio L en el espacio H de

acuerdo con la relacion:

z=C"'t. (2.64)

El operador C~1 es lineal ya que es un operador inverso de un operador lineal; y acotado,

ya que a [l2* < B (2,2)| = |(z. )] < []2]| ¢ll, de donde
J2ll < o 1] (2.65)

y, consecuentemente, ||C7Y| < a7l

YTeorema.- Sea A un operador lineal sobre el lineal D4, y sea R4 el conjunto de sus valores. En-

tonces el operador inverso A~! existe en tal y sélo tal casosi, Au =0 en Rsq=u=0 en D4.[12]
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Ahora demostremos que L es subespacio del espacio H, es decir, que L es
un espacio completo. Sea {t,} una sucesion fundamental® en L (consecuentemente
también en H). Dado que H es un espacio completo, esta sucesion tiene limite, es
decir, lim,,_, {t,} =t en H. Se requiere demostrar que t € L, es decir, que eziste tal

z € H, para el cual

t=Cxz. (2.66)

De (2.64) y de la acotacion del operador C~' sigue que ||zm — zu|| < |C7H| |[tm — tall-
Por este motivo, si {t,} es una sucesion fundamental en H, entonces la sucesion z,
también es una sucesion fundamental en H. De este modo {z,} tiene limite en el espa-
cio H, al cual lo denotaremos con z. Ast, lim, o, {z,} = z en H y consecuentemente
Cz =lim, .., Cz,, ya que C es lineal y acotado, y por lo tanto continuo. De aqui, con-
siderando que t = lim, oo {t,} = lim,, o Cz, = Cz, facilmente obtenemos la relacion
(2.66). Luego, L es subespacio del espacio H. Incluso podemos demostrar que L = H.
La demostracion se la realiza por reduccion al absurdo. Supongamos que L # H, en-
tonces existe tal elemento w # 0 en H, ortogonal al subespacio L, tal que para cada

t € L se cumple la relacion

(w,t) = 0. (2.67)

Dado que w € H entonces sobre la base de (2.60), existe tal elemento inico ty € L, que
para cadav € H se cumple que B (v,w) = (v,t,). En particular, para v = w, B (w,w) =
(w,to). Pero de (2.52) y de (2.67) sigue que o||w|” < |B(w,w)| = |(w,to)] = 0, de
donde w = 0 en H, lo que contradice a la hipdtesis que w # 0. Luego L = H. Esto

demuestra que el operador C es una aplicacion biunivoca del espacio H sobre todo el

20La sucesién {u, } de elementos del espacio métrico P se denomina sucesiéon fundamental (6 sucesién

de CauChY) en P7 si Hmm—mc,n—wo P (um,un) = 0[12]
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espacio H. De aqui sigue que no solamente a cada z € H le corresponde un unico
elemento t = Cz, para el cual tiene lugar la relacion (2.60), sino que al contrario, a
cada elemento t € H le corresponde un unico elemento z para el cual se cumple (2.60).
Ast, la expresion (2.57) ha sido demostrada. El cumplimiento de (2.58) se indica en
(2.65). Como se indicd al principio de la demostracion, de (2.57) y (2.58) sigue el

cumplimiento del enunciado del Teorema 2.2.

Fin
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Capitulo 3

Resultados

3.1. Teoremas de existencia y unicidad.

Sea QQ un dominio en el plano (x,t), Figura 3.1, acotado inferior y superior-
mente por las rectas t = 0 yt = T para cierto T" > 0; y por los costados, con las
curvas I'y - x = ¢1(t) y Iy : x = @y (t), en donde las funciones p1 y ps son con-
tinuas en el segmento [0,T], y w1 (t) < o (t) para todos los t € [0,T]. La igualdad
1 (to) = o (to) puede tener lugar solo para tyo = 0 ¢ tg = T. Denotemos con I'y el
segmento [p1 (0), 9 (0)] del eje Ox intersecado por las curvas I'y y I's sobre la recta

t =0 (en el caso en que v (0) = @2 (0), el segmento Iy se reduce a un punto sobre el

eje Ox).
Ezxaminemos en () la ecuacion lineal parabdlica de orden 2m:
ou am o™ u
Lu)=—+(-1)"=— — | = 1
=G+ 0" g (a0 Gon) = £ (5.)
en donde:
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El coeficiente a (x,t) es una funcion suficientemente suave en Q. La funcidn

f(x,t) € Ly (Q).

\/

Figura 3.1: Dominio @ de definicién de la ecuacién (3.1), localizado en el plano (z,t), acotado
inferior y superiormente por las rectas t = 0 y ¢t = T para cierto T > 0; y por los costados, por las
curvas I'y : ¢ = @1 (t) y T'a : @ = 2 (), y con presencia de dos puntos singulares sobre los contornos

laterales: t¢ (i = 1,2).

Nos interesa la obtencion de la solucion unica del problema de Cauchy -
Dirichlet sobre Q, para la ecuacion (3.1); es decir, la prequnta sobre la ezistencia y
unicidad de la solucion u(x,t) de la ecuacion (3.1), que satisface para t = 0 y sobre

las curvas I';, i = 1,2, las siguientes condiciones homogéneas:

u|p, =0, (3.2)

J'u d'u

%|F1:%|F2:0 ZZO,,m—l (33)

FEs conocido [8], que la ezistencia y unicidad de la solucion del problema
(3.1)-(3.3), exige que se impongan sobre las curvas de contorno I'y y 'y otras condi-

ciones, ademds de la continuidad. Por ese motivo, se ha supuesto que las funciones p;,
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i = 1,2, son funciones suficientemente suaves en [0,T], con excepcion, posiblemente
de ciertos puntos ti, . .. ,tﬁvi € [0,7], i = 1,2. Las curvas @; en alguna vecindad de los

puntos t', s =1,...,N;, i = 1,2 deben ser tales que:

J I —— (3.4
. 0 @)

/ ) LB (3.5)
ti—e i (t) — i (1))

para cada € € (O,mins# ‘t’s — t} ), si el punto t' no coincide cont =0 ot =T. Si
t' = 0 entonces se supone el cumplimiento sélo de la condicién (3.4); y si, t' = T,
entonces se supone el cumplimiento de la condicion (3.5)'.

Convenimos en denominar al punto A = (p; (1) ,t'), punto singular del
contornoI';, s=1,...,N;, 1 =1,2.

Entonces se podria decir que permitimos que en los puntos singulares A', la
tangente al contorno I' sea paralela al eje Oz, es decir, permitimos que en el contorno
existan puntos, en los cuales las caracteristicas de la ecuacion (3.1) tocan al contorno
en un orden mo muy grande.

El objetivo principal es la demostracion de la existencia y unicidad, con cual-
quier miembro derecho f (x,t) € Ly (Q), de cierta solucion débil del problema de con-
torno (3.1)-(3.3), si el contorno I' satisface la condicion formulada (3.4) y/o (3.5).

Para definir la solucion débil del problema (3.1)-(3.3) precisamos los siguien-

tes espactos de Sobolev WE?S)(Q) Yy ng)(Q) que serdn utilizados®.

Las condiciones (3.4) y (3.5) provienen de la condicién de Lipschitz; en efecto, de: |¢ (t) — ¢ (a)| <

e . 2 2a b
M|t —al”, sigue que: |p(t) —¢(a)]” < M? It —al™, ‘Lp(t)j(p(a)P > Mz‘tl,a|2aa fa W(t)iifp(a)‘i’

vV

b dt g b _dt 1
I, s = M I s = 00 para a > 5

2Denotamos por ngf)) (Q) al espacio de funciones u (z,t) con derivada generalizada (en el sentido
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Por W<0 m)( Q), denotamos al espacio de funciones, obtenido por medio de
la clausura del conjunto C§° (Q) de funciones infinitamente diferenciables en Q, nulas
en cierta vecindad del contorno del dominio (Q; con norma inducida por el producto

mterno:

O'u v
[u, V] / Z o axzdxdt (3.6)

Por W(lm)( Q), denotamos al espacio de funciones, obtenido por medio de
la clausura del conjunto de funciones infinitamente diferenciables en Q, nulas en todo
lugar del contorno de @ excepto en el segmento T'g (si éste no se reduce a un punto);

con norma inducida por el producto interno:

Ou d
(w0} = [u,v] + / a—?a—:dxdt (3.7)

Definicién 3.1 La funcién u(x,t) € WE?:;L) (Q) se denomina solucién débilP del pro-
blema (3.1)-(3.3), si para cualquier funcion v (x,t) € (2:;)(62) NC> (Q) tiene lugar

la siguiente igualdad:

Jv 0"y 0"Mv
/Q< ua+a( t)a ™ )d dt = /vadxdt (3.8)

de Sébolev), hasta el orden k respecto a x y hasta el orden s respecto a ¢, y de cuadrados integrables

sobre (.

3En el planteamiento de problemas de contorno, encontramos aquellos, en los que sus soluciones se
suponen suficientemente regulares y satisfacen a la ecuacién en cada punto de su campo de definicion.
Tales soluciones son denominadas clasicas. De este modo, el planteamiento clasico de estos problemas,
presuponen una suficiente regularidad de los datos del problema. Sin embargo, en los problemas més
interesantes, estos datos pueden tener fuertes singularidades. Por este motivo, para tales problemas un
planteamiento clasico resulta insuficiente. Por lo que, para plantear tales problemas se requiere desistir
(parcial o completamente) de la exigencia de regularidad de la solucién en su dominio e introducir las

denominadas soluciones débiles. [2]
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Denotemos con B (u,v), a la forma bilineal que se encuentra en el miembro

izquierdo de la ecuacion (3.8) con u € WES”; (Q) yve ng)(Q) NC>=(Q), es decir:
ov 0™ 0™
B (u,v) = /Q <—ua +a(x,t) =— e 8xm> dxdt (3.9)

por lo tanto (3.8) puede ser expresado como:

B (u,v) = /vadxdt (3.10)

Ahora es posible formular el resultado principal del presente trabajo:

Teorema 3.1 Si el contorno I' del dominio cumple con las condiciones expresadas en
(3.4) y/o (3.5), entonces para cualquier funcion f(z,t) € Ly (Q) existe en WE?;;)(Q)

solucion® nica del problema (3.1)-(3.3).

Prueba

Empezamos con la prueba de la existencia de la solucion para el proble-
ma planteado. Ya que la forma bilineal B (u,v) (3.9) es acotada para cualesquier
v EWEEZ;)(Q) yu EVID/E?’;;)(Q), entonces de acuerdo con el teorema de Laz-Miligram

existe en WEM (Q) un operador A lineal y acotado tal que:
B (u,v) = [u, Av] (3.11)

en donde, los corchetes denotan el producto interno en WE?;Y)L)(Q) El operador A en el
espacio Wgt ) es no acotado, pero su dominio de definicion Wgt ) es denso en

WE?;@( Q). Ya que f (z,t) € Ly (Q), entonces el funcional [ fodxdt también es acotado

4Aqui, se entiende por solucién a la dada por la definicién 3.1.
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en M?g)(Q), por ello, de acuerdo con el mismo teorema de Lax - Miligram existe un

elemento unico F € WE?S)(Q) tal que:
/ fodxdt = [F,v] (3.12)
Q

para cualesquier v € Wg:?(@)

De las expresiones (3.10), (3.11) y (3.12), sigue que la solucion débil u (z,t) de nuestro

problema, debe satisfacer la identidad:
[u, Av] = [F, v] (3.13)

para cualesquier funcion v € ng)(@)
FEstablezcamos ante todo, que el operador A, definido de VV&S)(Q) en WES’S)(Q)

tiene inverso acotado A™', definido de WE?S)(Q) en ng)(Q) Para esto, veamos, con

cualquier v € Vf/étl’g)(Q), la forma cuadratica:

[A]/ P ety (20
v, Av] = g vgr Tale, S xdt =

1 9 AN
Z/FOU dx—l—/@a(:c,t) (8xm) dxdt > ag [v,v] (3.14)

donde ag = inf a(z,t).

Aqui, la integral respecto a I'y no estd presente si el segmento I'y se reduce a un punto.
De (3.14) sigue que ||[A7Y] < ag’.

Asi, el operador A tiene dominio de definicion denso en todo lugar en WE?;;)(Q),
y tiene inverso acotado. Entonces, tiene ademdas operador conjugado A*, cuyo campo

de valores coincide con todo el espacio WE?:;)(Q) 5. Esto significa que en el dominio

SLema.- Sea A un operador lineal que actia sobre el espacio de Hilbert H. Si el campo de su
definicién Q4 es denso en H y el operador A tiene operador inverso A~! acotado, entonces el campo

de valores R4~ de su operador conjugado A* coincide con todo H. [9]
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de definicion WE?;?(Q) del operador A*, se encuentra por lo menos un elemento u,
para el cual A*u = F. Es claro que este elemento constituye la solucion de la ecuacion
(3.13), y ademds, la solucion débil del problema planteado.

A continuacion probaremos la unicidad de la solucion del problema planteado.

Sea la funcion u (z,t) € W ((S”;;)(Q) solucion débil de la ecuacion:
ou om omu
50" o (e 5 ) = (3.15)

es necesario demostrar que u (z,t) =0 en Q.

Ante todo, notemos que u (z,t) es solucidn cldsica® de la ecuacidn (3.15) en Q
y satisface las condiciones (3.2) y (3.3) en el sentido cldsico en los puntos no singulares
del contorno del dominio Q). Sean ti,...,tn - ordenadas de los puntos singulares del
contorno, dispuestos en orden no decreciente: 0 < t; <ty < ... < ity < T, y sea
para empezar t; = 0, to > 0, ¢1 (0) # ¢2(0) y el punto singular correspondiente a la
ordenada t = t; = 0, se encuentra en el origen de coordenadas, en la parte derecha del
contorno: T's 1 x = o (1), 2 (0) = 0. Ademds supongamos que para pequenos t > 0 la
curva I's va del origen de coordenadas hacia la derecha, al primer cuadrante. Sea € > 0
- tal nimero € < ty, que para t € (0,€] la derivada ¢4 (t) > 0 y ¢ (t) no cambia de

signo (tal nimero siempre es posible encontrar), Figura 3.2.

Veamos el trapecio curvilineo R = QN (0 < t <€), Figura 3.5. El unico punto
singular de sus lados laterales es el origen de coordenadas, por ello en todo lugar fuera
del origen de coordenadas la solucion u en R de la ecuacion (3.15), satisface a esta

ecuacion y a las condiciones de contorno (3.2), (3.3) en el sentido cldsico.

6Ver pie de pagina N° 3 en la pagina 40.
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Figura 3.2: Dominio con el punto singular ubicado en el origen de coordenadas, en la parte

derecha del contorno: I'y : © = @2 (), @2 (0) = 0; correspondiente a la ordenada t = ¢, = 0.

tA
e
R
¢ (O) ¢, (O) 'X

Figura 3.3: Trapecio curvilineo R = @ N (0 <t < ¢€) con tnico punto singular de sus lados

laterales en el origen de coordenadas.

Tomemos el numero i > 0 suficientemente pequeno de tal modo que se cumpla
la desigualdad pq(0) < —p (tal nimero es posible encontrar ya que se supuso que
©1(0) # 0). Denotemos con R,, Figura 3.4, la interseccion del trapecio R con el

semiplano x < —p. Si el punto (z,t) € R, entonces:

t o t
u? (z,t) = / —u*dt = 2/ uudt =
o Ot 0
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Figura 3.4: Interseccién del trapecio curvilineo R, con el semiplano z < —pu.

= 2(—1)"" /Otua—m (a (z,1) ﬂ) dt, (3.16)

oxm

con x> ¢1(0), y
L t om o™
u? (x,t) = / —uldt =2 (—1)m+1/ U—r <a (x,t) —) dt (3.17)
1 (x) 8t 1/)1(CE) 81’m 8xm

con x < ¢ (0).

Aqui, por funcion t = 1 (z) se entiende, la funcion inversa de x = @5 (t)
en las partes de monotonia estricta de la funcion @1 (t) y que toma todos los valores
t € [to, t1] en aquellos puntos v = x¢ para los que @1 (t) = x¢ cont € [to, t1], (de manera
andloga se define la funcion t = 1 (z) respecto de la funcion x = s (t)).

Integrando cada una de las formulas obtenidas respecto a x € (1 (t), —p)

con t = €, obtenemos luego de la integracion por partes:

— m m
/@1(6) u? (x,€) dr = 2 (—1)m+1//RH u(i—m (a (x,1) %) dxdt =



m—1 ] .
‘ o Oy ot o™y
_qymtitr v
+2/0 ;( D" o g (a (@:9) aw) L (3.18)

Denotamos con F (t) la funcion:

m—1

— . % m—i—1 m
(_1)m+1+1 a Uu a (G/ (x,t) a 'LL)
=0

Oxt Qxm—i—1 ox™

(2

para x = 0. Antes de continuar con nuestro razonamiento, demostremos el siguiente

lema:

Lema 3.1 La funcion F (t) es continua para t € (0,¢) y F (t) € Ly (0,€).
Prueba

La primera aseveracion del lema sigue de la suficiente reqularidad de la so-
lucion u fuera del punto singular (0,0); la seqgunda, del hecho que la forma cuadrdtica
Js F (t)dt es acotada para u € WES”S)(R), ya que el orden sumario de diferenciacion de

la funcion u (x,t) respecto a x en cada miembro de la expresion subintegral no sobrepasa

2m — 1.
Fin

Con ayuda de este lema se puede hacer tender al limite en la igualdad (3.18)

con p— 0:

0 m 2 €
/ u? (v, €)dr = —2 // a(x,t) (M) dxdt + 2/ F(t)dt (3.19)
1(e) Ro Ox™ 0

En la igualdad (3.19) con Ry se ha denotado al conjunto RN (x < 0), Figura 3.5.

Sea ahora (xz,t) € RN (z > 0) = Ry, Figura 3.6.
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Figura 3.5: Conjunto Ry = RN (z < 0)

ta

¢,0) ¢,(0) X

Figura 3.6: Conjunto Ry = RN (z > 0)

Denotemos con ((t) una funcion tal que para 0 < t < €/2 es igual a

exp (— te/Q (W(d:))m» para t < 0 igual a cero, y para t > €/2 igual a uno. La fun-

cion ( (t) asi definida, es continua (su continuidad en t = 0 sigue de la divergencia

de la integral 7 foe/Q (w(f))gm ), su derivada es integrable en valor absoluto ya que para

t<0yt>e/2,((t)=0, yparate (0,¢e/2)

"Aqui, por primera vez se utiliza una de las condiciones (3.4) y/o (3.5) impuestas sobre las curvas

I'y, I's del contorno del dominio.

47



/OG/QK'(t)\dt:/06/2<'<t>dt:<(§) ) =1

Junto con la funcion C(t) para cualquier 6 € (0,€¢/2) veamos también la
funcion (5 (t) = C(t — §). Es claro que (5 (t) =0 parat <9, (5 (t) =1 parat > €¢/246.
Multipliquemos ahora la identidad (3.15), para (z,t) € Ry, por u(z,t)((s(t))° con
cierto s € (0, 1] e integremos la igualdad obtenida respecto al dominio Ry (en realidad,
debido a las propiedades de la funcion (s (t), la integracion se lleva a cabo sélo respecto

al dominio Ry N (t > §), es decir, en el dominio de integracion no participa el punto

singular (0,0))

s m O™ 0™u _
- //R1ﬂ(t>6) u(G) (Ut + (—1) D <a (2,t) M_m)> drdt =
=2y G s [P

1 [¥2(0) . . om 2
+§A u2 (33,6) (C(;) d.%—l—//le(t>5) (Cg) a(x,t) <WZ> dxdt.

Para la obtencion de esta igualdad, se han utilizado las condiciones de con-
torno (3.83) sobre I'y y el hecho que (5 = 0 para t = §; (la funcion F (t), es la misma
que la del Lema 3.1 y que en la igualdad (3.19)).

Tomando limite en la ultima igualdad con 6 — 0, obtenemos:
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oz—g//Rl u*¢ (g)s—ldde/OEF(t) (Q)® dt+

+//Rl (€)a(z,t) (%):&dt + % /OSOQ(G) (O u? (z,€) do (3.20)

(el paso al limite es posible de acuerdo con las propiedades de u (z,t) GVT/ES”;;)(R);
las propiedades resaltadas de la funcion ¢ (t); el Lema 3.1 para la funcion F (t) y la
igualdad (s (€) = 1 para todo § € [0, 5]).

Acotemos ahora: fle w2 tdadt.

Para (x,t) € Ry de acuerdo con las condiciones de contorno (3.3), tenemos:

B T 0u ()
u(a,t) = /m) e e

de donde, por la desigualdad de Cauchy-Shwarz:

e2(0) 7 9\ 2
0, /0 (a—z) de

Integrando esta ultima desigualdad respecto a x € (0,2 (t)), obtenemos la desigualdad:

u? (z,t) <

/O P 2 ety de < (on (1)) /O - (%)Qd@« (3.21)

de manera similar obtenemos la acotacion:

p2(t) ou 2 ) 2(t) 92u 2
e < g
/0 ( 895) dz < (02 (1)) /0 < W) dz (3.22)
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Y asi sucesivamente, la acotacion:

p2(t) 7 gm—1y,\ 2 , [¥? @ 7/ omu\ 2
< —_— .
/0 (axml) dx < (s (1)) /0 (&Em) dx (3.23)

reemplazando la desigualdad (3.23) en la que la derivada del miembro izquierdo es de

orden m—1, en una desigualdad previa con deriwada de orden m—2 y asi sucesivamente

hasta llegar a (3.21), obtenemos finalmente:

Amwu%%@dxg@h@fmémw(QEQQM; (3.24)

ox™

para todo t € (0, €.
Multiplicamos ahora la expresion (3.24) por la funcion no negativa (57’ e integramos

la desigualdad obtenida respecto at € (0,¢):

€ ) e2(t) 7 gma\ 2
// u2C51C’d:L’dt§/ (g2 (1)) mgslg’dt/ <—> dr =
R 0 0 x™
€ pa(t) m 2 m 2
- / / e (2 gpar — / / e (2 gt

por ello, uniformemente para s € [0, 1], tenemos:

o\ 2
OS// UQCS_IC/da:dtS// <M> dxdt = const. (3.25)
R R 8$m

De la desigualdad (3.25) sigue que h'ms_>+0§ffR1 CICuPdadt = 0, por ello en la

igualdad (3.20) se puede tender al limite con s — +0. Con lo cual obtenemos:

9™ 2 w2 (€) €
2// a(x,t) (—) d:):dt+/ u? (x,¢) dr = —2/ F(t)dt
Ry ™ 0 0
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sumando esta ultima igualdad con la igualdad (3.19), obtenemos finalmente:

N
2// a(x,t) (8_u> dmdt+/ u? (z,€)dr =0,
R dx™ RN(t=e)

de donde sigue que u =0 en R.

Fin
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3.2. Aplicacién del teorema demostrado.

Veamos en el plano (x,t) la curva T' con ecuacién z* = —2tlnt, Figura

3.7. Visiblemente es una curva cerrada homeomorfa a la circunferencia, y pasa por
los puntos H = (0,0) y B = (0,1) simétricamente al eje Ot. Esta curva presenta dos

puntos, H y B, con tangentes horizontales.

T T T T
-0,8 -06 -04 -02 0 0,2 0,4 0,6 0,8
X

Figura 3.7: Dominio @ acotado, con contorno homeomorfo a la circunferencia y dos puntos

singulares: B y H.

El orden de contacto de la tangente con la curva I' en los puntos H y B es

< dt Lot
/0 ottt ° Y /16 ottt ° ‘

de este modo, el dominio () limitado por la curva I' satisface todas las condiciones del

tal que:

teorema demostrado; por ello, la solucion en el espacio WES;))(Q) de la ecuacion de
difusion:

Up — Upy = 0 (3.26)
con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas:

wlp =0 (3.27)
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es idénticamente nula.

Cabe notar que el teorema demostrado deja de tener validez en el espacio
de Hilbert Ly (Q), pues en este caso, es posible mostrar que se irrumpe el teorema de
unicidad; dado que, en el espacio Lo (Q) existe ademds de la solucion nula, la siguiente

solucion no trivial del problema (3.26)-(3.27):

22

u(z,t) = tre i — 1

z2
En efecto, la funcion u (z,t) = t72e % — 1 es en Q solucion del problema

(3.26)-(3.27) y pertenece a Ly (Q), ya que:

1 wz 1 dt \/72t11’1t xz
// —e_mdxdt:2/ —/ e 2dr =
ol o t Jo

1 _Int

dt [V~ =2
= 4/ — e 2 dr < oo
0

Vit Jo
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Discusion

En lo referente a la prueba de la existencia de la solucion de WES:;)(Q) en
ninguna parte se utilizaron las condiciones (3.4), (3.5) impuestas complementariamente
a la continuidad de las funciones p;, © = 1,2 que definen los contornos I'y, T'y del
dominio (). De este modo, el teorema de existencia de la solucion débil de WE?;?(Q)
del problema de contorno tratado, tiene lugar solo con la proposicion de continuidad de
las funciones w1 y 2 en el segmento [0, 7.

Para el caso de la prueba de la unicidad, ésta ha sido tratada para el trapecio
R, cuya definicion ha sido dada en el inicio de la prueba. Ahora, si el punto singular
nuevamente se encuentra sobre la curva I's y la curva I's ingresa al sequndo cuadrante;
es decir, para nimeros t suficientemente pequenos (con ¢y (t) < 0); entonces, la prueba
repectiva de que u = 0 en R, sigue utilizando el mismo método desarrollado en la
demostracion.

El caso cuando el punto singular se encuentra en el lado izquierdo del con-
torno I'y (cont =0), asi como el caso de presencia de dos puntos singulares sobre I'y

y Ty (cont=0), se examina también de manera similar.
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Conclusiones

Podemos mencionar las siguientes conclusiones:

s La continuidad de las funciones que representan al contorno movil del dominio,
constituye una condicion suficiente de existencia de la solucion del problema de
Cauchy-Dirichlet de tipo parabolico, en un dominio con frontera libre y puntos

singulares, de un espacio de Sobolev predefinido.

s Las condiciones de Lipschitz constituyen condiciones suficientes, que deberdn
cumplir las curvas del contorno movil del dominio en las vecindades de los pun-
tos singulares, para garantizar la unicidad de la solucion débil del problema de
Cauchy-Dirichlet para problemas parabolicos definidos en un dominio con frontera

libre y puntos singulares, en un espacio de Sobolev predefinido.

» En el espacio de Hilbert Lo (Q), las condiciones de Lipschitz impuestas en las
vecindades de los puntos singulares, no son suficientes para garantizar la unici-
dad de la solucion del problema de Cauchy-Dirichlet de tipo parabdlico sobre un

dominio con frontera libre y puntos singulares.
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