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Contenido IV

Resumen

En el presente trabajo usamos el enfoque paramétrico, esto es, reemplazar la fun-
cion objetivo del programa fraccional por medio de una familia de funciones linea-
les asociada a un parametro. El abordaje paramétrico hizo posible usar herramien-
tas de convexidad para resolver los problemas fraccionales min-max y al mismo
tiempo para construir un algoritmo que se basa en la solucién de una sucesion de

problemas de optimizacion paramétrica.

M. Torres F. V. Neira F.



Introduccion

Un Programa Fraccional es un problema de optimizacion matematica que involu-
cra uno o varios cocientes en la funcién objetivo, es decir, la funcién objetivo es
una funcién no lineal. En general, las funciones que se expresan como cociente
de funciones no son ni convexas ni concavas, y es por ello que resulte de gran

importancia extender los resultados bésicos de la programacion no lineal.

Charnes y Cooper (1962) muestra que un programa fraccional lineal de un so-
lo cociente se puede reducir a un programa lineal utilizando una transformacién
de variables no lineales. Los problemas de programacion fraccional los podemos
encontrar en muchas aplicaciones; por ejemplo, en las aplicaciones economicas,
maximizacion de la productividad, maximizacién de la tasa de rendimiento de las
inversiones, problemas de seleccion de portafolio en finanzas. Por otro lado, indi-
rectamente en la programacion estocdstica. Otra aplicacion importante estd dentro

del campo de la programaciéon multiobjetivo.

El presente trabajo tiene como objetivo analizar y desarrollar los programas frac-
cionales min-max de manera general, para ello nos hemos planteado dos objetivos
especificos los cuales son: Usar las herramientas de convexidad generalizada para

resolver los problemas fraccionales min-max y usar un algoritmo que resuleva el



Contenido

problema primal.

El abordaje paramétrico, hace posible el uso de herramientas de convexidad para
resolver los problemas fraccionales min-max primal (P) y al mismo tiempo para
construir un algoritmo que resuelve el problema primal (P). En el andlisis tedrico
de los programas fraccionales min-max va a resultar que la convexidad juega un
papel importante no solo en lo ya antes mencionado, si no también en el andlisis
de los tipos de convergencia para el enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach.
Cabe resaltar que la matemadtica, especificamente el anélisis convexo, es el so-
porte tedrico para el desarrollo del enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach y

algoritmo primal tipo Dinkelbach.

M. Torres F. V. Neira F.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer Capfulo presentamos aquellos resultados bésicos del an4lisis con-
vexo que serdn de gran ayuda en el desarrollo de los capitulos posteriores ya que
en el estudio de los problemas de optimizacidn la convexidad juega un papel im-
portante, para una revision mas detallada de estos temas puede consultar Aubin
(1993); Avriel, Diewert, Shaible y Zang (1988) y Frenk y Kasay (2004). Comen-
zamos este capitulo con la formulacién de un problema de optimizacion no lineal,
problema que serd reformulado en el Capitulo 4 y que es el centro de estudio del
presente trabajo. Asimismo, las Secciones 2, 3 y 4 son de suma importancia puesto
que seran usadas para el analisis de los problemas de optimizacion asi como en la
caracterizacion de sus soluciones Optimas. En las Secciones, 5, 6, 7 y 8 estudiamos
las funciones convexas y sus caracterizaciones, los subgradientes de funciones
convexas aca juegan un papel importante en los algoritmos para la optimizacién
no diferenciable. Finalmente, en la ultima seccidn los tipos de convergencia son
introducidos ya que nos ayudard a distinguir que tan rapido la sucesion generada

por el algoritmo primal tipo Dinkelbach estudiada en el Capitulo 4 converge.



Cap. 1: Preliminares

1.1. Optimizacion Matematica

Un problema de optimizacion matemadtica, o simplemente un problema de optimi-

zacion, tiene la forma

Minimizar  f(x)

Sujetoa  gi(x) < 0 i=1...m

(1.1)
hj(x) = 0 j=1...1
x e,
donde f,qg1,...,Gm,h1,...,h; son funciones definidas en R™ de valor real, C
subconjunto de R" y el vector x = (x1, ..., z,) es la variable de optimizacion del

problema.

La funcién f es llamada funcion objetivo. Cada una de las restricciones g;(z) <
0 para? = 1,...,m se llaman restricciones de desigualdad, y cada una de las
restricciones hj(x) = O para j = 1,...,[ se llaman restricciones de igualdad.

Un vector = en C' que satisface todas las restricciones se denomina solucién fac-
tible del problema. El conjunto de todas las soluciones factibles se llama regiéon

factible y es denotada por:
B={reC:¢(z)<0,i=1...m, hj(x)=0,j=1...1}.

Por tanto, el problema (1.1) consiste en encontrar un punto x* factible tal que
f(z*) < f(z) para cada punto factible x. El punto x* se llama éptimo, o una
solucién del problema (1.1). Si existe mds de un 6ptimo, se los denomina colecti-
vamente como soluciones Optimas alternativas.

El problema (1.1) serd llamado un problema de programacion no lineal si la fun-

cién objetivo o las restricciones no son lineales.

Observacion 1.1. Si el Problema 1.1 se tratase de un problema de maximizacion,
entonces podemos resolverlo minimizando la funcién — f () sujeto a las restric-

ciones.

M. Torres F. V. Neira F.
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Para ilustrar lo descrito lineas arriba, considere el siguiente problema.

Minimizar (z + 3)* + (y — 2)? (1.2)
sujeto a
?—y—-3 <0
y < 1
r < 0
Y
2
(727 1)
-3 X
-3
Figura 1.

Claramente, la funcion objetivo y las restricciones de desigualdad son:

flasy) = (z+3)°+(y—2)
glzy) = 2*—y—3
gpzy) = y—1

gs(w;y) = @

M. Torres F. V. Neira F.
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Note que f y g7 son funciones no lineales, esto hace del problema (1.2) un pro-
blema de optimizacion no lineal. Las funciones g» y g3 son funciones lineales.

Claramente el 6ptimo es muy sencillo de encontrar ya que el enfoque geométri-
co(ver Figura 1) nos permite usar la interpretaciéon del gradiente para encon-
trar una solucidn Optima. Las curvas de nivel, circunferencias, representadas por
(x + 3)2 + (y — 2)* = c con centro en (—3,2) y radio /c crecen cada vez que
c aumenta. La region factible estd dada por la regiéon sombreada. Por lo tanto, la

solucidén 6ptima ocurre en el punto (—2, 1) y la funcién objetivo se minimiza en

f(=2,1)=2

1.2. Conjuntos afines
Suponga que x; # x5 son dos puntos de R”. Puntos de la forma
y=0x+ (1 —0)x,,

donde ¢ € R, forma la linea recta entre z, y x,. Los valores del pardmetro 6 €

[0, 1] corresponden al segmento de linea entre x, y xs.

Un conjunto C' C R" es afin si la linea que une dos puntos distintos en C' estd en
C, esto es, si para cualquier x1, x2 € C'y 6 € R, tenemos § z1 + (1 — 0) x5 € C.
Dicho de otra manera, C' contiene la combinacidn lineal de dos puntos cualquiera
en C, siempre que los coeficientes en la combinacidén lineal sumen uno.

Esta idea puede generalizarse a mas de dos puntos. Nos referimos a un punto de
la forma 6, x1 + ...+ 0z}, donde 61 +. . . + 0, = 1, como una combinacion afin
de los puntos z, ..., 2. Usando induccién en la definicion de conjunto afin (es
decir, que contiene todas las combinaciones afines de dos puntos en €l), se puede
demostrar que un conjunto afin contiene cada combinacién afin de sus puntos: Si
C es un conjunto afin, x1,...,2, € C,y 61 + ...+ 0, = 1, entonces el punto

0121 + ...+ 0k x;, también pertenece a C.

M. Torres F. V. Neira F.
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El conjunto de todas las combinaciones afines de puntos en algin conjunto C' €

R™ se llama el casco afin de C, y se denota aff (C):
aff((]) :{91$1++0k$k L1y, Tk GC,Ql—f——f—Qk:l} (13)

El casco afin es el conjunto afin mas pequefio que contiene C, en el siguiente

sentido: si S es un conjunto afin con C' C S, entonces aff (C') C S.

EJEMPLO 1.1. El conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales, C' =
{z : Az = b},donde A € R"™*"y b € R™, es un conjunto afin. Para mostrar esto,
suponga x1, zo € C, estoes, Ary = b, Axy = b. Entonces para cualquier € R,

se tiene

= b+ (1—6)b
= b

lo que muestra que la combinacion afin fx; + (1 — )z, también estd en C.

1.3. Interior relativo

Sea C' C R". Definimos el interior relativo del conjunto C, denotado ri (C),

como su interior en relacién con aff (C):
ri (C) ={z € C: B(z;r)naff (C) C C paraalginr > 0}, (1.4)

donde B(z;r) = {y € R": |ly — z|| < r}, la bola de radio r y centro = con la

norma euclidiana || - ||.

EJEMPLO 1.2. Considere en R? el conjunto C definido por

C = {($1,(L’2,£L’3) € RS =1 S T S 1, -1 S ) § 1, T3 = 0} (15)

M. Torres F. V. Neira F.
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Su casco afin es el plano z1x,, es decir; aff (C') = {x € R : z3 = 0}. El interior

de C es vacio pero el interior relativo es

ri(C)={recR®: 1<z <1, -1<xy<1, 23=0}. (1.6)

1.4. Conjuntos convexos

Un conjunto C' es convexo si el segmento de linea entre dos puntos cualesquiera en
C estd en C, es decir, si para cualquier 1, x5 € C'y cualquier # con 0 < 6 < 1,

setiene 1 + (1 — )z € C.

A continuacion describimos algunas operaciones especiales que preservan conve-

xidad de los conjuntos

Funcién Perspectiva. Definimos la funcién perspectiva P : R**1 — R", con

dominio Dom (P) = R" x R, como
P(x;t) = % 1.7)
donde R, = {t € R: t > 0}.Si C' C Dom (P) es convexo, entonces la imagen
P(C)={P(x): x€C}

es convexa. Para establecer la convexidad de P(C') necesitamos mostrar que el
segmento de linea [Px), P(y)] estd en P(C'), esto es, que los segmentos de linea
llevan segmentos de linea bajo la funcidn perspectiva. En efecto. Supongamos que
r=(T,2), y= W,y) € R"Pconay; >0, yy >0yT = (21,...,2,), Y =
(y1,---,Yn) € R". Entonces para0 < 6 < 1,

M. Torres F. V. Neira F.
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07+ (1—-0)y

PO +(1=0y) = goq—p

B [ 0z, ] T [ (1—0)y: ] ]
— ——|— =
Oz, + (1 —0)y | x Oz + (1—0)y | ye

= pP(z)+(1-p)Py),

donde

. th
N Oz, + (1 —0)y,

Esta correspondencia entre ¢ y 1 es monétona: como 6 varia entre 0 y 1 (que

w € [0, 1].

barre el segmento de linea [z, y|), 1 varia entre 0 y 1 (que barre el segmento de
linea [P(z), P(y)]). Esto muestra que P([z;y]) = [P(x), P(y)], por tanto P(C)
es convexa.

Por otro lado, la imagen inversa de un conjunto convexo bajo la funcién perspec-

tiva es también convexa: Si C' C R"™ es convexo, entonces
PHC)={(x;t) € R"' : x/t € C, t >0} (1.8)

es convexa. Para mostrar esto, supongamos (z,t) € P~1(C), (y,s) € P~(C),

y 0 < 6 < 1. Mostraremos que
0 (a,t)+(1-0)(y,5) € P(C),

es decir,

Oz+(1—0)y
0t+(1—10)s
Claramente 8¢ + (1 — ) s > 0, asi

e C

dxr+(1—-0)y { 0t ]f [ (1-10)s }g
0t+(1—10)s 0t+(1—-0)s]|t 0t+(1—0)s] s

= p(x/t)+ (1 —p)(y/s),

M. Torres F. V. Neira F.
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donde

0t
p= € [0, 1].
S

6t+(1—-190)

Lo que muestra que P~!(C) es convexa.

Funcion Afin. Definimos una funcién afin f : R™ — R™ como f(z) = Az +0b,
donde A € R™*" y b € R™. Al igual que la funcion perspectiva, las funciones

afines conservan la convexidad. Si S C R" es convexo, entonces su imagen

f(8) ={f(x): xS}

es convexa. Similarmente, f~1(S) = {z : f(z) € S} es convexasi S C R™ es

convexo.

Funcion Fraccional Lineal. Una funcién fraccional lineal es formada por la
composicion de la funcidn perspectiva con una funcién afin. Denotamos la fun-

cién g : R® — R™*! affn como

g(r) = T + (1.9)

donde A e R™*", b ¢ R",¢c € R"yd € R. Lafunciéon f = Pog: R" — R™

definida por

Az +b
fla) = Ty +d

con dominio Dom (f) = {x : ¢’z +d > 0}, es llamada funcién fraccional

lineal. Las funciones fraccionales lineales también conservan la convexidad. Si
C es convexo y se encuentra en el dominio de f (es decir, ¢/ z + d > 0 para
x € (), entonces su imagen f(C') es convexa. Esto se deduce inmediatamente
de los resultados anteriores: la imagen de C' bajo la funcién afin (1.9) es convexa,
y la imagen del conjunto resultante bajo la funcién perspectiva P, que produce
f(C), es convexa. De manera similar, si C' C R™ es convexa, entonces la imagen

inversa f~1(C) es convexa.

M. Torres F. V. Neira F.
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1.5. Funciones Convexas

Una funcién f : C' C R™ — R definida sobre un conjunto convexo C' es llamada

convexa si para todo z,y € C'y 6 € [0; 1] se tiene

f(0z+(1—=0)y) <6f(x)+(1—-0)f(y) (1.10)

Si la desigualdad anterior es estricta para x # y y 6 €]0; 1], entonces f es llamada

estrictamente convexa. Si f es convexa entonces g = — f es concava.

Muchas veces es conveniente extender una funcion convexa a todo R™ definiendo
su valor como oo fuera de su dominio. Si f es convexa, definimos su extension de

valor real extendido f : R" —] — 00, 00 por

~ ) f(z) si z€Dom(f)
oo si x ¢ Dom(f),

La extension fse define en todos los R™, y toma valores en R U {oco}. Podemos

recuperar el dominio de la funcién original f de la extensién fcomo Dom (f) =

-~

{z: f(x) < c0}.

La extension puede simplificar la notacién, ya que no necesitamos describir explici-
tamente el dominio, o agregar el calificador para todo x € Dom (f) cada vez que
nos referimos a f(x). Consideremos, por ejemplo, la definicién basica de la de-

sigualdad (1.10). En términos de la extension f, podemos expresarlo como:

f(6e+(1=0)y)<Of(x)+(1—-0)fly), 0<b<1
para cualquier z, y. (Para @ = 0 0 = 1, la desigualdad siempre se cumple). Para
x,y € Dom (f), esta desigualdad coincide con (1.10), si cualquiera de los dos
esté fuera del Dom ( f), entonces el lado derecho es oo, y por tanto la desigualdad
se mantiene.
De manera similar, podemos extender una funcién céncava definiéndola como

—oo fuera de su dominio. En lo que resta del trabajo usaremos el mismo simbolo

M. Torres F. V. Neira F.
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para denotar una funcién convexa y su extension siempre que no haya confusion.

En el andlisis de los problemas de minimizacién y maximizacion a menudo es
conveniente considerar funciones que toman valores en la recta real extendida
[—00, 00| en lugar de s6lo | — oo, oo . Por ejemplo, consideremos un problema de
minimizacién del tipo
inf  g(x) (L1
sa B
donde g : C' — R, B conjunto de restricciones y C' como un espacio topoldgico.
Con la topologia apropiada, [—o0, o] es un intervalo compacto. Asi, todo sub-
conjunto A C [—00, 0o} admite un infimo y un supremo: En particular, tomando
A = {g(x) : = € B} se tiene que inf {g(x) : © € B} estd bien definido en
[—00, 00].
En este contexto resulta muy til introducir la funcion indicatriz del conjunto C,
dp : C'— [—00, 00| definida por
55(z) = 0 si z€B
oo si xé¢ B,
Por tanto, el problema (1.11) puede formularse de manera equivalente como
inf  f(x)
sa zelC

(1.12)

donde la funcién f : C' —] — oo, 00| se define como f(z) = (g + dp)(x) =
g(x) + dp(x). Esto permite considerar las restricciones de manera implicita en la
definicién de f. En los problemas (1.11) y (1.12) no suponemos a priori que tengan

una solucién 6ptima. Por lo tanto, no podemos reemplazar infimo por minimo.

1.6. Epigrafos

Sea f : X C R" — [—00, +00] una funcién. El subconjunto de R"*! dado por

epi(f) ={(z,a) 1z € X, aeR, f(zx) <a}

M. Torres F. V. Neira F.
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es llamado epigrafo de f. Similarmente, el hipdgrafo de f es un subconjunto de

R™*! dado por
hip(f) ={(z,a) 1z € X, a € R, f(x) > a}.
Llamamos dominio efectivo de f al conjunto
dom (f) :={z € X : f(z) < +o0}.
Para la funcién f y cualquier € R, el conjunto U( f, «) definido por
U(f,a) ={r e X: f(z) = a}
es llamado conjunto de nivel superior o de f, el conjunto
L(f,a)={r e X : f(x) < a}
es llamado conjunto de nivel inferior o.

TEOREMA 1.1. Sea X un conjunto convexo no vacio de R" y f : X — R
Entonces [ es una funcion convexa si 'y solo si epi(f) es un conjunto convexo.

Andlogamente, f es concava si 'y solo si hip(f) es un conjunto convexo.

Demostracion. Suponga que f es convexay (z; aq) (y; ) dos puntos en epi( f).

Entonces para cualquier 6 € [0; 1],
fl0z+(1=0)y) <0f(x)+(1—-0)f(y) < b+ (1-0)as.
Por lo tanto, el punto
(z,a)=Oz+ (1 —0)y, 01 + (1 —0) )

es también un punto de epi( f). Reciprocamente, si epi( f) es un conjunto convexo,
entonces para dos puntos cualesquiera (z; 1) € epi(f) , (y;a2) € epi(f)y
0 € [0;1] se obtiene (Ax + (1 —0)y, 0oy + (1 — 0) az) € epi(f). Poniendo
a; = f(x), ag = f(y) obtenemos

0z +(1—=0)y) < b+ (1=0)ay=0f(z)+(1-0)[f(y),

y f es convexa. La segunda parte del Teorema se resolvera de manera analoga. 1

M. Torres F. V. Neira F.
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1.7. Semicontinuidad

Decimos que la funcién f : X — [—o00,+00] es semicontinua inferior en un

vector x € X siliminfy, o f(xx) > f(z) para cada sucesién {zx} C X con

kll)ﬂ_n xr = x. La funcién f es semicontinua superior si —f es semicontinua
oo

inferior.

TEOREMA 1.2. Si f : R* — [—00,400]. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
a) La funcion f es semicontinua inferior en todo x € R™.
b) El conjunto epi( f) es cerrado.
¢) El conjunto L(f,«) es cerrado para todo o € R.

Demostracion. a) = b) : Sea {(zg, wg)} C epi(f) con (zg, wx) — (T, W).
Entonces f(zx) < wy y f(Z) < liminfy,, f(zx) < w. Por tanto (Z,w) €
epi(f).

b) = ¢):Sea{xy} C L(f, )y xr — T.Entonces (zy, ) € epi(f)y (zg, ) —
(T, a), asi (T, ) € epi(f) yT € L(f, ).

c) = a): Sea{xy} C L(f,«)conx — 7.

Por contradiccién al absurdo, suponer que f no es semicontinua inferior en T y
T, — . Entonces f(T) > a > liminf, . f(z,,), lo cual es una contradic-
cién con el hecho de suponer que L( f, ) es cerrado. Por tanto, f es semicontinua

inferior en todo z € R". |

PROPOSICION 1.1. Sea f; : R" —] — 00,00|, i € I, donde I es cualquier

conjunto de indices. La funcion g : R" — | — oo, oo dada por

g(x) = sup fi(z) (1.13)

el

es convexa si las f; son convexas.
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Demostracion. Sea x,y € R"y 6 € [0;1]. Entonces para todo i € I se tiene,

g0z +(1-0)y)

sup fi(0x + (1 - 0)y)

il
< Slé? {0 fix) + (1 =10) fiy)}
< 40 Slel? filx) +(1—10) Slel? fi(y)

Og(z) +(1—0)g(y)

Esto es,
g0z +(1—-0)y) <Og(x)+(1—0)g(y).

Por tanto, g es convexa. |

En términos de epigrafos, el supremo de funciones corresponde a la interseccion

de epigrafos: con f, g e v € I definidas como en (1.13) tenemos

epi(9) = {(z,a): z€R", a € R, sup fi(r) <a}
= {(z,a): 2 €eR", a€eR, fi(x)<a,Viel}
= ﬂepi(fi)'

iel
Como epi(g) = ) epi(fi) y la interseccion de conjuntos cerrados es también un
iel
conjunto cerrado se obtiene por Teorema 1.2 que la funcién sup f; es semicontinua
iel
inferior si cada funcién f;, ¢ € I es semicontinua inferior.

1.8. Subgradiente

El vector z € R" es llamado un subgradiente de la funcién convexa f : R" —

] — 00, 0] en el punto xy € Dom (f) si
f(x) > f(xo) + 2% (x — 29) paratodo z € Dom (f). (1.14)

El conjunto de todos los subgradientes de f en z( es llamado el subdiferencial de

f en zq y es denotado por 0 f(xg).

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 1: Preliminares '1—6’

EJEMPLO 1.3. f(z) = 22 y sea zyp = 3 y el subgradiente 2 = 6. Observe que

desde la desigualdad
0<(z—-3)?*=2>—6r+9
obtenemos para cualquier x:
fx)=2>>6x—-9=9+6(x—3)= f(xo) + 6(x — x).
Si zg € R, entonces z € R es un subgradiente de f. Por tanto, 0 f(zg) = R.
EJEMPLO 14. f(z) = |z|. Entonces es facil de ver que

e Sixzy > 0, entonces z = 1 es un subgradiente de f en x.
e Sizy < 0, entonces z = —1 es un subgradiente de f en x.

e Sixy =0, entonces z € [—1, 1] es un subgradiente de f en z.

En (1.14). Si zp ¢ Dom (f) o f(zg) = oo, entonces esto implica, tomando
Dom(f) no vacio, que el subdiferencial 9 f(zo) = () de modo que solo nos in-
teresa el caso donde f(x¢) es finito. El siguiente Teorema muestra la existencia de

un subgradiente de f en xy en caso f(x() sea finito.

TEOREMA 1.3. Si la funcion f : R" — [—00, 00| es convexa y f(x) es fnito

para algiin xy € ri (Dom (f)), entonces el conjunto O f(xy) es no vacio.

Para la demostracion, ver Teorema 1.13 de [10]. En caso de que =y no pertenezca
ari (Dom (f)) para alguna funcion convexa f, puede ocurrir que f no tenga un

subgradiente en el punto x. El siguiente ejemplo muestra este hecho.
EJEMPLO 1.5. Considere la funcién convexa f : R — [—o0, oo] definida por

—Vr si x>0

oo  siox<O.

fx) =

Su casco afin, aff (Dom (f)) = R. El interior relativo es
ri (Dom (f)) ={zx € R:2 > 0}.

Como 0 no pertenece a ri (Dom (f)), entonces 0 f(0) es vacio.
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1.9. Tipos de convergencia

Una sucesién {s C R™ : k € N} con limite s, converge linealmente si existe

algun 0 < r < 1 tal que

[[$k41 — Sool|

<r
sk — Sool|

lim sup,_,

La sucesion {sy, : k € N} converge superlinealmente a s, si

sk = seell
e [k — socl]

1 (3
Convergencia Lineal: Considere la sucesion s, = <E> , cuyos elementos
son:
0,1,0,01,0,001,... 'y ss =0.
Entonces,

|(1/10)"*" — 0]

lim s , =0,1.
e 0 = T
Convergencia Superineal: Considere la sucesidon s, = —, cuyos elementos
7
son:
1 111 1 0
=y Ty Ty - Soo =
2624125 Y
Entonces,
1/i4+1)—0
lim sup,,_, (/i+1) =0 = 0.

|(1/2) = 0]
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Capitulo 2

Clasificacion de los Programas

Fraccionales

En este segundo capitulo presentaremos la terminologia necesaria en la discusion
y andlisis de los programas fraccionales. También analizaremos la transformacion
de Charnes y Cooper y la posibilidad de reducir tales programas fraccionales a un

programa céncavo lineal.

2.1. Formulacion del Problema

Sea B C R™ un conjunto cerrado no vacioy f, g : R" — [—00, +00] funciones de
valor real extendido con valor finito sobre el conjunto B. Supondremos siempre
g(x) > 0 para todo = € B. Consideremos el problema no lineal.

inf Lm) (Pl)

zeB g(x)

18
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El problema (P;) es llamado programa fraccional de un solo cociente. Se va a

asumir que la region factible no vacia B estd dada por
B={zeC:hjx)<0,1<j<I} (2.2)

con C C R"(C # @)y h; : R" - R,1 < j < [ conjunto de funciones
continuas. Cuando las funciones f,gy h;,1 < j <[ son especificas, el problema

(P,) recibe nombres especiales, a saber:

e Sif,gyh;,1 < j<Ison funciones afines y C' = R denota el octante no
negativo de R", entonces el problema (/) es llamado programa fraccional

lineal.

e Si f, g son funciones cuadrdticas, h;,1 < j <[ funciones afinesy C' = R,

entonces el problema (P;) es llamado programa fraccional cuadrdtico.

e El problema (P;) serd llamado programa fraccional convexo si C' es un
conjunto convexo, h;,1 < j < [y f funciones convexas y ¢g una funcién

concava y de valor positivo en B.

e En caso el problema de optimizacién (F;) se tratase de un problema de
maximizacion, dicho programa serd llamado programa fraccional concavo
si f es concavo, g es convexo y h; convexas. Ademads, f serd no negativa en

B si g no es afin.

Muchas veces los problemas de optimizacidn necesitan formularse con mas de un

cociente en la funcién objetivo, tales problemas son:

inf {supfi(x),l <i< m} (Py)

zeB gi(z)

con funciones f;,g; : R — [—00,+0o0], 1 < i < m de valor finito en By
gi(x) > 0,1 <7 < mconzx € B.El problema (F,) es llamado programa

fraccional generalizado. Siuno de los g; no es afin, es necesario asumir que todos
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los f; son no negativos.

El problema fraccional que estudiaremos se formula de la siguiente manera:

A 1= ;QE () (P)
donde
() := sup f(y,x) paratodo x € B. (P?)
yeA g<y7 $)

A C R™y B C R"™ son conjuntos cerrados no vacios y f, g : R™"" — [—00, +00]
funciones de valor finito en A x B. Al igual que los programas anteriores, asu-
miremos siempre g positivo en A x B. El problema (P) es llamado programa
fraccional min-max. Para lo que resta del presente trabajo, simplemente lo llama-

remos primal. Los problemas (P;) y () son casos particulares del primal.

Claramente —00 < A\, < 00y —00 < A () < oo. Ademds, no necesariamente
los problemas de optimizacién (P) y (P”) tienen una solucién 6ptima. Por tanto

no es posible reemplazar inf por min o sup por max.

EJEMPLO 2.1. Considere el siguiente programa fraccional

Tr+a
Sup{m,A$§b7ﬂf20}, (26)

donde c,d € R",b € R™, o, f € Ry A es una matriz de orden m X n. Se observa
que dicho problema es claramente un ejemplo de un programa fraccional lineal;

mas aun, es un programa fraccional céncavo.

2.2. Transformaciéon de Charnes y Cooper

A continuacién mostraremos que el programa fraccional lineal dado en (2.6) pue-
de reducirse a un programa lineal utilizando una transformacién de variables no

lineales. Consideremos la region factible del problema (2.6) como B* dado por

B*={x € R", Az < b,z > 0},
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con B* C R™ acotado no vacio. En (2.6) asumamos para cada x € B,
dtz +3>0.

Entonces, el programa fraccional de (2.6) se puede transformar en un programa

equivalente lineal por la siguiente transformacién de variables no lineales vy, 2.

T 1

V=TT p T daip

Obteniendo asi, el problema de programacion lineal

sup{c Ty + az}

sujeto a
Ay—bz < 0
dy+pBz = 1 (2.7)
v,z =2 0

Para mostrar la equivalencia, empecemos probando los siguientes Lemas.
LEMA 2.1. Si (y, z) es factible en (2.7), entonces z > 0.

Demostracion. Supongamos que (y, z) es factible en (2.7) con z = 0. Si z; es
factible en B*, entonces x = x; + ty tanbién es factible en B* paratodot > 0 ya
que Ay < 0,y > 0. Esto indica que B* no es acotado, lo cual es una contradiccién

con el hecho de suponer que B* esta acotado. Por lo tanto z > 0. |
LEMA 2.2. Si z es factible en B*, entonces (y, z) es factible en (2.7).

Demostracion. Como dz + 3 > 0, obtenemos y > 0, z > 0 para cada v € B*

y consecuentemente se tiene

x 1
A <
dTx+p3 — dTz+p’
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que es equivalente a

Ay — zb < 0.
Finalmente,
1
" o — 1.
y+ bz de+ﬁ+6de+ﬁ
Por lo tanto, (y, z) es factible en (2.7). ]

El siguiente Teorema muestra que, si x es solucidén 6ptima de la region factible
B*, entonces z puede expresarse de la forma z = y/z si y, z son consideradas

como la transformacion de variables no lineales dada lineas arriba.

TEOREMA 2.1. Si z es una solucién dptima de B* y (y, z) una solucién optima

de (2.7), entonces

SIS

es solucion optima de B*.
Demostracion. Demostracion por contradiccion. Supongamos que (v, z) es solu-
cién optima de (2.7) y que existe un x; en la region factible B* tal que

cTop+a (¥ +a

ATz, + 5 dT(0) 1 5

Como d ™z + =t > 0, considere

(2.8)

N =2x1%1
para todo x; € B* con z; = t~!. Entonces
21(dTl’1 +B) = dTZ/l +pz =1

y como (yi, z1) tanbién satisface Ay, — bz; < 0, y1,21 > 0, el par (y1,21) es

factible en (2.7). Pero,

cToi+a  z(ctoi+a)  cly+an

T
= = =c + az
ATz + 8 z(dTzi+B)  dTy+ Ba o '
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"B +a  Ty+az
dT(L)+ B8 dTy+ Bz

Reemplazando las dos dltimas ecuaciones en (2.8), resulta

= cTy + az.

cTy1 + oz > cTy + az.

Lo cual es una contradiccion con el hecho de suponer que (y, ) es solucién 6pti-

ma de (2.7). Por lo tanto, z = y/z es solucion 6ptima de B*. |

Observacion 2.1. Sid”x + 3 < 0, considere la funcién objetivo de (2.7) como
cTr+a  —(cTz+a)
dTz+ —(dTz+p)

Esto es, reemplazar (¢, a) y (d 7, 3) respectivamente por sus negativos (—c ', —a)

y <_dT7 _6>

Finalmente mostramos la equivalencia antes mencionada. Esta quedara formali-

zada en el siguiente Teorema.
TEOREMA 2.2. x es una solucion dptima de (2.6), si y solo si,

- x 1
y2) = (de—l—ﬁ’ dT:U—l—ﬁ)

es una solucion optima de (2.7)

Demostracion. Mostraremos primero la ida. Supongamos que x es una solucién
6ptima de (2.6). Dado un par (y1, z1) factible en (2.7), entonces por Lema (2.1),
z1 > 0y considere x1 = y;/z;. Asumamos ¢(x1) < ¢(z) para todo z; € B* con
q(z1) funcién objetiva de (2.6), asi tenemos
¢y, z) = ¢ty +az

= cTzlxl + azy

= z(cTz 4+ a)

= z(cTr +a)

= cTy + az

= Q(y> Z)'
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Esto prueba que (v, z) es solucién éptima de (2.7). Para mostrar el regreso. Asu-

mamos que (y, z) es solucién 6ptima de (2.7), por Teorema 2.1 se tiene

q(z1) = q(y1,21) < q(y, z) = q(x).

Esto muestra que x es solucién 6ptima de B5. 1
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Capitulo 3

Enfoque Paramétrico Primal

En este capitulo usaremos el enfoque paramétrico para reducir el programa frac-
cional min-max (primal) formulado en el Capitulo 2. Aunque otros enfoques tam-
bién estan disponibles, este hace que sea posible obtener resultados de convexidad
y al mismo tiempo para construir un algoritmo que resuelve el problema (FP) visto

en el Capitulo precedente.

3.1. Formulacion del Problema

Para analizar las caracteristicas del primal (P) y al mismo tiempo construir un
algoritmo genérico que resuelva este problema, introducimos para cada A € R la

funcién p : R x A x B — R definida por
p(Ay,x) = f(y,z) — Ag(y,x) paratodo (y;2) € Ax B
y consideremos para cada (A, x) € R x B el problema de optimizacién

pi(A\, x) :==sup p(\,y,x) (PY)
yeA

25
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y para cada « € B, la funcién p; , : R — (—00, 00| definida por

Pra(A) == p1(\ x). (3.2)

Como g > Oen A x By pi, es el supremo de funciones afines, es evidente
que p;, es una funcion convexa, semicontinua inferiormente y decreciente. La

siguiente Proposicién muestra estos resultados
PROPOSICION 3.1. Se cumplen las siguientes propiedades.
a) pi es convexa.
b) pi . es decreciente.
¢) D1 es semicontinua inferior.

Demostracion. a)Si0 <t < 1y A1y Ay dos ndmeros reales cualesquiera, enton-

CcEs

pi(tA + (1 =) g, 2) = sup p(t A + (1 —1) Aoy, 2)

yeA

< sug{tp(h,y,x)ﬂl—t)p(&y,x)}
ye

< tsup p(A,y,x) + (1 —1) sup p(Aa,y, 2)
yeA yeA

= tpr (A, 2) + (1 —1)p1 (A, ),

lo que establece la convexidad de p ,.

b) Para \; < ) elementos de R y el hecho de que g es positivaen A x B se tiene

la desigualdad f(y, ) — A2 g(y,x) < f(y,2) — A1 g(y, ). Luego,
p1(Ag, ) < pi1(A,x) paracadaz € B. (3.3)

Esto muestra que p; ,, es una funcion decreciente.

¢) Como p; , es el supremo de funciones afines, entonces por comentario después
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de la Proposicion 1.1 se tiene

epi (p12(N) = {()\, a) € R x R :paracadaz € B sup p(\,y,z) < « }

yeA
= {(\,a)€R?:paracadaz € B A todoy € A, p(\,y,7) < a}

= {(Ny,z,a): (Ny,z) eRxAXx B, aeR, p(\y,x) <a}
= N epi (p(A,y, ),

(M\y,z) ERXAXB

y por Teorema 1.2, p; , es semicontinua inferior. |

Asociada a la funcién p, ,, consideremos para cada A € R el problema paramétri-

€O min-makx,

po(A) := Inf pi(\ z). (Py)

zeB

Tomando infimo sobre los z € B en (3.3) se obtiene ps (A2) < p2 (A1), lo que
también muestra que p, es decreciente. Por las definiciones de las funciones p; ,

y po se deduce que

U dom(py ) = dom(p2).

zeB

En efecto, sea A € |J dom(p.). Entonces, existe un z € B tal que p1(\, z) <
zeB
oo. Tomando infimo sobre los x € B se tiene pa(\) < oo, lo que implica que

A € dom(ps). Por lo tanto, |J dom(pi.) C dom(ps). Ahora, sea A € dom(ps),
z€eB
entonces inf,cp p1 (A, x) < oo implica que existe T € B; p1(\,T) < oo, esto es

A € dom(pyz). Portanto A € |J dom(p; ;). Obteniendo asi la segunda inclusién

reB
dom(pz) C |J dom(p1z).
TeEB

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 3: Enfoque Paramétrico Primal '2—8’

3.2. Propiedades de las funciones p; , y p»

Asociada a la funcién g, consideraremos las funciones relacionadas g;,r : R” —
[—00, +00] ¥ gsup : R" — [—00, +00] definidas por

gime(7) == inf g(y,2) 'y  Gsup() :=supg(y, ).
yeA yEA

Asumamos, a menos que se indique lo contrario, que la siguiente condicién se

cumple.

Condicion 1 Para cada z € B se tiene 0 < gie(2) < gsup(x) < 00.

En caso analicemos el enfoque primal tipo Dinkelbach, no todos los resultados
son validos bajo la Condicion 1, y que a menudo necesitamos de la siguiente

condicion mas fuerte.

Condicion 2 El conjunto A C R™ es compacto, la funcion g es de valor positivo
sobre A x By paratodo = € B las funciones y — f(y,x)yy — ¢(y,z) son de

valor finito y continuas sobre algiin conjunto abierto /' C R™ conteniendo A.
Si la Condicion 2 se cumple, entonces
0 < gmi(7) < Gaup(x) < 00

para cada z € B, y asi esta la Condicién 2 implica la Condiciéon 1. Ademads, el
programa fraccional (P®) tiene una solucion optima y A.(x) es finito para cada

r € B.

A continuacion listamos propiedades para las funciones decrecientes p; , y p2 que
servirdn como base para la construccion del algoritmo primal tipo Dinkelbach.
En el siguiente resultado identificamos para A\, < 0o y A.(z) < oo el dominio

efectivo de las funciones p; , y po.
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LEMA 3.1. Asumamos que la Condicion I se cumple. Entonces, \, < 00, si y

solo si, dom(ps) = R. Por otro lado, \.(x) es finito, si'y solo si, dom(p; ) = R.

Demostracion. Asumamos A\, < oo. Supongamos por contradiccién que existe
algin \ € dom(ps) que satisface py(\) = oco. Esto implica para cada z € B que
p1(A, ) = oco. Por tanto para un x € B dado, es posible encontrar una sucesion
{yn : n € N} C A que satisface

n< (f ;) _ A) 9lgn7) < (f (6, 2) A) Gap(2).

9(Yn, ) 9(Yn, )

Dado que gqp(z) < ooy A finito, se obtiene por la dltima desigualdad que
Ai(z) = oo para cada © € B con A\, = 00, que contradice lo que hemos asu-
mido. Reciprocamente, si dom(ps;) = R, entonces es evidente que 0 € dom(py) y
existe algtin zo € B que cumple sup, . 4 f(y, 7o) < oc. Devido a que gin(zo) > 0,
A« (g) < ooy por tanto A\, < oo. La segunda parte se sigue inmediatamente de la

primera parte. i

A continuacion mostramos el siguiente resultado importante para la funcion del
valor 6ptimo de p, del problema paramétrico min-max (F). La validez del lla-
mado enfoque paramétrico para resolver el problema (P), se basa en el siguiente

resultado.

TEOREMA 3.1. Asumamos que la Condicion 1 se cumple y A\, < oo. Entonces
A < A < 00, 8iy solo si, po(N) < 0. Ademds, si \.(r) < oo, entonces \.(x) <

A < 00, siy solo si, p1(\ z) < 0.

Demostracion. Si A\, < ooy A > A\, = inf,cp A(x), entonces existe algin

x9 € By e > 0 tales que.

f<y7 'TO)
A Mloo) e 9(y, x0)

+ €

para cada y € A. Como (o) > 0 tenemos

f(y,20) — Ag(y, o) < —€g(y, x0) < —€gint(T0)
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para cada y € A. Por lo tanto

p2(A) < pr(A, z0) < —€gins(o) < 0.

Ahora mostramos el reciproco, si p2(A) < 0 entonces existen algin ¢ > 0y
zo € B tales que p; (A, xg) < —e. Esto implica f(y,x¢) — Ag(y, xg) < —e para
todo y € Ay se obtiene para caday € A:

f(y7 [L’o) € €
EACARVAP D W A\ —
00 = 9wa) = gul@)

Como gy (z9) < 00, se sigue de esta ultima desigualdad que A, < A (zg) < A.
Asi, la prueba de la primera parte queda verificada. La segunda parte es inmediata

de la primera. 1
Una implicacion bastante util del Teorema 3.1, es dado por el siguiente resultado.

LEMA 3.2. Asumamos que la Condicion 1 se cumple y \.(x) < oo para algiin
x € B. Entonces py(A\(x),x) = 0.

Demostracion. Por la definicion \.(x) obtenemos f(y,x) — A\(z)g(y,z) < 0
para todo y € A. Esto imlica p;(A\«(x),x) < 0. Mientras que, del Teorema 3.1
se deduce que p;(A.(z),z) > 0. Entonces, de las dos ultimas desigualdades se

obtiene el resultado deseado. |

Observacion 3.1.

e Sila Condicién 1 se cumple y A, < oo, obtenemos del Teorema 3.1 y Lema 3.1

que p2(Ay) > 0y pa()) es finito para cada A < A,.

e Si en el Teorema 3.1 solo suponemos que g es positivo en A X B, entonces es

facil de verificar que po(A) < 0si A > A, y p2(A) < 0 implica A > A,.

EJEMPLO 3.1. Para f(z) =2+ 1,9(x) =2y B={x € R:xz > 1}, se tiene

que el problema de optimizacion (FP) es reducido a

1
A = fnf 21
z€B x
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lo cual no admite solucién, y A, = 1. También,
0< ginf(x) = gsup(l') =r <o

paratodo z € B.

Mientras que:

, 2—X si A<\ =1
po(A) := inf{zx+1— Az} =
zeB —00 si A> A\ =1,
en particular po(A.) = 1 > 0. Ademds, el conjunto de solucién 6ptima del pro-

blema de optimizacién (P, ) es igual a B.

EJEMPLO 3.2. Si f(x) = €%, g(x) = €** y B = R, €l problema de optimizaci6n

no admite solucién, y A, = 0. También,

0 < ginf(x) = goup(z) = €™ < 00 paratodoz € B.

Mientras que:

0 si A< A =0,

p2(0) == fnf {e” — \e**} =
’ —oo si A A =0,

zeEB
con py(A,) = 0. Ademds, el conjunto de solucién 6ptima del problema de optimi-

zacion (Py,) es vacio.

Para obtener algunas otras propiedades del llamado enfoque paramétrico, tene-
mos que investigar en detalle las funciones ps y p; .. Primero observemos que la
funcién positiva g en A x B implica que las funciones p, y p1 ., * € B, son de-
crecientes. En el siguiente resultado se muestra que la funcién decreciente ps es

semicontinua superiormente.

TEOREMA 3.2. Asumamos que la Condicion 1 se cumple. Entonces la funcion

po : R — [—00, 0] es semicontinua superiormente.
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Demostracion. Para la demostracion se aplicard la contraparte del Teorema 1.2,

es decir, si para todo a € R el conjunto de nivel superior
U(pa, ) :={ A € R:py(N) > a}

es cerrado en R, entonces p; es semicontinua superiormente. En efecto. Si U (py, o) =
@, se verifica. Ahora supongamos que U (ps, o) # @, consideremos algtin punto
de acumulacién A, € R del conjunto U(pa, o). Por lo tanto, existird alguna suce-
sién {\, : n € N} C U(pa, ) que satisface lim A, = A.. Si para alginn € N

n—oo

se cumple que \,, > A\, entonces por la monoticidad de la funcién p, obtenemos,

P2(A) = p2(An) >

y por tanto Ao, € U(p2, ). De modo tal, podemos suponer sin pérdida de gene-

ralidad que \,, < A\ paracadan € N. Observe que paracadaxz € Byn € N

pl()‘omx) > p()‘m y,l‘) + ()‘n - >‘00)9<y7 l‘)

para cada y € A. Luego, usando )\, < A y g > 0 obtenemos

pl(/\ooa 1‘) > p(/\m Y, CL’) + (/\n - /\oo)gsup(17>

para cad y € A. Por tanto

pl(/\ooa {L‘) Z pl()‘na ZL’) + ()\n - )\oo)gsup(x)' (35)

Como A, € U(ps, ), se obtiene para cada x € B que pi(\,,z) > « pues
P1(An, ) > pa(A,). Entonces, la relacion (3.5) la podemos expresar como p; (Ao, ) >
a~+ (A — Ax)gsup(x). Tomando n — oo y siendo 0 < ggp(z) < oo esto da co-
mo resultado para cada x € B que p;(A, ) > a. Luego pa(As) > a, es decir
Ao € U(p2, @). Esto muestra que U (ps, «v) es cerrado, por tanto, p, es semiconti-

nua superiormente. i
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3.2.1. Conjuntos de Optimalidad de (FY) y (P))

Una consecuencia importante del Teorema 3.2 tiene que ver con los conjuntos de

optimalidad de los problemas

sup p(A, g, )y nf pi(A z).
yEA zeB

Especificamente hablamos de los conjuntos

Spl ()\,.%) = {y S A pl(/\7x> = p()\7y,13)} (36)

Sps(A) :=={x € B:po(\,z) =p1(\ )} (3.7)

El conjunto S,, (A, z) representa el conjunto de soluciones 6ptimas en A del pro-
blema de optimizacién (Py), mientras que el conjunto S,, () denota el conjunto
de soluciones Optimas en B del problema de optimizacion (Py). Estos conjuntos

nos inducen a las siguientes aplicaciones, antes veamos la siguiente definicion.

DEFINICION 3.1. Sean X C R"yY C R™ donde X es cerrado. La aplicacion
S : X =Y sellama cerrada si

graf(S) = {(z,y) : y € S(x) para algiin '}
es un conjunto cerrado.

Por la definicién de conjunto cerrado, la aplicaciéon S : X == Y es cerrada, si y
solo si, para cualquier sucesion {z; : k € N} C X yy, € S(z), k € N se tiene

que

lim 2 = Too ¥ M Yk = Yoo = Yoo € S(Too)-
k—o00 k—o00

En nuestro contexto tenemos las aplicaciones

Sy RxB=A y S,:R=2B
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donde S, y .S, estdn dadas por (3.6) y (3.7). También consideremos la aplicacién

S, : R = A x B dada por

Sp()‘) = {(y,a:) €AXDB: pQ()‘) = pl()‘vx) = p()\,y,f)}. (3.8)

Este conjunto representa el conjunto de soluciones optimas en A x B del problema

de optimizacion (P)).

LEMA 3.3. La funcién p; : R x B — | — 0o, 0] definida por

pl(/\7 l’) := sup p(>‘7 Y, l’)
yeEA

es semicontinua inferior en R x B.

Demostracion. Siguiendo los mismos argumentos que c) de Proposicion 3.1 se

verifica que p; es semicontinua inferior en R x B. |

LEMA 3.4. Asumamos que la Condicion 1 se cumple y las funciones [ y g con-
tinuas de valor finito en algiin conjunto abierto W C R™" conteniendo A x B.

Entonces las aplicaciones Sy, S,, y S, son cerrados.

Demostracion. Primero probaremos que la aplicacion S, es cerrada. Para verifi-

car esto, consideremos la sucesion

{k, Yo, k) - Yk € Spl(Akaxk)ak e N}

con lim A\, = Ao € R, lim 2 = 2 y lim yp = Yoo. Como Ay B son
k—o0 k—o0 k—o00

conjuntos cerrados entonces T, € By Yoo € Ay por la definicién de p; se

obtiene
P(Asos Yoo Too) < P1{Asos Too)- (3.9
Como p1(Ax, Tk) = p(Ak, Yk, Th),

P(Aoos Yoos Too) = Hminfy oo p (Mg, Yk, xx) = Hminfy_,oo p1 (Mg, k).
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Por Lema 3.3, p; es semicontinua inferiormente en R X B, esto es,

i infy_oopy (A, 1) = D1 (Aoos Too)-

Entonces por relacion 3.9, p(Aso, Yoo, Too) = P1( Ao, Too)s 881 Yoo € Sp, (Asos Too)-
Esto prueba que 5, es cerrada.

Para probar que la aplicacion S, es cerrada, consideremos una sucesion
{(Ak,xk) Xy € Sp2(/\k), ke N}

con lim Ay = A\ € Ry lim z, = o, € B. Por Teorema 3.2 se tiene
k—o0 k—o0

P2(Aoo) > limsup, . p2(Ag). (3.10)

Como p; es semicontinua inferiormente en R X B, la siguiente cadena de desigual-

dades

lim sup,,_, . p2(Ax) > Hminfy_oopi Ak, k) > p1(Asos Too)-

se cumple. Luego, usando (3.10) tenemos

pZ()‘oo) 2 p1(>\oo> xoo)-

Asi, o € Sp,(A). Por lo tanto hemos verificado que S, es cerrada.

Finalmente para probar que 5, es cerrada, consideremos la sucesion

{1 Yk, Tr) + Yk, Tx) € Sp(Ak) ren

con lim Ay = Ao € R, lim 2 = 20 y lim Y = Yoo. Como yi, € Sy, (A, T),
k—o0 k—o00 k—o00
se sigue usando el hecho de que S, es cerrada que yo, € S, (Ao, Too). Esto

prueba

P(Asos Yoo Too) = P1( Ao, Too)-

Ademds, como xj € Sp,(\x), obtenemos o, € Sp,(Aso). Luego pi (Ao, Too) =
P2(Aso)- Por 1o tanto (Y., To,) €8 una solucion optima del primal (P). Esto com-

pleta la prueba. i
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3.2.2. p;,(A) es una aplicaciéon Lipschitz continua

Ahora considermos para cada x € B la funcién convexa decreciente p; , : R —
R, definida como en (3.2). En el siguiente resultado se prueba para \,(z) finito

que esta funcién es Lipschitz continua con constante de Lipschitz g, ().

LEMA 3.5. Asumamos que la Condicion 1 se cumple y \.(x) finito para x € B.

Entonces la funcion p, , : R — R es estrictamente decreciente y Lipschitz conti-

nua con constante de Lipschitz gy,,(x) tal que )\h/m Prz(A) = —o0y )\h’m Pra(N) =
—00 ——00

Q.

Demostracion. Si\.(x) es finito para algiin x € B, entonces por Lema 3.1 p; ()
es finito para todo A € R. Para mostrar que p; , es estrictamente decreciente,

elijamos algiin A € R con x> A y asumiendo que gi,¢(x) > 0 se tiene

(1= Ng(y,z) > (1 — A) gint(2)

para cada = € B. Sumando el valor finito p(u, y, x) obtenemos

p(>‘7 Y, ZE) > p(:ua Y, x) + (M - /\)ginf(x)'

Esto implica

Pra(A) = pra(p) = (1 — A)gine(z). (3.11)

para cada © € B. Puesto que p; () es también finito y (1 — A)gine(z) > 0

obtenemos

P12(A) > pra(p)

para todo 1 > A. Esto muestra que p; , es estrictamente decreciente. Para probar
que p1 . es Lipschitz asumamos gq,,(2) < co. Entonces para ;1 > Ay el hecho de
que toda funcioén estrictamente decreciente es en particular decreciente, se obtiene

de la relacion 3.11 la siguiente desigualdad

pl,:c</\) - pl,:v(,u)
A—p

< Gsup(7)
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Por otro lado, la desigualdad (11 — \)g(y, x) < (1 — \)gsup(x) implica

pl,z()\) - pl,x(,u)
A—p

Z _gsup(l')-
Por lo tanto, se verifica que
’pl,fﬁ(/\) - pl,I(M)’S gsup<$>|/\ - H| (312)

para todo A € R. Luego, p; , es Lipschitz continua con constante de Lipschitz
gsup(x) < 00. De manera andloga se verifica que p; , es Lipschitz continua para
<A

Finalmente, de la relacion (3.11) obtenemos para un p dado y A — —oo que

/\h’m P1a(A\) = 00,y paraun A dadoy u — oo se obtiene lim py (1) = —oco |
——00 H—00

3.3. Subgradiente de la Funcion Convexa p; ,

Si A.(z) es finito, se sigue por Lema 3.5 que la funcion convexa p; , es de valor
finito. Luego, por definicion de subgradiente, Capitulo 1 y Teorema 1.3, el sibdi-
ferencial 0 p; . (\) es no vacio. Por lo tanto, para cadaa € Op;, (A\) y u, A € R

se tiene

Pra(p) > pra(A) +alp — A).

Aplicando (3.11) y el hecho de que p; , es estrictamente decreciente, obtenemos

para A+ 1 = p > A que

—Gint(2) > 1A+ 1) — p1a(N),

mientras que, en la desigualdad del subgradiente tenemos

pl,x()\ + 1) - pl,x()\) Z a,

obteniendo asi

—Gint(2) > P1z(A+1) —p1.(N) > a
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paracada a € J,, ,()\). Ademads, aplicando (3.12) obtenemos para A — 1 =y < A

que
Goup(®) Z pra(A = 1) = pra(A) = —a

paracada a € 0J,, (). Por tanto se tiene
a € 0p1x(A) C [—Gsup(2), —gine(2)]. (3.13)

Para dar una representacién mas detallada del subdiferencial 0 p; , (\) es conve-
niente suponer que el conjunto S,, (A, z) dado en (3.6) es no vacio. Como se pudo
ver, este conjunto representa el conjunto de soluciones Optimas del problema pa-
ramétrico (P}). Afirmamos que —g(y, ) € 0 p1 »(A) paracaday € Sy, (A, z). En
efecto. Como y € Sy, (A, x),

pi(u,z) = sup p(p,y,x)
yeA

> fly,2) —pgly,z) — Ag(y, =) + Ag(y, )

= p\y, ) — gy, 2)(n— A)

= pi(Ax) = gy, z)(p—A).

Ast, p1o(p) > pra(A) — g(y,z)(x — A). Por tanto —g(y,z) € Op1.(A). Esto

implica
[_Supyespl (A\z) g<y7 ZL‘), _innySpl (A\x) g(y) [E)] - 8]?173; ()‘> (314)

LEMA 3.6. Asumamos que la Condicion 2 se cumple. Entonces se tiene para cada

x € B que \.(x) es finito, Sy, (\, x) es un conjunto compacto no vacio para cada

(A,z) eRx By

Op12(A) = [-maxyes, (o) 9, ), —minyes, ) 9y, 7)].
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También, para cada ay € Op1(\) y a, € Op1.() y X > p se cumple que

O>CL)\ZCLM.

Demostracion. Como las funciones y — f(y,z) y y — ¢(y,x) son continuas,
g > 0en A x By A es compacto, obtenemos por el comentario después de la
Condicién 2 que A, (x) es finito. Ademads, por el mismo argumento se tiene que
Sp, (A, z) es no vacio para todo A € R. También, por la continuidad de la funcién
y — f(y,x) — Ag(y,z) el conjunto S,, (A\,x) C A es cerrado y por lo tanto
compacto. Ahora, para verificar la igualdad del subdiferencial dp; ,.()\), solo resta
verificar la inclusién C ya que la otra inclusion se cumple por relacion (3.14). En

efecto. Siguiendo con las desigualdades dadas en (3.11) y (3.12) obtenemos,

Pre(p) — pra(A)
_gsup(x) < 1 — 2\

< —Gine(2)

para ;o > . Esto es, los elementos del conjunto cerrado [—gap (), —gint(2)] son

de la forma

_ Pra() —pra(N)
= A

siendo —k = —g yaque S,, () es compacto. Entonces, p; ,,(4) > p1,. () implica

—k

< 0,

DPra(ft) > p1.(A) — k(e — A). Por lo tanto,

apl,x()\) = [_maXyGSpl (A\z) g(yv l‘), _minyESpl (\z) g(y, Jf)]

Finalmente, observe que ay € 0 p1 () y a, € 0p1 (1) implican

Pre(i) > Pra(A) +ax(p — A)

Pra(A) > pro(p) + au(A — p)

respectivamente. La adicion de estas dos desigualdades nos da
0> (a, — an)(A — )

y puesto que A > p, se tiene a,, — ay < 0. 1
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LEMA 3.7. Asumamos que la Condicion 1 se cumple y considere el conjunto
M = {X € R : p;(\ x) = 0}. Entonces M es diferente del vacio, si'y solo si,
() < 00. Ademds, si M es no vacio, vinicamente va ha contener al valor finito

().

Demostracion. Si M # &, entonces para cualquier A € M,

pl()\,l') = sup p()\ayax) =0
yeA

Es decir, f(y,z) — Ag(y,z) < 0 paratodo y € A. Como g es positivaen A x B,
fly, @)

9(y, x)

< \. Luego, tomando supremo sobre los y € A se tiene

~~

A(z) = sup v,z

<A
vea 9(y, ) ~

Asi, Ai(z) < A < oo. Ahora probaremos el reciproco. Por Lema 3.2, si \.(x) <
oo entonces p1(A.(x),z) = 0. Por tanto los A € M son de la forma A\ = A, (z).
Esto prueba la primera parte. Para comprobar la segunda parte, observe que por

Lema 3.5, p; , es estrictamente decreciente entonces M = {\.(z)}. ]

Hasta ahora no hemos asumido que existe algiin x € B satisfaciendo A\, = \.(z),
es decir, que el primal(P) tiene una solucion 6ptima en 5.
El siguiente Teorema muestra la implicacion de esta suposicion. Para ello, consi-

dere el conjunto Dy C R dado por
Dy ={A e R:py(\) =0y Sp,(\) no vacio}

TEOREMA 3.3. Si la Condicion 1 se cumple, entonces \, = \.(xy) < oo para
algiin xy € B, siy solo si, Dy = {\.}. Ademds, si \, = \.(xo) < 0o para algin

T € B, entonces

S, 0) = {z € B: A\ = \(2)).
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Demostracion. Por Lema 3.2, existe x € B tal que A\, = \.(z) < oo implica
p1(As, ) = 0. Ademads, por Teorema 3.1, po(A.) > 0y como p1 (A, z) > pa(As)

tenemos la siguiente relacion 0 = p; (A, ) > p2(As) > 0y por tanto

0 =pi(Az) = pa(A) (3.15)

Usando la tltima igualdad, con x reemplazado por x se tiene para A, = A\, (zg) <
oo que A\, € Dy. Para probar la unicidad, considere arbitrariamente A € D,. Por

la definicion de Dy, podemos encontrar un xy € B tal que

0= p2(A) = p1(\, o)

y esto implica, por la segunda parte del Lema 3.7 que \.(xo) = A. Dado que

p2(A) = 0 se tiene por Teorema 3.1 que A < A, lo cual muestra que

Luego, A = \.. Esto prueba que D es unitario.

Para probar el reciproco considere Dy = {\.}. Entonces, si A, € Dy, 0 =
p2(As) = p1(As, zo) para algin xq € B. Aplicando ahora Lema 3.7 se obtiene
() < 00 con A, = A\ (z0) lo que completa la primera parte.

Finalmente, para verificar la segunda parte, considere N = {z € B : A\, =
A«(x)}. Entonces probaremos N C Sy, (A.) y Sp,(A) C N. En efecto, para
cada z € N se tiene A, = \.(z) < oo lo que implica por relacion (3.15) que
0 = pi(A,z) = p2(As). Esto muestra que = € S,,(\,). Para probar la otra
incusion, sea x € Sy, (). Como A, = \.(zg) < oo para alglin =y € B, se tiene
por relacién (3.15) con x reemplazado con z que p2(A.) = 0. Como = € S, (\,),
esto implica que p; (A, ) = pa(As) = 0. Aplicando ahora 3.7 obtenemos A, =

Ai(z), y asi x € N lo que verifica la segunda inclusion. |
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Capitulo 4

Algoritmo Primal Tipo Dinkelbach

En este Capitulo vamos ha introducir el Algoritmo primal tipo Dinkelbach para
resolver el programa fraccional min-max (primal), para ello usaremos las propie-
dades estudiadas en el Capitulo 3 para mostrar su convergencia. Ademads, como ya
lo mencionamos en el Capitulo 2, no asumiremos que el primal tenga una solucion

Optima.

4.1. Algoritmo Primal

Usando el Lema 3.1 y el hecho de que el primal algoritmo tipo Dinkelbach se basa
en la solucion de una sucesion de problemas de optimizacion paramétrica (P, )

para A\ > \,, es natural suponer que el primal satisface la siguiente condicién.
Condicion 3
» La Condicion 1 se cumple y A\, (z) es finito para cada z € B.

» Si A, es finito, entonces para todo A > A, el conjunto S,,(A) es no vacio,

mientras que para A\, = —oo el conjunto S, (\) es no vacio para todo A €

R.
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Algoritmo

1. Seleccionamos zy € By k := 1y calculamos

>\k = )\*(370)

2. Determinar xj, € Sp,(A). Sipi(Ag, xx) > 0 parar y volver a A y 2. De lo

contrario calcular
Akl 7= Ay (Ik)

Sea k := k + 1 y repetir el paso 1.

A
p2(A) P1(A\, Tg1)
p1(A, xk)
Akt2 Akt1 Ak
As [ : A
| |
|
|
|
|
Figura 2.

La interpretacion geométrica de este algoritmo es ilustrado en la Figura 2. Por
Teorema 3.3 tenemos que encontrar el punto cero A, de la funcién p,. A partir
de un punto dado A\ > )\, se tiene por Teorema 3.1 que po(A) < 0. Como la
funcioén p, no es convexa y es demasiado ambicioso para calcular en un sélo pa-
SO su punto cero \,, se reemplaza esta funcidn por la funcién convexa més facil
D1,2(.) con x perteneciente a S,,(\). Sabemos por la definicién de p; , y Sp, ()

que pa(A) = p12(A) y p12(.) > po(.). Para la funcién p; ,(.), es facil de calcular
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su punto cero. Por Lema 3.2 esto es dado por A, (z). Ahora reemplazamos el punto
original A en el problema paramétrico (Py) por el valor mas pequefio A\.(x) > ..
Por el Lema 3.7 es suficiente encontrar en el paso 2 del algoritmo primal tipo Din-

kelbacht la solucién de la ecuaciénn p; (A, zx) = 0.

Para ilustrar este algoritmo consideremos el siguiente ejemplo numérico.

EJEMPLO 4.1. Resolver el siguiente problema.

inf  su filz) 4.1)
2€[0,10] 1<i<3 ¢;(T)
donde
f1—m7 f2—m f3_16m—|—3

Verifiquemos en primer lugar que este problema satisface con todas las condicio-

nes referidas para aplicar el algoritmo precedente.

1. El conjunto admisible B de este problema es un intervalo cerrado, acotado

y no vacio.

2. Debido a que la funcién objetivo del problema (P,) es lineal (y por lo tan-
to continua) y el conjunto admisible B es compacto no vacio, entonces se

deduce:

a) El conjunto solucion de (Py) es no vacio.
b) p2(A) es finito.

c¢) Por relacion (3.2), p; es estrictamente decreciente.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el algoritmo:

Paso 1: Consideremos xy = 1, entonces
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1
Paso 2: Para \; = 0= 0,05263, el problema (Py,) es

. 137 37 41 Al
010 LoD 0 19 10 T 199" 19

[0,10] 1<i<3

{ 211 17 137 37 41 41}

cuya solucon 6ptima es z; = % En este caso, p(A, 1) = —1,21.
Debido a que este valor es negativo, continuamos el algoritmo.
Sea

A2 = A\(39/89) = —0,068.

Observamos que, A\ < A;. Lo que nos interesa realmente en este algoritmo es una

sucesion decreciente de valores .

4.2. Resultados de Convergencia

A contninuacion exponemos la sucesion generada por el algoritmo primal tipo

Dinkelbach y los resultados de convergencia para tal sucesion.

LEMA 4.1. Si la Condicion 3 se cumple, entonces la sucesion \y, generada por el
algoritmo primal tipo Dinkelbach es estrictamente decreciente y satisface \j, >

Ay > —o0 para todo k € N.

Demostracion. Supongamos que para algin o € B el algoritmo se detiene en
k = 1,estoes, A\ = \.(x) y por laregla de parada sabemos que p2(A;) > 0. Esto
implica por Teorema 3.1 que A; < A,. Como A, < Ay, se tiene A\, = A, (zg). Siel
Algoritmo no se detiene en el primer paso, entonces pz(A;) < 0. Como Sy, (A1) es
no vacio, podemos encontrar por el paso 2 del algoritmo un z; € S,, (). Luego,

0> p2(>\1) = pl()\la 351) = SUB p()\by,ﬂﬁ)- 4.2)
yE

De esta manera para todo y € A obtenemos f(y, z1) — \g(y,z1) < 0y asi

f(yv xl)

< A1
g(y, z1) '
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Aplicando supremo para cada y € A tenemos

. f(y,l'1>
M) = ven g(y,71)

< A

Tomando A, (z1) = Ao, lo siguiente siempre se cumple A, (z1) = Ay < A;. Para
verificar lo dltimo, probaremos por contradiccién. Supongamos que A\, (1) = A;.

Dado que z; € Sp,(A;) se tiene por relacion (4.2) y Lema 3.7 que

0> pa(M) =pi(A1,21) = pr(A(21),21) =0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto \s < Ay, y por la definicién de A, es
evidente que A\, < A,. Aplicando el mismo argumento iterativamente se muestra

que A\ > A\, > —oo paratodo k € N. |

Observacion 4.1. Por Lema 4.1, la sucesion A\ generada por el Algoritmo primal

tipo Dinkelbach converge siempre para algtin limite, digamos w. Asi, kh’m Ak =
—00

w > —00.

En caso la sucesion generada sea finita, se tiene el siguiente Lema.

LEMA 4.2. Si la Condicion 3 se cumple y el algoritmo primal tipo Dinkelbach se

detiene en \,, entonces \, = A\, = A\pi1 y pa(An) = 0.

Demostracion. Como la Condicién 3 se cumple, Obtenemos A\, < oo. También,
por paso 2 del algoritmo tipo se sigue que pa(A,) > 0. Esto implica por Teorema
3.1que A\, < \,.. Ademds, como A\, < ), siempre se cumple, obtenemos \,, = A,.

Usando z,, € S,,(A,,) y el hecho de que \,, := A.(z,,_1) tenemos
0 < p2(An) = p1(An, 2n) < Pr(An, 1) = 0.
De donde se tiene que
pa(An) = p1(An, ) = 0.
Aplicando ahora Lema 3.7 se tiene
Ani1 = Au(Tn) = A

Por lo tanto, esto completa la prueba. 1
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En lo que resta de esta seccion sdlo consideraremos el caso donde el algoritmo

primal tipo Dinkelbach genera una sucesién infinita .

A continuacién impondremos en el siguiente Lema una condicién adicional para
garantizar que el limite de la sucesion Ay es igual a \,. Para simplificar la notacion
en los siguientes lemas introducimos para la sucesion {( Ay, zx) € R X B : z, €
Sp,(Ak)} generada por el algoritmo primal tipo Dinkelbach, la suceién {ay : k €

N} con
ai € Op1 .z, (Akt1)
y para \, finito, la sucesién {b; : k € N} con
b € Op1a, (As).

Por el comentario al inicio de la Seccion 3.3, Capitulo 3, estos conjuntos subgra-

dientes son no vaciés. Ahora es posible mostrar el siguiente resultado.

LEMA 4.3. Si la Condicion 3 se cumple y existe una subsucesion {a,, : k € N}

o0
tal que a;kl = —00, entonces ka A = M. Ademds, para )\, finito se tiene
k=1 —00

que lim py(Ax) = 0 < pa(As).

k—o0
Demostracion. Por Lema 4.1, la sucesion {)\, : k € N} es estrictamente decre-
ciente con lim Ay = w > —o0. Si w = —o0, obtenemos usando A\, > A, para

k—o0

cada k € N que

A <w = —00.
Esto muestra que A\, = —o0 y asf, ka An = A, Ahora, considerando w finito y
—00

suponiendo que el algoritmo no se detiene en A, obtenemos

pa( M) = p1(Ag, ) < 0.

Ademas, como la funcién p, es decreciente y la sucesion {\;, : k& € N} generada

por el algoritmo primal tipo Dinkelbach es en particular decreciente, se tiene que
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la sucesion {p; (A, zx) : k € N} es creciente y
—00 < = lim py(Ag,x) <0
k—o0

existe. Si asumimos o < 0, entonces para todo k£ € N con p;(\g, xx) < 0 pode-
mos encontrar un € > 0 tal que p; (A, zx) < —e. Aplicando la desigualdad del

subgradiente para la funcién convexa p; ,, obtenemos para todo £ € N que
ar(Ae — A1) < p1(Aes @) — Pr(Aesr, o) (4.3)
con ay € Op1 4, (Ak+1). Ahora por Lema 3.2 tenemos para A\y41 = A\ (%) que
P1(Aks1, T1) = pr(Au(wr), 2) = 0.
y por tanto la desigualdad dada en 4.3 resulta
ap( M — Ar1) < pr( g, xp) < —e.

Como —oo < ap < 0, Ay — Mg > —ea,;l. Observe que

> = A1) =M — lim A=A —w
Pt k—o0

pues w es finito, entonces

o0 oo
~1 -1 _
Al—wZ—GE ay, 2—65 a, = 00
k=1 k=1
implica w = —o0, lo cual es una contradicciéon con el hecho de suponer que

w es finito. Asi, « = 0y por tanto kh’m p2(Ax) = 0. Por Teorema 3.2, py es
—00

semicontinua superiormente, esto es,
po(w) > lim sup pa(Ag) = 0. (4.4)
k—o0

Por Teorema 3.1 se obtiene que w < A,, y como por Lema 4.1, w = kh’m e > A,
— 00

se concluye que w = \,. Asi, la relacidn 4.4 queda expresada como

- k—o0
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Observacion 4.2. Por relacion (3.13) se tiene que
0> ag Z _gsup(xk)

Para todo ay, € ) 4, (Aks1),y asi se puede aplicar el Lema 4.3 en caso Y goup(Tn, ) ! =
k=1
00

4.3. Existencia de una solucion 6ptima

Para lograr un resultado de tasa de convergencia para la sucesion )\, generada por
algoritmo primal tipo Dinkelbach, debemos suponer en la prueba que po(A.) =
0. Para aplicar nuestro procedimiento siempre impondremos que Sy, (A.) es no
vacio para A, finito. Luego, por Teorema 3.3 se deduce que py(\.) = O siy
sOlo si el primal tiene una solucién 6ptima en B o equivalentemente existe algin
xg € B tal que A, = A.(z¢). Sin embargo, si la condicion del Lema 4.3 se
cumple, suponemos para A\, finito que el primal podria no tener una solucién
Optima en B, y asi pa(\,) no es igual a cero. Usando una condicién mds fuerte
que en el Lema 4.3, mostramos en el Lema siguiente para \, finito que la sucesion
{p2(Ax) : k € N} generada por el algoritmo primal tipo Dinkelbach cumple
’}LHOIO pa(Ax) = p2(Ai) = 0. Esta condicién suficiente implica la existencia de una

solucion Optima para el primal en B.

LEMA 4.4. Si la Condicion 3 se cumple, \, es finito y existe una subsucesion
{bn, : k € N} satisfaciendo inf b,, > —o0, entonces lim A\, = A,y lim po(N;) =
keN k—o0 k—o0

Demostracion. Por la convexidad de la funcién p; ,, y la desigualdad del subgra-

diente obtenemos para todo k£ € N que

P1(Aks k) > p1( A, k) + b(Ake — A) > pa( i) + b (A — A)

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 4: Algoritmo Primal Tipo Dinkelbach w

con by € Op1 4, (A\«). Suponiendo que el algoritmo no se detiene en A, la tltima

cadena de desigualdades resulta
0 > pa(Ak) > pa(Ai) + be( Ak — Ao). (4.5)

Como \;11 > A, se tiene por nuestras hipdtesis y la monoticidad de los conjuntos

subgradiente como muestra el Lema 3.6 que podemos encontrar un M € R tal que
M <b,, <a, <0.

para todo k& € Ny para toda subsucesién {a,, C ar : k € N} con a,, €

Op1 2, (Ak+1). Esto muestra
a,! < bt <M <0,

para todo k € N, y asi, la desigualdad a,;! < M~ < 0 implica i a,! = —oo.
Luego, por Lema 4.3 se tiene ]}LIEO A = M. Tomando limite )\ —k>:<1>o en (4.5) se
obtiene

02> ]}g&pﬂ/\k) > pa(As).-

Como por Teorema 3.1 sabemos que p,(A.) > 0, entonces
k—o0
Esto concluye la demostracion. 1

Observacién 4.3. Por relacion (3.13) se tiene en caso sup;,y gsup (1) < 00 que

la condicién del Lema 4.4 se cumple.

En el siguiente Lema consideramos la sucesion generada {zj : x € Sp,(Ax)}y
mostramos para B compacto y algunas propiedades topoldgicas sobre las funcio-

nes f y g que esta sucesion contiene una subsucesion convergente.

LEMA 4.5. Si la Condicion 3 se cumple, las funciones f y g son continuas y
de valor finito en algiin conjunto abierto W C R™" conteniendo A x B, el
conjunto B es compacto y existe una subsucesion {a,, : k € N} satisfaciendo

o0
> a,! = —oo, entonces
k=1

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 4: Algoritmo Primal Tipo Dinkelbach W

i) La sucesion {zy, : x € Sp,(\i)}ken tiene una subsucesion convergente y
cada punto limite ., de la sucesion {xy, : k € N} satisface N\, = M\(Too)

con \, finito. Adicionalmente,

ii) Si existe un unico x, € B satisfaciendo A\, = \.(x.), entonces lim x) =
k—ro0

L.

Ademds, para A x B compacto, la sucesion {(yx, Tr) : (Y, Tk) € Spy(Ak) tren
generada por el algoritmo primal tipo Dinkelbach tiene una subsucesion conver-
gente y cada punto limite de la sucesion {(yy,xy) : k € N} es una solucion
optima del primal. Si el primal tiene una vinica solucion optima (ys., x.), entonces

lim xp =z, y lim yp = y..
k—o0 k—o00

Demostracion. 1) Para verificar que )\, es finito obtenemos por Condicién 4y f, g
continuas que la funcién de valor finito x — \.(x) es semicontinua inferiormen-
te. Por la compacidad de B esto implica, usando Corolario 12 de [1], que existe
algin x € B satisfaciendo A, = \.(x) y asi A, es finito. Nuevamente por la com-
pacidad de B, la sucesion {z, : k € N} contiene una subsucesion convergente.
Para verificar que cada punto limite z., de la sucesién {z; : k € N} satisface
As = A\(To ), Observamos por Lema 4.3 que klggo Ax = .. Esto implica por Le-
ma 3.4 que xo, € Sp,(A.) y por Teorema 3.3 obtenemos A\, = A\, ().

ii) Supongamos klggo T # T,y que existe un z, € B tal que A, = \.(x). En-
tonces nuevamente por Teorema 3.3 se obtiene S, (\.) = {z.}. Como toda sub-
sucesion convergente de la sucesion {z; : k € N} converge a un elemento de
Sp, (Ax), se tiene que toda subsucesién convergente converge al elemento z,, lo
cual es una contradiccién con suponer que khﬁrgo T # X. Por tanto khj{.lo T = Ty.

Esto completa la prueba de la primera parte.

Finalmente si A x B es compacto, la sucesion {(yx, zx) : k € N} posee una sub-
sucesion convergente. Considere (oo, Zoo) punto limite de la sucesion {(yg, x) :

k € N} y como por Lema 4.3, kh’m Ak = A« Entonces por Lema 3.4, (Yoo, Too) €
— 00

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 4: Algoritmo Primal Tipo Dinkelbach @

J (Yoo Too)

) . ) 9(Yoor Too)
andloga como en la primera parte, suponer khm T # T,y que existe (Y., z.) €
—00

A x B talque A — A () — LWeer o)
9(Yoor Too)

tiene S,(A.) = {(y«, z.)}. Como toda subsucesién convergente de la sucesion

Sp(As) y por Teorema ?? obtenemos A\, = A\.(Too) = . De manera

. Entonces por Teorema ?? se ob-

{(yk, xx) : k € N} converge a un elemento de S,(\.), se tiene que toda subsuce-
sién convergente converge al elemento (y., x,), lo cual es una contradiccién con

suponer que lim xj # x,. |
k—oo

4.4. Ratio de Convergencia de la Sucesion )\,

Ahora queremos investigar que tan rapido la sucesién )\ converge a \.. Antes
de discutir esto en detalle, mostramos para A, finito una desigualdad para los
elementos de la sucesién {\; : k € N} generada por el algoritmo primal tipo

Dinkelbach.

TEOREMA 4.1. Si asumimos que la Condicion 3 se cumple y existe algiin v € B
satisfaciendo A\, = \.(x), entonces se tiene para cada ¢, € 0p1.(\;) y a €
0 P12, (Akt1) la siguiente desigualdad

)\kJrl - )\*

0<
T — A

< (1—cpah)
Demostracion. Como )\, = \,(z) para algin x € B, se obtiene por Lema 3.7 que
p1(A, 1) = pr(\(2),2) = 0.

Aplicando ahora la desigualdad subgradiente a la funcién p,; , en el punto A, se

tiene para ¢;, € Op; ,(\) que
_pl()\k‘a CC) = pl(/\*7x) - pl()\kwr) Z Ck‘()\* - )\k‘)
Luego,

P2(Ak) < pr( A, ) < e A — As).
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Ademds, para cada zj, € S,,(\;) y suponiendo que el algoritmo no se detiene en
el paso \g, esto es, A\p11 = A.(7}), se obtiene nuevamente por el Lema 3.7 que
P1(Ak+1, k) = 0. Aplicando ahora la desigualdad subgradiente a la funcion p; ,
en el punto A tenemos para a; € 0p; 4, (Ar+1) que

P2(Ak) = P1( Ay ) — P1(Awg1, Tr) > ap( M — A1)

De las dos tltimas desigualdades obtenemos
— (M1 — M) < p2(Ak) < (A — A
y puesto que —oo < ay < 0, esto implica
Mot — Ak < —cpap (A — A).
Usando la ultima desigualdad se tiene que
Mot — e = X — A+ N — A < (1 —cpah).(A — A).

Asi,

>\k:+l - )\*

0<
T AR — A

<(1- cka,zl)
|

Observacion 4.4. En el caso del programa fraccional (P;), 1a funcién A — py . (\)
sereduce a py »(\) = f(x) —Ag(x), y asi paratodo A € R se tiene que Op; ,(\) =
{—g(z)}. Luego, la desigualdad del Teorema 4.1 se expresa como
)\k—H - /\* < 9(%))
0<——< 11— . (4.6)
/\k - )\* g(l‘k)

Para los resultados de convergencia del Algoritmo primal tipo Dinkelbach, nece-

sitamos las definiciones de ratio de convergencia dadas en el Capitulo 1..

TEOREMA 4.2. Si la Condicion 3 se cumple, )\, es finito y la sucesion {by, : k €
N} satisface infrey by > —o0, entonces kh’m A = Ay { M k € N} converge
—00

linealmente.
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Demostracion. Por Lema 4.4 obtenemos ps(A.) = 0. Dado que la Condicién 5 se

cumple, podemos encontrar algin x € B tal que

0= p2(A\) = p1( s, ).

Esto muestra por Lema 3.7 que A\, = A.(z). Luego, el conjunto {x € B : A\, =
A«(z)} es no vacio, y para todo x perteneciendo a este conjunto se tiene por Teo-
rema 4.1 que

)\k:—f—l - A*
A — A

con ¢y € Oy, ,(Ar) Yy ax € Oy, (Art1). Como {A;, : k € N} es estrictamente

0< < (1—ca;h) 4.7)

decreciente y A\, > .. Se sigue por Lema 3.6 que la sucesion {¢;, : k € N} es de-
creciente y satisface 0 > ¢, > 7 con 7 = méax{t : t € Ip; »(A\)}. Afirmamos que
lim ¢; = ¢ existe. Para identificar c., en vista de ¢, € Op; () observamos

k—o0
que:

PN, ) > pr( Mg, @) + ce(A— M)

para todo A € R. Dado que la funcién es continua y usando kh’m Ak = A Y
— 00

lim ¢, = ¢ se tiene la siguiente desigualdad
k—o0

pl()‘ax) > pl(/\*vx) + coo(/\ - )‘*)

paratodo A € R,y asi co, € Op14(As) con co, < 7, descartamos ¢, < 7, pues

lgm Ck = Coo < T implica ¢, < 7. Esto contradice el hecho que ¢, > 7. Por tanto
_>

Csx = T, de modo tal que hemos identificado dicho limite. También, por hipdtesis

existe un M € R tal que —oo < M < by, < ay, y esto muestra
lim sup(1 — cza, ') <1 — <1
k—oo k - M
Aplicando la relacion (4.7) obtenemos el resultado deseado. |

El siguiente Teorema muestra como la sucesién \; converge superlinealmente,
para ello asumamos que el primal tiene una tnica solucién 6ptima y que ademads,

algunas propiedades topoldgicas se cumplen en los conjuntos factibles A, B.
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TEOREMA 4.3. Si la Condicion 3 se cumple, las funciones f y g son continuas so-

bre algiin conjunto abierto W C R™*" conteniendo al conjunto compacto A x B

y el programa fraccional min-max (P) tiene una vinica solucion (y., . ), entonces

lim xp = z,, lim yx = y. ¥y lim A\ = A, y la sucesion converge superlineal-
k—oo k—oo

k—o0
mente.

Demostracion. Usando los Lemas 4.3 y 4.5 se tiene la primera parte, por lo que
s6lo se tiene que verificar que A\, converge superlinealmente. Teniendo en cuenta

la prueba del Teorema 4.2 se tiene que

-1
lim sup(l —cra,') =1—7 (h’m supak>
k—ro0 k—o0

con 7 := max{t : t € Ip1,. (A} y ax € Op14,(Aet1), k € N. Por tanto es

suficiente probar que ka sup ar = 7. Como a; es uniformemente acotada por la
—00

compacidad de A x By la funcidn g es continua, existe una subsucesion conver-

gente a,, que satisface

Qoo m a,, = kh_)rn supa.
o

=1
k—o0
Para identificar a., observemos para cada k € N que

PN w) > pr(A 2k) — p1(Aess, Te) > ar(X — Apg1)

con a; € Op1 4, (Art1). Ademds, como B es compacto y p continua, se obtiene
por Proposicion 1.7 [1] que x — p; (A, ) es semicontinua superiormente, lo que

implica por la ultima desigualdad que
p1 ()\7 .CE*) > kh/m sup pl()\a l'k) > aoo()\ - )\*) (48)
—00

Como que x, € S,,(As), obtenemos p; (A, z.) = pa(A.) = 0. Asi, la relacién

(4.8) la podemos expresar como
pl()\, Z‘*) 2 pl(/\*7 Z‘*) + aoo<>\ - )\*)

Esto es, a0 € Op14.(A\i) cOn an < 7, descartamos a., < T, pues kh’m Ap, =
— 00
(o < T implica a,, < T, esto contradice el hecho de que 0 > a, > 7. Por lo

tanto e = T |
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En caso consideremos el programa fraccional (/) con B compacto y las funcio-

nes f, g continuas obtenemos por Lema 4.5 en (4.6) que
lim sup g(zx) = lm g(zn,) = g(z.)
k—o0 k—o0

con x, una solucidn dptima de este problema de programacion fraccional. Luego,
reemplazando en (4.6) x( por . se obtiene para el programa fraccional (F;) con
B compacto y f, g continuas que la sucesion {\; : & € N} siempre converge

superlinealmente.

Terminamos este Capitulo mostrando una regla de parada practica para el primal
Algoritmo tipo Dinkelbach, teniendo en cuenta que en la practica dicho Algoritmo

se detiene en un numero finito de pasos.

LEMA 4.6. Si asumimos la Condicion 3 y existe alguna subsucesion {a,, : k €
o0

N} satisfaciendo ) a,,! = —oo y algiin x € B con A\, = \.(z), entonces la
k=1

sucesion {c,jlpz()\k) ¢, € Op12(A)ren es decreciente y su limite es igual a

cero. Ademds, se tiene para cada k € N que

Demostracion. Por Lema 4.1 la sucesion {\; }ren es estrictamente decreciente, y
esto implica por Lema 3.6 que la sucecién negativa {c;} es decreciente. Ademds
po es decreciente, obtenemos que la sucesion negativa p(\;) es creciente y asi la
sucesion positiva {c; 'pa (M) }ren s decreciente. Aplicando Lema 4.3 y kh_{go Ck =

T se tiene que
lim c; 'pa(Ag) =0
k—o0

Por otro lado, como {\ }ren es estrictamente decreciente con ka M = Ao yel
—00

hecho de que

P2( M) < p1( Ay ) < (A — As)
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se tiene

A* S )\k S /\* + C];lp2<>\k:)‘

El siguiente ejemplo muestra claramente un problema de programacién fraccio-
nal aplicado a la economia, basado en el articulo A fast algorithm for a class of

generalized fractional programs. Management Science de Gugat (1996).

EJEMPLO 4.2. Un consumidor tiene intencién de comprar una canasta de n bie-
nes con funciones de valor u; : [0,400) — [0, +00). Las funciones u; asociada
a cada uno de los bienes son concavas para cada ¢ = 1,2,--- ,n. Definimos la

siguiente funcidn que tiene la forma aditiva

u(wy, ... Tp) = Z kiui ().
i=1

Desafortunadamente, el tomador de decisiones no estd seguro sobre los factores
de ponderacién k;. Solo puede dar intervalos [&;, k;] que contienen a k;. Dado que
es cauteloso, usa la funcén utilidad

Uy, -, op mankuZ (x;),

keK

donde K es el conjunto convexo de posibles factores de ponderacion, por ejemplo

K ={(k;,... k) : Zizlki =1,k € [ki,ki],i=1,...,n— 1k, > 0}.
El vector 7 = (x1,...,,),de materias primas, debe satisfacer la restriccién pre-
supuestaria p”z < B, donde p es el capital invertido y B es lo que el consumidor
estd dispuesto a gastar
El consumidor tiene intencién de invertir al menos el capital b < B. Asi, la de-
sigualdad b < p’z < B se debe cumplir. Supongamos que al menos una de las

funciones u; es estrictamente creciente. Luego, para una utilidad que maximiza la
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canasta de bienes, el capital B estd siempre activo. Como no tiene la intencion de
gastar todo el presupuesto 5 en todos los casos, se maximiza la razén de utilidad
y costo. Por tanto, adquiere una canasta de bienes tal que la utilidad por unidad de
capital invertido es maxima. El resto del capital se guarda para el consumo futuro.
Si b = B, el problema se reduce al problema de maximizacién de la utilidad bajo
la restriccidn presupuestaria.

La eleccion del consumidor (que maximiza la relacion de utilidad y costo) también
maximiza la utilidad en la restriccidon presupuestaria, donde B se sustituye por
el capital B; que es realmente invertido. Por lo tanto otra vista del problema es
considerar el presupuesto como un pardmetro: Nuestro problema fraccional es
equivalente a encontrar una seleccion de B; (en el intervalo [b, B)), tal que para
una canasta de bienes que maximiza la utilidad bajo la restriccion pl'z < By, la
utilidad por unidad de capital invertido es dptima.

Hay mads restricciones: por lo menos es necesario una cantidad ; del i-ésimo
bien. Esta es modelizado por las restricciones x; > 3; > 0(i = 1,...,n) donde
el vector [3 satisface la desigualdad 0 < p”' 3 < B.

La formulacion matemaética del problema es

i Sk
U 2eS kek plx

donde S = {r e R" : b < pla < B, < < B/p;,i = 1,...,n} o
equivalentemente transformamos el problema en:

A, = min max — Z?:l i i)
Y 2eS kek plx

que tiene las mismas soluciones.
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Conclusiones

Nuestra investigacion nos permitio alcanzar el objetivo general que es analizar y
desarrollar los programas fraccionarios min-max de manera general aplicando el
enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach, por medio de los objetivos especifi-

COS.

e En cuanto al primer objetivo especifico: Usar las herramientas de conve-
xidad generalizada nos permitié caracterizar los 6ptimos y sus soluciones

optimales.

e En cuanto al segundo objetivo especifico: Usar el enfoque paramétrico pri-
mal tipo Dinkelbach nos permitié desarrollar un algoritmo que resuelva el
problema primal ya que con este enfoque es posible salir de la formulacién
de tales problemas fraccionarios, reemplazando su funcién objetivo por me-
dio de una familia de funciones lineales asociada a un parametro. Es decir,
resolver los problemas de programacion paramétrica es mas sencillo debido

a que tiene una estructura mas simple en la funcién objetivo.

e El desarrollo de los objetivos especificos nos permitieron alcanzar el objeti-
vo general de nuestra investigacion y a la vez responder nuestra pregunta ;A
un problema fraccional min-max se le puede dar solucién desde el enfoque

paramétrico a través del problema paramétrico primal tipo Dinkelbach?
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Sugerencias

Cabe sefialar que nuestro estudio es un aporte para futuros trabajos, los cuales

podrian considerar.

e Trabajar con el problema dual, llamado programa fracional max-min, ya que
la solucién de unos de los problemas ( primal o dual) nos proporciona de
forma automatica la solucidn del otro programa, es decir, tanto el programa
primal como el programa dual son dos formas de abordar el mismo proble-
ma. Entonces, es valido preguntarse cudl es la relacion entre las soluciones

de ambos problemas.

e Introducir el analogo al enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach, 1la-
mado enfoque paramétrico dual tipo Dinkelbach y estudiar la relacién que

existe entre ambos problemas.

e Desarrollar un algoritmo computacional que haga posible dar solucién a una

sucesion de problemas de optimizacion paramétrico.
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