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“Optimización de programa fraccional
min-max aplicando el enfoque

paramétrico primal tipo Dinkelbach”

Tesis

Para optar el tı́tulo profesional de

Licenciado(a) en Matemáticas
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Contenido IV

Resumen

En el presente trabajo usamos el enfoque paramétrico, esto es, reemplazar la fun-

ción objetivo del programa fraccional por medio de una familia de funciones linea-

les asociada a un parámetro. El abordaje paramétrico hizo posible usar herramien-

tas de convexidad para resolver los problemas fraccionales min-max y al mismo

tiempo para construir un algoritmo que se basa en la solución de una sucesión de

problemas de optimización paramétrica.

M. Torres F. V. Neira F.



Introducción

Un Programa Fraccional es un problema de optimización matemática que involu-

cra uno o varios cocientes en la función objetivo, es decir, la función objetivo es

una función no lineal. En general, las funciones que se expresan como cociente

de funciones no son ni convexas ni cóncavas, y es por ello que resulte de gran

importancia extender los resultados básicos de la programación no lineal.

Charnes y Cooper (1962) muestra que un programa fraccional lineal de un so-

lo cociente se puede reducir a un programa lineal utilizando una transformación

de variables no lineales. Los problemas de programación fraccional los podemos

encontrar en muchas aplicaciones; por ejemplo, en las aplicaciones económicas,

maximización de la productividad, maximización de la tasa de rendimiento de las

inversiones, problemas de selección de portafolio en finanzas. Por otro lado, indi-

rectamente en la programación estocástica. Otra aplicación importante está dentro

del campo de la programación multiobjetivo.

El presente trabajo tiene como objetivo analizar y desarrollar los programas frac-

cionales min-max de manera general, para ello nos hemos planteado dos objetivos

especı́ficos los cuales son: Usar las herramientas de convexidad generalizada para

resolver los problemas fraccionales min-max y usar un algoritmo que resuleva el

1



Contenido 2

problema primal.

El abordaje paramétrico, hace posible el uso de herramientas de convexidad para

resolver los problemas fraccionales min-max primal (P ) y al mismo tiempo para

construir un algoritmo que resuelve el problema primal (P ). En el análisis teórico

de los programas fraccionales min-max va a resultar que la convexidad juega un

papel importante no sólo en lo ya antes mencionado, si no también en el análisis

de los tipos de convergencia para el enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach.

Cabe resaltar que la matemática, especificamente el análisis convexo, es el so-

porte teórico para el desarrollo del enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach y

algoritmo primal tipo Dinkelbach.

M. Torres F. V. Neira F.



Capı́tulo 1

Preliminares

En este primer Capt́ulo presentamos aquellos resultados básicos del análisis con-

vexo que serán de gran ayuda en el desarrollo de los capı́tulos posteriores ya que

en el estudio de los problemas de optimización la convexidad juega un papel im-

portante, para una revisión más detallada de estos temas puede consultar Aubin

(1993); Avriel, Diewert, Shaible y Zang (1988) y Frenk y Kasay (2004). Comen-

zamos este capı́tulo con la formulación de un problema de optimización no lineal,

problema que será reformulado en el Capı́tulo 4 y que es el centro de estudio del

presente trabajo. Ası́mismo, las Secciones 2, 3 y 4 son de suma importancia puesto

que serán usadas para el análisis de los problemas de optimización ası́ como en la

caracterización de sus soluciones óptimas. En las Secciones, 5, 6, 7 y 8 estudiamos

las funciones convexas y sus caracterizaciones, los subgradientes de funciones

convexas aca juegan un papel importante en los algoritmos para la optimización

no diferenciable. Finalmente, en la ultima sección los tipos de convergencia son

introducidos ya que nos ayudará a distinguir que tan rápido la sucesión generada

por el algoritmo primal tipo Dinkelbach estudiada en el Capı́tulo 4 converge.

3



Cap. 1: Preliminares 4

1.1. Optimización Matemática

Un problema de optimización matemática, o simplemente un problema de optimi-

zación, tiene la forma

Minimizar f(x)

Sujeto a gi(x) ≤ 0 i = 1 . . .m

hj(x) = 0 j = 1 . . . l

x ∈ C,

(1.1)

donde f, g1, . . . , gm, h1, . . . , hl son funciones definidas en Rn de valor real, C

subconjunto de Rn y el vector x = (x1, . . . , xn) es la variable de optimización del

problema.

La función f es llamada función objetivo. Cada una de las restricciones gi(x) ≤
0 para i = 1, . . . ,m se llaman restricciones de desigualdad, y cada una de las

restricciones hj(x) = 0 para j = 1, . . . , l se llaman restricciones de igualdad.

Un vector x en C que satisface todas las restricciones se denomina solución fac-

tible del problema. El conjunto de todas las soluciones factibles se llama región

factible y es denotada por:

B = {x ∈ C : gi(x) ≤ 0, i = 1 . . .m, hj(x) = 0, j = 1 . . . l}.

Por tanto, el problema (1.1) consiste en encontrar un punto x∗ factible tal que

f(x∗) ≤ f(x) para cada punto factible x. El punto x∗ se llama óptimo, o una

solución del problema (1.1). Si existe más de un óptimo, se los denomina colecti-

vamente como soluciones óptimas alternativas.

El problema (1.1) será llamado un problema de programación no lineal si la fun-

ción objetivo o las restricciones no son lineales.

Observación 1.1. Si el Problema 1.1 se tratase de un problema de maximización,

entonces podemos resolverlo minimizando la función −f(x) sujeto a las restric-

ciones.

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 1: Preliminares 5

Para ilustrar lo descrito lı́neas arriba, considere el siguiente problema.

Minimizar (x+ 3)2 + (y − 2)2 (1.2)

sujeto a

x2 − y − 3 ≤ 0

y ≤ 1

x ≤ 0

X

Y

(−2, 1)

−3

2

−3

b

b

Figura 1.

Claramente, la función objetivo y las restricciones de desigualdad son:

f(x; y) = (x+ 3)2 + (y − 2)2

g1(x; y) = x2 − y − 3

g2(x; y) = y − 1

g3(x; y) = x

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 1: Preliminares 6

Note que f y g1 son funciones no lineales, esto hace del problema (1.2) un pro-

blema de optimización no lineal. Las funciones g2 y g3 son funciones lineales.

Claramente el óptimo es muy sencillo de encontrar ya que el enfoque geométri-

co(ver Figura 1) nos permite usar la interpretación del gradiente para encon-

trar una solución óptima. Las curvas de nivel, circunferencias, representadas por

(x + 3)2 + (y − 2)2 = c con centro en (−3, 2) y radio
√
c crecen cada vez que

c aumenta. La región factible está dada por la región sombreada. Por lo tanto, la

solución óptima ocurre en el punto (−2, 1) y la función objetivo se minimiza en

f(−2, 1) = 2

1.2. Conjuntos afines

Suponga que x1 6= x2 son dos puntos de Rn. Puntos de la forma

y = θ x1 + (1− θ)x2,

donde θ ∈ R, forma la lı́nea recta entre x1 y x2. Los valores del parámetro θ ∈
[0, 1] corresponden al segmento de lı́nea entre x1 y x2.

Un conjunto C ⊆ Rn es afı́n si la lı́nea que une dos puntos distintos en C está en

C, esto es, si para cualquier x1, x2 ∈ C y θ ∈ R, tenemos θ x1 + (1− θ)x2 ∈ C.

Dicho de otra manera, C contiene la combinación lineal de dos puntos cualquiera

en C, siempre que los coeficientes en la combinación lineal sumen uno.

Esta idea puede generalizarse a más de dos puntos. Nos referimos a un punto de

la forma θ1 x1 + . . .+θk xk, donde θ1 + . . .+θk = 1, como una combinación afı́n

de los puntos x1, . . . , xk. Usando inducción en la definición de conjunto afı́n (es

decir, que contiene todas las combinaciones afines de dos puntos en él), se puede

demostrar que un conjunto afı́n contiene cada combinación afı́n de sus puntos: Si

C es un conjunto afı́n, x1, . . . , xk ∈ C, y θ1 + . . . + θk = 1, entonces el punto

θ1 x1 + . . .+ θk xk también pertenece a C.

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 1: Preliminares 7

El conjunto de todas las combinaciones afines de puntos en algún conjunto C ∈
Rn se llama el casco afı́n de C, y se denota aff (C):

aff (C) = {θ1 x1 + . . .+ θk xk : x1, . . . , xk ∈ C , θ1 + . . .+ θk = 1}. (1.3)

El casco afı́n es el conjunto afı́n más pequeño que contiene C, en el siguiente

sentido: si S es un conjunto afı́n con C ⊆ S, entonces aff (C) ⊆ S.

EJEMPLO 1.1. El conjunto solución de un sistema de ecuaciones lineales, C =

{x : Ax = b}, donde A ∈ Rm×n y b ∈ Rm, es un conjunto afı́n. Para mostrar esto,

suponga x1, x2 ∈ C, esto es, Ax1 = b, Ax2 = b. Entonces para cualquier θ ∈ R,

se tiene

A(θx1 + (1− θ)x2) = θAx1 + (1− θ)Ax2

= θb+ (1− θ)b

= b

lo que muestra que la combinación afı́n θx1 + (1− θ)x2 también está en C.

1.3. Interior relativo

Sea C ⊆ Rn. Definimos el interior relativo del conjunto C, denotado ri (C),

como su interior en relación con aff (C):

ri (C) = {x ∈ C : B(x; r) ∩ aff (C) ⊆ C para algún r > 0}, (1.4)

donde B(x; r) = {y ∈ Rn : ‖y − x‖ < r}, la bola de radio r y centro x con la

norma euclidiana ‖ · ‖.

EJEMPLO 1.2. Considere en R3 el conjunto C definido por

C = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : −1 ≤ x1 ≤ 1, −1 ≤ x2 ≤ 1, x3 = 0}. (1.5)

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 1: Preliminares 8

Su casco afı́n es el plano x1x2, es decir; aff (C) = {x ∈ R3 : x3 = 0}. El interior

de C es vacı́o pero el interior relativo es

ri (C) = {x ∈ R3 : −1 < x1 < 1, −1 < x2 < 1, x3 = 0}. (1.6)

1.4. Conjuntos convexos

Un conjuntoC es convexo si el segmento de lı́nea entre dos puntos cualesquiera en

C está en C, es decir, si para cualquier x1, x2 ∈ C y cualquier θ con 0 ≤ θ ≤ 1,

se tiene θ x1 + (1− θ)x2 ∈ C.

A continuación describimos algunas operaciones especiales que preservan conve-

xidad de los conjuntos

Función Perspectiva. Definimos la función perspectiva P : Rn+1 → Rn, con

dominio Dom (P ) = Rn × R+, como

P (x; t) =
x

t
, (1.7)

donde R+ = {t ∈ R : t > 0}. Si C ⊂ Dom (P ) es convexo, entonces la imagen

P (C) = {P (x) : x ∈ C}

es convexa. Para establecer la convexidad de P (C) necesitamos mostrar que el

segmento de lı́nea [Px), P (y)] está en P (C), esto es, que los segmentos de lı́nea

llevan segmentos de lı́nea bajo la función perspectiva. En efecto. Supongamos que

x = (x, xt), y = (y, yt) ∈ Rn+1 con xt > 0, yt > 0 y x = (x1, . . . , xn), y =

(y1, . . . , yn) ∈ Rn. Entonces para 0 ≤ θ ≤ 1,

M. Torres F. V. Neira F.
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P (θ x+ (1− θ) y) =
θ x+ (1− θ) y
θ xt + (1− θ) yt

=

[
θ xt

θ xt + (1− θ) yt

]
x

xt
+

[
(1− θ) yt

θ xt + (1− θ) yt

]
y

yt

= µP (x) + (1− µ)P (y),

donde

µ =
θ xt

θ xt + (1− θ) yt
∈ [0, 1].

Esta correspondencia entre θ y µ es monótona: como θ varı́a entre 0 y 1 (que

barre el segmento de lı́nea [x, y]), µ varı́a entre 0 y 1 (que barre el segmento de

lı́nea [P (x), P (y)]). Esto muestra que P ([x; y]) = [P (x), P (y)], por tanto P (C)

es convexa.

Por otro lado, la imagen inversa de un conjunto convexo bajo la función perspec-

tiva es también convexa: Si C ⊂ Rn es convexo, entonces

P−1(C) = {(x; t) ∈ Rn+1 : x/t ∈ C, t > 0} (1.8)

es convexa. Para mostrar esto, supongamos (x, t) ∈ P−1(C), (y, s) ∈ P−1(C) ,

y 0 ≤ θ ≤ 1. Mostraremos que

θ (x, t) + (1− θ) (y, s) ∈ P−1(C),

es decir,

θ x+ (1− θ) y
θ t+ (1− θ) s ∈ C

Claramente θ t+ (1− θ) s > 0, ası́

θ x+ (1− θ) y
θ t+ (1− θ) s =

[
θ t

θ t+ (1− θ) s

]
x

t
+

[
(1− θ) s

θ t+ (1− θ) s

]
y

s

= µ (x/t) + (1− µ) (y/s),

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 1: Preliminares 10

donde

µ =
θ t

θ t+ (1− θ) s ∈ [0, 1].

Lo que muestra que P−1(C) es convexa.

Funcion Afı́n. Definimos una función afı́n f : Rn → Rm como f(x) = Ax+ b,

donde A ∈ Rm×n y b ∈ Rm. Al igual que la función perspectiva, las funciones

afines conservan la convexidad. Si S ⊂ Rn es convexo, entonces su imagen

f(S) = {f(x) : x ∈ S}

es convexa. Similarmente, f−1(S) = {x : f(x) ∈ S} es convexa si S ⊂ Rm es

convexo.

Función Fraccional Lineal. Una función fraccional lineal es formada por la

composición de la función perspectiva con una función afı́n. Denotamos la fun-

ción g : Rn → Rm+1 afı́n como

g(x) =

A
cT

x+

b
d

 (1.9)

donde A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn y d ∈ R. La función f = P ◦ g : Rn → Rm

definida por

f(x) =
Ax+ b

cTx+ d

con dominio Dom (f) = {x : cTx + d > 0}, es llamada función fraccional

lineal. Las funciones fraccionales lineales también conservan la convexidad. Si

C es convexo y se encuentra en el dominio de f (es decir, cT x + d > 0 para

x ∈ C), entonces su imagen f(C) es convexa. Esto se deduce inmediatamente

de los resultados anteriores: la imagen de C bajo la función afı́n (1.9) es convexa,

y la imagen del conjunto resultante bajo la función perspectiva P , que produce

f(C), es convexa. De manera similar, si C ⊂ Rm es convexa, entonces la imagen

inversa f−1(C) es convexa.

M. Torres F. V. Neira F.
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1.5. Funciones Convexas

Una función f : C ⊂ Rn → R definida sobre un conjunto convexo C es llamada

convexa si para todo x, y ∈ C y θ ∈ [0; 1] se tiene

f( θ x+ (1− θ) y ) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y). (1.10)

Si la desigualdad anterior es estricta para x 6= y y θ ∈ ]0; 1[, entonces f es llamada

estrictamente convexa. Si f es convexa entonces g = −f es cóncava.

Muchas veces es conveniente extender una función convexa a todo Rn definiendo

su valor como∞ fuera de su dominio. Si f es convexa, definimos su extensión de

valor real extendido f̂ : Rn →]−∞,∞] por

f̂ =

f(x) si x ∈ Dom (f)

∞ si x /∈ Dom (f),

La extensión f̂ se define en todos los Rn, y toma valores en R ∪ {∞}. Podemos

recuperar el dominio de la función original f de la extensión f̂ como Dom (f) =

{x : f̂(x) <∞}.
La extensión puede simplificar la notación, ya que no necesitamos describir explı́ci-

tamente el dominio, o agregar el calificador para todo x ∈ Dom (f) cada vez que

nos referimos a f(x). Consideremos, por ejemplo, la definición básica de la de-

sigualdad (1.10). En términos de la extensión f̂ , podemos expresarlo como:

f̂ ( θ x+ (1− θ) y ) ≤ θ f̂(x) + (1− θ) f̂(y), 0 < θ < 1

para cualquier x, y. (Para θ = 0 o θ = 1, la desigualdad siempre se cumple). Para

x, y ∈ Dom (f), esta desigualdad coincide con (1.10), si cualquiera de los dos

está fuera del Dom (f), entonces el lado derecho es∞, y por tanto la desigualdad

se mantiene.

De manera similar, podemos extender una función cóncava definiéndola como

−∞ fuera de su dominio. En lo que resta del trabajo usaremos el mismo sı́mbolo

M. Torres F. V. Neira F.
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para denotar una función convexa y su extensión siempre que no haya confusión.

En el análisis de los problemas de minimización y maximización a menudo es

conveniente considerar funciones que toman valores en la recta real extendida

[−∞,∞] en lugar de sólo ]−∞,∞[ . Por ejemplo, consideremos un problema de

minimización del tipo
ı́nf g(x)

s.a x ∈ B
(1.11)

donde g : C → R, B conjunto de restricciones y C como un espacio topológico.

Con la topologı́a apropiada, [−∞,∞] es un intervalo compacto. Ası́, todo sub-

conjunto A ⊂ [−∞,∞] admite un ı́nfimo y un supremo: En particular, tomando

A = {g(x) : x ∈ B} se tiene que ı́nf {g(x) : x ∈ B} está bien definido en

[−∞,∞].

En este contexto resulta muy útil introducir la función indicatriz del conjunto C,

δB : C → [−∞,∞] definida por

δB(x) =

 0 si x ∈ B
∞ si x /∈ B,

Por tanto, el problema (1.11) puede formularse de manera equivalente como

ı́nf f(x)

s.a x ∈ C
(1.12)

donde la función f : C →] − ∞,∞] se define como f(x) = (g + δB)(x) =

g(x) + δB(x). Esto permite considerar las restricciones de manera implı́cita en la

definición de f . En los problemas (1.11) y (1.12) no suponemos a priori que tengan

una solución óptima. Por lo tanto, no podemos reemplazar ı́nfimo por mı́nimo.

1.6. Epı́grafos

Sea f : X ⊂ Rn → [−∞,+∞] una función. El subconjunto de Rn+1 dado por

epi(f) = {(x, α) : x ∈ X, α ∈ R, f(x) ≤ α}
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es llamado epı́grafo de f . Similarmente, el hipógrafo de f es un subconjunto de

Rn+1 dado por

hip(f) = {(x, α) : x ∈ X, α ∈ R, f(x) ≥ α}.

Llamamos dominio efectivo de f al conjunto

dom (f) := {x ∈ X : f(x) < +∞}.

Para la función f y cualquier α ∈ R, el conjunto U(f, α) definido por

U(f, α) = {x ∈ X : f(x) ≥ α}

es llamado conjunto de nivel superior α de f , el conjunto

L(f, α) = {x ∈ X : f(x) ≤ α}

es llamado conjunto de nivel inferior α.

TEOREMA 1.1. Sea X un conjunto convexo no vacı́o de Rn y f : X → R.

Entonces f es una función convexa si y solo si epi(f) es un conjunto convexo.

Análogamente, f es cóncava si y solo si hip(f) es un conjunto convexo.

Demostración. Suponga que f es convexa y (x;α1) (y;α2) dos puntos en epi(f).

Entonces para cualquier θ ∈ [0; 1],

f( θ x+ (1− θ) y ) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y) ≤ θα1 + (1− θ)α2.

Por lo tanto, el punto

(z, α) = (θ x+ (1− θ) y, θ α1 + (1− θ)α2)

es también un punto de epi(f). Recı́procamente, si epi(f) es un conjunto convexo,

entonces para dos puntos cualesquiera (x;α1) ∈ epi(f) , (y;α2) ∈ epi(f) y

θ ∈ [0; 1] se obtiene (θ x + (1 − θ) y , θ α1 + (1 − θ)α2) ∈ epi(f). Poniendo

α1 = f(x), α2 = f(y) obtenemos

f( θ x+ (1− θ) y ) ≤ θα1 + (1− θ)α2 = θf(x) + (1− θ)f(y),

y f es convexa. La segunda parte del Teorema se resolverá de manera análoga. z

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 1: Preliminares 14

1.7. Semicontinuidad

Decimos que la función f : X → [−∞,+∞] es semicontinua inferior en un

vector x ∈ X si ĺım infk→+∞ f(xk) ≥ f(x) para cada sucesión {xk} ⊂ X con

ĺım
k→+∞

xk = x. La función f es semicontinua superior si −f es semicontinua

inferior.

TEOREMA 1.2. Si f : Rn → [−∞,+∞]. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

a) La función f es semicontinua inferior en todo x ∈ Rn.

b) El conjunto epi(f) es cerrado.

c) El conjunto L(f, α) es cerrado para todo α ∈ R.

Demostración. a) ⇒ b) : Sea {(xk, wk)} ⊂ epi(f) con (xk, wk) −→ (x,w).

Entonces f(xk) ≤ wk y f(x) ≤ ĺım infk→+∞ f(xk) ≤ w. Por tanto (x,w) ∈
epi(f).

b)⇒ c): Sea {xk} ⊂ L(f, α) y xk −→ x. Entonces (xk, α) ∈ epi(f) y (xk, α) −→
(x, α), ası́ (x, α) ∈ epi(f) y x ∈ L(f, α).

c)⇒ a): Sea {xk} ⊂ L(f, α) con xk −→ x.

Por contradicción al absurdo, suponer que f no es semicontinua inferior en x y

xnk
−→ x. Entonces f(x) > α > ĺım infk→+∞ f(xnk

), lo cual es una contradic-

ción con el hecho de suponer que L(f, α) es cerrado. Por tanto, f es semicontinua

inferior en todo x ∈ Rn. z

PROPOSICIÓN 1.1. Sea fi : Rn → ] − ∞,∞], i ∈ I , donde I es cualquier

conjunto de ı́ndices. La función g : Rn → ]−∞,∞] dada por

g(x) = sup
i∈I

fi(x) (1.13)

es convexa si las fi son convexas.
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Demostración. Sea x, y ∈ Rn y θ ∈ [0; 1]. Entonces para todo i ∈ I se tiene,

g(θ x+ (1− θ) y) = sup
i∈I

fi(θ x+ (1− θ) y)

≤ sup
i∈I
{θ fi(x) + (1− θ) fi(y)}

≤ θ sup
i∈I

fi(x) + (1− θ) sup
i∈I

fi(y)

= θ g(x) + (1− θ) g(y)

Esto es,

g(θ x+ (1− θ) y) ≤ θ g(x) + (1− θ) g(y).

Por tanto, g es convexa. z

En términos de epı́grafos, el supremo de funciones corresponde a la intersección

de epı́grafos: con f, g e i ∈ I definidas como en (1.13) tenemos

epi (g) = {(x, α) : x ∈ Rn , α ∈ R , sup fi(x) ≤ α}

= {(x, α) : x ∈ Rn , α ∈ R , fi(x) ≤ α , ∀ i ∈ I}

=
⋂
i∈I

epi(fi).

Como epi(g) =
⋂
i∈I
epi(fi) y la intersección de conjuntos cerrados es también un

conjunto cerrado se obtiene por Teorema 1.2 que la función sup
i∈I

fi es semicontinua

inferior si cada función fi, i ∈ I es semicontinua inferior.

1.8. Subgradiente

El vector z ∈ Rn es llamado un subgradiente de la función convexa f : Rn →
]−∞,∞] en el punto x0 ∈ Dom (f) si

f(x) ≥ f(x0) + zT (x− x0) para todo x ∈ Dom (f). (1.14)

El conjunto de todos los subgradientes de f en x0 es llamado el subdiferencial de

f en x0 y es denotado por ∂ f(x0).
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EJEMPLO 1.3. f(x) = x2 y sea x0 = 3 y el subgradiente z = 6. Observe que

desde la desigualdad

0 ≤ (x− 3)2 = x2 − 6x+ 9

obtenemos para cualquier x:

f(x) = x2 ≥ 6x− 9 = 9 + 6(x− 3) = f(x0) + 6(x− x0).

Si x0 ∈ R, entonces z ∈ R es un subgradiente de f . Por tanto, ∂ f(x0) = R.

EJEMPLO 1.4. f(x) = |x|. Entonces es fácil de ver que

• Si x0 > 0, entonces z = 1 es un subgradiente de f en x0.

• Si x0 < 0, entonces z = −1 es un subgradiente de f en x0.

• Si x0 = 0, entonces z ∈ [−1, 1] es un subgradiente de f en x0.

En (1.14). Si x0 6∈ Dom (f) o f(x0) = ∞, entonces esto implica, tomando

Dom(f) no vacı́o, que el subdiferencial ∂ f(x0) = ∅ de modo que solo nos in-

teresa el caso donde f(x0) es finito. El siguiente Teorema muestra la existencia de

un subgradiente de f en x0 en caso f(x0) sea finito.

TEOREMA 1.3. Si la función f : Rn → [−∞,∞] es convexa y f(x0) es fnito

para algún x0 ∈ ri (Dom (f)), entonces el conjunto ∂ f(x0) es no vacı́o.

Para la demostración, ver Teorema 1.13 de [10]. En caso de que x0 no pertenezca

a ri (Dom (f)) para alguna función convexa f , puede ocurrir que f no tenga un

subgradiente en el punto x0. El siguiente ejemplo muestra este hecho.

EJEMPLO 1.5. Considere la función convexa f : R→ [−∞,∞] definida por

f(x) =

−
√
x si x ≥ 0

∞ si x < 0.

Su casco afı́n, aff (Dom (f)) = R. El interior relativo es

ri (Dom (f)) = {x ∈ R : x > 0}.

Como 0 no pertenece a ri (Dom (f)), entonces ∂ f(0) es vacı́o.
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1.9. Tipos de convergencia

Una sucesión {sk ⊂ Rn : k ∈ N} con lı́mite s∞ converge linealmente si existe

algún 0 < r < 1 tal que

ĺım supk→∞
||sk+1 − s∞||
||sk − s∞||

≤ r.

La sucesión {sk : k ∈ N} converge superlinealmente a s∞ si

ĺım
k→∞

||sk+1 − s∞||
||sk − s∞||

= 0.

Convergencia Lineal: Considere la sucesión sk =

(
1

10

)i
, cuyos elementos

son:

0,1, 0,01, 0,001, . . . y s∞ = 0.

Entonces,

ĺım supk→∞
|(1/10)i+1 − 0|
|(1/10)i − 0| = 0,1.

Convergencia Superineal: Considere la sucesión sk =
1

i
, cuyos elementos

son:

1,
1

2
,
1

6
,

1

24
,

1

125
, . . . y s∞ = 0

Entonces,

ĺım supk→∞
|(1/i+ 1)− 0|
|(1/i)− 0| = 0.
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Capı́tulo 2

Clasificación de los Programas

Fraccionales

En este segundo capı́tulo presentaremos la terminologı́a necesaria en la discusión

y análisis de los programas fraccionales. También analizaremos la transformación

de Charnes y Cooper y la posibilidad de reducir tales programas fraccionales a un

programa cóncavo lineal.

2.1. Formulación del Problema

SeaB ⊂ Rn un conjunto cerrado no vacı́o y f, g : Rn → [−∞,+∞] funciones de

valor real extendido con valor finito sobre el conjunto B. Supondremos siempre

g(x) > 0 para todo x ∈ B. Consideremos el problema no lineal.

ı́nf
x∈B

f(x)

g(x)
. (P1)

18
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El problema (P1) es llamado programa fraccional de un solo cociente. Se va a

asumir que la región factible no vacı́a B está dada por

B = {x ∈ C : hj(x) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ l} (2.2)

con C ⊂ Rn, (C 6= ∅) y hj : Rn → R, 1 ≤ j ≤ l conjunto de funciones

continuas. Cuando las funciones f, g y hj, 1 ≤ j ≤ l son especificas, el problema

(P1) recibe nombres especiales, a saber:

• Si f, g y hj, 1 ≤ j ≤ l son funciones afines y C = Rn
+ denota el octante no

negativo de Rn, entonces el problema (P1) es llamado programa fraccional

lineal.

• Si f, g son funciones cuadráticas, hj, 1 ≤ j ≤ l funciones afines y C = Rn
+,

entonces el problema (P1) es llamado programa fraccional cuadrático.

• El problema (P1) será llamado programa fraccional convexo si C es un

conjunto convexo, hj, 1 ≤ j ≤ l y f funciones convexas y g una función

cóncava y de valor positivo en B.

• En caso el problema de optimización (P1) se tratase de un problema de

maximización, dicho programa será llamado programa fraccional cóncavo

si f es cóncavo, g es convexo y hj convexas. Además, f será no negativa en

B si g no es afı́n.

Muchas veces los problemas de optimización necesitan formularse con más de un

cociente en la función objetivo, tales problemas son:

ı́nf
x∈B

{
sup

fi(x)

gi(x)
, 1 ≤ i ≤ m

}
, (P2)

con funciones fi, gi : Rn → [−∞,+∞], 1 ≤ i ≤ m de valor finito en B y

gi(x) > 0 , 1 ≤ i ≤ m con x ∈ B. El problema (P2) es llamado programa

fraccional generalizado. Si uno de los gi no es afı́n, es necesario asumir que todos
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los fi son no negativos.

El problema fraccional que estudiaremos se formula de la siguiente manera:

λ∗ := ı́nf
x∈B

λ∗(x) (P )

donde

λ∗(x) := sup
y∈A

f(y, x)

g(y, x)
para todo x ∈ B. (P x)

A ⊂ Rm yB ⊂ Rn son conjuntos cerrados no vacı́os y f, g : Rm+n → [−∞,+∞]

funciones de valor finito en A × B. Al igual que los programas anteriores, asu-

miremos siempre g positivo en A × B. El problema (P ) es llamado programa

fraccional min-max. Para lo que resta del presente trabajo, simplemente lo llama-

remos primal. Los problemas (P1) y (P2) son casos particulares del primal.

Claramente −∞ ≤ λ∗ ≤ ∞ y −∞ < λ∗(x) ≤ ∞. Además, no necesariamente

los problemas de optimización (P ) y (P x) tienen una solución óptima. Por tanto

no es posible reemplazar inf por min o sup por max.

EJEMPLO 2.1. Considere el siguiente programa fraccional

sup
{
cTx+ α

dTx+ β
,Ax ≤ b, x ≥ 0

}
, (2.6)

donde c, d ∈ Rn, b ∈ Rm, α, β ∈ R y A es una matriz de orden m×n. Se observa

que dicho problema es claramente un ejemplo de un programa fraccional lineal;

más aún, es un programa fraccional cóncavo.

2.2. Transformación de Charnes y Cooper

A continuación mostraremos que el programa fraccional lineal dado en (2.6) pue-

de reducirse a un programa lineal utilizando una transformación de variables no

lineales. Consideremos la región factible del problema (2.6) como B∗ dado por

B∗ = {x ∈ Rn, Ax ≤ b, x ≥ 0},
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con B∗ ⊂ Rn acotado no vacı́o. En (2.6) asumamos para cada x ∈ B∗,

d Tx+ β > 0.

Entonces, el programa fraccional de (2.6) se puede transformar en un programa

equivalente lineal por la siguiente transformación de variables no lineales y, z.

y =
x

d Tx+ β
, z =

1

d Tx+ β
.

Obteniendo ası́, el problema de programación lineal

sup{c Ty + αz}

sujeto a

Ay − bz ≤ 0

d Ty + βz = 1 (2.7)

y, z ≥ 0

Para mostrar la equivalencia, empecemos probando los siguientes Lemas.

LEMA 2.1. Si (y, z) es factible en (2.7), entonces z > 0.

Demostración. Supongamos que (y, z) es factible en (2.7) con z = 0. Si x1 es

factible en B∗, entonces x = x1 + ty tanbién es factible en B∗ para todo t > 0 ya

queAy ≤ 0, y ≥ 0. Esto indica queB∗ no es acotado, lo cual es una contradicción

con el hecho de suponer que B∗ está acotado. Por lo tanto z > 0. z

LEMA 2.2. Si x es factible en B∗, entonces (y, z) es factible en (2.7).

Demostración. Como d Tx + β > 0, obtenemos y ≥ 0, z > 0 para cada x ∈ B∗

y consecuentemente se tiene

A
x

d Tx+ β
≤ b

1

d Tx+ β
,
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que es equivalente a

Ay − zb ≤ 0.

Finalmente,

d Ty + βz = d T
x

d Tx+ β
+ β

1

d Tx+ β
= 1.

Por lo tanto, (y, z) es factible en (2.7). z

El siguiente Teorema muestra que, si x es solución óptima de la región factible

B∗, entonces x puede expresarse de la forma x = y/z si y, z son consideradas

como la transformación de variables no lineales dada lı́neas arriba.

TEOREMA 2.1. Si x es una solución óptima de B∗ y (y, z) una solución óptima

de (2.7), entonces

x =
y

z

es solución óptima de B∗.

Demostración. Demostración por contradicción. Supongamos que (y, z) es solu-

ción óptima de (2.7) y que existe un x1 en la región factible B∗ tal que

c Tx1 + α

d Tx1 + β
>

c T (y
z
) + α

d T (y
z
) + β

. (2.8)

Como d Tx1 + β = t > 0, considere

y1 = x1z1

para todo x1 ∈ B∗ con z1 = t−1. Entonces

z1(d Tx1 + β) = d Ty1 + βz1 = 1

y como (y1, z1) tanbién satisface Ay1 − bz1 ≤ 0, y1, z1 ≥ 0, el par (y1, z1) es

factible en (2.7). Pero,

c Tx1 + α

d Tx1 + β
=
z1(c Tx1 + α)

z1(d Tx1 + β)
=
c Ty1 + αz1

d Ty1 + βz1

= c Ty1 + αz1
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y

c T (y
z
) + α

d T (y
z
) + β

=
c Ty + αz

d Ty + βz
= c Ty + αz.

Reemplazando las dos últimas ecuaciones en (2.8), resulta

c Ty1 + αz1 > c Ty + αz.

Lo cual es una contradicción con el hecho de suponer que (y, x) es solución ópti-

ma de (2.7). Por lo tanto, x = y/z es solución óptima de B∗. z

Observación 2.1. Si d Tx+ β < 0, considere la función objetivo de (2.7) como

c Tx+ α

d Tx+ β
=
−(c Tx+ α)

−(d Tx+ β)
.

Esto es, reemplazar (c T , α) y (d T , β) respectivamente por sus negativos (−c T ,−α)

y (−d T ,−β).

Finalmente mostramos la equivalencia antes mencionada. Esta quedará formali-

zada en el siguiente Teorema.

TEOREMA 2.2. x es una solución óptima de (2.6), si y solo si,

(y, z) =

(
x

d Tx+ β
,

1

d Tx+ β

)
es una solución óptima de (2.7)

Demostración. Mostraremos primero la ida. Supongamos que x es una solución

óptima de (2.6). Dado un par (y1, z1) factible en (2.7), entonces por Lema (2.1),

z1 > 0 y considere x1 = y1/z1. Asumamos q(x1) ≤ q(x) para todo x1 ∈ B∗ con

q(x1) función objetiva de (2.6), ası́ tenemos

q(y1, z1) = c Ty1 + αz1

= cT z1x1 + αz1

= z1(c Tx1 + α)

= z(c Tx+ α)

= c Ty + αz

= q(y, z).
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Esto prueba que (y, z) es solución óptima de (2.7). Para mostrar el regreso. Asu-

mamos que (y, z) es solución óptima de (2.7), por Teorema 2.1 se tiene

q(x1) = q(y1, z1) ≤ q(y, z) = q(x).

Esto muestra que x es solución óptima de B. z
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Capı́tulo 3

Enfoque Paramétrico Primal

En este capı́tulo usaremos el enfoque paramétrico para reducir el programa frac-

cional min-max (primal) formulado en el Capı́tulo 2. Aunque otros enfoques tam-

bién están disponibles, este hace que sea posible obtener resultados de convexidad

y al mismo tiempo para construir un algoritmo que resuelve el problema (P ) visto

en el Capı́tulo precedente.

3.1. Formulación del Problema

Para analizar las caracterı́sticas del primal (P ) y al mismo tiempo construir un

algoritmo genérico que resuelva este problema, introducimos para cada λ ∈ R la

función p : R× A×B → R definida por

p(λ, y, x) := f(y, x)− λg(y, x) para todo (y;x) ∈ A×B

y consideremos para cada (λ, x) ∈ R×B el problema de optimización

p1(λ, x) := sup
y∈A

p (λ, y, x) (P x
λ )

25
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y para cada x ∈ B, la función p1,x : R→ (−∞,∞] definida por

p1,x(λ) := p1(λ, x). (3.2)

Como g > 0 en A × B y p1,x es el supremo de funciones afines, es evidente

que p1,x es una función convexa, semicontinua inferiormente y decreciente. La

siguiente Proposición muestra estos resultados

PROPOSICIÓN 3.1. Se cumplen las siguientes propiedades.

a) p1,x es convexa.

b) p1,x es decreciente.

c) p1,x es semicontinua inferior.

Demostración. a) Si 0 ≤ t ≤ 1 y λ1 y λ2 dos números reales cualesquiera, enton-

ces

p1(tλ1 + (1− t)λ2, x) = sup
y∈A

p (t λ1 + (1− t)λ2, y, x)

≤ sup
y∈A
{t p (λ1, y, x) + (1− t) p (λ2, y, x)}

≤ t sup
y∈A

p (λ1, y, x) + (1− t) sup
y∈A

p (λ2, y, x)

= t p1 (λ1, x) + (1− t) p1 (λ2, x),

lo que establece la convexidad de p1,x.

b) Para λ1 < λ2 elementos de R y el hecho de que g es positiva en A×B se tiene

la desigualdad f(y, x)− λ2 g(y, x) < f(y, x)− λ1 g(y, x). Luego,

p1(λ2, x) ≤ p1(λ1, x) para cada x ∈ B. (3.3)

Esto muestra que p1,x es una función decreciente.

c) Como p1,x es el supremo de funciones afines, entonces por comentario después
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de la Proposición 1.1 se tiene

epi (p1,x(λ)) =

{
(λ, α) ∈ R× R : para cada x ∈ B, sup

y∈A
p(λ, y, x) ≤ α

}
= {(λ, α) ∈ R2 : para cada x ∈ B ∧ todo y ∈ A, p(λ, y, x) ≤ α}

= {(λ, y, x, α) : (λ, y, x) ∈ R× A×B, α ∈ R , p(λ, y, x) ≤ α}

=
⋂

(λ,y,x)∈R×A×B

epi (p(λ, y, x)),

y por Teorema 1.2, p1,x es semicontinua inferior. z

Asociada a la función p1,x, consideremos para cada λ ∈ R el problema paramétri-

co min-max,

p2(λ) := ı́nf
x∈B

p1(λ, x). (Pλ)

Tomando ı́nfimo sobre los x ∈ B en (3.3) se obtiene p2 (λ2) ≤ p2 (λ1), lo que

también muestra que p2 es decreciente. Por las definiciones de las funciones p1,x

y p2 se deduce que ⋃
x∈B

dom(p1,x) = dom(p2).

En efecto, sea λ ∈ ⋃
x∈B

dom(p1,x). Entonces, existe un x ∈ B tal que p1(λ, x) <

∞. Tomando ı́nfimo sobre los x ∈ B se tiene p2(λ) < ∞, lo que implica que

λ ∈ dom(p2). Por lo tanto,
⋃
x∈B

dom(p1,x) ⊂ dom(p2). Ahora, sea λ ∈ dom(p2),

entonces infx∈B p1(λ, x) < ∞ implica que existe x ∈ B; p1(λ, x) < ∞, esto es

λ ∈ dom(p1,x). Por tanto λ ∈ ⋃
x∈B

dom(p1,x). Obteniendo ası́ la segunda inclusión

dom(p2) ⊂ ⋃
x∈B

dom(p1,x).
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3.2. Propiedades de las funciones p1,x y p2

Asociada a la función g, consideraremos las funciones relacionadas ǵınf : Rn →
[−∞,+∞] y gsup : Rn → [−∞,+∞] definidas por

ǵınf(x) := ı́nf
y∈A

g(y, x) y gsup(x) := sup
y∈A

g(y, x).

Asumamos, a menos que se indique lo contrario, que la siguiente condición se

cumple.

Condición 1 Para cada x ∈ B se tiene 0 < ǵınf(x) ≤ gsup(x) <∞.

En caso analicemos el enfoque primal tipo Dinkelbach, no todos los resultados

son válidos bajo la Condición 1, y que a menudo necesitamos de la siguiente

condición más fuerte.

Condición 2 El conjuntoA ⊂ Rm es compacto, la función g es de valor positivo

sobre A × B y para todo x ∈ B las funciones y → f(y, x) y y → g(y, x) son de

valor finito y continuas sobre algún conjunto abierto U ⊂ Rm conteniendo A.

Si la Condición 2 se cumple, entonces

0 < ǵınf(x) ≤ gsup(x) <∞

para cada x ∈ B, y ası́ esta la Condición 2 implica la Condición 1. Además, el

programa fraccional (P x) tiene una solución óptima y λ∗(x) es finito para cada

x ∈ B.

A continuación listamos propiedades para las funciones decrecientes p1,x y p2 que

servirán como base para la construcción del algoritmo primal tipo Dinkelbach.

En el siguiente resultado identificamos para λ∗ < ∞ y λ∗(x) < ∞ el dominio

efectivo de las funciones p1,x y p2.
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LEMA 3.1. Asumamos que la Condición 1 se cumple. Entonces, λ∗ < ∞, si y

solo si, dom(p2) = R. Por otro lado, λ∗(x) es finito, si y solo si, dom(p1,x) = R.

Demostración. Asumamos λ∗ < ∞. Supongamos por contradicción que existe

algún λ ∈ dom(p2) que satisface p2(λ) = ∞. Esto implica para cada x ∈ B que

p1(λ, x) = ∞. Por tanto para un x ∈ B dado, es posible encontrar una sucesión

{yn : n ∈ N} ⊂ A que satisface

n ≤
(
f(yn, x)

g(yn, x)
− λ
)
g(yn, x) ≤

(
f(yn, x)

g(yn, x)
− λ
)
gsup(x).

Dado que gsup(x) < ∞ y λ finito, se obtiene por la última desigualdad que

λ∗(x) = ∞ para cada x ∈ B con λ∗ = ∞, que contradice lo que hemos asu-

mido. Recı́procamente, si dom(p2) = R, entonces es evidente que 0 ∈ dom(p2) y

existe algún x0 ∈ B que cumple supy∈A f(y, x0) <∞. Devido a que ginf(x0) > 0,

λ∗(x0) <∞ y por tanto λ∗ <∞. La segunda parte se sigue inmediatamente de la

primera parte. z

A continuación mostramos el siguiente resultado importante para la función del

valor óptimo de p2 del problema paramétrico min-max (Pλ). La validez del lla-

mado enfoque paramétrico para resolver el problema (P ), se basa en el siguiente

resultado.

TEOREMA 3.1. Asumamos que la Condición 1 se cumple y λ∗ < ∞. Entonces

λ∗ < λ < ∞, si y solo si, p2(λ) < 0. Además, si λ∗(x) < ∞, entonces λ∗(x) <

λ <∞, si y solo si, p1(λ, x) < 0.

Demostración. Si λ∗ < ∞ y λ > λ∗ = infx∈B λ∗(x), entonces existe algún

x0 ∈ B y ε > 0 tales que.

λ > λ∗(x0) + ε ≥ f(y, x0)

g(y, x0)
+ ε

para cada y ∈ A. Como ginf(x0) > 0 tenemos

f(y, x0)− λg(y, x0) < −εg(y, x0) ≤ −εginf(x0)
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para cada y ∈ A. Por lo tanto

p2(λ) ≤ p1(λ, x0) ≤ −εginf(x0) < 0.

Ahora mostramos el recı́proco, si p2(λ) < 0 entonces existen algún ε > 0 y

x0 ∈ B tales que p1(λ, x0) ≤ −ε. Esto implica f(y, x0) − λg(y, x0) ≤ −ε para

todo y ∈ A y se obtiene para cada y ∈ A:

f(y, x0)

g(y, x0)
≤ λ− ε

g(y, x0)
≤ λ− ε

gsup(x0)
.

Como gsup(x0) < ∞, se sigue de esta última desigualdad que λ∗ ≤ λ∗(x0) < λ.

Ası́, la prueba de la primera parte queda verificada. La segunda parte es inmediata

de la primera. z

Una implicación bastante útil del Teorema 3.1, es dado por el siguiente resultado.

LEMA 3.2. Asumamos que la Condición 1 se cumple y λ∗(x) < ∞ para algún

x ∈ B. Entonces p1(λ∗(x), x) = 0.

Demostración. Por la definición λ∗(x) obtenemos f(y, x) − λ∗(x)g(y, x) ≤ 0

para todo y ∈ A. Esto imlica p1(λ∗(x), x) ≤ 0. Mientras que, del Teorema 3.1

se deduce que p1(λ∗(x), x) ≥ 0. Entonces, de las dos últimas desigualdades se

obtiene el resultado deseado. z

Observación 3.1.

• Si la Condición 1 se cumple y λ∗ <∞, obtenemos del Teorema 3.1 y Lema 3.1

que p2(λ∗) ≥ 0 y p2(λ) es finito para cada λ ≤ λ∗.

• Si en el Teorema 3.1 solo suponemos que g es positivo en A × B, entonces es

facı́l de verificar que p2(λ) ≤ 0 si λ > λ∗, y p2(λ) < 0 implica λ > λ∗.

EJEMPLO 3.1. Para f(x) = x + 1, g(x) = x y B = {x ∈ R : x ≥ 1}, se tiene

que el problema de optimización (P ) es reducido a

λ∗ = ı́nf
x∈B

x+ 1

x
,
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lo cual no admite solución, y λ∗ = 1. También,

0 < ginf(x) = gsup(x) = x <∞

para todo x ∈ B.
Mientras que:

p2(λ) := ı́nf
x∈B
{x+ 1− λx} =

2− λ si λ ≤ λ∗ = 1

−∞ si λ > λ∗ = 1,

en particular p2(λ∗) = 1 > 0. Además, el conjunto de solución óptima del pro-

blema de optimización (Pλ∗) es igual a B.

EJEMPLO 3.2. Si f(x) = ex, g(x) = e2x y B = R, el problema de optimización

λ∗ = ı́nf
x∈R

ex

e2x

no admite solución, y λ∗ = 0. También,

0 < ginf(x) = gsup(x) = e2x <∞ para todo x ∈ B.

Mientras que:

p2(θ) := ı́nf
x∈B
{ex − λe2x} =

 0 si λ ≤ λ∗ = 0,

−∞ si λ > λ∗ = 0.

con p2(λ∗) = 0. Además, el conjunto de solución óptima del problema de optimi-

zación (Pλ∗) es vacı́o.

Para obtener algunas otras propiedades del llamado enfoque paramétrico, tene-

mos que investigar en detalle las funciones p2 y p1,x. Primero observemos que la

función positiva g en A × B implica que las funciones p2 y p1,x, x ∈ B, son de-

crecientes. En el siguiente resultado se muestra que la función decreciente p2 es

semicontinua superiormente.

TEOREMA 3.2. Asumamos que la Condición 1 se cumple. Entonces la función

p2 : R→ [−∞,∞] es semicontinua superiormente.
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Demostración. Para la demostración se aplicará la contraparte del Teorema 1.2,

es decir, si para todo α ∈ R el conjunto de nivel superior

U(p2, α) := {λ ∈ R : p2(λ) ≥ α}

es cerrado en R, entonces p2 es semicontinua superiormente. En efecto. SiU(p2, α) =

∅, se verifica. Ahora supongamos que U(p2, α) 6= ∅, consideremos algún punto

de acumulación λ∞ ∈ R del conjunto U(p2, α). Por lo tanto, existirá alguna suce-

sión {λn : n ∈ N} ⊂ U(p2, α) que satisface ĺım
n→∞

λn = λ∞. Si para algún n ∈ N

se cumple que λn ≥ λ∞, entonces por la monoticidad de la función p2 obtenemos,

p2(λ∞) ≥ p2(λn) ≥ α

y por tanto λ∞ ∈ U(p2, α). De modo tal, podemos suponer sin pérdida de gene-

ralidad que λn < λ∞ para cada n ∈ N. Observe que para cada x ∈ B y n ∈ N

p1(λ∞, x) ≥ p(λn, y, x) + (λn − λ∞)g(y, x)

para cada y ∈ A. Luego, usando λn < λ∞ y g > 0 obtenemos

p1(λ∞, x) ≥ p(λn, y, x) + (λn − λ∞)gsup(x)

para cad y ∈ A. Por tanto

p1(λ∞, x) ≥ p1(λn, x) + (λn − λ∞)gsup(x). (3.5)

Como λn ∈ U(p2, α), se obtiene para cada x ∈ B que p1(λn, x) ≥ α pues

p1(λn, x) ≥ p2(λn). Entonces, la relación (3.5) la podemos expresar como p1(λ∞, x) ≥
α + (λn − λ∞)gsup(x). Tomando n → ∞ y siendo 0 < gsup(x) < ∞ esto da co-

mo resultado para cada x ∈ B que p1(λ∞, x) ≥ α. Luego p2(λ∞) ≥ α, es decir

λ∞ ∈ U(p2, α). Esto muestra que U(p2, α) es cerrado, por tanto, p2 es semiconti-

nua superiormente. z
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3.2.1. Conjuntos de Optimalidad de (P x
λ ) y (Pλ)

Una consecuencia importante del Teorema 3.2 tiene que ver con los conjuntos de

optimalidad de los problemas

sup
y∈A

p(λ, y, x) y ı́nf
x∈B

p1(λ, x).

Especı́ficamente hablamos de los conjuntos

Sp1(λ, x) := {y ∈ A : p1(λ, x) = p(λ, y, x)} (3.6)

y

Sp2(λ) := {x ∈ B : p2(λ, x) = p1(λ, x)}. (3.7)

El conjunto Sp1(λ, x) representa el conjunto de soluciones óptimas en A del pro-

blema de optimización (P x
λ ), mientras que el conjunto Sp2(λ) denota el conjunto

de soluciones óptimas en B del problema de optimización (Pλ). Estos conjuntos

nos inducen a las siguientes aplicaciones, antes veamos la siguiente definición.

DEFINICIÓN 3.1. Sean X ⊂ Rn y Y ⊂ Rm donde X es cerrado. La aplicación

S : X ⇒ Y se llama cerrada si

graf(S) = {(x, y) : y ∈ S(x) para algúnx}

es un conjunto cerrado.

Por la definición de conjunto cerrado, la aplicación S : X ⇒ Y es cerrada, si y

solo si, para cualquier sucesión {xk : k ∈ N} ⊂ X y yk ∈ S(xk), k ∈ N se tiene

que

ĺım
k→∞

xk = x∞ y ĺım
k→∞

yk = y∞ ⇒ y∞ ∈ S(x∞).

En nuestro contexto tenemos las aplicaciones

Sp1 : R×B ⇒ A y Sp2 : R ⇒ B
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donde Sp1 y Sp2 están dadas por (3.6) y (3.7). También consideremos la aplicación

Sp : R ⇒ A×B dada por

Sp(λ) := {(y, x) ∈ A×B : p2(λ) = p1(λ, x) = p(λ, y, x)}. (3.8)

Este conjunto representa el conjunto de soluciones óptimas enA×B del problema

de optimización (Pλ).

LEMA 3.3. La función p1 : R×B → ]−∞,∞] definida por

p1(λ, x) := sup
y∈A

p(λ, y, x)

es semicontinua inferior en R×B.

Demostración. Siguiendo los mismos argumentos que c) de Proposición 3.1 se

verifica que p1 es semicontinua inferior en R×B. z

LEMA 3.4. Asumamos que la Condición 1 se cumple y las funciones f y g con-

tinuas de valor finito en algún conjunto abierto W ⊂ Rm+n conteniendo A× B.

Entonces las aplicaciones Sp1 , Sp2 y Sp son cerrados.

Demostración. Primero probaremos que la aplicación Sp1 es cerrada. Para verifi-

car esto, consideremos la sucesión

{(λk, yk, xk) : yk ∈ Sp1(λk, xk), k ∈ N}

con ĺım
k→∞

λk = λ∞ ∈ R, ĺım
k→∞

xk = x∞ y ĺım
k→∞

yk = y∞. Como A y B son

conjuntos cerrados entonces x∞ ∈ B y y∞ ∈ A y por la definición de p1 se

obtiene

p(λ∞, y∞, x∞) ≤ p1(λ∞, x∞). (3.9)

Como p1(λk, xk) = p(λk, yk, xk),

p(λ∞, y∞, x∞) = ĺım infk→∞ p (λk, yk, xk) = ĺım infk→∞ p1(λk, xk).
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Por Lema 3.3, p1 es semicontinua inferiormente en R×B, esto es,

ĺım infk→∞p1(λk, xk) ≥ p1(λ∞, x∞).

Entonces por relación 3.9, p(λ∞, y∞, x∞) = p1(λ∞, x∞), ası́ y∞ ∈ Sp1(λ∞, x∞).

Esto prueba que Sp1 es cerrada.

Para probar que la aplicación Sp2 es cerrada, consideremos una sucesión

{(λk, xk) : xk ∈ Sp2(λk), k ∈ N}

con ĺım
k→∞

λk = λ∞ ∈ R y ĺım
k→∞

xk = x∞ ∈ B. Por Teorema 3.2 se tiene

p2(λ∞) ≥ ĺım supk→∞p2(λk). (3.10)

Como p1 es semicontinua inferiormente en R×B, la siguiente cadena de desigual-

dades

ĺım supk→∞p2(λk) ≥ ĺım infk→∞p1(λk, xk) ≥ p1(λ∞, x∞).

se cumple. Luego, usando (3.10) tenemos

p2(λ∞) ≥ p1(λ∞, x∞).

Ası́, x∞ ∈ Sp2(λ∞). Por lo tanto hemos verificado que Sp2 es cerrada.

Finalmente para probar que Sp es cerrada, consideremos la sucesión

{(λk, yk, xk) : (yk, xk) ∈ Sp(λk)}k∈N

con ĺım
k→∞

λk = λ∞ ∈ R, ĺım
k→∞

xk = x∞ y ĺım
k→∞

yk = y∞. Como yk ∈ Sp1(λk, xk),

se sigue usando el hecho de que Sp1 es cerrada que y∞ ∈ Sp1(λ∞, x∞). Esto

prueba

p(λ∞, y∞, x∞) = p1(λ∞, x∞).

Además, como xk ∈ Sp2(λk), obtenemos x∞ ∈ Sp2(λ∞). Luego p1(λ∞, x∞) =

p2(λ∞). Por lo tanto (y∞, x∞) es una solución óptima del primal (P ). Esto com-

pleta la prueba. z
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3.2.2. p1,x(λ) es una aplicación Lipschitz continua

Ahora considermos para cada x ∈ B la función convexa decreciente p1,x : R →
R, definida como en (3.2). En el siguiente resultado se prueba para λ∗(x) finito

que esta función es Lipschitz continua con constante de Lipschitz gsup(x).

LEMA 3.5. Asumamos que la Condición 1 se cumple y λ∗(x) finito para x ∈ B.

Entonces la función p1,x : R → R es estrictamente decreciente y Lipschitz conti-

nua con constante de Lipschitz gsup(x) tal que ĺım
λ→∞

p1,x(λ) = −∞ y ĺım
λ→−∞

p1,x(λ) =

∞.

Demostración. Si λ∗(x) es finito para algún x ∈ B, entonces por Lema 3.1 p1,x(λ)

es finito para todo λ ∈ R. Para mostrar que p1,x es estrictamente decreciente,

elijamos algún λ ∈ R con µ > λ y asumiendo que ginf(x) > 0 se tiene

(µ− λ)g(y, x) ≥ (µ− λ)ginf(x)

para cada x ∈ B. Sumando el valor finito p(µ, y, x) obtenemos

p(λ, y, x) ≥ p(µ, y, x) + (µ− λ)ginf(x).

Esto implica

p1,x(λ)− p1,x(µ) ≥ (µ− λ)ginf(x). (3.11)

para cada x ∈ B. Puesto que p1,x(λ) es también finito y (µ − λ)ginf(x) > 0

obtenemos

p1,x(λ) > p1,x(µ)

para todo µ > λ. Esto muestra que p1,x es estrictamente decreciente. Para probar

que p1,x es Lipschitz asumamos gsup(x) <∞. Entonces para µ > λ y el hecho de

que toda función estrictamente decreciente es en particular decreciente, se obtiene

de la relación 3.11 la siguiente desigualdad

p1,x(λ)− p1,x(µ)

λ− µ ≤ gsup(x)

M. Torres F. V. Neira F.



Cap. 3: Enfoque Paramétrico Primal 37

Por otro lado, la desigualdad (µ− λ)g(y, x) ≤ (µ− λ)gsup(x) implica

p1,x(λ)− p1,x(µ)

λ− µ ≥ −gsup(x).

Por lo tanto, se verifica que∣∣p1,x(λ)− p1,x(µ)
∣∣≤ gsup(x)|λ− µ|. (3.12)

para todo λ ∈ R. Luego, p1,x es Lipschitz continua con constante de Lipschitz

gsup(x) < ∞. De manera análoga se verifica que p1,x es Lipschitz continua para

µ < λ.

Finalmente, de la relación (3.11) obtenemos para un µ dado y λ → −∞ que

ĺım
λ→−∞

p1,x(λ) =∞, y para un λ dado y µ→∞ se obtiene ĺım
µ→∞

p1,x(µ) = −∞ z

3.3. Subgradiente de la Función Convexa p1,x

Si λ∗(x) es finito, se sigue por Lema 3.5 que la función convexa p1,x es de valor

finito. Luego, por definición de subgradiente, Capı́tulo 1 y Teorema 1.3, el sibdi-

ferencial ∂ p1,x (λ) es no vacı́o. Por lo tanto, para cada a ∈ ∂ p1,x (λ) y µ, λ ∈ R

se tiene

p1,x(µ) ≥ p1,x(λ) + a(µ− λ).

Aplicando (3.11) y el hecho de que p1,x es estrictamente decreciente, obtenemos

para λ+ 1 = µ > λ que

−ginf(x) ≥ p1,x(λ+ 1)− p1,x(λ),

mientras que, en la desigualdad del subgradiente tenemos

p1,x(λ+ 1)− p1,x(λ) ≥ a,

obteniendo ası́

−ginf(x) ≥ p1,x(λ+ 1)− p1,x(λ) ≥ a
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para cada a ∈ ∂p1,x(λ). Además, aplicando (3.12) obtenemos para λ− 1 = µ < λ

que

gsup(x) ≥ p1,x(λ− 1)− p1,x(λ) ≥ −a

para cada a ∈ ∂p1,x(λ). Por tanto se tiene

a ∈ ∂ p1,x(λ) ⊂ [−gsup(x),−ginf(x)]. (3.13)

Para dar una representación más detallada del subdiferencial ∂ p1,x (λ) es conve-

niente suponer que el conjunto Sp1(λ, x) dado en (3.6) es no vacı́o. Como se pudo

ver, este conjunto representa el conjunto de soluciones óptimas del problema pa-

ramétrico (P x
λ ). Afirmamos que −g(y, x) ∈ ∂ p1,x(λ) para cada y ∈ Sp1(λ, x). En

efecto. Como y ∈ Sp1(λ, x),

p1(µ, x) = sup
y∈A

p(µ, y, x)

≥ f(y, x)− µ g(y, x)− λ g(y, x) + λ g(y, x)

= p(λ, y, x)− g(y, x)(µ− λ)

= p1(λ, x)− g(y, x)(µ− λ).

Ası́, p1,x(µ) ≥ p1,x(λ) − g(y, x)(µ − λ). Por tanto −g(y, x) ∈ ∂ p1,x(λ). Esto

implica

[−supy∈Sp1 (λ,x) g(y, x),−infy∈Sp1 (λ,x) g(y, x)] ⊂ ∂ p1,x (λ). (3.14)

LEMA 3.6. Asumamos que la Condición 2 se cumple. Entonces se tiene para cada

x ∈ B que λ∗(x) es finito, Sp1(λ, x) es un conjunto compacto no vacı́o para cada

(λ, x) ∈ R×B y

∂ p1,x(λ) = [−maxy∈Sp1 (λ,x) g(y, x),−miny∈Sp1 (λ,x) g(y, x)].
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También, para cada aλ ∈ ∂ p1,x(λ) y aµ ∈ ∂ p1,x(µ) y λ > µ se cumple que

0 > aλ ≥ aµ.

Demostración. Como las funciones y → f(y, x) y y → g(y, x) son continuas,

g > 0 en A × B y A es compacto, obtenemos por el comentario después de la

Condición 2 que λ∗(x) es finito. Además, por el mismo argumento se tiene que

Sp1(λ, x) es no vacı́o para todo λ ∈ R. También, por la continuidad de la función

y → f(y, x) − λg(y, x) el conjunto Sp1(λ, x) ⊂ A es cerrado y por lo tanto

compacto. Ahora, para verificar la igualdad del subdiferencial ∂p1,x(λ), solo resta

verificar la inclusión ⊂ ya que la otra inclusión se cumple por relación (3.14). En

efecto. Siguiendo con las desigualdades dadas en (3.11) y (3.12) obtenemos,

−gsup(x) ≤ p1,x(µ)− p1,x(λ)

µ− λ ≤ −ginf(x)

para µ > λ. Esto es, los elementos del conjunto cerrado [−gsup(x),−ginf(x)] son

de la forma

−k =
p1,x(µ)− p1,x(λ)

µ− λ < 0,

siendo−k = −g ya que Sp1(λ) es compacto. Entonces, p1,x(µ) ≥ p1,x(µ) implica

p1,x(µ) ≥ p1,x(λ)− k(µ− λ). Por lo tanto,

∂ p1,x(λ) = [−maxy∈Sp1 (λ,x) g(y, x),−miny∈Sp1 (λ,x) g(y, x)].

Finalmente, observe que aλ ∈ ∂ p1,y(λ) y aµ ∈ ∂ p1,x(µ) implican

p1,x(µ) ≥ p1,x(λ) + aλ(µ− λ)

y

p1,x(λ) ≥ p1,x(µ) + aµ(λ− µ)

respectivamente. La adición de estas dos desigualdades nos da

0 ≥ (aµ − aλ)(λ− µ)

y puesto que λ > µ, se tiene aµ − aλ ≤ 0. z
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LEMA 3.7. Asumamos que la Condición 1 se cumple y considere el conjunto

M = {λ ∈ R : p1(λ, x) = 0}. Entonces M es diferente del vacı́o, si y solo si,

λ∗(x) <∞. Además, si M es no vacı́o, únicamente va ha contener al valor finito

λ∗(x).

Demostración. Si M 6= ∅, entonces para cualquier λ ∈M ,

p1(λ, x) = sup
y∈A

p(λ, y, x) = 0

Es decir, f(y, x)− λg(y, x) ≤ 0 para todo y ∈ A. Como g es positiva en A× B,
f(y, x)

g(y, x)
≤ λ. Luego, tomando supremo sobre los y ∈ A se tiene

λ∗(x) = sup
y∈A

f(y, x)

g(y, x)
≤ λ.

Ası́, λ∗(x) ≤ λ < ∞. Ahora probaremos el recı́proco. Por Lema 3.2, si λ∗(x) <

∞ entonces p1(λ∗(x), x) = 0. Por tanto los λ ∈ M son de la forma λ = λ∗(x).

Esto prueba la primera parte. Para comprobar la segunda parte, observe que por

Lema 3.5, p1,x es estrictamente decreciente entonces M = {λ∗(x)}. z

Hasta ahora no hemos asumido que existe algún x ∈ B satisfaciendo λ∗ = λ∗(x),

es decir, que el primal(P ) tiene una solución óptima en B.

El siguiente Teorema muestra la implicación de esta suposición. Para ello, consi-

dere el conjunto D0 ⊂ R dado por

D0 = {λ ∈ R : p2(λ) = 0 y Sp2(λ) no vacı́o}

TEOREMA 3.3. Si la Condición 1 se cumple, entonces λ∗ = λ∗(x0) < ∞ para

algún x0 ∈ B, si y solo si, D0 = {λ∗}. Además, si λ∗ = λ∗(x0) <∞ para algún

x0 ∈ B, entonces

Sp2(λ∗) = {x ∈ B : λ∗ = λ∗(x)}.
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Demostración. Por Lema 3.2, existe x ∈ B tal que λ∗ = λ∗(x) < ∞ implica

p1(λ∗, x) = 0. Además, por Teorema 3.1, p2(λ∗) ≥ 0 y como p1(λ∗, x) ≥ p2(λ∗)

tenemos la siguiente relación 0 = p1(λ∗, x) ≥ p2(λ∗) ≥ 0 y por tanto

0 = p1(λ∗, x) = p2(λ∗) (3.15)

Usando la última igualdad, con x reemplazado por x0 se tiene para λ∗ = λ∗(x0) <

∞ que λ∗ ∈ D0. Para probar la unicidad, considere arbitrariamente λ ∈ D0. Por

la definición de D0, podemos encontrar un x0 ∈ B tal que

0 = p2(λ) = p1(λ, x0)

y esto implica, por la segunda parte del Lema 3.7 que λ∗(x0) = λ. Dado que

p2(λ) = 0 se tiene por Teorema 3.1 que λ ≤ λ∗ lo cual muestra que

λ∗(x0) = λ ≤ λ∗ ≤ λ∗(x0)

Luego, λ = λ∗. Esto prueba que D0 es unitario.

Para probar el recı́proco considere D0 = {λ∗}. Entonces, si λ∗ ∈ D0, 0 =

p2(λ∗) = p1(λ∗, x0) para algún x0 ∈ B. Aplicando ahora Lema 3.7 se obtiene

λ∗(x0) <∞ con λ∗ = λ?(x0) lo que completa la primera parte.

Finalmente, para verificar la segunda parte, considere N = {x ∈ B : λ∗ =

λ∗(x)}. Entonces probaremos N ⊂ Sp2(λ∗) y Sp2(λ∗) ⊂ N . En efecto, para

cada x ∈ N se tiene λ∗ = λ∗(x) < ∞ lo que implica por relación (3.15) que

0 = p1(λ∗, x) = p2(λ∗). Esto muestra que x ∈ Sp2(λ∗). Para probar la otra

incusión, sea x ∈ Sp2(λ∗). Como λ∗ = λ∗(x0) < ∞ para algún x0 ∈ B, se tiene

por relación (3.15) con x reemplazado con x0 que p2(λ∗) = 0. Como x ∈ Sp2(λ∗),

esto implica que p1(λ∗, x) = p2(λ∗) = 0. Aplicando ahora 3.7 obtenemos λ∗ =

λ∗(x), y ası́ x ∈ N lo que verifica la segunda inclusión. z
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Capı́tulo 4

Algoritmo Primal Tipo Dinkelbach

En este Capı́tulo vamos ha introducir el Algoritmo primal tipo Dinkelbach para

resolver el programa fraccional min-max (primal), para ello usaremos las propie-

dades estudiadas en el Capı́tulo 3 para mostrar su convergencia. Además, como ya

lo mencionamos en el Capı́tulo 2, no asumiremos que el primal tenga una solución

óptima.

4.1. Algoritmo Primal

Usando el Lema 3.1 y el hecho de que el primal algoritmo tipo Dinkelbach se basa

en la solución de una sucesión de problemas de optimización paramétrica (Pλ)

para λ ≥ λ∗, es natural suponer que el primal satisface la siguiente condición.

Condición 3

La Condición 1 se cumple y λ∗(x) es finito para cada x ∈ B.

Si λ∗ es finito, entonces para todo λ ≥ λ∗ el conjunto Sp2(λ) es no vacı́o,

mientras que para λ∗ = −∞ el conjunto Sp2(λ) es no vacı́o para todo λ ∈
R.
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Algoritmo

1. Seleccionamos x0 ∈ B y k := 1 y calculamos

λk := λ∗(x0)

2. Determinar xk ∈ Sp2(λk). Si p1(λk, xk) ≥ 0 parar y volver a λk y xk. De lo

contrario calcular

λk+1 := λ∗(xk)

Sea k := k + 1 y repetir el paso 1.

λ

λkλk+1λk+2

λ∗

p1(λ, xk)

p1(λ, xk+1)
p2(λ)

b b b

Figura 2.

La interpretación geométrica de este algoritmo es ilustrado en la Figura 2. Por

Teorema 3.3 tenemos que encontrar el punto cero λ∗ de la función p2. A partir

de un punto dado λ > λ∗ se tiene por Teorema 3.1 que p2(λ) < 0. Como la

función p2 no es convexa y es demasiado ambicioso para calcular en un sólo pa-

so su punto cero λ∗, se reemplaza esta función por la función convexa más fácil

p1,x(.) con x perteneciente a Sp2(λ). Sabemos por la definición de p1,x y Sp2(λ)

que p2(λ) = p1,x(λ) y p1,x(.) ≥ p2(.). Para la función p1,x(.), es fácil de calcular
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su punto cero. Por Lema 3.2 esto es dado por λ∗(x). Ahora reemplazamos el punto

original λ en el problema paramétrico (Pλ) por el valor más pequeño λ∗(x) ≥ λ∗.

Por el Lema 3.7 es suficiente encontrar en el paso 2 del algoritmo primal tipo Din-

kelbacht la solución de la ecuaciónn p1(λ, xk) = 0.

Para ilustrar este algoritmo consideremos el siguiente ejemplo numérico.

EJEMPLO 4.1. Resolver el siguiente problema.

ı́nf
x∈[0,10]

sup
1≤i≤3

fi(x)

gi(x)
(4.1)

donde

f1 =
−7x+ 1

4x+ 1
, f2 =

−11x+ 1

2x+ 2
y f3 =

3x− 2

16x+ 3

Verifiquemos en primer lugar que este problema satisface con todas las condicio-

nes referidas para aplicar el algoritmo precedente.

1. El conjunto admisible B de este problema es un intervalo cerrado, acotado

y no vacı́o.

2. Debido a que la función objetivo del problema (Pλ) es lineal (y por lo tan-

to continua) y el conjunto admisible B es compacto no vacı́o, entonces se

deduce:

a) El conjunto solución de (Pλ) es no vacı́o.

b) p2(λ) es finito.

c) Por relación (3.2), p1 es estrictamente decreciente.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el algoritmo:

Paso 1: Consideremos x0 = 1, entonces

λ1 = λ∗(1) =
1

19
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Paso 2: Para λ1 =
1

19
= 0, 05263, el problema (Pλ1) es

ı́nf
[0,10]

sup
1≤i≤3

{
−211

19
x+

17

19
,−137

19
x+

37

19
,
41

19
x− 41

19

}

cuya solucón óptima es x1 =
39

89
. En este caso, p(λ1, x1) = −1,21.

Debido a que este valor es negativo, continuamos el algoritmo.

Sea

λ2 = λ∗(39/89) = −0,068.

Observamos que, λ2 ≤ λ1. Lo que nos interesa realmente en este algoritmo es una

sucesión decreciente de valores λk.

4.2. Resultados de Convergencia

A contninuación exponemos la sucesión generada por el algoritmo primal tipo

Dinkelbach y los resultados de convergencia para tal sucesión.

LEMA 4.1. Si la Condición 3 se cumple, entonces la sucesión λk generada por el

algoritmo primal tipo Dinkelbach es estrictamente decreciente y satisface λk ≥
λ∗ ≥ −∞ para todo k ∈ N.

Demostración. Supongamos que para algún x0 ∈ B el algoritmo se detiene en

k = 1, esto es, λ1 = λ∗(x0) y por la regla de parada sabemos que p2(λ1) ≥ 0. Esto

implica por Teorema 3.1 que λ1 ≤ λ∗. Como λ∗ ≤ λ1, se tiene λ∗ = λ∗(x0). Si el

Algoritmo no se detiene en el primer paso, entonces p2(λ1) < 0. Como Sp2(λ1) es

no vacı́o, podemos encontrar por el paso 2 del algoritmo un x1 ∈ Sp2(λ1). Luego,

0 > p2(λ1) = p1(λ1, x1) = sup
y∈A

p(λ1, y, x). (4.2)

De esta manera para todo y ∈ A obtenemos f(y, x1)− λ1g(y, x1) < 0 y ası́

f(y, x1)

g(y, x1)
< λ1.
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Aplicando supremo para cada y ∈ A tenemos

λ∗(x1) = sup
y∈A

f(y, x1)

g(y, x1)
≤ λ1.

Tomando λ∗(x1) = λ2, lo siguiente siempre se cumple λ∗(x1) = λ2 < λ1. Para

verificar lo último, probaremos por contradicción. Supongamos que λ∗(x1) = λ1.

Dado que x1 ∈ Sp2(λ1) se tiene por relación (4.2) y Lema 3.7 que

0 > p2(λ1) = p1(λ1, x1) = p1(λ∗(x1), x1) = 0

lo cual es una contradicción. Por lo tanto λ2 < λ1, y por la definición de λ2 es

evidente que λ∗ ≤ λ2. Aplicando el mismo argumento iterativamente se muestra

que λk ≥ λ∗ ≥ −∞ para todo k ∈ N. z

Observación 4.1. Por Lema 4.1, la sucesión λk generada por el Algoritmo primal

tipo Dinkelbach converge siempre para algún lı́mite, digamos w. Ası́, ĺım
k→∞

λk =

w ≥ −∞.

En caso la sucesión generada sea finita, se tiene el siguiente Lema.

LEMA 4.2. Si la Condición 3 se cumple y el algoritmo primal tipo Dinkelbach se

detiene en λn, entonces λ∗ = λn = λn+1 y p2(λn) = 0.

Demostración. Como la Condición 3 se cumple, Obtenemos λ∗ < ∞. También,

por paso 2 del algoritmo tipo se sigue que p2(λn) ≥ 0. Esto implica por Teorema

3.1 que λn ≤ λ∗. Además, como λ∗ ≤ λn siempre se cumple, obtenemos λn = λ∗.

Usando xn ∈ Sp2(λn) y el hecho de que λn := λ∗(xn−1) tenemos

0 ≤ p2(λn) = p1(λn, xn) ≤ p1(λn, xn−1) = 0.

De donde se tiene que

p2(λn) = p1(λn, xn) = 0.

Aplicando ahora Lema 3.7 se tiene

λn+1 := λ∗(xn) = λn.

Por lo tanto, esto completa la prueba. z
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En lo que resta de esta sección sólo consideraremos el caso donde el algoritmo

primal tipo Dinkelbach genera una sucesión infinita λk.

A continuación impondremos en el siguiente Lema una condición adicional para

garantizar que el lı́mite de la sucesión λk es igual a λ∗. Para simplificar la notación

en los siguientes lemas introducimos para la sucesión {(λk, xk) ∈ R × B : xk ∈
Sp2(λk)} generada por el algoritmo primal tipo Dinkelbach, la suceión {ak : k ∈
N} con

ak ∈ ∂p1,xk(λk+1)

y para λ∗ finito, la sucesión {bk : k ∈ N} con

bk ∈ ∂p1,xk(λ∗).

Por el comentario al inicio de la Sección 3.3, Capı́tulo 3, estos conjuntos subgra-

dientes son no vaciós. Ahora es posible mostrar el siguiente resultado.

LEMA 4.3. Si la Condición 3 se cumple y existe una subsucesión {ank
: k ∈ N}

tal que
∞∑
k=1

a−1
nk

= −∞, entonces ĺım
k→∞

λk = λ∗. Además, para λ∗ finito se tiene

que ĺım
k→∞

p2(λk) = 0 ≤ p2(λ∗).

Demostración. Por Lema 4.1, la sucesión {λk : k ∈ N} es estrictamente decre-

ciente con ĺım
k→∞

λk = w ≥ −∞. Si w = −∞, obtenemos usando λk ≥ λ∗ para

cada k ∈ N que

λ∗ ≤ w = −∞.

Esto muestra que λ∗ = −∞ y ası́, ĺım
k→∞

λn = λ∗. Ahora, considerando w finito y

suponiendo que el algoritmo no se detiene en λk, obtenemos

p2(λk) = p1(λk, xk) < 0.

Además, como la función p2 es decreciente y la sucesión {λk : k ∈ N} generada

por el algoritmo primal tipo Dinkelbach es en particular decreciente, se tiene que
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la sucesión {p1(λk, xk) : k ∈ N} es creciente y

−∞ < α := ĺım
k→∞

p1(λk, xk) ≤ 0

existe. Si asumimos α < 0, entonces para todo k ∈ N con p1(λk, xk) < 0 pode-

mos encontrar un ε > 0 tal que p1(λk, xk) ≤ −ε. Aplicando la desigualdad del

subgradiente para la función convexa p1,xk obtenemos para todo k ∈ N que

ak(λk − λk+1) ≤ p1(λk, xk)− p1(λk+1, xk) (4.3)

con ak ∈ ∂p1,xk(λk+1). Ahora por Lema 3.2 tenemos para λk+1 := λ∗(xk) que

p1(λk+1, xk) = p1(λ∗(xk), xk) = 0.

y por tanto la desigualdad dada en 4.3 resulta

ak(λk − λk+1) ≤ p1(λk, xk) ≤ −ε.

Como −∞ < ak < 0, λk − λk+1 ≥ −εa−1
k . Observe que

∞∑
k=1

(λk − λk+1) = λ1 − ĺım
k→∞

λk = λ1 − w

pues w es finito, entonces

λ1 − w ≥ −ε
∞∑
k=1

a−1
k ≥ −ε

∞∑
k=1

a−1
nk

=∞

implica w = −∞, lo cual es una contradicción con el hecho de suponer que

w es finito. Ası́, α = 0 y por tanto ĺım
k→∞

p2(λk) = 0. Por Teorema 3.2, p2 es

semicontinua superiormente, esto es,

p2(w) ≥ ĺım
k→∞

sup p2(λk) = 0. (4.4)

Por Teorema 3.1 se obtiene quew ≤ λ∗, y como por Lema 4.1,w = ĺım
k→∞

λk ≥ λ∗,

se concluye que w = λ∗. Ası́, la relación 4.4 queda expresada como

p2(λ∗) ≥ 0 = ĺım
k→∞

p2(λk).

z
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Observación 4.2. Por relación (3.13) se tiene que

0 > ak ≥ −gsup(xk)

Para todo ak ∈ ∂1,xk(λk+1), y ası́ se puede aplicar el Lema 4.3 en caso
∞∑
k=1

gsup(xnk
)−1 =

∞

4.3. Existencia de una solución óptima

Para lograr un resultado de tasa de convergencia para la sucesión λk generada por

algoritmo primal tipo Dinkelbach, debemos suponer en la prueba que p2(λ∗) =

0. Para aplicar nuestro procedimiento siempre impondremos que Sp2(λ∗) es no

vacı́o para λ∗ finito. Luego, por Teorema 3.3 se deduce que p2(λ∗) = 0 si y

sólo si el primal tiene una solución óptima en B o equivalentemente existe algún

x0 ∈ B tal que λ∗ = λ∗(x0). Sin embargo, si la condición del Lema 4.3 se

cumple, suponemos para λ∗ finito que el primal podrı́a no tener una solución

óptima en B, y ası́ p2(λ∗) no es igual a cero. Usando una condición más fuerte

que en el Lema 4.3, mostramos en el Lema siguiente para λ∗ finito que la sucesión

{p2(λk) : k ∈ N} generada por el algoritmo primal tipo Dinkelbach cumple

ĺım
k→∞

p2(λk) = p2(λ∗) = 0. Esta condición suficiente implica la existencia de una

solución óptima para el primal en B.

LEMA 4.4. Si la Condición 3 se cumple, λ∗ es finito y existe una subsucesión

{bnk
: k ∈ N} satisfaciendo ı́nf

k∈N
bnk

> −∞, entonces ĺım
k→∞

λk = λ∗ y ĺım
k→∞

p2(λk) =

0 = p2(λ∗).

Demostración. Por la convexidad de la función p1,xk y la desigualdad del subgra-

diente obtenemos para todo k ∈ N que

p1(λk, xk) ≥ p1(λ∗, xk) + bk(λk − λ∗) ≥ p2(λ∗) + bk(λk − λ∗)
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con bk ∈ ∂p1,xk(λ∗). Suponiendo que el algoritmo no se detiene en λk, la última

cadena de desigualdades resulta

0 > p2(λk) ≥ p2(λ∗) + bk(λk − λ∗). (4.5)

Como λk+1 > λ∗, se tiene por nuestras hipótesis y la monoticidad de los conjuntos

subgradiente como muestra el Lema 3.6 que podemos encontrar unM ∈ R tal que

M ≤ bnk
≤ ank

< 0.

para todo k ∈ N y para toda subsucesión {ank
⊂ ak : k ∈ N} con ank

∈
∂p1,xk(λk+1). Esto muestra

a−1
nk
≤ b−1

nk
≤M−1 < 0.

para todo k ∈ N, y ası́, la desigualdad a−1
nk
≤ M−1 < 0 implica

∞∑
k=1

a−1
nk

= −∞.

Luego, por Lema 4.3 se tiene ĺım
k→∞

λk = λ∗. Tomando lı́mite λk →∞ en (4.5) se

obtiene

0 ≥ ĺım
k→∞

p2(λk) ≥ p2(λ∗).

Como por Teorema 3.1 sabemos que p2(λ∗) ≥ 0, entonces

ĺım
k→∞

p2(λk) = 0 = p2(λ∗).

Esto concluye la demostración. z

Observación 4.3. Por relación (3.13) se tiene en caso supk∈N gsup(xk) < ∞ que

la condición del Lema 4.4 se cumple.

En el siguiente Lema consideramos la sucesión generada {xk : xk ∈ Sp2(λk)} y

mostramos para B compacto y algunas propiedades topológicas sobre las funcio-

nes f y g que esta sucesión contiene una subsucesión convergente.

LEMA 4.5. Si la Condición 3 se cumple, las funciones f y g son continuas y

de valor finito en algún conjunto abierto W ⊂ Rm+n conteniendo A × B, el

conjunto B es compacto y existe una subsucesión {ank
: k ∈ N} satisfaciendo

∞∑
k=1

a−1
nk

= −∞, entonces
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i) La sucesión {xk : xk ∈ Sp2(λk)}k∈N tiene una subsucesión convergente y

cada punto lı́mite x∞ de la sucesión {xk : k ∈ N} satisface λ∗ = λ∗(x∞)

con λ∗ finito. Adicionalmente,

ii) Si existe un único x∗ ∈ B satisfaciendo λ∗ = λ?(x∗), entonces ĺım
k→∞

xk =

x∗.

Además, para A × B compacto, la sucesión {(yk, xk) : (yk, xk) ∈ Sp2(λk)}k∈N
generada por el algoritmo primal tipo Dinkelbach tiene una subsucesión conver-

gente y cada punto lı́mite de la sucesión {(yk, xk) : k ∈ N} es una solución

óptima del primal. Si el primal tiene una única solución óptima (y?, x∗), entonces

ĺım
k→∞

xk = x∗ y ĺım
k→∞

yk = y∗.

Demostración. i) Para verificar que λ∗ es finito obtenemos por Condición 4 y f, g

continuas que la función de valor finito x → λ∗(x) es semicontinua inferiormen-

te. Por la compacidad de B esto implica, usando Corolario 12 de [1], que existe

algún x ∈ B satisfaciendo λ∗ = λ∗(x) y ası́ λ∗ es finito. Nuevamente por la com-

pacidad de B, la sucesión {xk : k ∈ N} contiene una subsucesión convergente.

Para verificar que cada punto lı́mite x∞ de la sucesión {xk : k ∈ N} satisface

λ∗ = λ∗(x∞), observamos por Lema 4.3 que ĺım
k→∞

λk = λ∗. Esto implica por Le-

ma 3.4 que x∞ ∈ Sp2(λ∗) y por Teorema 3.3 obtenemos λ∗ = λ∗(x∞).

ii) Supongamos ĺım
k→∞

xk 6= x∗ y que existe un x∗ ∈ B tal que λ∗ = λ∗(x). En-

tonces nuevamente por Teorema 3.3 se obtiene Sp2(λ∗) = {x∗}. Como toda sub-

sucesión convergente de la sucesión {xk : k ∈ N} converge a un elemento de

Sp2(λ∗), se tiene que toda subsucesión convergente converge al elemento x∗, lo

cual es una contradicción con suponer que ĺım
k→∞

xk 6= x∗. Por tanto ĺım
k→∞

xk = x∗.

Esto completa la prueba de la primera parte.

Finalmente si A× B es compacto, la sucesión {(yk, xk) : k ∈ N} posee una sub-

sucesión convergente. Considere (y∞, x∞) punto lı́mite de la sucesión {(yk, xk) :

k ∈ N} y como por Lema 4.3, ĺım
k→∞

λk = λ∗. Entonces por Lema 3.4, (y∞, x∞) ∈
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Sp(λ∗) y por Teorema ?? obtenemos λ∗ = λ∗(x∞) =
f(y∞, x∞)

g(y∞, x∞)
. De manera

análoga como en la primera parte, suponer ĺım
k→∞

xk 6= x∗ y que existe (y∗, x∗) ∈

A × B talque λ∗ = λ∗(x∞) =
f(y∞, x∞)

g(y∞, x∞)
. Entonces por Teorema ?? se ob-

tiene Sp(λ∗) = {(y∗, x∗)}. Como toda subsucesión convergente de la sucesión

{(yk, xk) : k ∈ N} converge a un elemento de Sp(λ∗), se tiene que toda subsuce-

sión convergente converge al elemento (y∗, x∗), lo cual es una contradicción con

suponer que ĺım
k→∞

xk 6= x∗. z

4.4. Ratio de Convergencia de la Sucesión λk

Ahora queremos investigar que tan rápido la sucesión λk converge a λ∗. Antes

de discutir esto en detalle, mostramos para λ∗ finito una desigualdad para los

elementos de la sucesión {λk : k ∈ N} generada por el algoritmo primal tipo

Dinkelbach.

TEOREMA 4.1. Si asumimos que la Condición 3 se cumple y existe algún x ∈ B
satisfaciendo λ∗ = λ∗(x), entonces se tiene para cada ck ∈ ∂ p1,x(λk) y ak ∈
∂ p1,xk(λk+1) la siguiente desigualdad

0 ≤ λk+1 − λ∗
λk − λ∗

≤ (1− cka−1
k )

Demostración. Como λ∗ = λ∗(x) para algún x ∈ B, se obtiene por Lema 3.7 que

p1(λ∗, x) = p1(λ∗(x), x) = 0.

Aplicando ahora la desigualdad subgradiente a la función p1,x en el punto λ∗ se

tiene para ck ∈ ∂p1,x(λk) que

−p1(λk, x) = p1(λ∗, x)− p1(λk, x) ≥ ck(λ∗ − λk).

Luego,

p2(λk) ≤ p1(λk, x) ≤ ck(λk − λ∗).
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Además, para cada xk ∈ Sp2(λk) y suponiendo que el algoritmo no se detiene en

el paso λk, esto es, λk+1 = λ∗(xk), se obtiene nuevamente por el Lema 3.7 que

p1(λk+1, xk) = 0. Aplicando ahora la desigualdad subgradiente a la función p1,x

en el punto λk+1 tenemos para ak ∈ ∂ p1,xk(λk+1) que

p2(λk) = p1(λk, xk)− p1(λk+1, xk) ≥ ak(λk − λk+1).

De las dos últimas desigualdades obtenemos

−ak(λk+1 − λk) ≤ p2(λk) ≤ ck(λk − λ∗)

y puesto que −∞ < ak < 0, esto implica

λk+1 − λk ≤ −cka−1
k (λk − λ∗).

Usando la última desigualdad se tiene que

λk+1 − λ∗ = λk − λ∗ + λk+1 − λk ≤ (1− cka−1
k ).(λk − λ∗).

Ası́,

0 ≤ λk+1 − λ∗
λk − λ∗

≤ (1− cka−1
k )

z

Observación 4.4. En el caso del programa fraccional (P1), la función λ→ p1,x(λ)

se reduce a p1,x(λ) = f(x)−λg(x), y ası́ para todo λ ∈ R se tiene que ∂p1,x(λ) =

{−g(x)}. Luego, la desigualdad del Teorema 4.1 se expresa como

0 ≤ λk+1 − λ∗
λk − λ∗

≤
(

1− g(x0)

g(xk)

)
. (4.6)

Para los resultados de convergencia del Algoritmo primal tipo Dinkelbach, nece-

sitamos las definiciones de ratio de convergencia dadas en el Capı́tulo 1..

TEOREMA 4.2. Si la Condición 3 se cumple, λ∗ es finito y la sucesión {bk : k ∈
N} satisface ı́nfk∈N bk > −∞, entonces ĺım

k→∞
λk = λ∗ y {λk : k ∈ N} converge

linealmente.
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Demostración. Por Lema 4.4 obtenemos p2(λ∗) = 0. Dado que la Condición 5 se

cumple, podemos encontrar algún x ∈ B tal que

0 = p2(λ∗) = p1(λ∗, x).

Esto muestra por Lema 3.7 que λ∗ = λ∗(x). Luego, el conjunto {x ∈ B : λ∗ =

λ∗(x)} es no vacı́o, y para todo x perteneciendo a este conjunto se tiene por Teo-

rema 4.1 que

0 ≤ λk+1 − λ∗
λk − λ∗

≤ (1− cka−1
k ) (4.7)

con ck ∈ ∂p1,x(λk) y ak ∈ ∂p1,xk (λk+1). Como {λk : k ∈ N} es estrictamente

decreciente y λk > λ∗. Se sigue por Lema 3.6 que la sucesión {ck : k ∈ N} es de-

creciente y satisface 0 > ck ≥ τ con τ = máx{t : t ∈ ∂p1,x(λ∗)}. Afirmamos que

ĺım
k→∞

ck = c∞ existe. Para identificar c∞, en vista de ck ∈ ∂p1,x(λk) observamos

que:

p1(λ, x) ≥ p1(λk, x) + ck(λ− λk)

para todo λ ∈ R. Dado que la función es continua y usando ĺım
k→∞

λk = λ∗ y

ĺım
k→∞

ck = c∞ se tiene la siguiente desigualdad

p1(λ, x) ≥ p1(λ∗, x) + c∞(λ− λ∗)

para todo λ ∈ R, y ası́ c∞ ∈ ∂p1,x(λ∗) con c∞ ≤ τ , descartamos c∞ < τ , pues

ĺım
k→

ck = c∞ < τ implica ck < τ . Esto contradice el hecho que ck ≥ τ . Por tanto

c∞ = τ , de modo tal que hemos identificado dicho lı́mite. También, por hipótesis

existe un M ∈ R tal que −∞ < M ≤ bk ≤ ak, y esto muestra

ĺım
k→∞

sup(1− cka−1
k ) ≤ 1− τ

M
< 1.

Aplicando la relación (4.7) obtenemos el resultado deseado. z

El siguiente Teorema muestra como la sucesión λk converge superlinealmente,

para ello asumamos que el primal tiene una única solución óptima y que además,

algunas propiedades topológicas se cumplen en los conjuntos factibles A, B.
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TEOREMA 4.3. Si la Condición 3 se cumple, las funciónes f y g son continuas so-

bre algún conjunto abierto W ⊂ Rm+n conteniendo al conjunto compacto A×B
y el programa fraccional min-max (P ) tiene una única solución (y∗, x∗), entonces

ĺım
k→∞

xk = x∗, ĺım
k→∞

yk = y∗ y ĺım
k→∞

λk = λ∗ y la sucesión converge superlineal-

mente.

Demostración. Usando los Lemas 4.3 y 4.5 se tiene la primera parte, por lo que

sólo se tiene que verificar que λk converge superlinealmente. Teniendo en cuenta

la prueba del Teorema 4.2 se tiene que

ĺım
k→∞

sup(1− cka−1
k ) = 1− τ

(
ĺım
k→∞

supak
)−1

con τ := máx{t : t ∈ ∂p1,x∗(λ∗)} y ak ∈ ∂p1,xk(λk+1), k ∈ N. Por tanto es

suficiente probar que ĺım
k→∞

sup ak = τ . Como ak es uniformemente acotada por la

compacidad de A× B y la función g es continua, existe una subsucesión conver-

gente ank
que satisface

a∞ = ĺım
k→∞

ank
= ĺım

k→∞
supak.

Para identificar a∞ observemos para cada k ∈ N que

p1(λ, xk) ≥ p1(λ, xk)− p1(λk+1, xk) ≥ ak(λ− λk+1)

con ak ∈ ∂p1,xk(λk+1). Además, como B es compacto y p continua, se obtiene

por Proposición 1.7 [1] que x → p1(λ, x) es semicontinua superiormente, lo que

implica por la última desigualdad que

p1(λ, x∗) ≥ ĺım
k→∞

sup p1(λ, xk) ≥ a∞(λ− λ∗) (4.8)

Como que x∗ ∈ Sp2(λ∗), obtenemos p1(λ∗, x∗) = p2(λ∗) = 0. Ası́, la relación

(4.8) la podemos expresar como

p1(λ, x∗) ≥ p1(λ∗, x∗) + a∞(λ− λ∗).

Esto es, a∞ ∈ ∂p1,x∗(λ∗) con a∞ ≤ τ , descartamos a∞ < τ , pues ĺım
k→∞

ank
=

a∞ < τ implica ank
< τ , esto contradice el hecho de que 0 > ak ≥ τ . Por lo

tanto a∞ = τ z
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En caso consideremos el programa fraccional (P1) con B compacto y las funcio-

nes f , g continuas obtenemos por Lema 4.5 en (4.6) que

ĺım
k→∞

sup g(xk) = ĺım
k→∞

g(xnk
) = g(x∗)

con x∗ una solución óptima de este problema de programación fraccional. Luego,

reemplazando en (4.6) x0 por x∗ se obtiene para el programa fraccional (P1) con

B compacto y f , g continuas que la sucesión {λk : k ∈ N} siempre converge

superlinealmente.

Terminamos este Capı́tulo mostrando una regla de parada práctica para el primal

Algoritmo tipo Dinkelbach, teniendo en cuenta que en la práctica dicho Algoritmo

se detiene en un número finito de pasos.

LEMA 4.6. Si asumimos la Condición 3 y existe alguna subsucesión {ank
: k ∈

N} satisfaciendo
∞∑
k=1

a−1
nk

= −∞ y algún x ∈ B con λ∗ = λ∗(x), entonces la

sucesión {c−1
k p2(λk) : ck ∈ ∂p1,x(λ∗)}k∈N es decreciente y su lı́mite es igual a

cero. Además, se tiene para cada k ∈ N que

λ∗ ≤ λk ≤ λ∗ + c−1
k p2(λk)

Demostración. Por Lema 4.1 la sucesión {λk}k∈N es estrictamente decreciente, y

esto implica por Lema 3.6 que la suceción negativa {ck} es decreciente. Además

p2 es decreciente, obtenemos que la sucesión negativa p2(λk) es creciente y ası́ la

sucesión positiva {c−1
k p2(λk)}k∈N es decreciente. Aplicando Lema 4.3 y ĺım

k→∞
ck =

τ se tiene que

ĺım
k→∞

c−1
k p2(λk) = 0

Por otro lado, como {λk}k∈N es estrictamente decreciente con ĺım
k→∞

λk = λ∗ y el

hecho de que

p2(λk) ≤ p1(λk, x) ≤ ck(λk − λ∗)
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se tiene

λ∗ ≤ λk ≤ λ∗ + c−1
k p2(λk).

z

El siguiente ejemplo muestra claramente un problema de programación fraccio-

nal aplicado a la economı́a, basado en el artı́culo A fast algorithm for a class of

generalized fractional programs. Management Science de Gugat (1996).

EJEMPLO 4.2. Un consumidor tiene intención de comprar una canasta de n bie-

nes con funciones de valor ui : [0,+∞) → [0,+∞). Las funciones ui asociada

a cada uno de los bienes son cóncavas para cada i = 1, 2, · · · , n. Definimos la

siguiente función que tiene la forma aditiva

u(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

kiui(xi).

Desafortunadamente, el tomador de decisiones no está seguro sobre los factores

de ponderación ki. Solo puede dar intervalos [ki, ki] que contienen a ki. Dado que

es cauteloso, usa la funcón utilidad

U(x1, · · · , xn) = mı́n
k∈K

n∑
i=1

kiui(xi),

donde K es el conjunto convexo de posibles factores de ponderación, por ejemplo

K = {(ki, . . . , kn) :
∑n

i=1
ki = 1, ki ∈ [ki, ki], i = 1, . . . , n− 1, kn ≥ 0}.

El vector xT = (x1, . . . , xn), de materias primas, debe satisfacer la restricción pre-

supuestaria pTx ≤ B, donde p es el capital invertido y B es lo que el consumidor

está dispuesto a gastar

El consumidor tiene intención de invertir al menos el capital b ≤ B. Ası́, la de-

sigualdad b ≤ pTx ≤ B se debe cumplir. Supongamos que al menos una de las

funciones ui es estrictamente creciente. Luego, para una utilidad que maximiza la
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canasta de bienes, el capital B está siempre activo. Como no tiene la intención de

gastar todo el presupuesto B en todos los casos, se maximiza la razón de utilidad

y costo. Por tanto, adquiere una canasta de bienes tal que la utilidad por unidad de

capital invertido es máxima. El resto del capital se guarda para el consumo futuro.

Si b = B, el problema se reduce al problema de maximización de la utilidad bajo

la restricción presupuestaria.

La elección del consumidor (que maximiza la relación de utilidad y costo) también

maximiza la utilidad en la restricción presupuestaria, donde B se sustituye por

el capital BI que es realmente invertido. Por lo tanto otra vista del problema es

considerar el presupuesto como un parámetro: Nuestro problema fraccional es

equivalente a encontrar una selección de BI (en el intervalo [b, B]), tal que para

una canasta de bienes que maximiza la utilidad bajo la restricción pTx ≤ BI , la

utilidad por unidad de capital invertido es óptima.

Hay más restricciones: por lo menos es necesario una cantidad βi del i-ésimo

bien. Esta es modelizado por las restricciones xi ≥ βi ≥ 0 (i = 1, . . . , n) donde

el vector β satisface la desigualdad 0 < pTβ ≤ B.

La formulación matemática del problema es

−λ∗ := máx
x∈S

mı́n
k∈K

∑n
i=1 ki ui(xi)

pTx
,

donde S = {x ∈ Rn : b ≤ pTx ≤ B, βi ≤ xi ≤ B/pi, i = 1, . . . , n} o

equivalentemente transformamos el problema en:

λ∗ := mı́n
x∈S

máx
k∈K

−∑n
i=1 ki ui(xi)

pTx

que tiene las mismas soluciones.
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Conclusiones

Nuestra investigación nos permitió alcanzar el objetivo general que es analizar y

desarrollar los programas fraccionarios min-max de manera general aplicando el

enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach, por medio de los objetivos especı́fi-

cos.

• En cuanto al primer objetivo especı́fico: Usar las herramientas de conve-

xidad generalizada nos permitió caracterizar los óptimos y sus soluciones

optimales.

• En cuanto al segundo objetivo especı́fico: Usar el enfoque paramétrico pri-

mal tipo Dinkelbach nos permitió desarrollar un algoritmo que resuelva el

problema primal ya que con este enfoque es posible salir de la formulación

de tales problemas fraccionarios, reemplazando su función objetivo por me-

dio de una familia de funciones lineales asociada a un parámetro. Es decir,

resolver los problemas de programación paramétrica es más sencillo debido

a que tiene una estructura más simple en la función objetivo.

• El desarrollo de los objetivos especı́ficos nos permitieron alcanzar el objeti-

vo general de nuestra investigación y a la vez responder nuestra pregunta ¿A

un problema fraccional min-max se le puede dar solución desde el enfoque

paramétrico a través del problema paramétrico primal tipo Dinkelbach?
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Sugerencias

Cabe señalar que nuestro estudio es un aporte para futuros trabajos, los cuales

podrı́an considerar.

• Trabajar con el problema dual, llamado programa fracional max-min, ya que

la solución de unos de los problemas ( primal o dual) nos proporciona de

forma automática la solución del otro programa, es decir, tanto el programa

primal como el programa dual son dos formas de abordar el mismo proble-

ma. Entonces, es válido preguntarse cuál es la relación entre las soluciones

de ambos problemas.

• Introducir el análogo al enfoque paramétrico primal tipo Dinkelbach, lla-

mado enfoque paramétrico dual tipo Dinkelbach y estudiar la relación que

existe entre ambos problemas.

• Desarrollar un algoritmo computacional que haga posible dar solución a una

sucesión de problemas de optimización paramétrico.
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