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Resumen

El objetivo de la presente investigacion fue hallar la solucion numérica de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogéneas por el método de Runge-
Kutta asistido con Matlab.

Se han desarrollado dos aplicaciones, la primera trata de un sistema de dos ecuaciones
no homogéneas y la segunda sobre balance de masas en dos tanques la cual se cons-
truye el sistema no homogéneo, ambas aplicaciones son resueltas de manera detallada
utilizando el método de Runge-Kutta de orden 4, ademés la segunda aplicaciéon de ba-
lance de masas nos permitio construir un sistema de ecuacion diferencial ordinaria lineal
no homogéneo con coeficientes constantes, lo cual se resolvié de forma analitica por el
método de variacién de pardmetros y de forma numérica por el método de Runge-Kutta
de orden 4, se compara los resultados de tal manera que de forma numérica se aproxima
a la solucion real con un minimo margen de error.

Estos resultados son asistidos y comprobados mediante el software matematico Matlab,
el cual resulta de manera sencilla resolver este tipo de sistemas de ecuaciones no ho-
mogéneas.

Palabras Clave: Sistema no homogéneo, método de Runge-Kutta de orden 4, software

Matlab.
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Abstract

The objective of the present investigation was to find the numerical solution of systems of
non-homogeneous linear ordinary differential equations by the method of Runge-Kutta
assisted with Matlab.

Two applications have been developed, the first deals with a system of two non-homogeneous
equations and the second on mass balance in two tanks which builds the non-homogeneous
system, both applications are solved in detail using the Runge-Kutta method of or-
der 4, In addition, the second application of mass balance allowed us to build a non-
homogeneous linear ordinary differential equation system with constant coefficients,
which was solved analytically by the parameter variation method and numerically by
the Runge-Kutta method of order 4, the results are compared in such a way that nume-
rically approximates the real solution with a minimum margin of error.

These results are assisted and tested by Matlab mathematical software, which is easy
to solve this type of systems of non-homogeneous equations.

Keywords: Non-homogeneous system, Runge-Kutta method of order 4, Matlab soft-

ware.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales, ordinarias y parciales, aparecen en el diseno de modelos
matematicos de los fendmenos fisicos, quimicos, biolégicos, etc.

Existen diferentes técnicas para la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias y
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogéneas, sin embargo mu-
chos de los problemas que se presentan en Ciencias e Ingenieria no se pueden resolver
mediante estas técnicas.

La solucion numérica de estos modelos matematicos se recurre siempre que no sea po-
sible obtener una solucién exacta, ya que proporcionan valores numéricos de la solucion
con una aproximacion adecuada, en un determinado conjunto de puntos.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos son de la forma
¥=Ar+b

Este modelo matematico es muy utilizado en la ingenieria donde su solucién no es muy
clara y en los libros solo muestran sus resultados sin detallarlos es por eso que nace nues-
tra inquietud de investigar sobre: ;Como resolver sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales no homogéneas por el método de Runge-Kutta asistido con Matlab?,
lo cual tiene como objetivo hallar la solucién numérica de sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias lineales no homogéneas por el método de Runge-Kutta asistido con
Matlab.

La hipotesis a comprobar fue: Si se aplica el método iterativo de Runge-Kutta de cuarto
orden asistido con Matlab a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no
homogéneas entonces se hallara su soluciéon numérica més aproximada.

Mediante esta investigacion nos ha permitido comprender de manera analitica y numéri-

ca el desarrollo de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas, la cons-

IV



truccion de un modelo matematico aplicado al balance de masas, detallamos el proceso
del uso del software matemético Matlab.

El presente trabajo de investigacion esta estructurada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se tiene los preliminares, el cual comienza con el uso del software
matematico Matlab, matrices, balance de masas, sistema de ecuaciones diferenciales,
variacion de parametros y la aplicacién de manera analitica de balance de masas.

En el capitulo 2 se tiene Sistema de Ecuaciones Diferenciales ordinarias no Homogénea
mediante el Método de Runge-Kutta, el cual comienza con el método de Runge Kutta,
el método de Runge Kutta de Cuarto Orden, precisién del método de Runge-Kutta y el
método de Runge-Kutta de Cuarto Orden para sistemas de ecuaciones no homogéneas.
En el capitulo 3 se tiene Aplicaciones: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Lineales no Homogéneas por el Método de Runge Kutta Asistido con Matlab, el cual
comienza con la aplicacién 1 de manera detallada y la aplicacion 2: Balance de Masas.
Finalmente se encuentran las conclusiones, recomendaciones, referencias bibliograficas

y anexos.
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Capitulo 1

preliminares

1.1 Software Matlab 2014a

Sénchez, (2014). MATLAB es un lenguaje de alto desempeno disenado para realizar
calculos técnicos. MATLAB integra el calculo, la visualizacién y la programacion en un
ambiente facil de utilizar donde los problemas y las soluciones se expresan en una nota-
cién matematica. MATLAB es un sistema interactivo cuyo elemento basico de datos es el
arreglo que no requiere de dimensionamiento previo. El nombre abreviado de MATLAB
es “MATrix LABoratory”, es un programa para realizar cdlculos numéricos con vectores
y matrices. Como caso particular puede también trabajar con ntimeros escalares, tanto
reales como complejos. Una de las capacidades mas atractivas es la de realizar una am-
plia variedad de gréaficos en dos y tres dimensiones. MATLAB tiene también un lenguaje
de programacién propio (lenguaje M).

Matlab se utiliza ampliamente en:

Célculos numéricos

Desarrollo de algoritmos

Modelado, simulacién y prueba de prototipos

= Andlisis de datos, exploracion y visualizacién



MATLAB® & Simulink®

Installation Guide

MATLAB&SIMULINK®

J MathWorks:

» Graficacién de datos con fines cientificos o de ingenieria

= Desarrollo de aplicaciones que requieran de una interfaz grafica de usuario (GUI,

Graphical User Interface).

En el ambito académico y de investigacién, es la herramienta estdandar para los cursos
introductorios y avanzados de matematicas, ingenieria e investigacion. En la industria
Matlab es la herramienta usada para el andlisis, investigacion y desarrollo de nuevos

productos tecnolégicos.

La ventaja principal de Matlab es el uso de familias de comandos de areas especificas
llamadas toolboxes. Lo mas importante para los usuarios de Matlab es que los toolbo-
xes le permiten aprender y aplicar la teoria. Los toolboxes son grupos de comandos de

Matlab (archivos M) que extienden el ambiente de Matlab para resolver problemas de




areas especificas de la ciencia e ingenieria. Por ejemplo, existen toolboxes para las areas

de Procesamiento Digital de Senales, Sistemas de Control, Redes Neuronales, Légica

Difusa, Wavelets, etc.

Requisitos del sistema operativo para la Instalacion de Matlab

Visitando la pagina de Mathworks, empresa desarrolladora de Matlab, cuya sede central

estd situada en Natick, Massachusetts, Estados Unidos. Nos ofrece la siguiente informa-

cién acerca de los requisitos del sistema y el ordenador para la correcta instalacion de

la version 2014a.

MATLAB Student, MATLAB and Simulink Student Suvite — Release 2014a

Windows Mac | Linux

32Bit and 64-Bit MATLAB and Simulink Product Families

Operating Systems Processors Disk Space

Windows 8.1 Any Intel or AMD %86 processer | 1 GB for MATLAE only,
supporting SSE2 instruction set* | 34 GO for a typical installation

Windows 8

VWindows 7 Service Pack 1

‘Windows \ista Service Pack 2

Windows XP Service Patk 3

Windows XP x84 Edition Senvice
Pack 2

‘Windows Server 2012

‘Windows Server 2008 R2
Service Pack 1
Windows Server 2008 Service

Pack 2

‘Windows Server 2003 R2

e Pack 2

Leam more abolt the SEE2 instruction set

http://es.mathworks.com/support/sysreq/sv-r2014a/

RAM

1024 MB
(At least 2048 MB

recommended)




1.1.1 La ventana de comando

Sanchez, (2014). La ventana de comando es la ventana principal, con la cual el usuario
interactia con Matlab. Es la primer ventana que se abre al ejecutar Matlab. Se utiliza
para correr los comandos, correr el editor de archivos M (MEDIT, presente en la barra
de herramientas), ejecutar los toolboxes, etc. En la figura (1.1) se muestra la ventana

de comando de Matlab y algunas otras.

P

@H & B *E@ Search Documentation

|—‘|_£‘ ,{’5 9 [roates & _T 22, New Variable |57 Analyze Code ‘E_E" E {0) Preferences @ {1 Community

m F 5 =
Open Variable Run and Time Set Path ' Request Support
Vew New Opn |jcomowe gt Swve g en v ‘-‘? Sinulnk Lnyoxﬂ@ i Hop —
St v v Dsia Wodkspace | CiarWorkspace = 7 CearCommands > Lbary  + [l Parsiel >+ oo Adcons
FLE VARIABLE COBE SIMuLINK | ENVIRONMENT RESOURGES.
o (5 Ly C v Users » WILMER » Documents » MATLAB P
Current Folder ® [ Editor - C\Users\WILMER\Documents\MATLAB\pplaneB.m @ x
Name « Command Window @
] Flm alra .
g interace ig () New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started. X

] interfacem [
ﬁ M_Biseccion fig

’a M _Biseccion.m

iﬂ M_Secantefig

f,ﬂ M_Secante.m

'a pplaned.m

ﬂ rid fig

‘f“’j rid.m

.fﬂ RK4_Ne_Homogeneo.m
7] redtm

iﬂ sistemna_no_hemogeneo.fig
1#] sistema_ne_homagenea.m

-ﬂ sssm b
Details e
Workspace ®
Name Value Min  Ma:

Figura 1.1: La ventana principal de Matlab 2014a; a la derecha se muestra la ventana.




1.1.2 Comandos principales

Alhiet, Cristian, & Alfonso, (2010). En la Tabla (1.1) se enlistan los comandos mds comu-
nes de la plataforma de simulacion MATLAB. Dentro de estos comandos se encuentran
aquellos que realizan busquedas, la ayuda en linea, desplegar las variables presentes en

el espacio de trabajo, entre otras.

Tabla 1.1: Comandos més comunes de MATLAB

Comando Funcién

help Ayuda en linea. Despliega lineas de texto en la ventana de comando
conteniendo la descripcion sobre un comando especifico

helpwin Despliega una ventana con la descripcion especifica de un comando y
permite ver informacién sobre otros temas relacionados

lookfor Busca en la ayuda de todos los comandos la clave espeficada

helpdesk Realiza una busqueda en hipertexto en un buscador Web proporcionando
un acceso directo a toda la documentacion: PDF's, informacion sobre la
solucion de problemas, etc

doc Despliega en un buscador Web la pagina de referencia para el comando
especificado, proporciona una descripcién, referencias adicionales y

ejemplos del comando especificado

figure Crea una nueva grafica

close Cierra una gréfica

who Despliega las variables presentes en el espacio de trabajo

whos Despliega las variables presentes en el espacio de trabajo en extenso.
which Indica la ruta en donde se encuentra la funcion especificada

cd Cambia la ruta al subdirectorio superior

pwd Despliega la ruta en donde se encuentra el directorio de trabajo actual




1. Escalares, Vectores y Matrices
Alhiet, Cristian, & Alfonso, (2010). Enuncian que la mejor manera de familiarizarse
con Matlab consiste en aprender a manejar las matrices en Matlab, una matriz es
un arreglo rectangular de niimeros. Las matrices de 1x 1 se conocen como escalares,
y las matrices con una sola columna o renglén se conocen como vectores. Estas
matrices y/o vectores pueden contener datos tanto numéricos como no numéricos.

Los datos pueden introducirse a Matlab de diferentes maneras:

Como una lista explicita de elementos

Cargando los datos de un archivo externo

Generados por otras funciones

Creados por archivos M creados por el usuario.

Tabla 1.2: Comandos que generan matrices basicas

Comando Funcién

Zeros Todos los elementos de la matriz son ceros

Ones Todos los elementos de la matriz son unos

Rand Genera una matriz con de elementos con distribucién uniforme
Randn Genera una matriz con elementos con distribucién normal

2. Operadores
Alhiet, Cristian, & Alfonso, (2010). Enuncian que las expresiones utilizan los ope-
radores aritméticos comunes. Los operadores aritméticos son los mismos que en
cualquier lenguaje de programacion y se sigue un orden de evaluacion similar al que
se utiliza en los demads lenguajes de programacion. En la Tabla (1.3) se muestran

los operadores aritméticos mas comunes en Matlab.




Tabla 1.3: Operadores aritméticos usados en Matlab

Operador Operacién matematica

+ Suma
- Resta
* Multiplicacién
Divisién
Potencia

Transpuesta compleja conjugada

() Especifica el orden de evaluacién

3. Funciones
Matlab proporciona un gran numero de funciones matematicas simples y avan-
zadas. La gran mayoria de estas funciones acepta argumentos complejos como se

muestra enla Tabla (1.4)

Tabla 1.4: Funciones Matemaéticas elementales

Funcién  Descripciéon

sqrt (x) Raiz Cuadrada

exp (x) Exponencial

abs (x) Valor absoluto

log (x) Logaritmo Natural
log10 (x) Logaritmo en base 10

factorial (x) Funcién factorial x!

4. Comandos save y load
El comando save guarda una variable en un archivo binario de la siguiente forma:

>> save nombrearchivo variable(s)

Si no se especifica ninguna variable, guarda todas las variables presentes en el
espacio de trabajo. El comando save crea un archivo en formato .mat.
Por otra parte, el comando load carga un archivo en el espacio de trabajo actual

de la siguiente forma:
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>>load nombarch.dat

El archivo carga en el espacio de trabajo todas las variables presentes al momento
de guardar el archivo. Este comando también puede cargar archivos de texto que

contengan nimeros (nimeros en cdédigo ASCII, con extensién .dat)

Graficacion en Matlab y generaciéon de secuencias discretas

Alhiet, Cristian, & Alfonso, (2010). Enuncian que Matlab grafica directamente en
una ventana diferente a la ventana de comando. Dentro de Matlab a esta ventana
se le conoce como figura (figure). Las funciones de graficacién automaticamente
crean una nueva ventana si no existe ninguna previa, de lo contrario, la ventana
designada como ventana actual es usada por Matlab para generar la nueva grafica,
borrando asi la anterior. Generalmente la ventana actual es la iltima ventana a la
cual se le hizo clic con el raton. Para referirse a una ventana generada anteriormente
solo es necesario teclear figure(x), donde x representa el nimero de identificacién
de la ventana presente en la parte superior de la misma. En la Tabla (1.5) se

enlistan los comandos basicos de graficacion.

Tabla 1.5: Comandos para graficar funciones

Comando Funcién

Plot Crea una gréfica bidimensional continua con escala lineal en ambos ejes

Stem Crea una gréfica bidimensional muestreada con escala lineal en ambos ejes

plot3 Crea una gréfica tridimensional analoga a plot

stem3 Crea una gréfica tridimensional andloga a stem

Loglog Crea una gréfica bidimensional continua con escalas logaritmicas en ambos
ejes

Semilogx Crea una gréfica bidimensional continua con escala logaritmica en el eje x y
escala lineal en el eje y
Semilogy Crea una gréfica bidimensional continua con escala logaritmica en el eje y y

escala lineal en el eje x
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1.2 Matrices

Santamaria, & Ramirez, (2015).

Definicién 1.1. Una matriz Ay, «, €s un arreglo rectangular de m x n niimeros dispues-
tos en m filas (renglones) y n columnas. El orden de una matriz también se denomina
dimensién o tamano, siendo m y n nimeros naturales.

Las matrices se denotan con letras mayusculas: A, B,C, ...y los elementos de las ma-
trices con letras mintsculas y subindices que indican el lugar ocupado:

19k

11,12y« oy Qlpy A1+« 5 A2y« + + 5 Q. UNL elemento genérico que ocupe la fila “i” y la

[{Peh]

columna “j” se escribe a;; . Si el elemento genérico aparece entre paréntesis también

representa a toda la matriz: A = <aij> . (Santamaria & Ramirez, 2015)

mxn

Asi tenemos:

app Gz -0 Qi o Qip
Qg1 G2 -+ Qg5 Q2
Amxn - = (a'ij>
a1 [ N ai]. e Win mXxn
Am1 Qm2 - Gmy 0 Omp

1. Igualdad de matrices

Se dice que dos matrices A = (aij> y B = (bij> son iguales si y solo si
mxn mXn
son idénticas; es decir, si y solo si son del mismo orden y sus respectivos elementos

son iguales: A = B <= a;; = b;; para cada i y para cada j.
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1.2.1 Matrices Especiales

Santamaria, & Ramirez, (2015).

1. Matrices positivas

Proposicién 1.1. Sea A € M, (R) una matriz positiva. Entonces

a) det(A) >0
b) A es invertible

c) A es simétrica y por lo tanto diagonalizable por medio de una matriz ortogo-

nal.
d) A7 es también positiva.
e) AT es también positiva
f) Para cada 1 < k <mn, Ay es también positiva
» Matriz simétrica positiva
Sea A = [a;;] € R

La matriz A es simétrica si A = AT

La matriz A es definida positiva si para todo X # 0 se tiene que
XTAX >0

Notacién: Con A > 0 indicamos que la matriz es definida positiva.
Decimos que H es una submatriz principal de A si es una submatriz cuadrada

formada con las entradas alrededor de la diagonal principal
H=A({:k,j:k)

Proposicién 1.2.

a) Sea X no singular. A es simétrica positiva si y sélo si XT AX es simétrica

positiva
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b) Si A es simétrica positiva y H es cualquier submatriz principal de A,
entonces H es simétrica positiva.

c) A es simétrica positiva si y solo si A es simétrica y todos sus eigenvalores
s50m positivos.

d) A es simétrica positiva si y solo si existe una Unica matriz triangular

inferior no singular L, con entradas positivas en la diagonal, tal que

A=LLT.

. Matriz Cuadrada

Se dice que una matriz A es cuadrada cuando el niimero de filas es igual al niimero
de columnas. A,,,, es cuadrada si y sélo si m = n, en este caso se dice que A es

de orden (n x n) y se representa por A,.

En una matriz cuadrada A de orden (nxn), los elementos aj1, ass, -, Gyp , forman
la diagonal principal de la matriz.

Denotaremos el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n por M, .

. Matriz Nula

Una matriz en la cual todos sus elementos son ceros, se denomina matriz nula y

se denota por 0,,x, -

. Matriz Diagonal

Una matriz cuadrada A = (aij>, es diagonal si a;; =0, parai # j y
Es decir, si todos los elementos situados fuera de la diagonal principal son ceros y

si por lo menos un elemento de la diagonal principal es diferente de cero.

. Matriz Escalar

Es una matriz diagonal en la cual todos los elementos de la diagonal principal son

iguales.

. Matriz Identidad

La matriz cuadrada [,, es una matriz diagonal, si y solo si
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aij=0; Yi#j AN az=1 Vi=j;

1 00
1 0
[1], , 10 1 01,ete
01
0 0 1

Se acostumbra denotar a la matriz identidad de orden n x n por I,,.

7. Matriz Fila
Se llama matriz fila a una matriz de orden 1 x n ( 1 fila y n columnas) de la forma:

A= [an’ 12, - ‘Cl1n]

8. Matriz Columna

Se llama matriz columna a una matriz de orden n x 1, (n filas y 1 columna), de la

forma:

a1

ai2

Q1n

9. Transpuesta
Dada una matriz A, se llama transpuesta de A a la matriz que se obtiene cambiando
ordenadamente las filas por las columnas. Se representa por A* 6 AT, Si es

A = (aij)man , su transpuesta es A" = (a;i)nzm

10. Matriz triangular

a) Matriz Triangular Superior

La matriz cuadrada A, es triangular superior si a;; =0, Vi > j

Ejemplo 1.1.
11 diz2 A3
A= 0 az ags

0 0 as3
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11.

12.

13.

b) Matriz Triangular Inferior

La matriz cuadrada A, es triangular inferior si a;; =0, Vi < j

Ejemplo 1.2.
a1 0 0

A= az az 0O

31 dz2 (33

Matriz Ortogonal

Una matriz ortogonal es necesariamente cuadrada e invertible: A=' = AT es de-
cir la inversa de una matriz ortogonal es una matriz ortogonal. El producto de

dos matrices ortogonales es una matriz ortogonal. El determinante de una matriz

ortogonal vale +1 6-1. A- AT = AT . A =1

ap az as a; by 1 00
bl bg b3 as bg Co - 010
1 G2 C3 az by c3 0 01

Matriz Inversa

Decimos que una matriz cuadrada A tiene inversa,A~! | si se verifica que: A-A~! =

AT A=

, . -1 3
, su inversa es AT =
11 1 -2

Matriz Tridiagonal

Una matriz tridiagonal es una matriz “casi”diagonal. De un modo mas exacto, una
matriz tridiagonal es una matriz cuadrada que tiene elementos distintos a cero solo

en la diagonal principal, la primera diagonal sobre ésta, y la primera diagonal bajo
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la diagonal principal.

a

by as

Co

as

Cn—1

bn—l Uy,

14. Matriz Regular Decimos que una matriz cuadrada es “regular’si su determi-

nante es distinto de cero, y es “singular”si su determinante es igual a cero.

| A |# 0= Matriz Regular

| A|=0= Matriz Singular

15. Matriz de Diagonal Dominante

Una matriz cuadrada de orden “n” A = <aij> donde , se dice que es una matriz

n

de diagonal dominante si | a;; |> Z | aix | i=1,2,...,n

1.2.2 Operaciones y Propiedades

k=1k#i

Santamaria & Ramirez, (2015). Definen lo siguiente:

1. Suma de matrices

Sean las matrices: A = [a;;] y B = [b;;], ambas del mismo orden m x n. La matriz

suma de A y B es:

A+ B = [ai; + byj]

la cual también es de orden m X n.

Observacién 1.1. En otras palabras, para sumar matrices, lo que se hace es

sumar los elementos que estan situados en la misma fila y en la misma columna.[2]
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Propiedad 1.1. Sean A, B y C matrices de dimensiones iguales.

a) A+B=B+A
b) (A+B)+C=A+ (B+C)
c) k(A+ B)=k A+ kB (k: escalar)
d) (k+1)A=kA+1A (k,]1: escalares)
) (k1) A=k (1A) (k,1: escalares)

) 1A =

) -A=(-1)A

)

h) La diferencia de A y B, del mismo orden, es definida por: A - B = A + (-B)

2. Multiplicacién de una Matriz por un Escalar

Sea A = [a;j] de orden m X n y k un ntimero real. Entonces: kA = [ka;;] para todo
,7.
Nota 1.1. Observar que cada elemento de la matriz se multiplica por el

escalar k.

3. Producto de un Vector Fila por un Vector Columna

Sean:

by
by

by

Entonces AB = [ arby + asby + - - - + a,by, } = Z a;b; es el producto de A por B.

Al ntimero Z a;b; se le conoce como producto escalar de A y B.
i=1

Nota 1.2. . Observar que ambas matrices tienen la misma cantidad de elementos

(la matriz A tiene n elementos columna y la matriz B tiene n elementos fila)
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4. Producto de dos Matrices

El producto de una matriz A = [a;;] de m X n y una matriz B = [bj] de n X p,
es otra matriz C' = [c;x]de orden m X p, donde ¢;; es el producto escalar de la
1—ésima fila de A por la k—ésima columna de B. Graficamente podemos observar

lo siguiente:

ann 1z v a1y v Qin bip big oo | by |- blp
ag Qag  cc gy vt Qo bo1  bao bog |-+ by
== [Czk]
Filaide = a1 ;2 sy ”vij s in f)“ b,g LS hik view l‘)gp
la matriz
A
Am1 Qmz " Gy " Ogp bui bnz oo [ bpr | oo b‘i’l‘p
Columna k
de la matriz B
Donde: ) )
b
boy,
n
Cik =1 an ag - aj - Gpn } = § aijbjk
bik j=1
bnk

5. Propiedades

Sean A, B y C matrices de dimensiones iguales.
a) A(BC)=(AB)C
b) (A+B)C=AC+BC
¢) A(B+C)=AB+AC

d) En general, no se cumple que AB = BA. (No conmutan).
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1.2.3 Determinantes

Santamaria & Ramirez, (2015). Definen lo siguiente:

Definicién 1.2. El determinante viene a ser una funcién que aplicada a una matriz
cuadrada da un tnico valor numérico.
Sea M, el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n, entonces la definicion

queda de la siguiente manera:
det : Myxn, — R(o C)
A — det(A)

Notacion:
Sea A una matriz cuadrada, entonces el determinante de la matriz A se representa por

| Ao det(A) o det A.

1. Determinante de una matriz cuadrada de orden 2

Sea A una matriz cuadrada de orden 2

aix a2

ag1 A2

Su determinante se define mediante la fézmula:

N
an . ;g
L N

a81 Qoo™ ||
N

= A11Q22 — A12021

| Al=

2. Determinante de una matriz cuadrada de orden 3 Sea A una matriz cua-

drada de orden 3

11 a2 13

A= Qg1 Q22 Q23

31 dz2 G33
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Su determinante se define mediante la férmula:
aix Qa2 a3

‘A‘: Q21 Q22 Q23

az1 azz ass
= (11022033 + A12023031 + 013021032 — 31022013 — G32023011 — (33021012

. Célculo del determinante de orden n, por los adjuntos

Cuando el orden de los determinantes es superior a 3 la regla de Sarrus no es
facilmente aplicable y entonces utilizamos el método de los adjuntos, que reduce
el orden en una unidad cada vez que le utilizamos. Para ello vamos a definir dos

nuevos COIICGptOSI

. Menor complementario

Dada una matriz A,, se llama menor complementario de un elemento a;; al deter-
minante de la matriz, que resulta de suprimir la fila ¢ y la columna j en la matriz

A,: se llama my;.

Ejemplo 1.3. Dada la siguiente matriz

1 3 =2
A=13 -1 0
0 1 2

Para obtener el menor complementario de 1, eliminamos la fila y la columna donde

se encuentra el 1:

-1 0
Menor complemento de 1 =
1 2

. Adjunto de un elemento Al producto de (—1)"™/ por el menor complementario

m;; de a;; se llama adjunto de un elemento a;; y se escribe A;; .
Ay = (=1)"™ - my

A partir de estas definiciones obtenemos otra forma de calcular un determinante:

el valor de un determinante de orden n es igual a la suma de los productos de los
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elementos de una fila o columna por sus respectivos adjuntos.

| A = Z aijAij = anAin + aplip + aizAiz + -+ + ainAin

10J

+ alelj + CLQjAQj + Clnggj + -+ anjAnj

Propiedades

10.

11.

. Para toda matriz A, «, se tiene detA = det(A").

El determinante de una matriz A, ., cambia de signo si dos filas o dos co-

lumnas se intercambian.

Si la matriz B, x, se obtiene de la matriz A, ., trasladando una de sus filas

o columnas k lugares, entonces, | B |= (—=1)F | A|.

Si una matriz A, «, se tiene que una fila o columna es multiplo de otra fila o

columna, entonces el determinante de dicha matriz vale CERO.

Si en una matriz A,,y,, todos los elementos de una matriz fila o columna son

CEROS entonces su determinante es CERO.

Si a una fila o una columna de una matriz A, ., se le suma el multiplo de

otra fila o columna, se tendra que el valor del determinante A, ., no varia.
El determinante de la matriz identidad es igual a la unidad.

Sea D = [d;;] una matriz diagonal de orden n x n, entonces

|D|:d11'd22"d33""d7m

El determinante de una matriz triangular superior o triangular inferior es

igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

En forma general el determinante de una suma de matrices es diferente de la

suma de los determinantes de cada matriz, es decir:

det(A+ B) = det(A) + det(B)

Sean A y B dos matrices cuadradas. Entonces det(A - B) = det(A) - det(B)
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1.3 Balance de Masas

Olivares, (2016). Enuncia que el concepto de continuidad o de conservaciéon de masa es

uno de los mas fundamentales en ingenieria. Basicamente este concepto establece que

para un sistema real en el cual no existe almacenamiento, la masa de las sustancias que

entran debe ser igual a la masa de las sustancias que salen de él. En forma muy simple

este concepto se puede escribir como:

Entradas = Salidas

Si el material se acumula dentro del sistema tenemos que:

Variacion = Entradas — Salidas

Lo cual el modelo matemético se representa de la siguiente manera:

dcv ) .
—— = Th, — T
dt
dC 1. 1.
— = 5 Ment — 5Mgq
A
Ademas: N
me = Z Qent,i : Cent,z’
i=1
Y M
Mgal = Z Qsal,j : Csal,j
j=1
Donde:

Q: Representa el flujo volumétrico (ﬁ)

C: Representa la concentracién de algiin componente (tanques) (

g
l

)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)
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1.3.1 Balance masico para sustancias conservativas

Olivares, (2016). Supongamos un sistema que intercambia masa con su entorno, tal como
se indica en la Figura (1.2). En esta figura las variables Q representan flujos volumétricos
(L3/T) que entran o salen del sistema, mientras que C corresponde a la concentracién
(M/L?) de algiin componente de interés. Para un componente conservativo (es decir que
no sufre ningin tipo de reaccién quimica o degradacién), es posible escribir la siguiente

ecuacion diferencial basada en la conservacién de masa:

d

N M
E(V ’ Csis) = Z Qent,i : Cent,i - Z Qsal,j : Csal,j (17)
i=1 =1

Los subindices “ent” y “sal”se refieren a las entradas y salidas desde el sistema, respecti-
vamente, mientras que el subindice “sis” indica la concentracion al interior del sistema.

El volumen V representa al sistema en estudio.

Qently Ce'n,tl
ant27 CcntZ

Qsalh Csall Qsal2: Csal2

Figura 1.2: Esquemas para balances de masa

Si consideramos que el volumen al interior de este sistema se mantiene constante, la

ecuacion anterior se puede escribir en forma mas compacta como:
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SZS v Z Qent i ent,i - Z Qsal,] sal,] (18)

Para condiciones estacionarias o de régimen permanente la derivada temporal en la
ecuacién (1.8) es igual a cero y todos los valores de Q y C son constantes. De esta

manera, se puede obtener la siguiente ecuacion:

M
Z Qent 7" ent 7 Z Qsal,j : Csal,j (19)
j=1

1.3.2 Balance Volumétrico

Olivares, (2016). Enuncian otra ecuacién importante resulta si consideramos que en la
ecuacion (1.7), la concentracion C' se refiere més bien a la densidad del fluido. De esta

manera, la ecuacién (1.7) se puede escribir como:

d
dt V pszs ZQentl pentz ZQsal,j psal,j (11())

Esta ecuaciéon se puede extender en su lado izquierdo:

dpsi AT M
v d;zs + Psis - d—t = Z Qent,i * Pentyi — Z Qsal,j * Psal,j (11]_)
=1 j=1

Si la densidad es constante (fluido incompresible) se obtiene la ecuacién de balance

volumeétrico:
N M
= Z Qent,i - Z Qsal,j (112)
i=1 j=1

Finalmente, si la densidad y el volumen son constantes se obtiene la ecuacién de conti-

nuidad de la hidraulica fundamental:

N M
Z Qent,i = Z Qsal,j (113)
i=1 j=1
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1.4 Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Zill, (1998). Menciona que un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de
ecuaciones diferenciales que contienen varias funciones incognitas y sus derivadas. Los
sistemas de ecuaciones diferenciales juegan un rol esencial en la descripciéon matematica
de fenémenos fisicos, ya que en general no resulta facil hallar leyes que vinculen di-
rectamente las magnitudes que caracterizan dichos fenémenos, aunque si es posible en
muchos casos determinar la dependencia entre esas magnitudes y sus derivadas. Esto
dard origen, en general, a un sistema de ecuaciones diferenciales, que determinaria la
evolucion del sistema fisico.

Dado el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales

J‘Jl :fl(t7$1,$27...,$n)
ZL'/2 = fg(t, T1,T2, ... ,l‘n)
B (1.14)
.CL’;L = fn<t,$1, Lo, . .. ,.Tn)
Condiciones iniciales
7;(0)=2x}, i=0,1,...,n
paraa <t <b
La ecuacién (3.1) puede escribirse en forma de vector de la siguiente manera:
' = f(t, z) (1.15)
Donde:
L1 fi
x
e | =] "
Tn fa
Una solucién de este sistema es un vector X (¢) de n componentes x;(t), i = 1,...,n,

que satisface la ecuacién anterior en algin intervalo de t (t € I C R).
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1.4.1 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales

de Primer Orden

Zill, (1998). Menciona que dado el siguiente sistema (3.1) puede escribirse de la siguiente

forma:

/ —
Ty = a1 + 122 4+ ... , ATy
/ —
Ty = Aa21T1 + Q9279 + ... , Aon Ty
(1.16)
/ —
T, = Gp1T1 + QpaX2 + ..., QppTy
Condiciones iniciales
zi(0)=xp, 1=0,1,...,n
paraa <t <b
Notese que el sistema es lineal y puede tomar la forma siguiente:
= Ax (1.17)
donde
apl a2 A1n
21 G22 QA2n
A=
Gp1  An2 Qpn
es una matriz constante.
Definicién 1.3. Si x1, 9, ..., x, son n vectores solucién linealmente independiente del

sistema homogéneo (1.17), entonces la matriz fundamental formada por los vectores

x1,T9,...,T, €s la matriz cuyas columnas son los vectores x1,xs, ..., x,, es decir

x=(r1 29 ...

Ty) (1.18)
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Definicién 1.4. La matriz fundamental tiene tres propiedades basicas:
1. La matriz fundamental es no singular, es decir, siempre es invertible.

2. La derivada de la matriz fundamental (que se realiza derivando individualmente

las componentes de la matriz) cumple

2'(t) = A(t)a(t) (1.19)

3. La solucion general del sistema homogéneo puede escribirse como
x(t) = M (1.20)

donde A es un nuimero real o complejo y v un vector independiente del tiempo.
O de la forma

xp(t) = zc (1.21)
donde ¢ es un vector de constantes

Esta ecuacion (1.17) se va a resolver en forma matricial como se muestra a continuacion.

De la ecuacion (1.20) se tiene

r =My (1.22)

donde se toma v constante. Derivando se tiene
z' = Mo (1.23)

y sustituyendo en (1.17) se tiene

ety = AeMy (1.24)
por lo tanto, A debe cumplir la ecuacién
A= Av (1.25)

es decir, \ debe ser un valor propio de A y v un vector propio de A. es necesario consi-

derar valores propios tantos reales como complejos de la matriz A.
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Para hallar los valores propios de la matriz A se hallan las raices del polinomio carac-

teristico de A, es decir, se resuelve la ecuacién
det(A— M) =0 (1.26)
Luego los vectores propios se hallan resolviendo el sistema homogéneo
(A= X)v=0 (1.27)

Si v es un vector propio con valor propio A entonces

es una solucién del sistema (1.17)

Definicién 1.5. Suponga que se tiene el sistema lineal homogéneo
¥ = Ax

Si la matriz nxn A posee Unicamente valores propios reales y posee n vectores linealmen-

te independientes vy, ..., v, que corresponden a los valores propios ( no necesariamente
distintos) Aj, ..., A, entonces la solucién general del sistema homogéneo anterior es
x, = ety + ety + ..+ e ety (1.28)

Definicién 1.6. Para hallar la solucién correspondiente a un valor propio A = a + b
de la matriz A con vector propio v se toma la parte real e imaginaria de la solucién

compleja, es decir, se toma

e Re(elT0) 4 coIm(elatP)t) (1.29)
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1.4.2 Exponencial de una matriz

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, (s.f.). Define:
Definicién 1.7. La solucién del problema de valor inicial
2'(t) = Az x(0) = xg (1.30)

tiene por solucion

x(t) = g (1.31)

Definicién 1.8. Si A es una matriz cuadrada, siempre tiene sentido multiplicar la matriz
consigo misma, es decir, formar las matrices 4, A%, ..., A". Ahora bien, la exponencial

de un nimero viene dada por el desarrollo de Taylor

et“=1+(ta)+(t;)2+...+=i(m)

(1.32)

por lo tanto, tiene sentido definir la matriz exponencial como su serie de Taylor

& ta™
o =312 (1.33)
n=0

n!

Definicién 1.9. Si A es una matriz n X n su matriz exponencial e se define como

o0 An
A _
A=y (1.34)
n=0
Propiedad 1.2. 1. e’ =1, donde 0,, es la matriz nula e 1,, la matriz identidad

2. La matriz exponencial conmuta con la matriz que la genera, es decir, Ae? = e4A

3. Si dos matrices conmutan, es decir, AB = BA entonces e?e? = eAT8 = eBe4

4. Si A es la matriz diagonal A = diag(dy,ds, ..., d,), es decir, los elementos sobre la
diagonal son dq,ds, ..., d, entonces la matriz exponencial es diagonal y nada mas

la exponencial de los elementos individuales sobre la diagonal, es decir,

e = diag(e®™,e®, ... ™)
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1.4.3 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales

de Primer Orden no Homogéneo

Zill, (1998). Menciona que dado el siguiente sistema (3.1) puede escribirse de la siguiente

forma:

.Tll = a11T1 + ajoxo + ... , A1 Ty -+ bl(t>
TH = anTy + ATy + ..., ATy + ba(1)
T = AT+ Apay + ..o, ATy + by (1)

Condiciones iniciales

z;(0) ==z}, 1=0,1,...,n

paraa <t <b

Noétese que el sistema es lineal y puede tomar la forma siguiente:

donde

11

a21

Gn1

a12

a22

Ap2

¥ =Ar+b

Q1n

Q2p,

a'nn

(1.35)

(1.36)

El siguiente resultado es la base para encontrar todas las soluciones del sistema (1.36)

Teorema 1.1. Sea xp, la solucidn general del sistema homogéneo x' = Ax y sea x, una

solucion particular del sistema no homogéneo (1.36). Entonces la solucion general del

sistema (1.36) es de la forma

T =2Tp+ Tp

(1.37)
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Demostracion.
Desde luego si © = xj, + x,, entonces x es solucién de (1.36).
En efecto
¥ o=+,

= Axy + Az, + b

= A(xp +x,) + b

=Ax+0
Asi pues todas las funciones vectoriales de la forma x = zj, 4z, son solucién del sistema
no homogéneo. Veamos que no hay mas; es decir, que cualquier solucién es de esta forma.
Sea x una solucién cualquiera del sistema (1.36) y x,, una solucién particular del mismo.
Entonces

x’—x; =Ar+b— Az, —b

= A(x — xp)
de modo que x — x, es una solucién del sistema homogéneo =’ = Ax.
Sea, ahora,
x= (11 29 ... Tp)
una matriz fundamental de soluciones del sistema homogéneo 2’ = Ax; es decir xy, o, ..., T,

forman un sistema fundamental de soluciones de ' = Az. Como z — x, es una solucién
del sistema homogéneo =’ = Az, debe poder escribirse como una combinacién lineal de
las columnas de z:

T—Tp=CT1+ CTa+ ...+ CpTy
para algunas constantes cy, cs, ..., c,. Por lo tanto
T =Tp + C1x1 + C2X2

Esto significa que cualquier solucion del sistema no homogéneo es suma de una solucion
particular de éste y de una solucién del sistema homogéneo. Y esto es lo que se queria

demostrar 0
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1.4.4 Variacion de Parametros

Sistemas no homogéneos y Aplicaciones, (s.f.). Enuncia que la solucién general del sis-
tema homogéneo =’ = Ax se puede escribir como la ecuacién (1.21) de la siguiente
forma

TR = xC

donde x es una matriz fundamental de soluciones y ¢ un vector arbitrario de niimeros
reales constantes. El método de variacién de parametro consiste en buscar una solucion

particular del sistema no homogéneo x’ = Az + b de la forma
x, = xc(t) (1.38)

donde se ha sustituido el vector de constantes ¢ por un vector de funciones c(t) que se
trata de determinar para que z, sea solucion del sistema no homogéneo. En lo que sigue
haremos las operaciones necesarias para dar una expresion lo méas explicita posible de
c(t) y, a partir de ella, de x.

Antes de proceder debemos recordar que, como = es una matriz fundamental de solucio-
nes, es invertible para todo t en el que A es continua y ' = Azx. Ahora, lo que queremos
es que el vector

z, = c1(t)ry + ca(t)ze + . .. + cn(t) T, = xc(t) (1.39)

sea una solucién del sistema (1.36); i.e. del sistema ' = Ax + b. Ahora bien, para que

el vector x, sea una solucién de (1.36) debe suceder que
x, = Az, + b (1.40)

Pero para derivar un producto de matrices de funciones se procede como para derivar
un producto de funciones (respetando el orden de multiplicacién). Como por (1.39)
x, = xc(t):

x,, = a'c(t) + xc(t)




33

y como x’ = Ax, se tiene que
x, = Awc(t) + xc'(t)
Sustituyendo en (1.40) obtenemos
Azxc(t) + zd (t) = Az, + b = Azc(t) + b

Por lo tanto, para que z, dado por (1.39) sea una solucién particular del sistema no
homogéneo (1.36) basta que
xd(t) =10 (1.41)

Este es un sistema lineal de ecuaciones cuyos coeficientes e incégnitas son funciones,

pero como la matriz de los coeficientes x es una matriz invertible siempre tiene solucién:
dt) =27
Ahora basta integrar para calcular ¢(t):

c(t) = /x_lb dt

Ahora sélo tenemos que sustituir en (1.38) para encontrar una expresion de una solucién

particular de la ecuacion no homogénea:

T, =xC= :c(/:c_lb dt) (1.42)

Una vez obtenida la expresién para x,, de acuerdo con el Teorema (1.1), la solucién

general del sistema no homogéneo sera

w(t) = ap(t) + (1)

= 2(t)c(t) + x(t)( / Y (1)b(t) dt) (1.43)

Nétese que z71(t)b(t) y / 271 (t)b(t) dt son vectores cuyas componentes se obtienen al

integrar las componentes de x71(£)b(t).

Ejemplo 1.4. Dos tanques estdn conectados como se muestra en la Figura (1.3). Ini-

cialmente en el depdsito B hay 1 kg. de sal disuelto y en el tanque A sélo hay agua. En
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ese mismo instante se comienza a bombear una disolucién de agua y sal con un caudal de

4—L_ v una concentracién de 30 ¢ al tanque A. La disolucién circula entre los tanques y

min.
hacia el exterior de acuerdo a los datos de la Figura (1.3), y se supone que se encuentra

uniformemente distribuida.

30 & —>>
A B
100 (. 100 1.
l
% 2min.
9 .

min.

Figura 1.3: 2 tanques conectados con entrada y salidas

Donde:
Flecha verde: Indica entrada de concentracién.

Fecha Azul: Indica Salida de concentracién.

Hallar la concentracion de sal en cada tanque en cualquier instante.

Solucion

El analisis de esta aplicacién se encuentra detallada en la aplicacién 2 del capitulo 3,

solo tomaremos en cuenta el sistema no homogéneo como se muestra a continuacion:

A 77700 100 2 T 100
R I
B 7700 " 100"

con una condicién inicial: ¢4(0) = 0, ¢g(0) = 10.

En forma matricial se tiene:
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3 1

/ 100 100 120

) _ “ )| 100

g 33 cB 0
100 100

Primero se halla la solucién general del sistema homegéneo, donde la matriz del sistema

es:

5 1
[ 100 100
33
100 100

Calculamos los valores propios de A utilizando la ecuacién (1.26)

det(A — \I) =0
5 1
100 100 10
— A =0
3 3 01
100 100
5 1
100 100
3 3
100 100

(=55 =) (=105 =) = () () ¢

i+2+2+)\2_i—0
10000 ~ 100 100 10000
A 12
2 _ _—
100 + 10000 0
2 6
A\ ——)(A ——):0
(+ 150) + 15
Asi pues, los valores propios de A son A 2 A 6
Vv = — = - .
b ) prop 1 100 Y A2 100

Calculamos un vector propio para cada valor propio mediante la ecuacién (1.27)

(A= M) =0
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2
Para \{ = ———
100
) ( 2 ) 1
100 100 100 v} [0
3 _3 _ <_ i) v2 0
100 100 100
5 2 1
- + JE— R
100 ~ 100 100 U1 B 0
332 Jlw) \o
100 100 100
3 1 3 n 1 0
- — ———U] + ——Vy =
100 100 o 0 100 ' 100 2
= =
3 1 Vs 0 3 1 .
— —— — U] — ——Uy =
100 100 100 ' 100 °
(1 3
1002~ 100"
S vy = 3y
3 1
( 100"t ~ 100"
Escogiendo v; = 1, un vector propio asociado al valor propio A\ = ~100 es up =
Y la solucién correspondiente
1 ~ o5
2 e~ 100
ety = My =t [ - | =
3 3e 100"
. 6
Procedemos de la misma forma con Ay = ~100
_5 _ <_ i) L
100 100 100 U1 B 0
3.3 <_ i) v2 0
100 100 100
5! 6 1
- + JE— R
100 ~ 100 100 VU1 B 0
3o 3 6 J\w) \o
100 100 100
11 Lo
100 100 " 0 1007 1007 T
= =
3 3 3
2 0 —V] + =V = 0

100 100 100 100
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1 1
— Uy = ———
100 2~ 100 '
& U = —U1
3 3
——U; = —
100 ° 100
6
Escogiendo v; = 1, un vector propio asociado al valor propio Ay = ~100 es
1 : :
Uy = . Y la solucién correspondiente
-1
1 ~Too'
6 e~ 100
ﬂji(t) = eAQtUQ e e_mt g 6
-1 —e 100"

La solucién general del sistema homogéneo sera:
2 6

T — st
c1e” 100" 4 cye” 100
wn(t) = 2, 6,
3cie 100" — coe” 100
2, 6,
e 100 e 100 1
ap(t) = 2. 6,
3e 1000 —e 100 Co

g

z(t) c

Con ¢; y ¢y constantes arbitrarias.

Calculamos una solucién del sistema no homogéneo por el método de variacién parame-

tros. Se tiene de la ecuacién (1.39)
Tp(t) = cr(t)a1(t) + ca(t)xa(t)

siendo ¢1(t) y c2(t) las funciones que se obtienen integrando las soluciones del siguiente

sistema de la ecuacién (1.41)

xd(t)=b
2 6 120
—mt —mt / -
e 2 e ’ at) \ 100
3¢~ 1000 —e 100" ch(t) 0
_2 _6 120
e T (e T = 10 ()
-
2 6

3¢ (t)e 100" — ch(t)e 100" =0 (I1)
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Sumando las ecuaciones (II) y (I) se tiene:

_ 2 120
4c; (t)e 100" = 00
1 3
4‘0'1(15)6 %t = lio,m
2 3
(e o0t =
3 2
d(t) = 1—06100t

Integrando se tiene

3 100 2
c(t) = 0% 5 e100"
3 2y
Cl(t) = — T ——e100

Multiplicando por 3 a la ecuacién (I)

2 6
3l ()0 4 Bej(t)e T =2 (1)

3¢ (t)e_l%t — (t)e_%ot =0 (I1)
1 2 =

Restando las ecuaciones se tiene

_6_ 360
4cl (H)e” 100t = ==
! 6, 360
Aeh(t)e 100" = el
6 9
e 100t = =
co(t)e 10
9 6
&y (t) = —eT00"
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Integrando se tiene

9 100 6,

= — x __"e100
ell) =15+ 5 ¢

3 }6'5

g 6

co(t) = — ¥ ——€100

Asi que
Tp(t) = c1(t)z1(t) + cao(t)za(t)
2 6
2, e~ 100" 6, e 100"
xp(t) = 15¢100 9 + 15¢100 6
3e~100¢ —e " T00°
2 2 6 6
e100° % ¢~ 100" e100! % ¢~ 100"
=15 % L e e
3e100" % ¢~ 100" —e100! % ¢~ 100°
1 1
2,(t) = 15 +15
3 —1
15+15
xp(t) =
45 — 15
30
xp(t) =
30

La solucién general del sistema no homogéneo se tiene de la ecuacién (1.37)

2(t) = n(t) + (1)

2 6

— ot — =t
c1e 100" 4 coe” 100 30
z(t) = I I
3cie” 1007 — ¢ye” 100 30

2, _ 6,
cre 1007 + coe 1007 + 30

w(t) = ET
3cie” 1007 — coe” 1007 + 30
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Imponemos ahora la condicién inicial ¢4 =0y cg = 10, para t =0

2 6
c1e” 1000 4 o100 + 30

z(0) = 2 6
3c1e7 1000 — ¢y~ 100 4 30
c1+co+ 30
+(0) = 1T C2
301 —Cy + 30
0 Cl+02+30 01+Cz+30 =0
= =
10 3¢ —co + 30 3cp —ca+30 =10
c1+cy = —30

301—02 =10—-30

¢+ =-=30 (I1I)
301—02 =-20 (IV)

Sumar (I1T) y (IV) se tiene

401 = —50
50
0 =——
T
¢ = —12.5
Reemplazando ¢; en la ecuacién (I11)
C1+ Cy = —30
—12.5 +cy = =30
co =—-30+125
Cy = —17.5

La concentracién de cada tanque en cada instante sera

Lt Lt
cq = —12.5e7 100" — 17.5¢- 100" + 30
2 6
cp = —37.5e 100" + 17.5¢ 100" + 30
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En Matlab

Figura 1.4:

t =0:300;

plot(t,y,t, z)

y = —(12.5) x exp(—(2/100) * t) — (17.5) x exp(—(6/100) * t) + 30;
z = —(37.5) x exp(—(2/100) x t) 4+ (17.5) * exp(—(6/100) * t) + 30;

30

25}

15

10

C0
a0 ||

100

concentraciones en los dos tanques.

150

200 250 300

Grdficas de las soluciones del sistema que modeliza la evolucion de las

La Figura (1.4) muestra las graficas de la evolucién de la concentracién en cada depdésito.

Vamos a ver el comportamiento con un tiempo de 0 a 1 minuto y poder comparar el

resultado resuelto con el método de Runge-Kutta de la aplicacion 2 del capitulo 3.

Tabla 1.6: Valores obtenidos de la concentracién de los tanques para t € [0, 1]

t CcA (&3]
0 12567100 — 17.5¢ 100 430 =0 37501060 4 17.5¢" 1000 430 =10
0.25 | —12.5¢-000%) _ 17.5¢-1000%) 430 —0.322885 | —37.5¢ 10002 1 17.5¢ 100 430 —9.926491
05| —12.5¢ 009 _17.5¢ 009 430 —0.641580 | —37.5¢ 009 4+ 17.5¢ 0609 430 —9.855928
0.75 | —12.5¢ 1007 — 17.5¢ 10007 430 —=0.956145 | —37.5¢ 1000™ 4 17.5¢- 10007 430 —0.788258
1 _12.5¢7100M — 17.5¢7 1000 430 —1.266637 3750 1000 4 17.5¢ 7100 430 —0.723429
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Grafica en Matlab

t=0:025:1;

y = —(12.5) x exp(—(2/100) x t) — (17.5) * exp(—(6/100) * t) + 30;
z = —(37.5) x exp(—(2/100) x t) + (17.5) * exp(—(6,/100) * t) 4 30;
plot(t,y,t, z)

J
|
|
{
|
|

CA0]]
Cy®)

o [ N w » a (o] ~ o] ©
T T T T T T T T T

0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

Figura 1.5: Grdficas de las soluciones del sistema que modeliza la evolucion de las

concentraciones en los dos tanques para t € [0, 1].

La Figura (1.5) muestra las graficas de la evolucién de la concentracién en cada tanque

para t € [0, 1].




Capitulo 2

Sistema de Ecuaciones Diferenciales ordinarias no

Homogénea mediante el Método de Runge-Kutta

2.1 Método de Runge Kutta

Coronel, & Chéavez, (2017). Enuncian que el método de Runge-Kutta va a permitir
solucionar ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primer orden la cual tiene la

forma siguiente:

Yirr = Yi + (wiky + woko + ... + wyky,), i=0,1,2,....n

ki = hf(ti,vi)

ke = hf(t;+ arh,y; + bi1k:)

ks = hf(t; + ash,y; + barky + baoks)

ky = hf(t; + ash,y; + bsiky + bsoks + bssks)

kn = hf(ti+ an—1h,yi + bp_11k1 + bp_12ks + b1 3ks + ... + b1 n—1kn—1)
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2.1.1 Método de Runge Kutta de Orden 4

Coronel, & Chévez, (2017). Enuncian que el problema de valor inicial

v =f(ty), a<t<b  yla)=a

en (N + 1) ntimeros uniformemente espaciados en el intervalo [a, b]:

El método de cuarto orden de Runge-Kutta (RK4) simula la precisién del método de
la serie de Taylor de orden N = 4 y consiste en calcular la aproximacién yk + 1) de la
siguiente manera:

Ye+1 = Yk + wiky + woky + wsks + waky (2.1)

Donde k1, ko, k3 v k4 son de la forma

1 =0,1,2,.

ki =hf (t,,y,)

ke = hf(t;+ arh,y; + biky)

ks = hf(t; + ash,y; + boky + bsks)

ky = hf(t; + ash,y; + biky + bska + beks)

Comparando estos coeficientes con los del método de Taylor de Orden 4, de manera el

error de truncamiento sea de orden O(h®). Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
b1:a1 b2+b3:a2 b4+b5+b6:a3

w1+w2+w3+w4:1 W + W3 + Wyasz =

3

Wea? + w3a3 + wya3 = W3 + w3a3 + wyal =

wgalbg + w4(a1b5 + a2bﬁ) U)3a1a2b3 + w4a3(a1b5 + a2b6) =

|
|’—‘ = Wl
§|’_‘ Wl W= Nl

wga%bg + 'LU4(CL%b5 + a%bﬁ) =1 w4a1b366 =

N

Este sistema consta de 13 incégnitas y solo 11 ecuaciones, asi que debemos anadir dos
condiciones adicionales para resolverlo. Tomaremos: a; = % y by =0

Entonces los valores de la solucion para las demas variable son:
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ag=3;a3=1b1 =303 =504 =bs =0 bg =1 wy = ; wp = 3; w3 =
Sustituyendo en las ecuaciones (2.1) obtenemos la férmula del Método de Runge-Kutta

de orden 4:

h(k‘l + 2ko + 2ks + ]{?4)
6

Yk+1 = Yk +
Donde
kFi= f(tk, k)
ko= fltu+ 2y +211)
(
(

ks= flte+ 2%y +5f2)
ky= f(tx +h,yx + hfs3)

2.1.2 Precision del Método de Runge-Kutta

Coronel, & Chavez, (2017).

Sea y(t) la solucién del problema de valor inicial

y' = [ft,y) en [to, tu]

con y(tg) = yo. Si y(t) € C°[ty,b tr, yk) MM es la sucesién de aproximaciones
y( Yo- Si y y Yr) F =0

generada por el método de Runge-Kutta de orden 4, entonces:
= Error de truncamiento global
lexl = ly(tk) — yul = O(h") (2.2)
= Error de truncamiento local

lert1] = [y(tr1) — yx — KT (tr, yi)| = O(R®) (2.3)

El error global final del extremo derecho del intervalo, viene dado por

E(y(b),h) = ly(b) — yu| = O(h") (2.4)
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Para el caso de orden 4, tomamos dos tamanos de paso h y h/2, tenemos:
E(y(b), h) ~ Ch* (2.5)

Para el tamano de paso més grande

h* 1
B(y(),5) ~ e = Lont ~

L= '~ = E(y(b), h) (26)

Podemos ver que si el tamano de paso en el método de Rungue Kutta de orden
4 se reduce a la mitad, entonces el error global final se reducira en un factor de

1
orden de —.
16

2.2 Método de Runge-Kutta de Orden 4 para
Sistemas de Ecuaciones no Homogéneas con

coeficientes constantes

Collante, (2011). Menciona que el método de Runge-Kutta de cuarto orden va ha per-
mitir solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogéneas
con coeficientes constantes.

La ecuacién (1.15) la resolveremos por las iteraciones del Método de Runge-Kutta de

cuarto orden para sistemas no homogéneos, donde:

ki = hx* f(t,, x,)

ky = h f(t + Lh, 2 + Lhy)
ks = hx f(t,+ sh,x, + ko)
ko = hox f(ty+ Rz + k)

paraa <t <b

1
Tut = o+ ¥ (/ﬁ +2k2+2k3+k4)
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Donde:
b—a
=5
[a,b] = Intervalo
n = Nuamero de variables
N = Nuamero de subintervalos
h = El valor del incremento de h se llama tamano de paso

Nuestro objetivo es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no
homogéneas por el método de Runge-Kutta.
(Collante, 2011) en su libro texto afirma que el sistema (3.1) puede escribirse en forma

lineal de la siguiente forma:

' =Ax+ B (2.8)
entonces (2.7) se escribe como:
ki = h=x[Axz,+ B(t,)]) = k7
ky =hx[Ax(za+ 3k) + B(tn + 5h)] =k 29)
ks = hx[Ax(z,+ $ko) + B(t, + 3h)] =k}
ki = helAx (@t k) + Blta+ )] =k
1
Tupr = T+ ¢ % (ko + 2k + 2k + ki) (2.10)

Observacién 2.1. “n”depende del ntimero de variables




Capitulo 3

Aplicaciones: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias Lineales no Homogéneas por el Método

de Runge Kutta Asistido con Matlab

3.1 Aplicacién 1

Collante, (2011). Dado el siguiente sistema lineal no homogéneo:

)y = 3wy + 2wy — (262 + 1)e?
Ty =4y + 3o+ (82 + 2t — 4)e*
Condiciones iniciales
z1(0) =0, 22(0)=1
0<t<1

Solucion.

1-0
Identificamos Ay B donden =2, N =4y h = 1 =0.25



49

0 025 05 075 1

to t ty 13 ty

Primera iteracién: Se halla el primer incremento

Para t; = 0.25

ki = h (A %@, + B(tn)) - 0.25<[A]9:n + B(O))

([3 2] {:ﬁ] [(2t2+1)62t ])
—0.25 +
4 1 To (82 + 2t — 4)e*

—(2(0)2 4 1)e2® . 2 N —1
((0)2 +2(0) — 4)e20 | | 1 4

2
+
1
1 0.25 =
-3 075 2
+
2
1

=0.25

= O

1
h
1 + Lk} . —(2(to + 1)? 4+ 1))
h
Ty + Lk3 ((to + 1) +2(tg + 1) — 4)e?ot2)

A
320125 —(2(0.125)? + 1)e20125)
=0.25 4
4110625 ((0.125)% + 2(0.125) — 4)¢2(0-125)
1.625 —1.324151
=0.25 +
1.125 —4.795032
0.300849 0.075212 k)
—0.25 - _
—3.670032 —0.917508 k2
ks = hx[Ax (2, + 3ks) + B(ta + 3h)]
h
oos |3 2] mrak |, | —Clo+ 3+
p— . h
4 1] |zt ok ((to + B)2 4 2(ty + ) — 4)Xt0*2)
3 2| | 0.037606 —(2(0.125)2 + 1)e20:125)
—0.25 n
41| 0541246 ((0.125)% + 2(0.125) — 4)¢2(0129)
1.19531 —1.324151
= 0.25 +
0.69167 —4.795032
—0.128841 —0.032210 k)
~0.25 — _
—4.103362 —1.025840 k2
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ki = hx*[Ax(x,+ ks) + B(t, + h)]

3 2 x + ki (2t + )2 + 1)e2(toth) i
~0.25 vhks ||~ QR )
4 1 Ty + k2 ((to + h)? + 2(ty + h) — 4)e2to+h)
3 2| | —0.03221 —(2(0.25)? + 1)e029)
—0.25 N
41| | —0.025840 ((0.25)2 + 2(0.25) — 4)¢2(0:25)
—0.14831 —1.854811
= 0.25 +
—0.15468 —5.667479
—2.003121 —0.500780 =
= 0.25 = =
5.822159 1.455539 %

z1 = z1(0) + 2 (ki + 2(k} + ki) + k})
71 = 04 £(0.25+ 2(0.075212 — 0.032210) — 0.500780)= -0.027463

Ty = 32(0) + 2 (kT + 2(k3 + k%) + k3)
zy =14 1(—0.75+2(—0.917508 — 1.02584) — 1.455539)= -0.015373

Segunda iteracion: Se halla el segundo incremento

Para to = 0.5

ki = hx (A * T, + B(tn)) = 0.25<[A]x0 + B(0.25)
T —(2t% 4+ 1)e*
+
(12 + 2t — 4)e*
—0.027463 N —(2(0.25)% + 1)e2(025)
—0.015373 ((0.25)% 4-2(0.25) — 4)e2(0-25)

( —0.113134 —1.854811
_l’_

= 0.25
=0.25

= 0.25
—0.125224 —5.667479

—1.967946 —0.491986 ki
—5.792704 —1.448176 k2
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2

4

] |

—2.299290
—1.833285
—5.011696
—8.415832

1+ %k%
To + lk%
—0.273456
—0.739461

% (2o + k1) + Blta + 1))

|

—2.712406
—6.582547
—1.252924
—2.103958

* (25 + ko) + B(ty + 3h))]

h
—(2(t, + 1)+ 1)e”1 )
(L +22+20t+ %)
—(2(0.375)2 + 1)e2(0-37)
((0.375)2 4 2(0.375) — 4)2(0375)

_ 4)62(t1+%)

k3
k3

h
—(2(t + §)7 + et 2

(L +5)2+2(t + %)
—(2(0.375)2 4 1)e2(0-37)
((0.375) 4 2(0.375)

|
J-(5)

_ 4)62(t1+%)

_ 4)62(0.375)

—(2(t1 +h)2 + 1)62(t1+h)
((ty + h)2 +2(t, + h) — 4)e2tath)

* [A
Ty + 1]{51
= 0.25
To + 1]{32
—0.653925
=0.25
—1 067352
—4.096478 N —2.712406
—3. 683051 —6.582547
—6.808885 —1.702221
= 0.25 =
—10.265598 —1.067352
= hx[Ax (z,+ k3) + B(t, + h)]
T+ k‘l
= 0.25
To + k‘z
—1.72968
=0.25 +
—2.58177
—10.352597 —4.077423
= 0.25
—9.500508 —7.475275
—14.430020 —3.607505
—16.975783 —4.243946

—(2(0.5)% + 1)e*©)
((0.5) +2(0.5) -

_(
ki

)

1) £2(0.5)
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x1 = 21(0.25) + £ (ki + 2(k3 + k3) + k})
z1 = —0.027463 4+ 1(—0.491986 + 2(—1.252924 — 1.702221) — 3.607505)= -1.69576

Ty = 12(0.25) + (ki + 2(k3 + k3) + k3)
xy = —0.015373 + 1(—1.448176 + 2(—2.103958 — 1.067352) — 4.243946)= -2.52085

Tercera iteracién: Se halla el tercer incremento

Para t3 = 0.75

ki = h+ (A %+ B(tn)) - 0.25<[A]x0 + B(0.5)
3 2 T —(2t% + 1)e*
+

—18.504476 —8.235028
—25.868332 —6.467083 k3
—26.739504 —6.684876 k2

=0.25
4 1 Ty (12 + 2t — 4)e
3 2 —1.69576 —(2(0.5)% 4 1)e%0
=0.25 +
4 1 —2.52085 ((0.5)2 4+ 2(0.5) — 4)e2©-5)
—10.128971 —4.077423
=02 +
—9.303885 —7.475275
B —14.206393 | [ —3.551598 Kl
—16.779160 —4.194790 k?
ko = h*[Ax(z,+ 1ki) + B(t, + 2]
h
3 2 Ty + tki —(2(ty + 1)? 4+ 1)e*22)
=0.25 + 0
4 1 T + %k‘% ((ts + %)2 20ty + %) . 4)62(t2+§)
3 2 —3.471559 —(2(0.625)% 4 1)e2(0:625)
=0.25 +
4 1 —4.618241 ((0.625)% 4 2(0.625) — 4)e2(0-625)
—19.651158 —6.217173
=0.25 +
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ks * [A % (z, + 1ko) + B(tn + 1h)]
h
+ $ki —(2(t2 + B)2 + 1))
—0.25 A T L !
To + lk% ((tz + g)2 + 2(t2 + %) - 4)62(t2+§)
—4.929301 —(2(0.625)2 + 1)e2(0:625)
=0.25 +
—5.863284 ((0.625)2 + 2(0.625) — 4)e2(-625)
—26.514471 N —6.217173
—25.580489 —8.235028
—32.731645 | [ —8.18291 \ [ K
—33.815516 —8.45388 k2
(zn, + k3) + B(t, + h)]
xy + ki —(2(ty + h)? + 1)e2tz+h)
0o vHRE | QR )
i) + /{732, ((tQ + h)2 + 2(t2 -+ h) — 4)62(t2+h)
—9.87867 —(2(0.75)% + 1))
=0.25 +
—10.97472 ((0.75)% +2(0.75) — 4)e*0-7)
—51.585462 N —9.523589
—50.489408 —8.683273
B —61.109052 \ [ 15277263 \ [ ki
—59.172681 —14.793170 k2

z1 = 21(0.5) + 2 (ki + 2(k} + k3) + ki)
z1 = —1.695760 + &(—3.551598 + 2(—6.467083 — 8.18291) — 15.277263)= -9.71723

Ty = 22(0.5) + 2(k? + 2(k3 + k3) + k3)
xy = —2.520846 + £(—4.194790 + 2(—6.684876 — 8.45388) — 14.793170)= -10.73176

Cuarta iteracién: Se halla el cuarto incremento

Para t, =1
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ke = h (A % Ty + B(tn)) - 0.25([/1]9:0 + B(0.75)

321 n —(2t% + 1)
=0.25 +
41 T (t2 + 2t — 4)e*
3 2 —9.717235 . —(2(0.75)2 4 1)2079)
—10.731757 ((0.75)2 + 2(0.75) — 4)e2(©-7)
—50.615219 —9.523589

_'_
—49.600696 —8.683273

—60.138808 —15.034702 | [ K
—58.283969 —14.570992 k2
* [Ax (z, + ki) + B(t, + 2)]

h

x1 + Lk} —(2(t3 + B)2 + 1) +2)
=0.25 + h
o + 3ki ((ts + B2 4 2(t5 + &) — 4)e*H2)

=0.25

2

—17.234586 —(2(0.875)2 + 1)e2(0:879)
=0.25 -
—~18.017254 ((0.875)% 4 2(0.875) — 4)e2(0-87)
—87.738264 N —14.566338
—86.955596 —8.541988
—102.304602 \ [ 25576151 \ [ K}
—95.497585 —23.874396 k3
ks « [Ax (z, + 3ko) + B(t, + $h))
h
0o ntgks || Qa5 1)etata) :
xo + 1k3 ((ts + B2 4 2(t3 + &) — 4)e*PH2)
—22.505310 —(2(0.875)% 4 1)e2(0:87)
=0.25 -

—22.668956 ((0.875)2 + 2(0.875) — 4)¢2057)

( —112.853841 —14.566338
( —112.690195 " —8.541988 )

—127.420179 —31.85504 k3
( —121.232184 —30.30805 k2
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ky = hx[Ax(x,+ks)+ B(t, + h)]
3 2 Ty + ki . —(2(ts + h)? + h)e2ts+h)

=0.25
4 1 Ty + k2 ((t3 + h)? + 2(t3 + h) — 4)e2ts+h)
3 2 —41.57228 —(2(1)2 4 1)e2®
=0.25 +
4 1 —41.03980 ((1)% 4 2(1) — 4)e2®
—206.796445 —22.167168
=02 +
—207.328921 —7.389056
0 —228.963613 —57.240903 k}
' —214.717977 —53.679494 k2

x1 = 21(0.75) + (ki + 2(k3 + k3) + k})
x1 = —9.717235 + 1(—15.034702 + 2(—25.576151 — 31.85504) — 57.240903)= -40.90690

Ty = 22(0.75) + (ki + 2(k3 + k3) + k})
xy = —10.731757 + 1(—14.570992 + 2(—23.874396 — 30.30805) — 53.679494)= -40.16765

Tabla 3.1: Resultados de manera directa de la aplicacion 1

k1 ks ks k4 Resultado
tn }‘} k% k} kg kl Ag l”ll k% 1 X2
0 0 1
0.25  0.250000  -0.750000  0.075212  -0.917508 -0.032210 -1.025841  -0.500781  -1.455540  -0.027463  -0.015373

0.5 -0.491986  -1.448176  -1.252924  -2.103958 -1.702221  -2.566400 -3.607505 -4.243946  -1.695760  -2.520846
0.75  -3.551598  -4.194790  -6.467083  -6.684876  -8.182911  -8.453879 -15.277263 -14.793170  -9.717235 -10.731757
1 -15.034702 -14.570992 -25.576151 -23.874396 -31.855045 -30.308046 -57.240903 -53.679494 -40.906901 -40.167653

Utilizando el Software Matlab

1. Crear un archivo m, donde se ingresa las funciones

function [F] = F(t,X)
F(1) = 3*xX(1)+2*xX(2)-(2*t"2 +1)*xexp (2*t) ;
F(2) = 4xX(1)+X(2)+(t72 +2%t -4)*exp(2%t);
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return;

2. Ingresar los datos en el Command Window

>>R= RK4_No_Homogeneo (QF,

o O O

(t) (x1)

0 0
.2500 -0.0275
.5000 -1.6958
.7500 -9.7172

.0000 -40.9069

.0000
.0154
.5208
.7318

L1677

0.2

Figura 3.1: Grdfica de x1(t) y z2(t) donde t € [0, 1]

0.4

0.6 0.8 1
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3.2 Aplicacién 2: Balance de Masas

Sistemas no homogéneos y Aplicaciones, (s.f.).

Dos tanques estan conectados como se muestra en la Figura (3.2). Inicialmente en el
depédsito B hay 1 kg. de sal disuelto y en el tanque A sélo hay agua. En ese mismo
instante se comienza a bombear una disoluciéon de agua y sal con un caudal de 4%
y una concentracién de 30 ¢ al tanque A. La disolucién circula entre los tanques y
hacia el exterior de acuerdo a los datos de la Figura (3.2), y se supone que se encuentra

uniformemente distribuida.

3—
( 2 ) | min. |

100 1. 100 1.

l
<—— 25
>

min.

Figura 3.2: 2 tanques conectados con entrada y salidas

Donde:

Flecha verde: Indica entrada de concentracién.

Fecha Azul: Indica Salida de concentracién.

Hallar la concentracién de sal en cada tanque en cualquier instante.

Solucion

Solucionaremos este tipo de problema utilizando balance de masas como se menciona

en las ecuaciones (1.2), (1.3), (1.4) y (1.7).
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Acumulacién = Entradas-Salidas

Ahora designaremos los simbolos c4(t) y ¢p(t) las funciones que nos proporcionan las

concentraciones en los tanques A y B a lo largo del tiempo.

1. Analizaremos el comportamiento de las entradas en el tanque A

41

min.

!
Entrada del tanque A %
0% R

100 1.

’_: Cp Entrada del tanque B
1L

1 min.

min.

Figura 3.3: Comportamiento de entradas en el tanque A

De la ecuacion (1.5) se tiene:

Velocidad de Velocidad de
. Concentracién Concentracién
MeaA = * | entrada de masa * | entrada de masa
en masa A en masa B
al sistema en A al sistema B
) [ [
oa = (303> X (4—,>+(c39) X (1—) — 120 4oy I = (120—0—03) 9
) min { min min min min

2. Analizaremos el comportamiento de las salidas en el tanque A

4L

min. 1

min.

30L& —> Salida del tanque A

Salida del tanque A 14

1 min.
min.

Figura 3.4: Comportamiento de salidas en el tanque A
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De la ecuacion (1.6) se tiene:

min min

l l [
Mg = (3— + 2—.) xead =5—— xesd =5e,-2
l min l min

3. Analizaremos la acumulacién en el tanque A

De la ecuacién (1.7) y la Figura (3.2) muestra que el volumen permanece constante

lo cual se tiene:
d(CAV)
dt

=Vd, =100,

4. Analizaremos el comportamiento de las entradas en el tanque B

1

Entrada del tanque B ———»»

B
100 1.

min.

Figura 3.5: Comportamiento de entradas en el tanque B

De la ecuacion (1.5) se tiene:

Velocidad de

. Concentracién
Mep — | entrada de masa | *

al sistema en B

en masa A

[
Mep = <3—> X <0Ag> = BCAL.
min [ min

5. Analizaremos el comportamiento de las salidas en el tanque B

l

B

100 1.

Salida del tanque BL‘
11

9_L

min.

ﬁ} Salida del tanque B

min.

Figura 3.6: Comportamiento de salidas en el tanque B

De la ecuacion (1.6) se tiene:
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6. Analizaremos la acumulacién en el tanque B:
De la ecuacién (1.7) y la Figura (3.2) muestra que el volumen permanece constante

lo cual se tiene:
d(CBV)
dt

=V = 100cy

7. Analizaremos la concentracion inicial en el tanque A:
De acuerdo a los datos del problema indica que no hay sal disuelta en el tanque

A lo cual se tiene:

ca(0) = 0%

8. Analizaremos la concentracién inicial en el tanque B:
De acuerdo a los datos del problema indica que hay 1Kg de sal disuelta en el

tanque B, lo cual se tiene:

gramos del soluto ~ 1Kg  1000g

= = — = = =102
litros de la solucion 1001 1001

l

CB(O)

El balance de materia en cada tanque da lugar a un sistema lineal de ecuaciones

diferenciales ordinarias lineales no homogéneas con coeficientes constantes:

d(caV) s — 1
dt - eA sA

d(CBV) —m S
dt - eB sB

100014 =120+ Cp — 5CA

100¢3 = 3ca — 3cp

Se forma el siguiente sistema no homogéneo:

541120
Ca = ~100%A 1 1008 T 100

(3.1)
) _ 3. _ 3.,

100°A ~ 100“B

con una condicién inicial: ¢4(0) =0, ¢(0) = 10.

Solucion.
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Utilizaremos el método de Runge-Kutta de orden 4 para resolver de manera itera-

tiva el sistema (3.1) y analizaremos el comportamiento de los tanques en 1 minuto.

1-0
Identificamos Ay B donden =2, N =4y h= 1 =0.25

% T 0
33 0
100 100

0 025 05 075 1
t() tl tg t3 t4

Primera iteracion:
Analizaremos el comportamiento en los primeros 15 segundos.

Para t; = 0.25

ki = hx (A*mn+B(tn)> = 0.25<A*xn+B(0)>

C -
= 0.25 A0 4| 100
3 3 | |cs 0
100 100
5 U 120
100 100 0 et 01 19
=0.25 + | 100 | [ =025 +
B3 3 |10 0 0.3 0
100 100
1.3 0.325 Ji!
—0.3 —0.075 2
ke = hx[Ax(z,+ %kl) + B(t, + %)]
15 5 | [ ] [0
—0.25 o | 100
3 3 cp + k3 0

100 100
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0.0915

0.1625 1.2
=0.25
9.9625 0
—0.294 [

1.2915 0322875 \ [ ki
~0.294 —0.073500 k2
= (x, + ]{72 )+ B(t, 2h)]
~0.25 AT 100
33 cp + 5k3 0
100 100
_% ﬁ 0.1614375 120
—0.25 ' 4| 100
3 3 9.96325 0
100 100
0.091560625 1.2
—0.25 +
—0.294054375 0
0.322890
— 025 ( 1.291560625 — 0.294054375 ) -
—0.073514
ky = hx[Ax(x,+ks)+ B(t, + h)]
5 10 | [een] [0
. 120
—0.25 AT | 100
33 cp + k3 0
100 100
5 b 120
100 100 0.322890156 =
—0.25 + | 100
3 3 9.926486406 0

100 100
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o2 1.283120356 | 0320780 \ [ ki
' —0.288107888 —0.072027 k2
ca = ca(0) + $(k} +2(k3 + Kk3) + k})
ca =0+ 1(—0.075 +2(—0.073500 — 0.073514) — 0.072027))= 0.3229

cp = cp(0)+ (k7 +2(k3 + k3) + k)
cp =14 £(—0,075000 + 2(—0,073500 — 0,073514) — 0,072027)= 9.9265

Segunda iteracién:

Analizaremos el comportamiento en los primeros 30 segundos.

Para to = 0.5
k) :h*<A*x”+B@Q>:05<AQV%B®50
T T 120
. 120
=0.25 A 4] 100
B3 3 | |cs 0
100 100
5 1 120
100 100 0.322885067 —
=0.25 + | 100
33 || 9926490973 0
100 100
0.083120656 1.2
= 0.25 +
—0.288108177 0
ggs [ 1283120656 ) [ 0320780 ) k!
' —0.288108177 —0.072027 i
ky = h*[Ax(z,+ ki) + B(t, + 2)]
- 0.95 AT 100
3 3 | stk 0
100 100
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0.483275149 120
—0.25 ‘ 4| 100
0.800477451 0
100 100
0074741017 || 1.2
—0.282216069 0
1.274741017 0.318685 k
—0.282216069 —0.070554 k2
= (T + 3ka) + Bty + 3h)]
= 0.25 AT 100
3 3 | [tk 0
100 100
_5 1 120
100 100 0.482227694 =
~0.25 4| 100
33 || 9891213965 0
100 100
0.074800755 1.2
~0.25 +
—0.282269588 0
s [ 2msoomss ) ozistoo |\ (K
T\ —0.282260588 —0.070567 k2
ky = hx[Ax(x,+ks)+ B(t, + h)]
5 10 | [ern] [12
. 120
—0.25 ATH L1100
B3 3 | etk 0
100 100
_5 1 120
100 100 0.641585256 =
=0.25 4| 100
3 3 9.855923576 0

100 100
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0.066479973 N 1.2

= 0.25
—0.27643015 0
B 1.266479973 | 0.316620 | k}
—0.27643015 —0.069108 k2

= c(0.25) + L (ki + 2(k} + ki) + ki)
ca = 0.322885067 + 1(0.320780 + 2(0.318685 + 0.318700)0.316620))= 0.6416

c

b

cg = cp(0.25) + (k3 + 2(k3 + k3) + k3)
cp = 9.926490973 + 1(—0,072027 + 2(—0,070554 — 0,070567) — 0,069108)= 9.8559

Tercera iteracidén:

Analizaremos el comportamiento en los primeros 45 segundos.

Para t3 = 0.75

A*%+B(»:Q%GM%+B@®)
1

100 100 120
c 22
= 0.25 A ] 100
3 L] o
100 100
1
o 120
100 100 0.641580241 =
=0.25 + | 100
3 9.855928072 0
100 100
0.066480269 1.2
=0.25 +
—0.276430435 0
1.266480269 | 0.316620 \ [ ki
—0.276430435 —0.069108 2
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ke = hx[Ax(z,+ %kl) + B(t, + %)]
— 0.95 AN 100
3 3 | [estsh 0
100 100
o T 120
100 100 0.799890274 —
~0.25 + | 100
33 || 9.821374267 0
100 100 -
0.058219229 1.2
=025 +
—0.27064452 0
oos [ 128219229 0.314555 kL
| —0.27064452 —0.067661 k2
ks = hx[Ax(z, + 3k2) + B(ty, + 3h)]
—0.25 TRl 100
3 3 | etk 0
100 100
o 120
100 100 0.798857644 =
=0.25 + | 100
33 || 9822097507 0
100 100
1.2
=0.25 [ 0058278093 — 0.270697196 | + |
s [ 122003\ [ o3usto ) (K
| —0.270697196 —0.067674 k2
ky = hx*[Ax(z,+ks)+ B(t, + h)]
%5 10 | [ern] [
. 120
—0.25 AT ] 100
B3 3 ||tk 0
100 100
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0.956149764 120
—0.25 ‘ + | 100
9.788253773 0
100 100 .
0.05007505 N 1.2
—0.26496312 | 0
1.25007505 0.312519 ki
—0.26496312 —0.066241 k2
ca = s(ki+2(k3 + k3) + k})

ca = 0.641580 + 5(0.316620 +2(0.314555 + 0.314570) + 0.312519)= 0.9561

cg = cp(0.5) + 2(k? 4+ 2(k3 + k3) + k)
cp = 9.855928 + 1(—0.069108 + 2(—0.067661 — 0.067674) — 0.066241)= 9.7883

Cuarta iteracion:
Analizaremos el comportamiento en los primeros 60 segundos, que equivale a 1

minuto.

Para t, =1

klzh*@x%+BW»:Q%QM%+B@%D

“ L1 100

33 | |es 0
100 100

o b 120
100 100 | | 0.956144823 =

3 3 || 9788258197 0
100 100

0.050075341 1.2
—0.264963401 0

+
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2

3

o 1250075341 \ 0.312519
' —0.264963401 —0.066241
= hx[Ax*(x 1k1)+B(t + )]
_ﬁ 100 ca+ Lkt
— 0.25 ATRM
3 cp + 5ki
100 100
1
100 100 1.11240424
—0.25
3 9.755137772
100 100
0.041931166 ) 1.2
—0.259282006 0
1.241931166 \ 0.310483
—0.259282006 —0.064821
* [A * ( xn—l— 1ky) —I—B(t + 1h)]
100 100 ca+ 2k
—0.25 AT
3 cg + %k’%
100 100
1
100 100 1.111386218
—0.25
3 9.755847947
100 100
0.041989169 ) 1.2
—0.259333852 0
1241989169 | 0.310497
—0.259333852 —0.064833

ki
K

k3
k3

120

100

120
100
0

k3
K
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ky = hx[Ax(z,+ ks)+ B(t, + h)]

=0.25

=0.25

=0.25

=0.25

0
100

3

100
5

100

3
100

1
100
3
100
1
100

3
100

0.033902142
—0.253703479

1.233902142

—0.253703479

CA—I-]{%

CB—l-]{Z?z,

1.266642115
9.723424734

1.2

0

0.308476
—0.063426

ca = ca(0.75) + (ki + 2(k) + ki) + ki)

ca = 0.956145 + 1(0.312519 + 2(0.310483 + 0.310497) + 0.308476)= 1.2666

cp =

cp =

cp(0.75) + (ki + 2(k} + ki) + ki)
0.788258 + 1(—0.066241 + 2(—0.064821 — 0.064833) — 0.063426))= 9.7234

120
100

120
100

0

La concentracion en cada tanque en el instante de 1min es:

ky
o

Tabla 3.2: Resultados de manera directa de la aplicacién 2

k1 k2 k3 k4 Resultado
tn k11 k12 k21 k22 k31 k32 k41 k42 CA CB
0 0 10
0.25 0.325 -0.075 0.322875 -0.0735 0.32289016 -0.07351359 0.32078009 -0.07202697  0.322885  9.926491
0.5 0.32078016 -0.07202704 0.31868525 -0.07055402 0.31870019  -0.0705674 0.31661999 -0.06910754  0.641580 9.855928
0.75 0.31662007 -0.06910761 0.31455481 -0.06766113 0.31456952  -0.0676743 0.31251876 -0.06624078  0.956145 9.788258
1 0.312519 -0.066241 0.310483 -0.064821 0.310497 -0.064833 0.308476 -0.063426  1.266637  9.723429
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Utilizando el Software Matlab

1. Crear un archivo m, donde se ingresa las funciones

function [G]=G(t,C)
G(1)=(-5/100)*C(1)+(1/100)*C(2)+120/100;
G(2)=(3/100)*C(1)-(3/100)*C(2);

return;

2. Ingresar los datos en el Command Window

>> RK4_No_Homogeneo (©G, 0, 1, [0, 10], 4)
(t) (C_n) (C_B)
ans = 0 0 10.0000
0.2500 0.3229 9.9265
0.5000 0.6416 9.8559
0.7500 0.9561 9.7883
1.0000 1.2666 9.7234

C
O P N W MO O NO O
— T T

o

0.2

0.4

0.6

o.8 1

Figura 3.7: Grdfica de Cx(t) y Cg(t) donde t € [0, 1]

La Figura (3.7) muestra las graficas de la evolucién de la concentracién en cada tanque

para t € [0, 1].
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Tabla 3.3: Comparacién de resultados para ¢ € [0, 1] minuto

Solucién Analitica

Solucién Numérica

lerror|

lerror]|

Tiempo Variacién de parametros Método de Runge-Kutta
t (segundos) CA CB CA CB CA CB
0=0s 0.000000 10 0 10 0 0
0.25=15s 0.322885 9.926491 0.322884 9.92649 0.000001  0.000001
0.5=30s 0.641580 9.855928 0.641581 9.855929 0.000001  0.000001
0.75=45s 0.956145 9.788258 0.956144 9.788259 0.000001  0.000001
1=60s=1’ 1.266637 9.723429 1.266638 9.723428 0.000001  0.000001

De acuerdo a la tabla (3.3), podemos observar el resultado de la aplicacién 2, la cual he-

mos resuelto de manera analitica por el método de variaciéon de pardametros y el método

de Runge-Kutta de orden 4 con un error de 0.000001, lo que significa que nos aproxi-

mamos a la solucion.

Ademas con ayuda del software Matlab comprobamos que los resultados que se obtienen

son de manera rapida y confiable.

Ademas se cumple nuestra hipdtesis que utilizando el método iterativo de Runge-Kutta

de cuarto orden asistido con Matlab a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

lineales no homogéneas entonces se hallard su solucién numérica mas aproximada.




Conclusiones

1. La aplicacién de balance de masas nos permitié construir un sistema de ecuacion
diferencial ordinaria lineal no homogéneo con coeficientes constantes, lo cual se
resolvié de forma analitica por el método de variacion de parametros y de forma
numérica por el método de Runge-Kutta de orden 4, se contrasta los resultados de
tal manera que de forma numérica se aproxima a la solucién real con un minimo

margen de error.

2. El método de Runge-Kutta de orden 4 nos permitié resolver sistemas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias lineales no homogéneas con coeficientes constantes y
comparar con el método de variacién de pardmetros los resultados de una manera

sencilla.

3. El software Matlab es una herramienta que permite comprobar inicialmente los
resultados obtenidos manualmente y ademas garantiza hallar una solucion del

problema en forma répida y confiable.



Recomendaciones

= Dar a conocer a los estudiantes y docentes de Matematica en profundizar la inves-
tigacion en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y verificar si

el método de Runge-Kutta de orden 4 permite solucionar este tipo de sistema.

» Utilizar el software matematico Matlab como una herramienta poderosa, rapida
y eficiente para la solucion de sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no

lineales.
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Anexo

3.2.0 Algoritmo para sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias lineales de primer no homogéneo

function R = RK4_No_Homogeneo(F, a, b, X0, N)

Sintaxis

[t, X] = RK4_No_Homogeneo(F, a, b, X0, N)

Entrada

- F es el sistema de ecuaciones diferenciales, almacenado
como un archivo F.m

- ay b son los extremos del intervalo

- X0 es la condicién inicial X0 = [X10, X220, X30, . . ., XMoO]
- N es el nimero de pasos

Salida

- t es el vector de la abscisas o variable independiente

- X es el vector de resultados, X = [X1, X2, X3, . . ., XM]
= (b - a) / N;

= zeros (1, N +1);

= zeros(N+1 , length(X0));

= [a : H : bl’;

K11 = Hxfeval(F, t(J), X(J, :));
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K12 = Hxfeval(F, t(J) + H/2, X(J, :) + K11/2);
K13 = Hxfeval(F, t(J) + H/2, X(J, :) + Ki12/2);
K14 = Hxfeval(F, t(J) + H, X(J, :) + K13);

X(J+1, :) = X(J, :)+(K11 + 2%xK12 + 2xK13 + K14) / 6;




