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Introduccién

En el mundo real, la biosfera es un campo importante para las actividades biolégicas
que son principalmente responsables de los cambios en la ecologia y el medio ambiente, y
la tasa de crecimiento de diferentes especies que dependen principalmente de la ecologia,
la capacidad de carga del medio ambiente, etc. como consecuencia de esto, la tasa de
crecimiento por parte de la presa es un asunto importante para el modelo de interaccién
depredador — presa. La coexistencia de especies bioldgicas que interactiian ha sido de gran
interés en las Gltimas décadas y ha sido estudiada ampliamente por varios investigadores
utilizando modelos matematicos. Un modelo de depredador - presa sin retardo fue estudiado
por Dubby considerando un crecimiento diferente del depredador. En muchos modelos de
EDO depredador — presa existente, se ignoré el tiempo de demora para la conversién de
biomasa de la presa a la poblacion depredadora. La realidad es que, en la ecuacién
depredadora, el retardo es causado a menudo por la conversiéon de la biomasa de la presa
consumida por biomasa del depredador puede ser en forma de crecimiento o reproduccién
del tamano corporal.

En el presente trabajo se propone seguir un modelo depredador-presa, que incluye un
retardo de tiempo discreto para modelar el tiempo de retardo entre la captura de presas y
la conversién a biomasa viable, considerando diferentes funciones de crecimiento de la

=t es incluido en la ecuacién depredadora que explica que los

presa. Ademads, el término e
depredadores interactiian con la presa en un tiempo “t” pero antes de morir y T unidades
de tiempo después de reproducirse (o crecer).(i.e. Si se asume una tasa de muerte con una
constante & para los depredadores que sobreviven en el perfodo de gestacién, esto significa

la probabilidad de sobrevivir entre el tiempo de retardo de conversién a biomasa).

Esta tesis ha sido dividida en tres capitulos. En el Capitulo 1 se tratan los
preliminares, como nociones bésicas de ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas de
ecuaciones diferenciales, estabilidad, nociones bésicas de ecuaciones diferenciales
ordinarias con retardo y algo breve sobre la teoria de bifurcaciones. En el Capitulo 2 se
estudia todo lo concerniente al modelo de depredador — presa sin retardo, se empieza con
sus aspectos preliminares a la formulacién del modelo, depredador-presa de Lotka —
Volterra y se estudia la estabilidad local.



Finalmente, en el Capitulo 3 se estudia el modelo depredador — presa utilizando
ecuaciones diferenciales con retardo donde la dindmica de la poblacién, responde a una
funcién depredadora a la densidad de la presa, esto se refiere al cambio en la densidad de
la presa adjunta por unidad de tiempo por depredador como cambia la densidad de la presa.
Por simplicidad, el holling de tipo I (i.e. h(x (t)) = yx(t); y > 0) de respuesta funcional
es considerado para ambos casos. El estudio es analizar la dindmica del modelo
depredador-presa de la poblaciéon que interactia debido la funcién de crecimiento
diferente, incluido el tiempo con retardo discreto para la captura de la presa y su conversion
a biomasa y el término e ot
Los analisis se muestran para la funcién de crecimiento monétona de la presa y la funcién

de crecimiento logistica de la presa.

Se espera que este trabajo de tesis sirva como punto de partida para futuras
investigaciones.

Finalmente se agradece a todas las personas que de alguna u otra manera han apoyado
para poder culminar con éxito el presente trabajo. En especial al Prof. Dolores Sanchez por
su valioso tiempo que le ha dedicado a la correccién de esta tesis.



Resumen

El presente trabajo de investigacién tuvo como objetivo, identificar la
manera como modelar matematicamente la interacciéon depredador — presa
que considere el tiempo en el que el depredador captura a la presa. Para ello

se han utilizado ecuaciones diferenciales ordinarias con retardo.

El anélisis de estabilidad lineal revela que, en ausencia de retardo para
la funcién monétona de crecimiento de la presa, el equilibrio de coexistencia
es un centro, pero si la funcién de crecimiento de la presa es logistica,
entonces el equilibrio de coexistencia es localmente asintéticamente estable

si f < yk yno existe si f > yk.

Si se muestra que T > 0, surge una solucién periédica en el caso de la
funciéon de crecimiento monétona de la presa, ya que la bifurcacion de Hopf
ocurre sin ninguna condicién. En el caso del crecimiento logistico de presas
cuando T > 0 la solucién periddica es posible a través de la bifurcacién de

Hopf bajo ciertas condiciones.
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Abstract

The objective of this research work was to identify the way to model the
predator — prey interaction in a pretentiuns manner that considers the time in
which the predator captures the prey. Ordinary differential equations with delay
have been used for this.

Linear stability analysis reveals that in the absence of delay for the
monotonic growth function of prey, the coexistence equilibrium is a center, but
if the growth function of prey is logistic, then the coexistence equilibrium is
locally asymptotically stable if § < yk and it does not exist if § > yk.

If is show that if T > 0, periodic solution aries in case of the monotonic
growth function of prey, as Hopf bifurcation occurs without any condition. In
the case of the logistic growth of prey T > 0, the periodic solution is possible

through Hopf bifurcation under certain conditions.
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Capitulo 1.

Preliminares

En este capitulo se presenta brevemente las herramientas matematicas necesarias para

comprender el resto de la tesis.

1.1. Nociones basicas de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Sistemas de ecuaciones diferenciales. Estabilidad.

1.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias EDO.
Definicién 1.1. Se llama EDO, a una ecuacién en la que aparece derivadas ordinarias de
una o mds variables dependientes respecto de una sola variable independiente.

Se puede expresar asi:

F(t,x(t), x'(t), x"(t), ... ... ,xM(@) =0 (1.1)

donde F es una funcién de n + 2 variables. Esto es la forma general de una EDO. De la

. . d'x .,
ecuacion (1.1) se puede despejar —on » entonces la ecuacién toma la forma:

n

d"x
— = f(t,x(t),x'(t), x" (t), ... ... , xM= (1)) (1.2)

dxm

se indica que "t" es la variable independiente y "x" es la variable dependiente, "n" es un

n n

nimero natural y se dice que (1.1) y (1.2) son EDO de orden "n". Es la forma normal de
una EDO.

12



Definicién 1.2. Una EDO de primer orden en la variable independiente "t" y variable

dependiente "x" es de la forma:

dx
= = f(tx®) (1.3)

x' = f(t, x) (1.4)
donde la funcién incégnita "x", es una funcién:
x: R—-> R
f: RxR™ - R" esuna funcién diferenciable con continuidad.

Definicién 1.3. Para cada (ty,xy) € D < R", el problema de valor inicial

{x’ = f(t.x) (1.5)

x(to) = Xo
consiste en determinar un intervalo abierto (a, b) conteniendo a t; y una solucién
x: (a,b) = R™. Laigualdad x(t;) = x; se llama condicién inicial.

En el presente trabajo se considera, f : R? > R, x: R—> R.

1.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas.

Las ecuaciones auténomas tienen una marcada importancia en los modelos, pues muchos
fenémenos funcionan igual todo el tiempo, para los investigadores resulta algo mas facil

promediar tiempos, por ejemplo, en semanas y no en dias.

Definicién 1.4. Un punto x* € A es un punto de equilibrio o estacionario de la ecuacién
(1.4) siysélosi f(x*,t) = 0 paratodo "t".

Ejemplo 1.1.

e Laecuacion x'(t) = x? — 4, tiene dos puntos de equilibrio, x* =2 y x* = —=2.

Definicién 1.5. Una EDO es aut6noma si en ella no aparece de forma explicita la variable
independiente.

Esto es, una ecuacién de la forma:

x' = f(x) (1.6)

donde f : R? — R es una funcién diferenciable.

13



Ejemplo 1.2. La ecuacién del ejemplo (1.1) es auténoma.

e La ecuacién diferencial x” + 4x" + 3x = 0 es auténoma de 2do. orden, pues
x" = —3x - 4x',donde F(x,x") = —3x - 4x".
La ecuacién diferencial x” + 4x = 0 también es auténoma de 2do. Orden.

e La siguiente ecuacién no es auténoma: x'' + 3tx’ + 2x = 0, pues aparece la

variable independiente t en ella.

La definicién de punto de equilibrio para (1.6) es la misma que se dio para la ecuacién

(1.4).

1.1.3. Estabilidad de una ecuacién auténoma.

Definicién 1.6. Un punto de equilibrio x* de la ecuacién (1.6) es estable si toda solucién

x = x(t) de (1.6) que en el instante inicial £ toma un valor x; suficientemente cercano

a X, permanece proxima a X" para todo t > t,.

Esto es: para todo €> 0 existe § > 0, § = 6(E), tal que |xg—x"| < &
implica |x(t) — x| < € Vt > ty. Si ademis se tiene tlim x(t) = x* se dice que el
—>00

equilibrio es asintéticamente estable. Los equilibrios que no son estables, se les llama

inestable. Ver (Figura 1-1).

\\?\é/

(a) b) (e)

+

_._

Figura 1.1: (a) Equilibrio estable, (b) Equilibrio asintéticamente estable, (c¢) Equilibrio

inestable
Ejemplo 1.3. En la ecuacién x' = x% — 4, los puntos criticos son x* =2, x* = =2,
ademds f(x) = x?2 —1,f'(x) = 2x = f((-2) = =4 < 0> x* = =2 es
asintéticamente estable. f'(2) = 4 > 0, entonces x* = 2es inestable. Ver (Figura
1-2).

——pd 4+——r—>
x* = =2 x* =12
Figura 1.2
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1.1.4. Sistemas de ecuaciones diferenciales.

Dada la naturaleza de la investigacién, en este trabajo, se consideran sistemas de
ecuaciones en dos dimensiones, esto es, sistemas con dos ecuaciones, pero la teoria en

muchos casos se daria de manera general, para un sistema de n ecuaciones.
Solamente se trataria con sistemas de coeficientes constantes y auténomos.

Definicién 1.7. Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en las

n variables, X1, X3,"**, X, €s un sistema de la forma:

X],_ == a11x1 +"'+a1nxn + bl
Xé = a21x1 +"'+a2nxn + bz

(1.7)

donde los coeficientes aij, b;; i,j = 1,---,n, son niimeros reales. En notacién matricial,

la ecuacién (1.7) se escribe asi:

x'=Ax + b (1.8)

Donde:
_ T
b = (bl' bZi"' ’ bn)
ai1 Q12 0 Qun
a a a
A=|%1 G2 . G
An1 Qn2 " Qnn
X1
X
x=|"7
xn
La ecuacién (1.8) es un sistema no homogéneo, si b = 0, la ecuacién:
x' = Ax (1.9)

es un sistema homogéneo.

15



Ahora un sistema con dos ecuaciones, es de la forma:

r
{x1 = a11X1 T A12X;

; (1.10)
Xy = Ap1X1 + AzX;
o también
{x’ = ay1X + apy (1.11)
y' = az;x + azy

esto es, f(x,y) =a;1x+ay, g(x,y) =azx+ayy son funciones lineales.
Luego se tiene el sistema auténomo:

{x' =f(xy)

y' =9(x) (112)

Ejemplo 1.4.

e [El sistema:

x''=3x—y
y = x—3y
es auténomo lineal.
e El sistema:
x' = xy?
y = -y?

es auténomo no lineal.

Definicién 1.8. Se dice que A es un valor propio de la matriz A en (1.9) si existe un valor
u # 0 para el cual:

Au = Au

en consecuencia, los valores propios de la matriz A son las raices de la ecuacion
caracteristica.

Py(1) = det(A—AlI) = 0

det(A— Al = 0 (1.13)

16



Donde I es la matriz identidad n X n, y los vectores propios asociados a un valor propio 4

son las soluciones u de la ecuacién:

(A—ADu = 0 (1.14)
Ejemplo 1.5.

x'=x+4y

y' = 2x + 3y
Solucién

A= (1 4), la ecuacién caracteristica es det(A — AI) = 0

2 3
1-1 4 |_
2 3—/1_0
(1-2)B3-1)-8=0
A2 —4)—-5=0

2.1 = 5 AZ = -1
para hallar los vectores propios se encuentran resolviendo las ecuaciones:

A-=5Du =0y A+ Du = 0.Estoes:

CI e

Son los vectores propios asociados a los valores propios A y 4,.

Luego se tiene dos soluciones de la forma e**u del sistema dado

ety = 5t (é) y ehaty, = ot (—11)

Estas dos soluciones forman un conjunto fundamental, pues:
o5t _p-t
5e 5t et

Por lo tanto, la solucién general se escribe asi:

x(t) = (;CI) =g e°t (;) +cyet (_11)

C1, Cy, son constantes arbitrarias.

W) = = 6e*t #0

17



1.1.5. Estabilidad de los sistemas de ecuaciones.

Definicién 1.9. Un punto (x*, ¥*) es un punto de equilibrio ( o estacionario) del sistema:

{x' =f(xy)
y' =g9xy)
Siysolosi f(x*,y)=0 y g(x*,y*)=0.

Ejemplo 1.6.

e Hallar los puntos de equilibrio para el sistema:

{x’ =1-y
y' =x%+y
Solucién

Sea: 1—y=0, x3+y=0
Por tanto, existe un tinico punto de equilibrio que es: (x*,y*) = (—=1,1)
Es decir, es la tnica solucién que permanece constante en el tiempo.

e Hallar los puntos de equilibrio para el sistema:
(= G-Do -
y=x+Dy+1

Solucién
Sea: (x—1Dy-1)=0 +D+1)=0
Por tanto, los puntos de equilibrio que es: (x*,y*) =(1,—1) y
(x*y) =(-1,1)
es decir:
fGy=-Dy-D=f1-1)=0
g,y =+ D+ =9(-11)=0
Definicién 1.10. Se dice que un punto de equilibrio (x*,y*) del sistema:

{x’ = f(x(t),y(®))
y' = gx(t),y(t))

Es estable si dado € > 0 existe § > 0y ty > 0 tal que: [|(x(tp), v(to)) — (x*, y)I < &

entonces || (x(ty), ¥(to)) — (x*, y")|| < &€ paratodo t > t,.

18



Caso contrario, se dice que (x*,y") es inestable.

Ademds se afirma que (x*, y") es asint6ticamente estable, si es estable y

i (e, 909 = (9
Considere la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio (x*, y™):

of(x"y")  of(x",y)

. e 0x dy
Jxy) = dg(x*,y") 0dg(x",y")
\ 0x ady /

cuya ecuacién caracteristica es: det(J(x*,y*) — AI) = 0, cuyas raices son los valores

propios A4, A,. Por lo que se tiene el siguiente teorema.
TEOREMA 1.1.

i) El punto de equilibrio (x*, y*) es asint6ticamente estable, si todos los valores
propios tienen parte real negativa.
ii)  El punto de equilibrio (x*, y*) es inestable si al menos uno de los valores

propios tiene parte real positiva.

Demostracién

La demostracién del teorema se puede ver en la bibliografia especializada y en [KellyW,
PetersonA], lo que se hard a manera de ilustraciéon:

“Para un sistema de dos ecuaciones diferenciales: Todos los valores tiene parte real
negativa, esto es equivalente a det(J(x*,y*)) >0 y tra(J(x*,y")) <0

Ejemplo 1.7. En el siguiente sistema, hallar los puntos de equilibrio y ver su estabilidad.

dx
i a,x — byxy
dy
dar ay — byxy
Donde a4, by, a5,b; > 0;x,y =0
Solucién

El equilibrio (x*, y*) debe satisfacer:
a;x* —bx*y* =0

a,y* —byx*y* =0

19



haciendo las operaciones adecuadas, se obtiene los siguientes equilibrios:
S &1
0.0y (3)
Para la estabilidad veamos Jacobiana, para ello hacemos:
f(x,y) = a;x — byxy

g, y) = a,y — byxy

Entonces el jacobiano es:

Jaf of

| ox oy

](x;Y) - ai ai

dx 0dy
_ a1 - bly _blx )
](xly)_( —bzy az_bzx

En cada punto de equilibrio (x*, y) se tiene:

_ a1 _bly* _blx* )
J(x,y) = ( “byt  ay—byx* (1.15)

Para el equilibrio (0,0)

a,

10,0 = ( : ;’2) = det(J(0,0) — AI) = 0

(ag —MD(a,-1) =0

= A, = a4, 1, = a,, se tiene que a; > 0,a, > 0 son positivos, luego (0,0) es inestable.

Ahora para el punto (% , %)
2 1
—bya
0 1d2
] (% ﬂ) b,
bz ’ b1 b2 a;
b

20



-1
b,
=0
—b,a, _2
by

AZ — a4, = 0

A == i1/a1a2
/11 =4 a1a, /12 = —/a1a,

Se observa un valor propio con parte real positiva, entonces el equilibrio es inestable.

1.1.6. Linealizacion de un sistema de ecuaciones diferenciales.

En el proceso de modelamiento, las ecuaciones que aparecen generalmente no son lineales,

entonces para aplicar las teorfas matemadticas es necesario linealizar las ecuaciones.

Considere el sistema:

{X' = f(xy)

y'=g9xy) (1.16)

Sea (x*,y*) un punto de equilibrio del sistema.

Para evitar algunas confusiones, hagamos: f = f;, g = f,. Entonces se tiene:
{x "= filxy)
y' = (%)

Una solucién cercana al punto de equilibrio de la forma (x,y) = (x* + ew,y* + €v)
cumple:

(1.17)

!

{x’ =eu' =fi(x" +euy +ev)
y =ev' = fL(x"+euw,y* + ev)

(1.18)

Haciendo uso de la aproximacién de Taylor en dos variables se obtiene i = 1,2 lo siguiente:
filx +eu,y" +ev) = fi(x*,y") + D1 f;(x*,y*) .eu+ D, fi(x*,y").ev
= €[D1fi(x*, y ))u+ Dy f;(x*, y*)v] (1.19)

Donde D; f; son derivadas parciales de f respecto a las variables x 0 y.
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Combinando (1.18) con (1.19), se obtiene el sistema:

{u’ =D fi(x*,y)u+ D, fi(x*,y )V
v =D fo(x*,y)u+ Dy fo(x*, ¥y )v

en términos matriciales, se puede escribir asi:

[ =11]

(1.20)

Donde:

1=logs bisl 2

1.2. Nociones basicas de ecuaciones diferenciales ordinarias
con retardo.

Se sabe que muchos fenémenos naturales como fisicos, quimicos y biolégicos requieren de
ecuaciones diferenciales para su descripcion y estudio. Estas ecuaciones pueden ser
diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales parciales.
En una ecuacién diferencial ordinaria, sin retardo que se llama EDO, la evolucién en el
tiempo "t" de algiin fenémeno depende del estado actual del mismo en ese tiempo "t". Por
lo que una EDO no puede aplicar directamente los casos como:

e Duracién de la caceria

e Digestion

e Historia de vida

e (estacién

e Duracién de eventos

e (ualquier cosa que sucedié en el pasado, pero que es importante para la evaluacion

del fen6meno en el presente.

En muchos casos la respuesta de los modelos a los cambios en las variables dependientes

no es instantdneo, sino que sucede después de un determinado lapso de tiempo (retardo).
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En situaciones como esta es necesario usar Ecuaciones diferenciales ordinarias con retardo,

que se llamard simplemente EDR. Entonces se puede afirmar que las limitaciones de las
EDO, las resuelve las EDR.

Antes de dar la definicién de EDR, recordemos el problema de valor inicial para una EDO.

dx
== f(t,x(@) (1.22a)

x(ty) = xo (1.22b)

Definicién 1.11. Sea ty, E R,b >0 y r = 0. Si x € C([ty — 1, ty + b], R™), entonces
para cualquier t € [ty, ty + b] definimos x; € C, siendo C = C([0, r], R™).
x(t)=x(t—-1), 71>0 (1.23)

Definicién 1.12. Sea Q un subconjunto de R X C y f: Q = R" una funcién. Una EDR es

una ecuacién en la que las derivadas de algunas funciones desconocidas en el momento

actual depende de los valores de las funciones en momentos anteriores. Se escribe asi:

dx
— = f(t,x(t — 1)) (1.24)
dt

T > 0 es el retardo.

El retardo se da en la funcién y en algunas de las derivadas de menor orden

Ejemplo 1.8. Son EDR las siguientes:

) B = 3x(e-1)
i) x'(t) +x(t—-2)=0
iii)  x"(t) = —x'(t) —x'(t — 1) — 3senx(t) + cost

Las siguientes no son EDR.

dx

) Z=xm-x(3)+x(t-2)

i)y  x'(t) = x(@®)x(t—-1) + t3x(t + 2)
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Observacién 1.1. Se conocen ecuaciones diferenciales ordinarias con retardo discreto, que
son las dadas en el ejemplo (1.8).

Esto, dependen de un valor especifico de retardo. Una EDR discreto, puede tener mas de
un retardo.

También se conocen ecuaciones con retardo distribuido o continuo, esto es, cuando el
retardo esta dado en un intervalo.

En el presente trabajo se usara un solo retardo discreto.

Definicién 1.13. Una EDR general de primer orden, es de la forma:

dx(t) 3
dt

Esta ecuacién nos quiere decir: en el tiempo t la evolucion del fenémeno depende de t, del

f(t,x(t),x(t — T)), t=>0;7t>0 (1.25)

estado actual del fen6meno y del estado para algin momento T > 0 en el pasado.

Definicién 1.14. Un problema de valor inicial asociada a una EDR estd dado por:

% = f(t,x(®),x(t — 1)), t € [to, 7] (1.26a)

x(t) = ¢(t), t € [T, to] (1.26b)
Donde ¢ es alguna funcién dada. Entonces se busca la extension continua de ¢ en el futuro,

a una funcién x que satisface la ecuacion (1.26a) para t = t, (figura 1.3)

A x(D)

A
\ 4

Figura 1.3. ilustracion de la funcién “historia” ¢
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Observacién 1.2. Si ty = 0 las ecuaciones (1.26a) — (1.26b) son:

% = f(t,x(t),x(t — T)), t €[0,7] (1.27a)
x(t) = ¢(t), t € [—1,0] (1.27b)

1.2.1. Solucién de una ecuacién diferencial con retardo.
En el presente trabajo se considera EDR de primer orden con coeficientes constantes.

Las ecuaciones (1.25) se puede escribir asi:

x'(t) = ayx(t) + azx(t — 1) (1.28)

Sujeto a una condicién inicial:
x'(t) = ayx(t) + ayx(t — 1), te€][0,1] (1.29a)
x(t) = ¢(t), t € [—1,0] (1.29b)

Para solucionar una EDR tipo (1.28) y (1.29a) — (1.29b) se conoce el Método de las
Caracteristicas (MOC) y el Método de los Pasos (STEPS).

El MOC es apropiado para la ecuacién (1.28) y STEPS es apropiado para el caso
(1.29a) — (1.29b).

Resolver una EDR es un tanto complejo, comparado con resolver una EDO. A manera de
ilustracién, la siguiente EDO:
x'(t) = —ax(t), donde a>0
Tiene como solucién:
x(t) = ce™®, c es constante arbitraria

Note que la solucién es uniparamétrica. (tiene un solo parametro o cuadrante)
s . ., . ~
Ahorala EDR x'(t) = —x (t - E) tiene una solucién oscilante y con dos pardmetros:

x(t) = cycost+ cysent
En efecto

x'(t) = —c;sent + ¢, cost
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También:

x(t—g)=clcos(t—%)+czsen(t—g)

x(t—§)=clsent—c2 cost

= —(—cysent +c, cost)

—x(t—§)=—clsent+cz cost

—X (t — g) =x'(t)
x'(t) = —x (t — E)

2

Dada la naturaleza compleja para resolver EDR, el objetivo en el presente trabajo es el

estado cualitativo o geométrico de estas ecuaciones que son similares a las EDO.

Métodos de las caracteristicas

El estudio cualitativo se hace de la ecuacion diferencial con retardo mas simple.
En la ecuacién (1.28), hagamosa; =0 y a, = —b
Entonces se tendria:
x'(t)= —=bx(t—1), b>0 (1.30)

Hallar la solucién de (1.30) no es facil y el comportamiento de las soluciones estin

determinadas por las raices de la ecuacién caracteristica.
Igual que una EDO, asumimos una solucién para (1.30) de la forma:

x(t) = e’lt, A es una constante real o compleja.

Reemplazando en (1.30):
let = _bexl(t—‘r)
Ae? = —pe?t be™**
A =—be™™
A+ be =0 (1.31)
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Si se consideraA = a + i, a € R, B € [0,0) en (1.31), se tiene:
a+if + be T@HB) =
a+if + be ™. e T =

a+if + be ™. (costf —isentB) =0+ i0

a = —be ™. (costf) (1.32a)
B = be **.(sentf) (1.32h)

Ahora es necesario conocer donde la raiz A sufre cambios y as{ afecta las soluciones.

TEOREMA 1.2. Sea b, T € (0, ), entonces para que todas las raices 1 de (1.31) tengan

parte real negativa debe cumplirse:

T
0<br<y (1.33)

De esta manera como en las EDO la solucién seria estable.

Demostracién

Supongamos que bt < %’ se debe demostrar que las raices de (1.31) tienen parte real

negativa.
Por lo anterior supongamos que:

A=a+if cona = 0, tiene de (1.32a) — (1.32b) que A no puede ser real y no

negativa. De donde se debe suponer que f > 0. Entonces:

0<b=>0<pBt=>0<bre *sen(Br) (1.34)
Ahora como bt < g ,en (1.34)

T
0 < bte *sen(ft) < 3

bte™**sen(ft) < g (1.35)

De (1.35) se deduce de a es no negativo, pero:
a = —be ™. (costf), lo que es una contradiccién.

Entoncesen A = a + if3, a < 0.
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TEOREMA 1.3. Sean b, T € (0,0) y bt < g entonces las soluciones de (1.30)

convergen exponencialmente a cero.

Esta convergencia es similar al caso de EDO.

Demostracién
Debemos que probar que:
0
[th_)rglo u(t)e’lot] =17 ot u(0) + 1, ju(s)e"losds (1.36)
-7
donde A es una raiz real negativa de:
A+ be =0 (1.37)
y U es alguna solucién de:
u'(t) + bu(t—1) =0 (1.38)
es igual a cero
En efecto. Se define G de la siguiente manera:
G(A) = A + be— At
observe que:
G0 =b>0
1 1 1
6(-=2) ===+ be ()
T T
1 —1 + bre
= ——+ be = —
T T

por la condicién bt < i = bte < 1, entonces: G(— %) < 0.

At _

Luego, existe una raiz real negativa de A + be 0, sefialando que todas las raices:

Ao € (—1/7 ,0) satisfacen |Ag|t < 1
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luego, de acuerdo a la teoria basica de antiderivacién se tiene:

d t
Zho + 2 [yoas|= roe

ahora, alguna solucién de (1.38) satisface:

t t
d d
a v(t) + A jv(s)ds = [u(0) + A, a fv(s)ds
t-tT t-1
haciendot = 0, se tiene:
p t 0
T v(t) + A jv(s)ds =10+ 1, f u(s)etosds
t—T -7
=0

remplazando en (1.36):

lim[u(t)e?ot] = 0

t—ooo

Se resalta que el Teorema nos dice: Que para retardos pequeiios las soluciones no sufren
grandes cambios.
Ademas, si:

1 T
—< bt <—
e

Las soluciones convergen a cero, pero oscilando. Esta es una de las caracteristicas de las
ecuaciones con retardo, pues esto no sucede en una EDO lineal de primer orden. Para

T ) .
bt > - aparecen soluciones periédicas y algunas no acotadas.

Método de los pasos.

Este método es mucho mas intuitivo y también puede ser usado para resolver EDR con
coeficientes variables sujeto a una condicién inicial. Este método convierte la EDR en un
intervalo dado en una EDO sobre este intervalo, utilizando la funcién historia conocida para
ese intervalo o también llamada condicién inicial. La ecuacion resultante y el proceso se
repite en el siguiente intervalo con la solucién recién descubierta que sirve como funcién

historia para el préximo intervalo.
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Antes de dar los detalles de este método se vera un teorema similar al de que se conoce en

la teoria de EDO.
TEOREMA 1.4. Dado el PVI

dx(t)
T f(t,x(t—1)) (1.39a)
x(to) = o (1.39b)
Tiene una solucién si y solo si la ecuacién integral:
t
p@ == [ rs,uds (1.40)
to
tiene la misma solucién.
Demostracién

=) Suponga se cumple (1.39a) — (1.39b) entonces se debe demostrar que se cumple
(1.40). En efecto. Si se cumple (1.39a) — (1.39b) entonces existe una solucién

x(t) = u(t) que satisface dichas ecuaciones. Esto es:

0 )
u(toaffo) (1) = f(t,u:(to, Po))

u(ty) = oo

Ahora cambiando de t a s.

d )
u(SoafO)(S) — f(s,us(S(),(pO))

integrando de £y a t ambos lados.

| dutso. d0)ds = [ £is,us(so do)as

u(t, o) — ulty, o) = ff(S. us(50'¢0))d5
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u(t, do) = ulty, o) + ff(s» us(So»(Po))dS

t
u@)=¢o+jf®m9%
to

Supongamos que se cumple (1.40) entonces se debe demostrar (1 - 39a) — (1 - 39b).

< En efecto. Derivando respecto a t la ecuacién (1.40):
t
, d
W) = o0 + [ Fsu)ds
to

w(t) = ftu) = f(tu(t—1)

por la condicién inicial en [...] se hace t = £,y se tiene:
t
u(ty) = ¢o + jf(s, ug)ds
t

u(ty) = ¢o

a continuacion, se dara detalles del método de los pasos.

Se considera las ecuaciones (1.27a) — (1.27b).

Paso 1.

En el intervalo [—1, 0], la funcién x(t) es la funcién dada ¢ (t), es la funcién conocida.
Por lo tanto se dice que la ecuacion es resuelta para el intervalo [—7, 0] llamada esta
solucién xq(t) 0 ¢ (t).

Observacién 1.3. Cuando t € [0,7], t — T € [—T,0], entonces x(t — T) se convierte
en Xo(t — 1) en [0, T].
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Paso 2.

En el intervalo [0, 7], el sistema (1.27a) — (1.27b) se convierte en:

{x’ (t) = f(t,x(t), xo(t — 7)), en|0, 7]

2(0) = b, (1.41)

la ecuacion (1.41) es una EDO y no es una EDR pues x4 (t — T) es conocida y es sencilla
la ecuacién ¢ (t — ). Por lo tanto, solucionamos esta EDO en [0, 7] usando x(0) = ¢(0)

como la nueva condici“on inicial. Se denota por x4 (t) esta solucién en el intervalo [0, T].

Paso 3.

En el intervalo [7, 27] el sistema se convierte en:

{x’(t) = f(t,x(®),x(t — 1))
x(1) = x1(7)

que es una nueva EDO. Solucionaremos esta ecuacion, haciendo uso de la ecuacién inicial

(1.42)

en T y obtendremos una solucién x,(t) para el sistema en |7, 27].

Estos pasos pueden continuarse para intervalos positivos.

Ejemplo 1.9. Estimar la solucién del siguiente problema de valor inicial:

x'(t)=x(t—-1), t € [01] (1.43a)
x(t) = 1, t € [—1,0] (1.43b)
Solucién

siguiendo los pasos sefialados anteriormente, la aproximacién de la solucién es asi:
Por el Paso 1:
Xo(t) = 1 (6 ¢o(t) = 1) eslasolucién parat € [—1,0].

Por observacion (1.2): ¢po(t) = (t —1). La ecuacién (1.43a) puede ser escrita en el

intervalo [0,1] como la ecuacién no auténoma sin retardo.
x'(©) = x(t -1 = f(t,x(®)
x(t) = ¢o(t —1)
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x(t) = x(0) +Jf(s,x(s))ds

t
= x(0) +f¢>0(s— 1)ds
0

t

=x(0)+j1ds=1+t
0

x(t) = 1 + t,solucién parat € [0,1]

Procedimiento como lo anterior, se puede escribir (1.43a) en el intervalo [1,2] como la

EDO no auténoma.
x'(t) = f(t,x(t))
x(t) = ¢1(t—1)
Donde ¢1(t) estd definida en [0,1], x;(t) = 1 + ¢, por lo tanto (1.43a) se puede

escribir:

x'(6) = ¢t —1),t € [1,2]
donde ¢p,(t) = 1 + t,parat € [0,1]

x(t) = x(1) +f¢1(s— 1)ds

t t
= x(1) +fq51(s)ds = x(1) +J(1 + s)ds
0 0



2
x(t) =2+t +t7, solucién parat € [1,2]

Procediendo de manera similar parat € [2,3]

x(t) = x(2) +f¢2(5— 1)ds
2

donde:
tz
¢,(t) =2+t -I-?, t € [1,2]
y
x(2) =6
=)

x(t) =6 +f¢2(s)ds

t
2
x(t) = 6+j(2+s+57)ds
1

2 t3

10
t)=—+ 2t +—+ —
x(t) 3+ +2+6,te[2,3]

En algunos casos es posible hallar una expresién general para un problema de valor inicial

trabajando en intervalos de la forma:

m—-Drt<t<n,n=0

para el ejemplodadoes: (n—1) < t < npuest = 1.
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1.2.2. Sistema de ecuaciones diferenciales con retardo.
Las clases muy importantes de sistemas de ecuaciones con retardo, son los sistemas lineales

con coeficientes constantes y sus retardos. Es de nuestro interés los sistemas auténomos.

Definicién 1.15. Un sistema de n ecuaciones diferenciales con un solo retardo en n

variables es de la forma:
x'1(t) = fi(xy, xp, 0, Xy, X1 (8 — 7)), , X (t — 7))
x,2(t) = fZ (xll X2, X, xl(t - T))"' ’ xn(t - T)) (144)

X'n(8) = fa(xn, X2, %0, % (= 7)), %0 (8 — 7))
siendo T > 0 el Gnico retardo.
La ecuacién (1.44) también se puede escribir asi:
X'y = ag1x; + A%, +ayy + by (t—7) -+ by (t— 1)

x,2 = alel + azzxz,"' + az-n + b21(t - T) + + bZn(t - T) (145)

X'y = ApiXx; + ApaXo, + Apy + by (E—7T) 4+ by (t —1T)
en forma matricial es:
x'(t) = Ax(t) + Bx(t —1) (1.46)

donde A y B son matrices de orden nn X n.

Observacién 1.4.

a) El término x(t — 7) en (1.46) actia como un escalar.

b) En las ecuaciones (1.44), (1.45) y (1.46) se supone que el retardo afecta a todas
las variables, pero en la practica no es asi, se puede dar el caso que el retardo afecta

a una sola variable o a méds, pero no a todas. Como se ve en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.10. Paran = 3,7 = 1 se tiene el sistema:
x'1 () = 2x,(t)
x'2(t) = x3(t) +x,(t—1)
x'3(t) = 2x,(t — 1)

donde:
0 2 O 0O 0 O
A=|0 0 -1}, B=|1 0 O
0O 0 O 0 2 O

x'(t) = Ax(t) + Bx(t —1).

note que el retardo solo afecta las variables x; ¥ x5, que pueden ser las de més interés para
el investigador.

Un sistema con més de un retardo, tiene la forma:
m
X'(t) = Ax(t) + Z Bj(t — 1)) (1.47)
=1

ecuacion que no se considera en esta investigacion.
La ecuacion (1.46) es auténoma, por lo que se puede dotar de una condicién inicial de la
forma:
x(t) = ¢(t), —-71<t<0
donde ¢ € C([—7,0],C™).
De la misma manera que en la solucién de un sistema de EDO, en un sistema de EDR se
busca soluciones de la forma:
e v del sistema dado, v # 0

la ecuacién caracteristica para (1.46) que en general no es un polinomio, es de la forma:

det[A]l —A—e*] =0 (1.48)
note que la ecuacién (1.48) es una funcién trascendente.

h() = det|Al — A —e™| (1.49)
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1.2.3. Linealizacién de un sistema EDR.

En la presente investigacion se considera sistemas con dos variables, esto es de la forma:
Xy = filx,y,x(t -1,y —1)) (1.50a)
X'y = f(xy,x(t—1),y(t—1)) (1.50b)
donde f, y f, son funciones diferenciales.
También, un punto de equilibrio (x*, y*) satisface (1.50a) — (1.50b), si:
AGSy5x5y) =0 (1.51a)
LSy, x*,y )= 0 (1.51b)

para linealizar (1.50a) — (1.50b), movemos el punto de equilibrio al origen, mediante la
perturbacion:
€eu = x—x"
ev=y—y
luego, una solucién cercana al punto de equilibrio de la forma
(x,y) = (x* + ew,y* + €v)
cumple:
x' =eu = filx*+ eu,y*+ ev,x" + eu,,y* + evt) (1.52a)
y =€V = fL(x"+ eu,y + ev,y* + eu,y* + evt) (1.52b)

recuerde que: u; = u(t — 1) ,v; = v(t — 7).

Por medio de aproximaciones de Taylor u tiene:

filx* + ew,y* + ev,x* + euy,y* + €v.)
~ fi(x* x5 y*)+ D f;(x", y*, x*, vy )eu+ Dy fi(x*,y*, x*, vy )ev
+ D3fi(x™,y*, x", vy )eus + Dyfi(x*,y*, x*,y")ev, =

= €[Dfi(x" ¥y x5y )u + Dofi(x*, ¥, x*, ¥y )v + Dafi(x*, ¥y, x*, y ) u,
+ Dufi (X", y%, x%, y )ve]

= E[Dlﬁ:u + Dzﬁ:v +D3]ciut +D4ﬁvt] (153)
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donde Djf; son las derivadas parciales de f; con respecto a la j — enésima variable

evaluada en el punto (x*,y*, x*,y*). Aquii = 1,2 yj = 1,2,3,4.

Finalmente, combinando (1.52a, 1.52b) con (1.53) se obtiene el sistema:

u, = lel U + D2f1 D + Dgflut + D4f117t (15461)
7.7’ == lez Uu + szz D + D3f2ut (154b)
usando notacién matricial, se tiene:
u'l _ U Up
o] =]+ 0[] (1.55)
donde:
lel DZfl]
— 1.56
I'=|nf, D, (1.26)
Dsfy D4f1]
— 1.57
o= \b.f, Dufy (1-37)

Las derivadas parciales se evaldan en los puntos adecuados mencionados anteriormente.

La ecuacién (1.55) es la linealizacién (1.50a — 1.50b).

La ecuacién caracteristica para la ecuacién linealizada se encuentra asi: suponga que
(u,v) = (e, c,e?t) la forma de la solucién para el sistema, al remplazar en (1.55) se
obtiene:

et [2]= g [2 ]+ etrei, 2]
por lo tanto:
el=sle]+ e nls)
o

CZ

det[Al —] —e™¥Jp] = 0 (1.58)
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donde ] y JD son las matrices definidas por (1.56) y (1.57).
La ecuacién (1.58) es la ecuacién caracteristica para (1.50a — 1.50b).
Para matrices | y Jp 2 X 2, como nuestro caso, la ecuacién (1.58) se puede escribir asi:
det[Al —] —e*Jp] = 22 + pA + 71 + (sA + @)e™? + we 2  (1.59)

donde:

p = —tr(J)

r = det(])

s = —tr(Jp)

q = det(J + Jp) —det(J) —det(Jp)

w = det(Jp).
también (1.59) se puede escribir asi:

2+ pl+7r+ (A+ qe ™+ we =0 (1.60)

como se ha mencionado, la estabilidad en los sistemas con retardo es similar a los tratados

en los sistemas sin retardo como se vio en el Teorema (1.2)

1.3. Una ecuacién especial con retardo

Esta ecuacién es de mucha importancia en la presente investigacion, el estudio de la
estabilidad de sus soluciones representa el soporte teérico en el estudio de la estabilidad

de las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales con retardo.

Antes de enunciar el teorema relacionado a la estabilidad de las soluciones de esta

ecuacion, se hard un estudio preliminar de las posibles soluciones de esta ecuacion.

Dada la ecuacién:

x'(t) = ax(t) + bx(t —1) paraa,b €R,T > 0 (1.61)

Hallamos la ecuacién caracteristica (en realidad una funcién trascedente).
Como en las EDO, una solucién es de la forma x(t) = e*?.

Remplazamos en (1.61):
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le?® = qe?t + pert—D
Ae’® = qe?™ + pett.e ™M
1e?® = e*(a + be )
A=a+ be™™
A—a—be™ =0 (1.62)

h()) = A—a—be ™ (1.63)

(1.62) es la ecuacién caracteristica.

Es importante escribir (1.62) de otra manera, para ello, multiplicamos a (1.62) por 7.
At —at —bte™ =0
Ahora, hagamos: z = At, a = ar, [ = brt.

Entonces

z—a—fe?=0 (1.64)
F(z,a,f) = z—a—fe™? (1.65)
representa la funcién trascendente en tres variables.

Sin perder originalidad, se puede escribir:

Z = x + iy, para hallar las raices de (1.64) y (1.65).

En (1.64):
z=a+ fe”?

x + iy = a + fe W
= a + fe ¥ eV
(x—a) + iy = Be ¥(cosy — iseny)
(x—a) + iy = Be *cosy —ife ™ seny
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x = a + Be ¥ cosy (1.66a)
y = —Be *seny (1.66b)

entonces, las raices de (1.64) o (1.65) quedan determinadas por el sistema en
(166a — 1.66b). Se puede limitar a considerar y = 0. Pero, primero veamos cuales son

las raices con parte real nula, esto es, con x = 0.

Cuandoy = 0, setiene que Z = 0 es soluciénsiosia + ff = 0, esto es remplazando

en (1.66a) 0 = a + f, que resulta lo mismo que al remplazar z = 0 en (1.64). Ahora,

cuandoy > 0 entonces z = =TIy es raiz siy sol6 si:
y = —[f seny
a = —[f cosy

lo que se ha hecho es remplazar x = 0 en (1.66a — 1.66D).

Esto dice que y no puede ser multiplo de 7, pues al remplazar en la igualdad anterior se

tendria un absurdo, m4s atn para cada y # km con k € N queda determinado un tnico

par (a, ) dado por:
_ (=Y )
b= (seny ’

(y cosy )
a =
seny

lo que se ha hecho es remplazar x = 0 en (1.66a — 1.66b), luego hallar a y . Esto

permite definir curvas suaves en el plano (@, ), dadas por:

Ce = (@), BW)/y € (km, (k + 1)m)}
estas curvas son todas disjuntas y son autointersecciones.
En efecto. Si (a(y), 5(y)) = (a(¥), (¥)) para ciertos, y € (km, (k + 1)),
y € (km, (k + 1)1) se deduce que:

(y cosy —y )_ ()7 cosy =Yy )
seny 'seny) \ seny 'seny

y cosy _ycosy
seny B seny

(1.67a)
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Y Y (1.67b)
seny seny

En (1.67b)

y seny
seny = ——
y

remplazamos en (1.67a)
yy cosy _ycosy
y seny B seny

cosy = cosy (1.68)

La cual dé lugar a dos posibles situaciones:

e y = y —2nm paraalginn € Z, en cuyo caso se obtiene:
seny = sen(y — 2nm)
= seny cos(2nm) + cosy sen(2nm)
seny = seny (1.69)
-y
seny

=7y = —p(y)seny

también: B(J) =
Remplazando (1.69) en esta tltima ecuacién:
y = =p(y)seny =y
y =1y

e y = —y + 2nm para algin n € Z. Procediendo como en lo anterior, se tiene:
seny = —seny
nuevamente como lo anterior se obtiene.
y ==y

lo que es un absurdo.

Note, también, que Cj se puede extender en forma continua incluyendo el valorde y = 0,

de modo que se encuentre con larecta @ + f = 0 en el punto (—1,1). Ast:

pf=—a=>

(@), B) = (), —a ()
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B (y cosy -y cosy)
~ \seny ' seny

_ycosy

1,—-1
seny L=D

se obtiene el punto (1, —1).

Por otra parte, paray € (0,7) se cumple que a'(y),8'(y) < 0 de modo que tanto @

como 8 decrecen y ademds:

lim a(y) = —oo
yoT

lim g(y) = —oo

y-or
Finalmente, observamos que la curva se mete en el primer cuadrante por el punto
(0,—m/2) y se acerca asintéticamente a la recta @ = —[3, siempre por debajo de ella.

En efecto. Es suficiente ver que:

1
aly) =) =y( :enc;)sy) > 0 para y €(0,m)

por otro lado:

vy + cosy)
lim =0
YT seny

Llamamos () a la regién no acotada que queda debajo de la recta @ + f = 0 y arriba de

Co, es decir, esa especie de "tridngulo infinito” que queda determinado en la (Figura 1-4).
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Se nota que las curvas Cipara k > 0 no tocan la regién ().

El objetivo es probar que si (@, ) € £, entonces el origen es un punto de equilibrio. Para

tal fin, para cada (@, f) fijo, se considera el nimero N € N dado por:
N(a,B) = {z € C raiz caracteristica/Re(z) > 0}

Se prueba que si N(a, ) = 0 para todo (a,B) € Q todas las raices caracteristicas

tienen parte real negativa.

También se prueba que si (@, )/ € ), entonces hay alguna raiz caracteristica con parte

real positiva, esto es, cuando N(a, ) > 0.

TEOREMA 1.5. Para la ecuacién escalar x'(t) = ax(t) + bx(t —T) cuya ecuacién

caracteristica es:

h()) = A—a—be ™

A =a+ be ™ (1.70)
Entonces:

) Sia + b > 0, el equilibrio x = 0 es inestable.
i) Sia+ b < 0yb = a,el equilibrio x = 0 es asintéticamente estable.
i) Sia+b < 0yb < a,existe un valor T° > 0, tal que el equilibrio x = 0 es

asintéticamente estable para T < T e inestable parat > T".

Demostracién

La demostracién se puede ver en la bibliografia (Smith, H.) y (Amster, P.).
Lo que se hard es una interpretaciéon de acuerdo a lo detallado en esta seccién.

Se observa que para a + b = 0 se tieneA = 0 es rafz caracteristica y cualquier

constante es un punto de equilibrio, asi que se supondrd que: a + b # 0.

1) En tal caso, se sabe que hay inestabilidad si (@, 8) & Q. Esto ocurre siempre
paraa + [ > 0, es decir,cuandoa + b > 0.

ii)  Ahora, la regién que queda debajo de larecta @ + f = 0y encima de la recta
a = [ (incluyéndola) estd contenida en () y para estos valores hay estabilidad

asintética. Esta situacién corresponde al casoa + b < 0y b = a.
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iii) Cuandoa + b < 0y b < a sigue habiendo estabilidad asintética mientras
(a, B) se mantenga estrictamente por encima de Cy. Como (@, ) = ©(a,b) y
ademds 0 € (), se observa que (a,f) € (l para valores pequenos de T, y
(a, B) & Q cuando T es grande.

Observe ademads, que para y € (0,7) se tiene a'(y) < B'(y), lo que quiere
decir que la semirecta {t(a, b)/t > 0} no puede cortar a la curva Cy méas de
una vez, esto es, existe un tnico valor T° para el cual (a, ) € Cy, se deduce

que X = 0 es asintéticamente estable para 0 < T < t* inestable para T > 7",

1.4. Teoria de bifurcaciones

Las bifurcaciones estdn unidas a los puntos fijos. Una caracteristica de un punto fijo es su
estabilidad. Una manera intuitiva seria colocar una particula en el punto fijo y perturbarla

ligeramente de esa posicion de equilibrio.

Supongamos que se tiene el sistema x' = f(x), con punto fijo en x* = 0. De no ser asi
hariamos una translacién para llevar el punto fijo al origen. Si perturbamos ligeramente una
particula situada en x* = 0, pasarfa a x = x* + € = &£. Al introducirlo en la ecuacién
diferencial queda:

x'=¢"=f(0+¢)=f(0)+ef(0)

Como x* = 0 es un punto fijo, se cumple f(0) = 0, por lo que resulta €' = £f'(0)
integrando se obtiene

e = Cel'Ot
Por lo tanto, si es f'(0) > 0, la perturbacién crece con el tiempo: la particula se alejaria
de la posicién de equilibrio, el punto seria inestable. Por el contrario si es f'(0) < 0, la

perturbacion disminuye con el tiempo: la particula regresaria al punto de equilibrio, el cual
serfa estable.

Como el signo de la derivada de f (x) no cambia por una traslacién, se deduce que un punto
fijo x* es estable si f'(x*) < 0 e inestable si f'(x*) > 0.
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Ejemplo 1.11
Para el sistema f (x) = u — x? determinar un anélisis de estabilidad.
Solucién:
Cuando f(x) = 0 se tiene que u = x?
entonces X* = ++/u
Entonces resultan 2 puntos fijos para cuando g = 0 y ninguno para u < 0.
Para determinar la estabilidad lineal, se deriva si f(x™)
= f'(x*) = —2x"
Los valores de x* se reemplazan en f(x*)
f'(x") = —2(+\/ﬁ) = f'(x*) <0 Estable
f'(x*) = —2(—\/ﬁ) = f'(x*) >0 Inestable

f'(x*) =0 Paracuando pu=0 = "Puntode Bifurcaciéon"

1.4.1. Bifurcacién Silla-Nodo

La Bifurcacién Silla-nodo es el mecanismo basico por el que los puntos de equilibrio se
crean y se destruyen. Mientras un parametro es variado, los 2 puntos fijos se mueven el uno

hacia el otro, chocando y aniquildndose mutuamente.

Ejemplo 1.12:
Sea f(x) = u + x2. Los puntos fijos del sistema vienen dados por:
p+x*=0, 6 x* =+y—u y solo existen para u < 0.

Para p > 0 no hay puntos fijos. Segiin se disminuye [ se alcanza el valor de g = 0, en el
cual se producela bifurcacién y se crea un punto fijo: un punto silla-nodo, de aqui de aqui
el nombre de la bifurcacién. Para g < 0 hay dos puntos fijos: uno estable, el nodo y el otro

inestable, el silla.
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1.4.2. Bifurcacién De Hopf

Considérese un sistema de 2 dimensiones con un punto fijo estable. ¢Cuales son todas las
posibles vias en la que podria perder estabilidad cuando un parametro [ varia? La respuesta
se encuentra en los valores propios del Jacobiano. Si el punto fijo es estable, los valores
propios A4, A, , deben estar en la parte izquierda del plano real-imaginario Red < 0.
Desde que los satisfagan la ecuacion cuadratica con coeficientes reales, existen 2 posibles
diagramas: Uno de ellos son valores reales negativos (figura 1.5.a); u otro en que los valores
son complejos conjugados. Para desestabilizar el punto fijo, uno o ambos valores propios
deben cruzar a la mitad derecha del plano mientras py varia.

Im A Im A

. . Red | Red

Figura 1.5. Diagrama de valores propios

El punto donde un par de valores caracteristicos complejos conjugados alcanza al eje
imaginario y cruzan hacia la parte derecha del plano complejo con respecto al cambio del
pardmetro de bifurcacion, es conocido como un punto de bifurcacién Hopf.

Imaginario

Y

s e

//‘l—/‘f_
“

LY
b

Bifurcacion .  pgesg]
F Hopt
s

!
\.—\ 3
. S

.

Figura 1.6.
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Definicién 1.16: Sean las condiciones de aparicion de ciclos limites para un sistema
x = f(x,u) con xeR"y peR con f(x¢,u®) =0

Aparece un ciclo limite cuando un par de autovalores complejos del Jacobiano A(u) =
D, f (x€(u), ) crucen el eje imaginario cumpliendo la condicién de transversalidad.

dRe(A(W)

0
du

H=Uo

Siendo g el valor para el que A(lg) tiene solo un par de raices puramente imaginarios.
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Capitulo 2.

Modelo de depredador — presa sin

retardo

Los retardos son naturales en los sistemas biol6gicos, pues ello permite la coexistencia de
poblaciones en competiciéon como una solucién periédica no forzada.

La presencia de términos con retardo en un modelo depredador — presa estd bien
justificada, ya que el comportamiento de los sistemas dindmicos no sélo dependen en

general del presente, sino también del pasado.

2.1. Aspectos preliminares a la formulacién del modelo

En esta parte de la investigacion, se describen los principios bésicos para la formulacién

del modelo.

2.2.1. Principios Biolégicos.

Se consideran los siguientes principios biol6gicos:

® Las especies pueden interactuar entre ellas de diferentes maneras, pudiendo ser

estas interacciones positivas (+), negativas (-) o no presentar ningin efecto (0).

® Silas dos poblaciones se benefician mutuamente, la interaccién es (+ +), o positiva,

y recibe el nombre de mutualismo.

® (uando una especie proporciona una condiciéon necesaria para el bienestar de otra,

la relacién (+ 0) es de comensalismo.

® Las relaciones en las que una de las especies se beneficia a expensas de la otra

(+ -) son la depredacién, el parasitismo y el parasitoidismo.
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® Larelacion en la cual las poblaciones de ambas especies asociadas se ven afectadas

negativamente (- -) es competencia interespecifica.

® [a competencia intraespecifica produce una seleccién hacia el ensanchamiento en
la base de los recursos utilizados, o una generalizacion, mientras que la competencia

interespecifica favorece una reduccion en la base de recursos utilizados, o una

especializacién (R. L. Smith y T. M. Smith, 2001).

2.2.1. Principios Mateméticos.

A finales del siglo XVIII, Malthus, public6 su ensayo sobre dindmica de la poblacién (An
Essay on the Principle of Population), segiin el cual propone el principio de que las
poblaciones humanas crecen exponencialmente (es decir, se duplican con cada ciclo). Esta
es una observaciéon muy simple pero bastante razonable a su vez, y puede ser formulada de
la siguiente manera (A. A. Berryman, 1992).

Siendo x(t) el tamafio de la poblacién en el instante t, el modelo exponencial presupone

que la tasa de aumento de la poblacién es proporcional a la poblacién en ese instante:

dx(t)
dt

= kx(t) 2.1

Donde k es una constante de proporcionalidad.

La ecuacién malthusiana en (1) puede resultar adecuada cuando el tamano de la poblacién
es pequefio en relacién a las dimensiones del ecosistema y, en ese caso, k representaria la
tasa de aumento de la poblacién que iguala a la tasa de natalidad menos la tasa de

mortalidad.

Por el contrario, cuando la poblacién cuyo crecimiento pretende ser estudiado mediante la
expresién en (1) alcanza un cierto tamafio en relacién al ambiente ecolégico donde se
desarrolla la poblacién, el modelo exponencial puede dejar de ser adecuado porque los
factores limitantes del crecimiento como la escasez de recursos reducen la tasa de
incremento de la poblacion. En estos casos resulta adecuado introducir un término que dé
cuenta de la capacidad del ecosistema para sostener una gran poblacién. El modelo
resultante llamado modelo logistico estd basado en la curva logistica o curva en forma de
"S" (gréfica 2.1). Este modelo es adecuado para describir el crecimiento de una poblacién
de personas tanto como el de bacterias en un cultivo o la forma en que se propaga una

epidemia.
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En 1838, el matematico belga Pierre-Frangois Verhulst, tras leer el ensayo de Malthus,

publicé un modelo continuo (basado en una ecuacién diferencial ordinaria) usando la

dx(t) = mx(t) <1 — @> (2.2)

ecuacion logistica:

dt k

Capacidad de carga

Tamano de la poblacion

Tiempo

Figura 2.1. Ecuacién Logistica

Donde “m” es la tasa de crecimiento de la poblacién y K la capacidad de carga del
entorno, es decir, la cantidad maxima de poblacién que es capaz de sostener el entorno de

forma indefinida.

2.2. Formulacién del modelo

2.2.1. El modelo de crecimiento de poblacién de Malthus

Thomas Robert Malthus (1766—1834) fue uno de los primeros investigadores en estudiar la
dindmica de poblaciones. El propuso, alrededor de 1798, un modelo matemético de
crecimiento de poblaciones basado en la idea de que (la tasa per cépita de crecimiento de
una poblacién es directamente proporcional a su tamano). Su modelo, aunque simple, ha
sido la base de muchos modelos de crecimiento de poblaciones biolégicos. El modelo de
Malthus se puede describir en términos del tiempo como variable continua por la ecuacién

diferencial:
L x® _ ) 4-o 2.3
x(t) dt B (23)
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donde x(t) denota la densidad o tamafio de la poblacién de una especie al tiempo t y los
pardmetros b > 0 y d > 0 son las tasas per cdpita de nacimiento y muerte
respectivamente, las cuales suponemos que son constantes, de forma que r € R es la tasa

per capita neta de crecimiento de la poblacién.

2.2.2. El modelo de logistico de crecimiento de poblaciones

Cuarenta afios mds tarde, en 1838, el matematico belga Pierre Francois Verhulst (1804-
1849) modificé el caso 1 al introducir un término inhibidor en la ecuacién (3), el cual es
proporcional al tamafo de la poblacién x(t), para asi tomar en cuenta la competencia entre
los miembros de la poblacién por los recursos (agua, comida, etc.), los cuales no estardn
disponibles en cantidades ilimitadas. El modelo de Verhulst se puede describir en términos

del tiempo como variable continua por la ecuacién diferencial.

@ = mx(t) <1 — @> (m>0,k>0) (2.4)
dt k

Donde “m” es la tasa de crecimiento de la poblacién y K la capacidad de carga del entorno,
es decir, la cantidad médxima de poblacién que es capaz de sostener el entorno de forma
indefinida.

Esta ley también ha sido utilizada para ajustar poblaciones humanas. Las siguientes
suposiciones son intrinsecas al modelo logistico:

e La poblacién estd uniformemente distribuida en el hédbitat. Entonces la densidad de
poblacién (i. e. el tamafio de la poblacion por unidad de area) no varia con la
posicién, pero si con el tiempo.

e No hay migracién. La poblacién cambia Gnicamente debido al nacimiento y muerte

de los individuos.

Definicién 2.1. Consideremos una ecuaciéon diferencial auténoma, ordinaria de primer

orden.

d
Z - f) 2.5)

dt
1. Una solucién constante x(t) = C de (2.5) se llama punto de equilibrio (o
estacionario). Un punto de equilibrio corresponde a % = f(x) = 0.

2. Un punto de equilibrio C es estable si x(t) = Csit — 00, para toda condicién inicial

x(0).

3. Si un punto de equilibrio no es estable, entonces es inestable.
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El sistema descrito por la ecuacién diferencial (2.4) tiene dos puntos de equilibrio:
e x = 0 es un punto de equilibrio inestable.

e x = K = % es un punto de equilibrio estable.

2.3. El modelo depredador-presa de Lotka — Volterra

Uno de los modelos més conocidos universalmente en matemadticas es el modelo para la
interaccién de una sola especie depredadora y una sola especie presa, desarrollado por el
biofisico americano Alfred Lotka y el matematico italiano Vito Volterra. El modelo de
Lotka-Volterra (L-V) describe las interacciones entre dos especies en un ecosistema: Una
poblacién que consiste en presas (ej. liebres) y una poblaciéon de depredadores (ej. zorros),

donde se supone las siguientes hipétesis:

1. Seax = x(t) la densidad de liebres en el tiempo t, que en ausencia de zorros tiene
un crecimiento exponencial.
dx > 0
—=ax,a
dt
2. Sea y = y(t) la densidad en el tiempo t de zorros que, en presencia de estos

depredadores, x(t) es decreciente debido al consumo de los zorros a una tasa

proporcional a xy.

dx
dt

Aqui dx representa la densidad de especie presa consumidas por la especie

= ax — axy,a > 0,a > 0

depredadora en una unidad de tiempo.

3. En ausencia de liebres, la densidad de zorros y(t) decrecera exponencialmente a cero
(extincion).
dy

I —fy + bxy,f > 0,b > 0

b ., b
Aqui e llamado factor de conversién y claramente 0 < - < 1, de manera que

0 < b < a. Entonces el modelo L-V, se resume asi:

%z ax — axy = x(a — ay) (2.6)
d
— = —By + bxy = y(=B + bx) (2.7)

Desafortunadamente el modelo (2.6) — (2.7) no es matematicamente sélido. Es
estructuralmente inestable, es decir un cambio arbitrariamente pequefio en la naturaleza

del modelo cambia fundamentalmente el comportamiento cualitativo de las soluciones.
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Por ejemplo, se podria cambiar el sistema de la siguiente manera

dx
= ax — axy — &x*? (2.8)

dt
dy 5
— = —fy + bxy — ex (2.9)
dt

donde € > 0. Esta alteracion corresponde a la competencia intraespecie cuando el niimero
de presas se hace arbitrariamente grande y es llamado término de crecimiento logistico. La
competencia intraespecie también se da en la poblacién de depredadores. Este cambio en
la naturaleza del modelo altera por completo la naturaleza del retrato de fase. Existen varias
maneras posibles de hacer que el modelo L-V sea més aceptable matemdtica vy
biolégicamente. Una opcién es incluir efectos estocésticos en el modelo. Esto a menudo

puede conducir a oscilaciones sostenidas debido a la constante perturbacion del sistema.

Otra opcién es escoger no linealidades mds “fuentes” en el término depredador. Se puede
escribir el término depredacién como p(x) , donde p(x) es conocido como respuesta
funcional. La respuesta funcional, o tasa de consumo, expresa la accién de los depredadores
en la tasa de crecimiento de la poblacién de presas, y representa la cantidad de presas que
puede consumir un depredador en una unidad de tiempo. se describen cuatro categorias de
respuesta funcional encontrados en la literatura ecolégica.

Tipo I: Esta respuesta funcional se obtienen suponiendo que el cambio en la densidad de
la poblacién de depredadores es proporcional a la densidad de la poblacién de presas
disponibles, esto es, existe un aumento lineal de la tasa de ataque de la poblacién de
depredadores respecto a la densidad de poblacion de presas, hasta llegar a un punto a partir

del cual la tasa maxima de ataque se hace constante.

_(rx, 0<x<c
p(x)_{yc c=>x

donde y es la tasa instantdnea de presa descubierta, ¢ representa la saturacién, x(t) es la

densidad de la poblacién de presas en el tiempo t = 0.

Tipo II: Es la llamada respuesta Monod.

yX
a-+x

p(x) =
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que es hiperbélico, ¥ es la tasa méaxima de consumo per cdpita y a es la tasa de saturacion
media, es decir, la cantidad de presas en el que la tasa de depredacion alcanza la mitad de

su valor maximo.

Tipo III: Es una respuesta sigmoidal

yx?

a? + x2

p(x) =

que incluye la caracteristica de que los depredadores son ineficientes cuando los niveles
de presas son bajos. Estos tres tipos de respuesta funcional son todas funciones en aumento
de la poblacion de presas x. Una respuesta tipo IV es utilizada para modelar
comportamientos antidepredadores, como grupo de defensa o toxicidad para los

depredadores.

Entonces, el modelo L-V, ecuaciones (6) y (7)

d
— = 9@(©) — h(x(®©)Y(® (2.10)
d
— = —By(®) + h(x(®)y(®) (211)

Otra opcién para modificar el L-V es incluyendo un retardo.

2.4. Estabilidad local del modelo de Lotka — Volterra

Sabemos que el modelo de Lotka-Volterra tiene dos puntos de equilibrio, a saber

0=(0,0) yP= (%,%)

Sean
fi(x(©), y()) = ryx(t) — Byx(£). y(t) (2.12a)
f2(x(®), y(t)) = rpx(t) — Box(t). y(t) (2.12b)

Donde 13, f; > 0 (con i = 1,2) son constantes positivas. Entonces

9 0
a—ljcl =1 — By (t) 0_]; = —pux(t) (2.13a)
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of, of,
f = B2y (t) % = —1, — Bpx(t)  (2.13b)

Analicemos ahora los puntos de equilibrio sustituyéndolos en (2.13a) y (2.13b)

L PUNTOS DE EQUILIBRIO (0,0). En este caso tenemos.

afl % =0 % =0 %

=1, =V, = -1 (214‘)
ox (0,0) 9y 10,09 0x l(0,0) 3y .0

)

Por lo tanto, la ecuacién caracteristica es:
AZ - (T’1 - rz)/’l — "M = (/1 — rl)()l_rz) =0
- /1 =n,—n

Observamos entonces que las raices de la ecuacion caracteristica son reales y tienen signos

opuestos, y por lo tanto el punto de equilibrio (0,0) es inestable, es un punto silla.

rz T

B2’ B1

_ Bary of,
Bl ’ ay )2)

II.  PUNTOS DE EQUILIBRIO P = (

) En este caso tenemos

ofh
ox lp

oh
ayl,

:_811"1 of,
B, ~ dxlp

=0 (2.15)

)

Por lo tanto, la ecuacion caracteristica es:

MP+rr,=0= A=+i/nr, (dondei=+V-1

Entonces el punto de equilibrio P es estable pero no asintéticamente estable, es un
centro.

Concluimos que el punto de equilibrio ((interno)), o de coexistencia, del modelo de

Lotka-Volterra, es decir P = (

) no es asintéticamente estable. La ausencia de

B2’ B1

estabilidad asintética de un punto de equilibrio indica que el sistema de Lotka —
Volterra no posee un mecanismo para mantener un estado de coexistencia estable.

Desde el punto de vista ecolégico, la causa detras de esto es la ausencia del concepto
de capacidad de carga del habitat para la especie de presas (es decir, la ausencia de

competencia intraespecifica dentro en el habitat para la especie de presas). Desde

el punto de vista de la teoria de la estabilidad, el estado estable no trivial ( rl)

B2’ B1

es un estado de equilibrio neutral.
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Capitulo 3.

Modelo  depredador —  presa
utilizando ecuaciones diferenciales

ordinarias con retardo

En muchos modelos depredador-presa con EDO se ignora el tiempo de demora para la
conversion de biomasa de presa consumida en biomasa del depredador, ya sea en forma de
crecimiento o reproduccion del tamafio corporal. Se estudia un modelo depredador-presa que
incluye un retardo de tiempo discreto que modela los retrasos entre la captura de la presa 'y

su conversion en biomasa viable, considerando algunas funciones de crecimiento de la presa.

3.1. Formulacién del modelo.

Sea T > 0 el retardo descrito lineas arriba y se considera la respuesta funcional tipo I

para ambos casos, entonces el sistema es de la forma:

d
d_i = g(x(®) = h(x(®))y(t) 3.1
d
d_3t] = —By() + h(x(t — 1))yt — 1) (3.2)

Ahora se necesita un término en la ecuacion de de redadores ue explique IOS
de redadores ue interactian con la resa en el momento "t" €ro que mueren antes de

0T e asume

reproducirse (o crecer) “T” unidades de tiempo mas tarde. El término es e~
una tasa de muerte constante § para los depredadores que sobreviven en periodos de
gestacion que significa la probabilidad de sobrevivir entre los retrasos en el tiempo de

conversion de la biomasa.
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Finalmente, el sistema queda de la siguiente forma:

dx
77 = 96(©) —h(x®)y(6) (3.3)

dy

7 = ¢ h(x(t =)yt — ) = By(©®) (3.4)

sujeto a las siguientes condiciones iniciales:

x(t) = (), t € [-7,0], ;(0)> 0

y() = @o(t), t € [-7,0], 92(0) > 0
Donde:
x(t): Denota la densidad de la poblacién de presas.
y(t): Denota la densidad de la poblacién depredadora.
g(x(t)): Denota la funcién de crecimiento de la poblacién de presas.
h(x(t)): Denota la respuesta funcional de los depredadores en las presas.
pB: Tasa de mortalidad.

Se asume que la tasa de crecimiento de los depredadores dependen solo de la poblacién de

presas.

La funcién de crecimiento para la poblacién de presas es de la forma:

g(x(t)) = mx(t), m > 0 (3.5)
g(x(t)) = mx(t) (1 — %), m>0, k>0 (3.6)

Donde “k” es la capacidad de carga del medio ambiente.

considerando la ecuacién (3.5) y la respuesta funcional Holling tipo I, el modelo (3.3) —

(3.4) es de la forma:

dx B 37
7r = MX T Yxy (3.7)
dy_ —OT

- e x(t—1y(t—1)—pBy (3.8)
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3.2. Analisis del modelo

3.2.1.  Soluciones positivas

Es de importancia mostrar positividad del sistema (3.7) — (3.8) ya que representan las
poblaciones depredador-presa. Biolégicamente, la positividad implica que las poblaciones

sobreviven.
Lema 1

Sea (¢1(0),9,(0)) € ([-7,0],R3)y (x(t),y(t)) cualquier solucién del sistema
(3.7) — (3.8) con las condiciones dadas. Entonces se tiene: x(t) > 0, y(t) > 0 para
t > 0.

Demostracién:

La ecuacién (3.7) se escribe asi:

dx(t)
T x()(m —yy(t))

dx(t)
x(t)

t
= x(0) = x(0) el M-YY@®)At yr 5 g
>0

=

= (m—yy(t))dt

= x(t)> 0
Paray(t) > Oent € [0;00 >
Supongamos que existe un t* > 0 tal que y(t*) =0 y y(t) > 0 parat € [0;t" >

Entonces:

dy(t”)

<0
dt* —
La ecuacién (3.8) se escribe ast:
dy(t”) ST s . .
T = ve (T oyt - 1) - By(t)
dy(t*
> D) - yertrx(e — oy — 1)

>0

Lo cual es una contradiccién, por tanto y(t) > 0 Vt € [0; 00 >

59



3.2.2.  Anéilisis de estabilidad de los equilibrios

Buscamos las soluciones de equilibrio.

Se hace:
@(x,y) = mx —yxy
$(x,y) = ye " x(t —D)y(t — 1) — By
(x*,¥") es una solucién de equilibrio si:
mx* —yx*'y* =0 (3.9)
ye Stx*y* —By* =0 (3.10)
De (3.10): y*(ye %™x* =)= 0
= y'=0 vy y*#0
e Siy"=0 = en(3.9):
mx*=0 = x*=0.
Se tiene el equilibrio trivial E; = (0,0) que biolégicamente no tiene ningtin sentido.

e Ahorasiy® # 0 = en (3.10):

ye %' x*y* = By

x* = £ et
14
Reemplazando en (3.9): y* = % = se tiene el equilibrio E, = (ée&, %) que es
un equilibrio de coexistencia y biolégicamente es significativo.
Solo se analizard E,. Para ello se haya la matriz jacobiana del sistema.
J= Ay +Ae™ (3.11)

Donde:

0x ay . .
A=, 6 op| Para las variables sin retardo

dx dy
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99 ¢

_ | ox dy .
A, = 2 op| Para las variables con retardo
ox dy

Se encuentra A; y A, luego se pone el equilibrio (x*, y*) y se reemplaza en (3.11) donde

se obtiene:

_[m-vy" —rx 0 e
=" Tl e

]=[ m—yy’ —yx* ]
ye—é‘ —Ary —)L‘ryx - B

Para hallar los valores propios A, se usa det(J — Al) =

dep = MYV 4 —Vx |
ye-STe=ATy" Iy
= m-yy = D(eMyx* = — 1)+ y2e e My*x* =0
=2 —(m-—yy =B +ye e x*)A+y2e e My x* + (m—yy)(—B +ye e M x*) =0
Ahora definimos:
51’e—ﬂ‘rx*)

FQO =2-(m-yy —B+ye e x I +ve ey + (m—yy ) (- +ve

Remplazando el punto de equilibrio E, = (x*,y*) = (é ed7 %)

FQ) = 22 _(m_y$_ﬁ +yf )2t yre et - mE sy +(m _y$) (_mye—&e—mge&) =0
=FQA) =22+ (8 —Be™™) A+ mPe™* =0 (3.12)
Ahora, si T = 0, la ecuacién (3.12) se convierte:
P+ -BrA+mB=0
= 12+mp=0

=>A=iW=ii mpf >0
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Cuando T = 0, no hay raices reales, se tiene dos raices imaginarias puras, por lo tanto,

es un centro.

Veamos si ocurre o no bifurcaciones de Hopf.
Hagamos:
F(m,A) = 2> + mf

oF

Ry
= 9

oF
:a(m,iiw/mﬁ) = +2i\/mpB # 0

__Om _ _ P
“dm_ oF 22
oA

dA J
= — =+ 4 =0+ i

dmlyifmg  2i/mpB 2./mB

da _
Por tanto: Re (E ii\/m_ﬁ)_o

La condicién de transversidad no satisface, por lo tanto, la bifurcacién de Hoff no se da.

En el caso de el retardo sea positivo es decir T > 0 la ecuacion caracteristica de la

alrededor del punto E,(x*, y*) es dado por:
P +QMe ™ =0

Donde:
P(A) = 2% + A
QD) = —pA+mp

Sit > 0,sead=iw,w > 0 una raiz imaginaria pura de (3.12)
Ahora sustituyendo A = iw, en la ecuacién (3.12)
F(iw) = (iw)? + (,8 - ,Be‘i“”)iw +mpBe T =0
= —w? + Biw — Piw(Cos wt — iSen wt) + mB(Cos wt — iSen wt) = 0

= (—w? — pwSen wt + mPCos wt) + i(wf — pwCos wt — mPBSen wt) =0
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Ahora separando las partes reales e imaginarias obtenemos un sistema de ecuaciones

transcendentales.
R(w) = —w? — BwSen wt + mPCos wt = 0
S(w) = wp — BwCos wt — mPBSen wt =0
Elevando al cuadrado (3.13) obtenemos:

mpBCos wt — fwSen wt = w?
(mBCos wt — fwSen wt)? = (w?)?
m?B2Cos*wt — 2mPB2?wCos wtSen wt + f*w?Sen*wt = w*
Elevando al cuadrado (3.14) obtenemos:

wf = fwCos wt + mPBSen wt
(wPB)? = (BwCos wt + mPBSen wt)?

w?f? = B2w?Cos’wt + f2wmCos wt.Sen wt + m?f?Sen*wt

Sumando (3.15) y (3.16) obtenemos:

4

m?B2Cos*wt — 2mP?wCos wesen wt + B*w?Sen*wt = w

f*w?Cos?wt + 2%

Cos wt.Sen wt + m?f?Sen’*wt = w?f?

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

m?2B?Cos?wt + m?f2Sen*wt + f2w?Sen*wt + f2w?Cos’wt = w* + w?p?

m?pB? (Sen*wt + Cos?wt) + f?w? (Sen?wt + Cos?wt) = w* + w?p?

=1

=1
m?p? +W = w‘*+93'[{2
mZBZ — (1)4

w* —m2B2 =0

= (w? + mp)(w?—mpP) =0
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Pero (w? + mB) # 0, comow >0, B >0, m > 0.
= w?-mp=0
= w=mpB comow >0

Por lo tanto, tenemos que w > 0 es positivo tal que la ecuacién (3.12) tiene raices

imaginarias puras.
Eliminando Sen(wt) de (3.13) y (3.14), sumando y despejando obtenemos:

w?m + w?p

C =—
0S WT (1)2'8 n mzﬁ
Entonces T esta dado por:
1 w*(m+ B)
T = ZCI,TCCOS (wz n mz)ﬁ
3.2.3. Bifurcacién de Hoff
Aqui demostraremos que:
[d(Reﬂ)
drt |1;

Notamos que las raices de (3.12) dependen continuamente de T y como T incrementa una
raiz de (3.12) puede pasar por semiplano derecho solo pasando por el eje imaginario. Por
tanto, a medida que T > 0 aumenta las raices de (3.12) y puede cruzar el eje imaginario

solo a través de raices imaginarias que no son cero. Para ver si hay algiin cambio de

estabilidad.

Primero buscamos raices imaginarias puras, donde A = iw ; w > 0 de (3.12)

|P(iw)| = 1Q(iw)]
Y esto determina un conjunto de valores posibles de w

Nuestro objetivo es determinar la direccién del movimiento de A a medida que T varia.

Es decir, determinamos:
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o [d(Re)L) i R(dll)‘l
= Sign e N ign|Re I

Ahora consideremos la diferencial de (3.12):

A=iw

F(A) =22+ A+ (mB — e
dF (1)

dA
dFd—;A) =21+ B —tmPBe* — (,Be"” — B/lre"“)

dF (A
% =21+ —tmpPe " — Be A + BAre ™

di—?) = 20+ B — B~ — 1e " (1mp — pA)

=22 4+ BA+mBe™ " — ple™ ™

Luego:

dF (1)
_drt _
dF (1) dt
dA

Por tanto la diferencial de (3.12) con respecto a T, obtenemos:

24+ B — e~ —re™*"(mp — pA)] % = A(mp — p1e"*

-1

da 2245 e _weTM(mp-pA)
- ( T> T AmB — BAeF  A(mB — Ble*  A(mB — fA)e
™ 20+ B Bet e EmA—Bl)
- <E> " 2mp — pA)e A(mp — PApF Amp—pA)e=A_
dn 21+ B B T
= <E> -~ A(mB - ﬁl)e"“ A(mB —BA) 2
dan 21+ B T
= (E) TTAZ + B AmB—BA) A

Por tanto:
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I 24+
6 = Sign Re( > i - £ _z>]
L \=A(A2+ 1) Amp-pA) Ml _,

| 2iw + B B t )
0 = Slgn _Re (—la)(lzwz + l(x),B) lw(mﬁ — l(x)ﬁ) lw/]

T 2iw + B p T)'
6 = Sign _Re (—iw(izwz +iwp) iw(mp —iwp) iw/l

T 2iw + B p T )]
0= Slgn _Re <wZB + iw3 (,()2,3 — w)m,b’ lw
6 = Sign -Re Qiw + B)(w?B —iw®) BB +iomp) T

=olg _ (W2B)% + w® w*B? + (wmpP)? iw
6 = Sign 20"+ W - cila

I @B + b ~ w*B? + (wmp)?
.| 20* + B2 1

6 = Sign _Bzwz +a)4_(l)2 + m?2
0 = Si 20* + p*w? + 2w*m? + B*m® — f?w® — w*

= otgn (B?w? + w*)(w? + m?)
o w* + 20w?m? + f*m? >0

- >gn (B?w? + w*)(w? + m?)

Por lo tanto, tenemos:
d(ReA
[ (Re )] >0
dr 1,z

La condiciéon de transversidad se satisface, por lo tanto, la bifurcacion de Hopf se da.

Entonces que a medida de T incrementa ocurrird una solucién periédica que es el caso de

la bifurcaciéon de Hopf

A lo que concluimos que si T = 0, hay un par de puntos imaginarios y esto representa su

centro y cuando T aumenta esto es otro par de puntos imaginarios puros
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3.3. Formulacién del modelo utilizando la funcién de
crecimiento logistico.

Consideramos la funcién de crecimiento logistico de la presa y el holling de tipo I, en

funcién del depredador sobre la presa:

dx _ (1 x) 3.17
i mx k yxy (3.17)
dy — =61

gp = e x(t-ny(t-1) - By (3.18)

3.3.1. Soluciones positivas

La positividad del sistema (3.18)se puede demostrar facilmente como la hicimos en el

sistema (3.8)

3.3.2. Anailisis de estabilidad de los equilibrios

Buscamos las soluciones de equilibrio.

Se hace:
X

@(x,y) = mx (1 - E) —yxy

d(x,y) = ye O x(t —1)y(t — 1) — By

(x*,¥") es una solucién de equilibrio si:

*

X
mx”* (1 — ?) —yx*'y* =0 (3.19)
ye Stx*y* —By* =0 (3.20)
De (319): x* (m(1-%)—yy) =0

= x"=0 y x"#0
e Six*=0 = en(3.20):
By*=0 = y"=0.

Se tiene el equilibrio trivial E; = (0,0) que biolégicamente no tiene ningtin sentido.
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o Ahorasix®™ # 0 = en (3.20):

Reemplazando en (3.19): y* = %(1 — ée&) = se tiene el equilibrio

E, = <€e&,%(1 — ée&)> que es un equilibrio de coexistencia 'y

Yk

biol6gicamente es significativo si %(1 — ée&) > 0 es decir, T < Eln (B

. . Yk
que existan estos puntos asumimos que —- > 1.

B

Solo se analizard E,. Para ello se haya la matriz jacobiana del sistema.

J= A;+Ae™™ (3.21)
Donde:
ox ay . .
A = |, o op| Para las variables sin retardo
lox oyl
0x dy .
A, = ap oap| Para las variables con retardo
[ox oyl

Se encuentra A; y A, luego se pone el equilibrio (x*, y*) y se reemplaza en (3.21)

donde se obtiene:

(1 _2x*> : : 0 0
_|m\i— Yy —YXx -AT
] - l(; _ﬁ + ye—S‘[y* ye—61;x*:|e
2x* i ,
]=m<1_ k)_yy —r
ye (S‘re—/lty* e—/l‘rye é‘rx*
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Para hallar los valores propios A, se usa det(J] —Al) = 0.

(1 2x*> P4 i
det=|"\"""k /)~ e =0
ye—&[e—l‘ry* _B + e—l‘cye—é'rx* -2

*

2x
= (m (1 — T) —yy* - /1) (=B + e Fyedx* — 1) + y2e %Te My 'x* =0

2x

2x*m m
—yy* =B+ ye“s’e‘hx*>/1 +y2e S Te My x4 <m =" ﬁy*) (—ﬁ + ye“”e"“x*) =0

k

=>/12—(m—

Ahora definimos:

2x*m 2x*m
F(A)=22- (m % yy =B+ ye‘&e_“x*)l + yze_&e_“y*x* + (m % By*) (—B + ye‘&e"“x*)

Remplazando el punto de equilibrio E, = (x*,y*) = <§ ed?, % (1 - ée&)>

28m m m
F(/D — /'12 _ (m _ 'B 861: _ y—(l _ﬁe&:) _ ,8 _i_y£e6‘t'e—6‘t'e—}n'))L +},Ze—6re—21_(1 _ﬁe&r)ﬁe&:
vk 14 14 Y 14 14 14

2Bm m B B
+|lm-——e—y— (1 - —e&) (— + e“”e‘“—e&) =0
< vk "y 14 Pty Y

2 2 2
= 1% — (—,B + Be A — @e&>)l + Bme = — —'8 me&(a_’lr + —'8 me& + —'8 m

6t ,—AT —
=0
Yk vk Yk vk ©e

Por tanto:

2 2
FQ) =2 - (,Be_’h - B - @e&> A+ %e& + <m,8 — 2 me5T> e =0 (3.22)

Yk vk
Ahora, si T = 0, la ecuacién (3.22) se convierte:

B p*m 2B*m

=2 - (-=2) = =0
vk * vk +\mh vk

pm p*m
A2 +—2 — =0
= A° + ok + mp ok
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Consideramos:

_1pm 1 pm\* B*m
ﬂl—‘z—yk*z](ﬁ ~4(ms-57)

_ 1pm 1 Bm* B*m
Az*m‘zﬂw) ~4(ms-57)

Entonces la parte real por parte de 1, es negativa, por tanto la estabilidad depende del

otro valor propio 4.

Cuando T = 0 entonces E, es localmente asintéticamente estable si § < yk y E; no
existe si f > yk.

En el caso de el retardo sea positivo es decir T > 0 la ecuacién caracteristica de la

alrededor del punto E5(x*, y™) es dado por:
PO +QWe* =0

Donde:
p(ﬂ.) = AZ +p1/1+p2
Q) = 11+ q;
Aqui:
ﬁm 6T
= —_— >0
pr=p+ " e
'Bzm oT
= — >0
b2 vk e
g =—-p <0
2%m
q2 - ﬁm - yk

Sit>0,sead = iw,w > 0 una raiz imaginaria pura de (3.22)

Ahora sustituyendo A = iw, en la ecuacién (3.22)

: ? 282 .
F(iw) = (iw)* - (,Be_lwr -p - @BST> lw + i me6T + (mﬁ - d me&> e W = ()
Yk Yk vk
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iwfm ’m 2B%*m
= —w? — Biw(Cos wt — iSen wt) + fiw + ylli ed7 + ﬁyk ed" + (mﬁ - %€5T> (Cos wt — iSen wt)

=0

B*m
vk

2B%m
vk

wpm o5t 2B%m

e + mpBCos wt — e Cos w‘r) +i(—,8wCas wt + fw + VK —mfSen (J)T+7€6TS€H wr) =0

= (—w2 — fwsen wt +

Ahora separando las partes reales e imaginarias obtenemos un sistema de ecuaciones
transcendentales.

2 2

m 2p“m
T(w) = —w? — Pwsen wt + 'By—ke& + mBCos wt — %e&(]os wt=0 (3.23)

wpm 4 2B°m
U(w) = —BwCos wt + fw + vk et —mpfSen wr+76 TSenwt =0 (3.24)

Elevando al cuadrado (3.23) obtenemos:

26*m Zm
<m,3 - [j/k e5’> Cos wT — fwSen vt = w? — ﬁyk ed"
2 2
28°m B*m
mp — e% | Cos wt — BwSenwt | = | w? — e
vk vk
mp — 2'gzme‘“ 2 Cos*wt — 2pw | mp — 2'Bzme& Sen wtCos wt + f?w?Sen’wt = | w? — ﬁzme& 2 (3.25)
vk vk - vk '
Elevando al cuadrado (3.24) obtenemos:
28*m wpm
(m,B — f’k 657) Sen wt + fwCos wt = fw + fk ed?
2 2 2
23 m s (,l)ﬁm 5
mp — e’ |Sen wt + BwCos wt | = (ﬁa) + e T)
Yk vk
mp — 2'Bzme‘“ 2Senzwr + 2w | mp — 2[32me& Sen wtCos wt + f*w?Cos*wt = (/)’(u + @e‘s’f (3.26)
vk vk - vk '
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Sumando (3.25) y (3.26) obtenemos:

28°m o 2 ) 26*m
(m,B— k e Cos“wt — 2w | mpB — s

e%7 ) se

2 2
B*m
7Cos wt + f2w?Sen’wt = (wz - e57>

2,82m s 2 5
mp — e”" | Sen"wt + 2pw

m s 2 2. 2 wpm ’
e”" | Sen wtCos wt + B w Cos“wt = | fw + e’
vk

2B%*m 2 B*m 2 wpm
mp — " e | (Sen’wt + Cos?wt) + f2?w? (Sen?wt + Cos’wt) = | w? — Tk et ) + (,Bw + 7661)

=1 =1

2 2
(g~ 250 s g = (2 £ ) g

2B%*m 2 2 w?B*m m?p* m z
= (mﬁ _ 2k e5T> + w?p? = w* — Zw'pm ed7 + mp e20T + w? (,B +B—e&>

wpfm e‘”)z
vk

vk vk y2k? vk
e (28%m e (g L &)2+ 2\ 2 4 B 28"m 5\ _ o
vk d yk © Fr)e Vzkz mp vk B
2ﬁ2 . 2ﬁ2 . ﬁz 2 2ﬁ4 2[)’3m2 . 4ﬁ4m2 .
‘(7;2/5//‘7”{/5 g /ﬁ o o T e et =0
f?m? 233m? 3p*m?
4 26T,,2 202 oT 20T
S W +—5eTTw—m +—0e"" ————e =0
y2k2 B ]/k y2k2

1 B°m? 1 2m? 2 233m?2 3684m?
o2 A ] J(kaz ) a2 e - I

Ya que w? > 0

1 B2 1 22 2 233m? 384m
1 +§j<ﬁ ) a0 e S )

2002 2
_1B m 626‘[>_1\/<ﬁ2m26261> _4<2ﬁ3m2667_m2ﬁ2_ 35:}:226281')

22 2m2 2 233m?2 384m2
L J(i—k) (0 e g 3T )

2.2 2 2.2 2 3...2 4.2
=><f/2m 248 < 'izrlzlz 6281' _4<2'B m eé‘r_mZEZ_ S'Bm 828‘5>




—0<— ( 23;}:”2 edT — m?p2 — 35:;22 2&)

N Z.B)an edT < m2p2 + 35:}:22 0267

= fz—izzez& —i—ie& +1>0

= 207 _ 23—7/;&1 + ):;22 > 0

= (e& — )?:—Z)Z + (f—?)z >0 (3.25)

Esta expresion (3.25) siempre es verdadera ya que aqui todos los pardmetros son positivos.

Por lo tanto, tenemos que w > 0 es positivo tal que la ecuacién (3.22) tiene raices

imaginarias puras.

3.3.3. Bifurcacién de Hoff

Aqui demostraremos que:

[d (Red)
dr |1;

Esto significa que existe al menos un valor propio con parte real positiva para T.

Ademas, si las condiciones de la bifurcacion de hoff satisface entonces produce la solucion
periédica requerida. Para ver si hay algtiin cambio de estabilidad.

Primero buscamos raices imaginarias puras, donde A = iw ; w > 0 de (3.22)
IP(iw)] = 1Q(iw)|

Y esto determina un conjunto de valores posibles de w

Nuestro objetivo es determinar la direccién del movimiento de A a medida que T varia.

Es decir, determinamos:

6 [d(ReA) —cionlr (d/l)_l
= Sign rra ign|Re e
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Por tanto la diferencial de (3.22) con respecto a T, obtenemos:

dA
[(2/1 +py) +e Mg — e M (A + CIZ)] — = U@ A+ qr)e™

_ (@)‘ @2tp) |, @ /‘ T
dt Mg A+ qle ™~ A(q14 + QZ)B/( p)
A\~ A+ py) q1 T
=><d_) = 262m\ o @At 2
¢ A(—dﬂﬁm—T)e—M 04T 4z
- (dl)_l 21+ py) q1 T
o = 2 2
dt /1<—d/1—/12—’8m/1+ﬁ m _ 2P m>e—/11: A(Q1A+QZ) 2
Yk Yk Yk
dn? A+ p,) q4 T
- S
vk vk
(d/l)_l 24+ pq q1 T
= | — = + —_—
dt A2 +piA+p) MgiA+q) A
Por tanto
2A+pq q1 T
0 = Sign Re( + )]
I A2+ pid+p) AM@A+a) M.
2iw + pq q1 T
sl T
tgn|re iw((iw)? + priw + pz) iw(gio + q,) iw
2iw + pq q1 T
sl o)
0 = Sign|ke iw(i?w? + pyiw + pz) iw(gio +q,) iw
2iw + T
0 = Sign Re( p + T , ——)]
w?p; + (w3 —pw) —w?q+igw iw
[ 2iw + w?p; —iw3 + ip,w —w?q, —ig,w) it
0 = sign |re ( 2101)(2 P1 P2w) G (Cw g~ iqw) it
i (w?p1)? + (w3 — prw)? w*q,? + w?qy* w
) —zw(wg — pyw) + wzplz (UZCI12
0 = Sign|——; 3 2 4, 2 2. 2
| w*p* + (w° — pw) w*q1° + w“q;
0= s (w8q,2 + 20%q,% — 2p,q,°w? + w2P1ZQZ2 — (UZCI12P22
- (1% + (@° — pow)2) (W*qs2 + w2q,?)
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Por lo tanto, La condicién de transversidad se satisface entonces la bifurcacién de Hoff se

da.

1.e.

d(ReA

[ ( )] >0

dr  lyq
Siy solo si:
p*m
w? — p, w Tk e

Y

P1%q2° — q1°p,* > 0

- (o) (om-25) o (5] o
= (% ear)z :(Bm _ 2?;:”)2 —p*|>0
o2 s

= m? (1 —)Zl—i)z > B2
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Discusién de resultados

De los resultados obtenidos de la funcién de crecimiento monétona es que a medida de T
incrementa ocurrird una solucién periddica que es el caso de la bifurcaciéon de Hoff, A lo
que concluimos que si T = 0, hay un par de puntos imaginarios y esto representa su centro
y cuando T aumenta esto es otro par de puntos imaginarios puros es decir en la funcién de
crecimiento monétona es una bifurcacion de hoff bajo ninguna condicién pero si
observamos los resultados de la funcién de crecimiento logistica la bifurcacién de hoff se
va dar pero bajo ciertas condiciones que son las siguientes:

2 B*m s¢ 2( _2_3)2 2
a)>—yke y m°|1l ok >
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Conclusiones

En la presente investigacion se llega a las siguientes conclusiones:

e La tasa de crecimiento de las especies depredadoras depende tnicamente de la
cantidad de biomasa anadida (densidad de poblacién depredadora) debido a la
muerte de la presa, la presencia del retraso de gestacién en el crecimiento del
depredador afecta la abundancia de depredadores ya que hay algunas posibilidades
de muerte del depredador durante este periodo de gestacién antes de ir a la

reproduccién o crecimiento.

e FEl andlisis de estabilidad lineal nos revela el hecho de que para la tasa de
crecimiento monotonica de la presa, en ausencia de retraso, el equilibrio de

coexistencia es un centro.

e Lafuncion de crecimiento logistico de la presa es localmente asintéticamente estable
si B < Yk y esto no existe si § > yk.

e La tasa de crecimiento monétono de la presa en ausencia de retraso, la bifurcacion
de Hoff no es posible sin ninguna condicién y en caso el retardo sea positivo hay una

soluciéon periddica que es el caso de la bifurcacién de Hoff bajo ciertas condiciones.

e FEl retraso de gestacién es crucial para un sistema de interaccién depredador — presa.
En el caso de la funcién de crecimiento logistico de la presa, la bifurcaciéon de Hoff

es posible bajo estas ciertas condiciones:

2 B*m s 2(1_2_ﬁ)2 2
) >—y e’ 'y m o > f
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Sugerencias

Al finalizar el trabajo, se llegé a las siguientes sugerencias:

1. Para futuras investigaciones seria interesante estimar los parametros q aparecen en

el modelo con retardo con datos reales.

2. El tiempo de retardo en este trabajo es de tipo discreto, para futuras investigaciones

seria interesante hacer uso de un tiempo de retardo de tipo continuo.
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