
UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO RUIZ GALLO

FACULTAD DE CIENCIAS F ÍSICAS Y MATEMÁTICAS
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A mi bebé Néstor Rodrigo por ser mi gran motivación e impulsor de mi superación para ofre-
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RESUMEN

En éste trabajo utilizamos un método de análisis numérico que sirve para aproximar la solución

de ecuaciones diferenciales parciales con valores iniciales, llamado Método de Elementos Fi-

nitos (MEF), que está pensado para ser usado en computadoras y que proporciona una técnica

particular sistemática para construir funciones bases como funciones polinomiales por tramos

sobre subregiones del dominio, estas funciones son llamadas elementos finitos. Para ello, se

empieza derivando la ecuación diferencial parcial con condiciones iniciales a un problema de-

nominado problema débil, que consta de una forma bilineal y un funcional lineal. Además, a

dicha forma bilineal se le asocia una matriz llamada matriz de rigidez.

El objetivo de éste trabajo es el análisis de la existencia y unicidad de las soluciones, continua y

discreta, de la ecuación de convección-difusión-reacción del tipo estacionario. Para el análisis

de las soluciones discretas se utilizan dos métodos de elementos finitos; el método de Galerkin

clásico y un método Monótono. Las ecuaciones diferenciales parciales de convección-difusión-

reacción del tipo estacionario modelan, por ejemplo, la concentración de partı́culas en un campo

de flujo de velocidad externa. En particular, nos centraremos especialmente en las ecuaciones

de convección-difusión-reacción con conveción dominada, es decir, cuando el término difusivo

es varios ordenes más pequeño que el término convectivo.

Debido a que el problema es de convección dominada los esquemas clásicos de elementos fini-

tos no son eficientes para resolver este tipo de problemas, ya que la solución numérica tiende a

oscilar si la medida de la malla no es suficientemente pequeña. Teniendo en cuenta ese inconve-

niente es que surgen los esquemas monótonos de elementos finitos, éstos esquemas monótonos

tienen la caracterı́stica particular de satisfacer el Principio del Máximo Débil tanto a nivel con-

tinuo como a nivel discreto, denominado propiedad de monotonı́a.

El método monótono que desarrollaremos en este trabajo es el Esquema Monótono de Elemen-

tos Finitos del Borde Promediado denominado EAFEM, donde la idea principal es promediar

adecuadamente los coeficientes de la ecuación diferencial en las aristas de la triangulación o

malla. En éste método, la matriz de rigidez resultante es una matriz llamada M-matriz bajo

cierta suposiciones sobre la triangulación (generalmente no estructurada).
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El método fue propuesto por Xu y Zikatanov en [5] y motivado por los trabajos de Markowich y

Zlamal [7] y Brezzi, Marini y Pietra [8]. Además, Xu Zikatanov en [5], nos dice que éste esque-

ma (EAFEM), es un esquema monótono de upwinding, es decir, la solución numérica tiende a

ser suave.

En el Capı́tulo 1, se presentan definiciones y resultados sobre la teorı́a de elementos finitos,

Identidades de Green, Principio el Máximo Débil, esquema de Galerkin, esquema monótono,

los cuales se utilizan para la demostraciones de la existencia y unicidad de las soluciones de la

ecuación de convección–difusión–reacción del tipo estacionario y el estudio de las estimaciones

de error a priori.

En el segundo capı́tulo, se aplican resultados para garantizar existencia y unicidad de la solución

continua de la ecuación de convección–difusión–reacción del ttipo estacionario, entre ellos, el

teorema de Lax Milgram, y se corrobora que la ecuación diferencial parcial en estudio satisface

la propiedad de monotonı́a a nivel continuo.

En el capı́tulo 3, se presenta el esquema discreto de Galerkin para el cual se utilizan elementos

finitos lineales, continuos y a trozos, y se estudia el esquema EAFEM propuesto por Xu Zika-

tanov en [5]. Además de estudiar la existencia y unicidad de la solución discreta para ambos

métodos. se detalla y corrobora las cuentas de la demostración del teorema del error de conver-

gencia para el esquema discreto EAFEM. Finalmente, se presenta un resultado numérico que

muestra el buen comportamiento del método EAFEM y la ineficiencia del Método de Galerkin.
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INTRODUCCIÓN

Las ecuaciones de convección–difusión–reacción son utilizadas en varias aplicaciones de inge-

nierı́a ambiental e industrial. Un ejemplo de simulación de estas ecuaciones es el transporte de

sustancias en medios acuáticos, utilizada para medir el impacto de una fuente de contaminantes

en un rı́o. Ésta dinámica de concentración de partı́culas pequeñas es determinado por un campo

de flujo de velocidad externa. Otro tipo de simulación tı́pica de éstas ecuaciones se da cuando

el tamaño difusivo es varios órdenes de magnitud más pequeño que el término convectivo.

El tipo de ecuaciones que son interesante estudiar son las ecuaciones de convección–difusión–

reacción con convección dominada, es decir, cuando el cuociente entre el término convectivo y

el término difusivo es demasiado grande. El método de elementos finitos clásico y el método de

diferencias finitas, son en general, esquemas inestables para la solución de éste tipo de ecuacio-

nes, en el sentido que la solución numérica frecuentemente contiene oscilaciones si la medida

de la malla no es suficientemente pequeña.

Una de las formas de eliminar éstas oscilaciones es considerar métodos o esquemas monótonos

de elementos finitos. Una caracterı́stica para que un esquema sea monótono, es que el esquema

satisfaga el Principio del Máximo Débil a nivel continuo, y que la ecuación discreta resultante

también cumpla el Principio del Máximo Débil Discreto (que es similar al del nivel continuo).

El Principio del Máximo Débil es una propiedad tı́pica cualitativa de problemas lineales de va-

lores de frontera elı́ptico. Una pregunta natural en análisis numérico para éstos problemas serı́a

: ¿ La solución aproximada posee la propiedad del principio del máximo? . Éstos problemas tie-

nen la propiedad que satisfacen el principio del máximo discreto (DMP), o también denominado

principio de monotonı́a del método numérico.

En modelación matemática de varios fenómenos fı́sicos, el Principio del Máximo Débil refleja

la no negatividad natural de cantidades fı́sicas como la temperatura, concentración, densidad,

etc. La validez del Principio del Máximo Débil a nivel discreto es por lo tanto crı́tico para la

confiabilidad de modelos numéricos. Aproximaciones con concentración negativa o flujos de

calor que van de lugares más frı́os a lugares más cálido son definitivamente no deseables y

considerados no confiables.



8

El Principio del Máximo Débil ha sido estudiado y analizado por muchas décadas. Los primeros

resultados que tratan con el método de diferencias finitas aparecen en 1964, donde se prueba que

existe la matriz inversa y es positiva (ver [1]). Otro trabajo donde abordan un problema elı́ptico

en forma de no divergencia con el Principo del Máximo Débil se encuentra en [2], donde se

estudia la convergencia de ciertas técnicas iterativas comunes para la solución de los sistemas

lineales resultantes.

Los esquemas monótonos existentes se derivan principalmente por una diferencia finita o un

enfoque de volúmen finito. Un inconveniente de éstos enfoques es que a menudo no está claro

cómo analizar teóricamente los esquemas derivados de ésta manera. Ası́, nos motivaron a buscar

esquemas monótonos que caen dentro del marco variacional de elementos finitos estándar, y

por lo tanto, su análisis teórico es más directo. Una condición suficiente conocida para que un

esquema sea monótono es que la correspondiente matriz de rigidez sea una M–matriz.

Un esquema monótono lineal usualmente tiene solo una precisión de primer orden, lo cual es un

inconveniente bastante indeseable, y ciertamente limita su utilidad en los cálculos computacio-

nales. Sin embargo, los esquemas monótonos lineales siguen siendo significativos de muchas

maneras, por ejemplo, como una herramienta para diseñar técnicas iterativas y de preacondicio-

namiento eficientes para resolver otros esquemas más sofisticados tales como.

Un sistema lineal con una M–matriz a partir de problemas con convección dominada se puede

resolver de manera eficiente, por ejemplo, mediante el método de Gauss-Seidel, y la conver-

gencia de la iteración de Gauss-Seidel se puede acelerar dramáticamente con un ordenamiento

apropiado de incógnitas.

En este trabajo se analiza la existencia y unicidad de las soluciones de la ecuación de convec-

ción–difusión–reacción del tipo estacionario, se presentará el esquema discreto de Galerkin y

se detallará el esquema EAFEM (ver [5]), el cual tiene varias caracterı́sticas interesantes.
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El esquema EAFEM es un esquema de elementos finitos con una formulación variacional

estándar (pero con una forma bilineal modificada) por medio de las funciones lineales a trozos

habituales para los espacios discretos, su derivación es completamente diferente de los otros

enfoques conocidos, y no utiliza (explı́citamente) las técnicas de upwinding (como verificar las

direcciones de flujo).

Éste esquema EAFEM fue parcialmente motivado por el trabajo de Markowich y Zlamal [7] y

Brezzi, Marini y Pietra [8] y presentado por Xu Zikatanov en [5].
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Capı́tulo 1

Preliminares

En éste primer capı́tulo se presentan algunas notaciones generales, se introducen definiciones y

resultados generales sobre el Teorema de Lax–Milgram, el cual será una herramienta principal

para el análisis de existencia y unicidad de la solución de la ecuación de convección–difusión–

reacción del tipo estacionario a nivel continuo. También, se definen los espacios de Sobolev,

Operadores de Trazas, Identidades de Green (fórmulas de integración por partes) y el Principio

del Máximo Débil. Por último, se introduce la teorı́a para hacer el análisis de las soluciones

discretas para la ecuación diferencial parcial elı́ptica de convección–difusión–reacción del ti-

po, presentando notaciones y definiciones generales sobre el Esquema Discreto de Galerkin

(llamado también Esquema Clásico de Elementos Finitos) y el Esquema Monótono del Borde

Promediado de Elementos Finitos.

Con respecto a los operadores diferenciales utilizados para una función escalar

w(x) := w(x1, x2, · · · , xd),

se tiene que ∂iw representará la derivada parcial de w con respecto a la variable xi.

13
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Además, los operadores gradiente y laplaciano para una función escalar w se definen como:

∇w := (∂1w, ∂2w, · · · , ∂dw)t ∈ Rd,

y

∆w :=
d∑
i=1

∂iiw ∈ R,

respectivamente. Mientras que para una función vectorial, w =
(
w1(x), w2(x), · · · , wd(x)

)
, se

definen, respectivamente, los operadores divergencia y gradiente como:

div w := ∇ · w =
d∑
i=1

∂iwi ∈ R,

y

∇w :=



∂w1

∂x1

∂w1

∂x2

· · · ∂w1

∂xd

∂w2

∂x1

∂w2

∂x2

· · · ∂w2

∂x2...
... . . . ...

∂wd
∂x1

∂wd
∂x2

· · · ∂wd
∂xd


.

1.1. Teorema de Lax–Milgram

En esta sección se presentan conceptos básicos para los espacios de Hilbert, forma bilineal

continua, la elipticidad de una forma (también llamada coersividad fuerte de una forma), y

se presenta también el Teorema de Lax–Milgram y algunos resultados inmediatos de dicho

teorema, los cuales se utilizarán para demostrar la existencia y unicidad de la solución del

problema continuo.

DEFINICIÓN 1.1. SeaX un conjunto no vacı́o. Una métrica sobre rl conjuntoX es una función

d : X ×X → R, que cumple las siguientes propiedades:



1.1. TEOREMA DE LAX–MILGRAM 15

a.- d(x, y) ≥ 0, para todo x, y ∈ X .

b.- d(x, y) = 0 si, y solo sı́, x = y.

c.- d(x, y) = d(y, x), para todo x, y ∈ X .

d.- d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), para todo x, y, z ∈ X .

Observación 1.1. Al conjunto X provisto de una métrica d se le denomina espacio métrico

(X, d).

DEFINICIÓN 1.2. Sea X un espacio vectorial, se dice que la aplicación 〈·, ·〉X : X ×X → K

(K := R o K := C) es un producto interior sobre el cuerpo K si satisface:

a.- 〈x, x〉X ≥ 0, para todo x ∈ X .

b.- 〈x, x〉X = 0 si, y sólo sı́, x = 0.

c.- 〈x, y〉X = 〈y, x〉X , para todo x, y ∈ X .

d.- 〈αx+ βy, z〉X = α〈x, z〉X + β〈y, z〉X , para todo α, β ∈ K y para todo x, y, z ∈ X .

e.- 〈x, αy + βz〉X = α〈x, y〉X + β〈x, z〉X , para todo α, β ∈ K y para todo x, y, z ∈ X .

Observación 1.2. Al conjunto X provisto de un producto interior 〈·, ·〉X , se le denomina espa-

cio de Pre-Hilbert (X, 〈·, ·〉X).

DEFINICIÓN 1.3. SeaX un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una función ‖·‖X : X → K

es una norma sobre X , si para todo x, y ∈ X y para todo α ∈ K, se satisfacen las siguientes

propiedades:

a.- ‖x‖X ≥ 0, ∀x ∈ X .

b.- ‖x‖X = 0 si, y sólo sı́, x = 0.

c.- ‖αx‖X = |α| ‖x‖X , ∀α ∈ K y ∀x ∈ X .

d.- ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X , ∀x, y ∈ X
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TEOREMA 1.1 (Desigualdad de Cauchy–Schwarz). SeaX un espacio vectorial, los vectores

x, y ∈ X satisfacen la siguiente desigualdad:

|〈x, y〉X |2 ≤ 〈x, x〉X 〈y, y〉X .

Demostración. Sean u, v ∈ X y α, β ∈ R. Luego, teniendo en cuenta las propiedades de

producto interior. se tiene:

〈αu− βv, αu− βv〉X ≥ 0

〈αu, αu− βv〉X − 〈βv, αu− βv〉X ≥ 0

〈αu, αu〉X − 〈αu, βv〉X − 〈βv, αu〉X + 〈βv, βv〉X ≥ 0

α〈u, αu〉X − α〈u, βv〉X − β〈v, αu〉X + β〈v, βv〉X ≥ 0

αα〈u, u〉X − αβ〈u, v〉X − βα〈v, u〉X + ββ〈v, v〉X ≥ 0

|α|2〈u, u〉X − αβ〈u, v〉X − βα〈v, u〉X + |β|2〈v, v〉X ≥ 0.

Luego, haciendo α = 〈u, v〉X y β = 〈u, u〉X resulta,

|〈u, v〉X |2〈u, u〉X − 〈u, v〉X〈u, u〉X〈u, v〉X − 〈u, u〉X〈u, v〉X〈v, u〉X + |〈u, u〉X |2〈v, v〉X ≥ 0

|〈u, v〉X |2〈u, u〉X − 〈u, v〉2X〈u, u〉X − 〈u, u〉X〈v, u〉2X + |〈u, u〉X |2〈v, v〉X ≥ 0

|〈u, v〉X |2〈u, u〉X − 2|〈u, v〉X |2〈u, u〉X + |〈u, u〉X |2〈v, v〉X ≥ 0.

De forma equivalente, se puede escribir,

|〈u, v〉X |2〈u, u〉X + |〈u, u〉X |2〈v, v〉X ≥ 2|〈u, v〉X |2〈u, u〉X
|〈u, v〉X |2 + 〈u, u〉X〈v, v〉X ≥ 2|〈u, v〉X |2.

Finalmente, se obtiene la siguiente desigualdad,

〈u, u〉X〈v, v〉X ≥ |〈u, v〉X |2.

DEFINICIÓN 1.4. Sea (X, 〈·, ·〉X) un espacio vectorial normado. Se dice Espacio de Hilbert,

si X es completo con la norma inducida por el producto interior, es decir:

‖x‖X := 〈x, x〉
1
2
X , ∀x ∈ X.
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En el caso particular, de que (X, ‖·, ·‖X) sea un espacio de Banach, se puede demostrar la

siguiente igualdad

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
∀x, y ∈ X,

conocida como Ley del Paralelogramo, identidad que permite comprobar que la norma pro-

viene de un producto interior.

DEFINICIÓN 1.5. Sea (X, 〈·, ·〉X) un espacio de Hilbert y sea z ∈ X fijo. Entonces , para cada

x ∈ X , se tiene que 〈z, x〉 ∈ R, es decir, se puede escribir la aplicación

〈z, ·〉X : X → R

x 7→ 〈z, x〉X .
(1.1)

DEFINICIÓN 1.6. Sea F̂ : X −→ R un aplicación. Se dice que F̂ es un Funcional Lineal, si

se satisfacen las siguientes propiedades:

a.- F̂ (x+ y) = F̂ (x) + F̂ (y) ∀x, y ∈ X .

b.- F̂ (αx) = αF̂ (x) ∀α ∈ R y ∀x ∈ X .

DEFINICIÓN 1.7. Dado F̂ : X −→ R un funcional lineal, se llama funcional acotado, si

existe una constante M > 0, tal que:

|F̂ (x)| ≤M‖x‖X ∀x ∈ X.

DEFINICIÓN 1.8. Sean (H1, 〈·, ·〉1) y (H2, 〈·, ·〉2) espacios de Hilbert. Se define L(H1, H2)

como el conjunto de todos los operadores lineales y acotados que se definen en H1 y toman

valores en H2, es decir, T : H1 → H2.

DEFINICIÓN 1.9. Sea (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert. Se define L(H) como el conjunto de

todos los operadores lineales y acotados que se definen en H y toman valores en H , es decir,

T : H → H .

DEFINICIÓN 1.10. Sea (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert donde se define un operador lineal

T y un producto interno 〈x, y〉H . Entonces, T ∗ es llamado operador adjunto de T , si se cumple

que:

〈Tx, y〉H = 〈x, T ∗y〉H .
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DEFINICIÓN 1.11. Sea (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert. Se llama Espacio Dual de H, al

conjunto formado por todos los funcionales lineales y acotados que se definen en H , el cual se

denota por H ′. Además, H ′ es dotada con la norma,

‖ · ‖H′ : H ′ → R

F̂ 7→ ‖F̂‖H′ := sup
x 6=0∈H

F̂ (x)

‖x‖ .

Las siguientes definiciones son fundamentales para enunciar el Teorema de Lax–Milgram.

DEFINICIÓN 1.12. Sean (H1, 〈·, ·〉1) y (H2, 〈·, ·〉2) espacios de Hilbert. Se dice que una forma

B : H1 ×H2 → R es bilineal, si ella es lineal en cada una de sus componentes, es decir:

a.- B(αx+ β y, z) = αB(x, z) + β B(y, z) ∀x, y ∈ H1, ∀ z ∈ H2 y ∀α, β ∈ R.

b.- B(x, α y + β z) = αB(x, y) + β B(x, z) ∀x ∈ H1, ∀ y, z ∈ H2 y ∀α, β ∈ R.

DEFINICIÓN 1.13. Sean (H1, 〈·, ·〉1) y (H2, 〈·, ·〉2) espacios de Hilbert. Se dice que una forma

bilineal B : H1 ×H2 → R es acotada, si existe una constante M > 0, tal que:

|B(x, y)| ≤M‖x‖1‖x‖2 ∀x ∈ H1, y ∀ y ∈ H2.

DEFINICIÓN 1.14. Sean (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert y B : H × H → R una forma

bilineal. Se dice que B es H–elı́ptica ( o fuertemente coersiva), si existe una constante α > 0

tal que:

B(x, x) ≥ α‖x‖2
H ∀x ∈ H.

TEOREMA 1.2 (Teorema de Lax–Milgram). Sea (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert y sea

B : H × H → R una forma bilineal, acotada y H–elı́ptica, con constantes de acotamiento y

elipticidad, dadas por M y α, respectivamente. Entonces, para cada F̂ ∈ H ′, existe un único

v ∈ H , tal que

B(v, w) = F̂ (w) ∀w ∈ H, (1.2)

y

‖v‖ ≤ 1

α
‖F̂‖H′ .
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Demostración. Ver Teorema 1.1 en [3].

Los siguientes resultados se utilizarán para enunciar el Lema de Lax–Milgram.

TEOREMA 1.3 (Teorema de Representación de Riesz). Sea
(
H, 〈·, ·〉H

)
un espacio de Hil-

bert. Entonces, para todo F̂ ∈ H ′ , existe un único z ∈ H , tal que:

F̂ (x) = 〈z, x〉H ∀x ∈ H.

Además, ‖F̂‖H′ = ‖z‖H .

Observación 1.3. El Teorema de Representación de Riesz induce un operador

R : H
′ → H

F̂ 7→ R(F̂ ) = z,

el cual se conoce como operador de Riesz. Este operador está bien definido, dado que z es

único, y que además es una isometrı́a, es decir,

‖R(F̂ )‖H = ‖z‖H = ‖F̂‖H′ .

Al elemento z ∈ H se le llama representante de Riesz. A su vez, de acuerdo a lo anterior

F̂ (x) = 〈R(F̂ ), x〉X ∀x ∈ H.

DEFINICIÓN 1.15. Dados
(
H1, 〈·, ·〉1

)
y
(
H2, 〈·, ·〉2

)
espacios de Hilbert reales y una forma

bilineal continua B : H1 ×H2 → R. Se define el funcional F̂v : H2 → R, por

F̂v(w) := B(v, w) ∀w ∈ H2. (1.3)

Observación 1.4. Dado que B es bilineal, es claro que F̂v es lineal. Además, del hecho que B

es continuo, se infiere

|F̂v(w)| ≤M‖v‖1‖w‖2 ∀w ∈ H2.

Esto garantiza que F̂v es un funcional lineal y acotado de H2, y

‖F̂v‖ ≤M‖v‖1 ∀ v ∈ H1. (1.4)



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Del análisis anterior se induce la siguiente definición

DEFINICIÓN 1.16. Sean (H1, 〈·, ·〉1) y (H2, 〈·, ·〉2) espacios de Hilbert. Se define el operador

B : H1 → H ′2, como:

B(v) := F̂v, ∀ v ∈ H1. (1.5)

Además, de la linealidad de B en la primera componente y la desigualdad (1.4), es claro que

B es lineal y acotado con

‖B‖L(H1,H′2) ≤M.

DEFINICIÓN 1.17 (Operador inducido). Dados
(
H1, 〈·, ·〉1

)
y
(
H2, 〈·, ·〉2

)
espacios de Hil-

bert reales y B : H1 × H2 → R una forma bilineal continua. Se define el operador inducido

como B : H1 → H2 tal que:

B := R2 ◦ B,

dondeR2 : H ′2 → H2 denota la aplicación de Riesz. A su vez, de la linealidad y el acotamiento

deR2 y B se tiene:

〈B(v), w〉2 = 〈R2(B(v)), w〉2 = B(v)(w) ∀ (v, w) ∈ H1 ×H2,

De (1.5) y (1.3) resulta:

B(v)(w) = F̂v(w) = B(v, w) ∀ (v, w) ∈ H1 ×H2,

lo que implica,

〈B(v), w〉2 = B(v, w) ∀ (v, w) ∈ H1 ×H2.

o gráficamente

H1
B //

B

  

H ′2

R2

��
H2
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Para el siguiente resultado, es de interés definir u ∈ H1 tal que:

B(u) = R2(F̂v).

Una condición suficiente y necesaria para que (1.2) tenga una única solución en cada F̂ ∈ H ′2,

es que el operador inducido por la forma bilineal sea biyectivo. Entonces, la biyectividad del

operador inducido puede ser reformulado teniendo en cuenta el siguiente resultado.

LEMA 1.1 (Lema de Lax–Milgram ). Sean
(
H1, 〈·, ·〉1

)
y
(
H2, 〈·, ·〉2

)
espacios de Hilbert

con normas inducidas ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2, respectivamente, y sea B ∈ L(H1, H2). Entonces:

a.- B es sobreyectivo si, y sólo sı́, B∗ (operador inducido adjunto) es inyectivo y tiene rango

cerrado, es decir, existe α > 0, tal que:

‖B∗(w)‖1 ≥ α‖w‖2 ∀w ∈ H2.

b.- B es inyectivo, si y sólo sı́,

sup
w∈H2

〈B(v), w〉2 > 0 ∀ v ∈ H1, v 6= 0.

c.- B∗ es sobreyectivo si, y sólo sı́, B es inyectivo y tiene rango cerrado, es decir, existe α > 0,

tal que:

‖B(v)‖2 ≥ α‖v‖1 ∀ v ∈ H1.

d.- B∗ es inyectivo si, y sólo sı́,

sup
v∈H1

〈B(v), w〉2 > 0, ∀w ∈ H2, w 6= 0

e.- B es biyectivo si, y sólo sı́, B∗ es biyectivo.

Demostración. Ver Lema 1.2 en [3].
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LEMA 1.2 (Lema de Lax–Milgram Generalizado ). Sean
(
H1, 〈·, ·〉1

)
y
(
H2, 〈·, ·〉2

)
espacios

de Hilbert con normas inducidas ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2, respectivamente, y sea B : H1 ×H2 → R una

forma bilineal continua. Suponga que:

(i) (Sobreyectividad) Existe C > 0, tal que:

sup
w∈H2

B(v, w)

‖w‖2

≥ C‖v‖1 ∀ v ∈ H1, w 6= θ.

(ii) (Inyectividad)

sup
v∈H1

B(v, w) > 0 ∀w ∈ H2, w 6= θ.

Entonces, para cada F̂ ∈ H ′2, existe un único v ∈ H1, tal que:

B(v, w) = F̂ (w) ∀w ∈ H2 y ‖v‖1 ≤ C−1‖F̂‖H′2 .

Además, las condiciones (i) y (ii) son también necesarias.

Demostración. Ver Teorema 1.2 en [3].

1.2. Espacios de Sobolev y Operador Trazas

En ésta sección se define el espacio de las funciones cuadrado integrables, el espacio de las

funciones esencialmente acotadas, derivada en el sentido débil de una función, los espacios de

Sóbolev, operadores de Trazas, y se presentan también resultados importantes de los operadores

de Trazas para resolver las estimaciones a priori de las ecuaciones de convección–difusión–

reacción de tipo estacionario.

Para empezar, considere Ω ⊂ Rd, con d ∈ N, un dominio abierto y acotado de Rd con frontera

“suave” ∂Ω, también denominada frontera poligonal o frontera Lipschitz continua, y considere

p ∈ [1,∞] se denota el espacio de las funciones p integrables sobre el dominio Ω como Lp(Ω);

mientras que el espacio de las funciones esencialmente acotadas sobre Ω, es denotada como

L∞(Ω), es decir,

Lp(Ω) :=

{
v : Ω→ R tal que

∫
Ω

|v(x)|pdx <∞
}
,
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y

L∞(Ω) :=

{
v : Ω→ R tal que ess sup

x∈Ω
|v(x)| <∞

}
,

donde, ess sup es el supremo esencial de v que se define como el ı́nfimo de las cotas superiores

esenciales de v. Además, las normas de éstos espacios están definidas, respectivamente, de la

siguiente forma:

‖v‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|v(x)|pdx
) 1

p

,

y

‖v‖∞,Ω := ess sup
x∈Ω
|v(x)|.

Para el caso p = 2, se escribirá ‖ · ‖0,Ω = ‖ · ‖L2(Ω) y se le denominará espacio de las funciones

cuadrado integrables. Luego, se define el producto interno de L2(Ω), como

〈·, ·〉0,Ω : L2(Ω)× L2(Ω)→ R

(v, w) 7→ 〈v, w〉0,Ω := 〈v, w〉L2(Ω) =

∫
Ω

v w ∀ v, w ∈ L2(Ω).

Observación 1.5. Se puede verificar fácilmente que ‖v‖2
0,Ω = 〈v, v〉0,Ω, es decir,

‖v‖2
0,Ω =

∫
Ω

|v|2 =

∫
Ω

v v = 〈v, v〉0,Ω ∀ v ∈ L2(Ω).

Entonces, la dupla
(
L2(Ω), 〈·, ·〉0,Ω

)
es un espacio de Hilbert.

Ahora, se presentan dos desigualdades que serán de gran utilidad en el análisis de las estima-

ciones a priori para la ecuación de convección–difusión–reacción del tipo estacionario.

DEFINICIÓN 1.18 (Desigualdad de Cauchy–Schwarz para espacios cuadrado integrables). Si

v, w ∈ L2(Ω), entonces se satisface lo siguiente:

|〈v, w〉0,Ω| ≤
(∫

Ω

|v|2
) 1

2
(∫

Ω

|w|2
) 1

2

∀ v, w ∈ L2(Ω). (1.6)

DEFINICIÓN 1.19 (Desigualdad de Young para espacio cuadrado integrables). Si v, w ∈ L2(Ω),

entonces, existe ξ > 0 tal que :

‖v‖0,Ω ‖w‖0,Ω ≤
‖v‖2

0,Ω

2ξ
+
ξ‖w‖2

0,Ω

2
∀ v, w ∈ L2(Ω). (1.7)
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Para definir los espacios de Sobolev, se presentarán algunas definiciones previas sobre funciones

con soporte compacto y derivada de una función en el sentido débil.

DEFINICIÓN 1.20 (Soporte Compacto). SeaC(Ω) el conjunto de las funciones continuas sobre

Ω. Entonces, dado ϕ ∈ C(Ω), se define el soporte de Ω como el conjunto

sop (ϕ) = {x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0}.

DEFINICIÓN 1.21. Sea Ω ⊆ Rd, d ∈ N, y sea C∞(Ω) el conjunto de funciones infinitamente

derivables en el sentido clásico (con lı́mite). A su vez, sea C(Ω) el conjunto de las funciones

continuas sobre Ω. Se define el conjunto de funciones C∞(Ω) con soporte compacto, como:

C∞0 (Ω) := {ϕ ∈ C∞(Ω) : sop (ϕ) es compacto en Ω}.

DEFINICIÓN 1.22. El espacio vectorial C∞0 (Ω), provisto de una topologı́a inducida por una

familia de seminormas, se denota por D(Ω) y se llama Espacio de funciones test.

DEFINICIÓN 1.23 (Multi–ı́ndice). Un multi–ı́ndice es una d–upla α := (α1, · · · , αd) con αi ∈
N ∪ {0}, ∀ i ∈ {1, · · · , d}. La longitud de α se define por:

|α| :=
d∑
i=1

αi.

Además, Dαv corresponde a la notación multi–ı́ndice para las derivadas débiles de v

Dαv :=
∂|α|v

∂xα1
1 · · · ∂xαd

d

, y D(0,··· ,0)v := v.

EJEMPLO 1.1. A continuación, se presentan algunos ejemplos de multi–ı́ndices para los espa-

cios R2 y R3.

1.- Si α = (1, 1) entonces ∂αv =
∂2v

∂x1∂x2

.

2.- Si α = (0, 3) entonces ∂αv =
∂3v

∂x0
1∂x

3
2

=
∂3v

∂x3
2

.

3.- Si α = (1, 0, 2) entonces ∂αv =
∂3v

∂x1∂x0
2∂x

2
3

=
∂3v

∂x1∂x2
3

.

Comentario. Para una función v ∈ L1(Ω), se dice que w ∈ L1(Ω) es su α-ésima derivada

débil si, y sólo sı́, ∫
Ω

vDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

wϕdx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), (1.8)

y haciendo una analogı́a a la notación clásica de derivada, se denota por Dαv := w.
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Comentario. Para una función v ∈ L2(Ω), se dice que ∂v
∂xi
∈ L2(Ω), si existe zi ∈ L2(Ω), tal

que ∫
Ω

v
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

ziϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ∀ i ∈ {1, 2, · · · , d}.

En tal caso, se escribirá ∂v
∂xi

= zi.

Luego de definir la derivada de una función en el sentido débil, se presentan ahora los espacios

de Sobolev.

DEFINICIÓN 1.24 (Espacios de Sobolev). Sea m ∈ N y p ∈ [1,∞]. Se define el Espacio de

Sobolev de orden m, como:

Wm,p(Ω) := {v ∈ Lp(Ω) : Dαv ∈ Lp(Ω) ∀α ∈ Nd : |α| ≤ m},

con Dαv que denota la derivada hasta el orden m de v, pero en el sentido débil.

Además, la norma del espacio de Sóbolev se define de la siguiente manera:

‖v‖m,p,Ω =



∑
|α|<m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

, si 1 ≤ p <∞,

∑
|α|<m

ess supΩ|Dαv|, si p =∞.

Mientras que la semi–norma, es dada por:

|v|m,p,Ω =



∑
|α|=m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

, si 1 ≤ p <∞,

∑
|α|=m

ess supΩ|Dαv|, si p =∞.

Observación 1.6. Cuando p = 2, se escribirá el espacio de Sobolev Wm,2(Ω) como Hm(Ω),

con

| · |m,Ω := | · |m,2,Ω y ‖ · ‖m,Ω := ‖ · ‖m,2,Ω.

Observación 1.7. En particular, para m = 1 y p = 2, se tiene el espacio H1(Ω), donde la

norma del espacio H1(Ω) es denotada por ‖ · ‖1,Ω y se define como:

‖u‖2
1,Ω := ‖u‖2

0,Ω + |u|21,Ω,
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con | · |1,Ω definido por:

|v|21,Ω := ‖∇v‖2
0,Ω =

d∑
j=1

∥∥∥∥ ∂v∂xj
∥∥∥∥2

0,Ω

.

A su vez, sobre H1(Ω), se define el siguiente producto interno,

〈v, w〉H1(Ω) :=

∫
Ω

vw +

∫
Ω

∇v · ∇w ∀ v, w ∈ H1(Ω).

Note que,

〈v, v〉H1(Ω) =

∫
Ω

|v|2 +

∫
Ω

|∇v|2 = ‖v‖2
0,Ω + |v|21,Ω = ‖v‖2

1,Ω.

Ası́, la dupla (H1(Ω), 〈·, ·〉1,Ω) es también un espacio de Hilbert.

Luego de definir el espacio de Sobolev H1(Ω), se define el subespacio H1
0 (Ω).

DEFINICIÓN 1.25. Sea Ω un conjunto distinto del vacı́o, se define el espacio

H1
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

‖·‖1,Ω

:= {z ∈ H1(Ω) : ∃{zj}j∈N ⊆ C∞0 (Ω) tal que ‖z − zj‖1,Ω
j→∞−−−→ 0}

:= {z ∈ H1(Ω) : z = 0 en ∂Ω}.

Observación. La notación z = 0 en ∂Ω, indica que z se anula en la frontera de Ω. Sin em-

bargo, se debe recordar que z no necesariamente está definida puntualmente. Por lo tanto, la

restricción de z a la frontera no tiene sentido. Esta definición debe ser entendida en el sentido

de trazas que se definirá más adelante.

Se define ahora el espacio H1
D(Ω). Para ello, se denota por Γ a la frontera del dominio, ∂Ω,

provista de las siguientes propiedades:

a.- Γ = ΓD ∪ ΓN ,

b.- ΓD ∩ ΓN = ∅,

donde ΓD se denomina frontera de Dirichlet, y ΓN frontera de Neumann, tal y como se muestra

en la Figura 1.1 1, teniendo en cuenta que para la Figura 1.1, ΓD = Γ1 y ΓN = Γ2.
1https://images.app.goo.gl/YLuvBTUsNeo8aEmt8
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Figura 1.1: Dominio con frontera regular

DEFINICIÓN 1.26 (Espacio H1
D(Ω)). Sea H1(Ω) el espacio de las funciones cuadrado inte-

grables con primera derivada cuadrado integrable en el sentido débil. Entonces, se define el

espacio H1
D(Ω) como las funciones cuya traza es cero en la frontera ΓD, es decir,

H1
D(Ω) := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 en ΓD}.

Además, se denotará
[
H1
D(Ω)

]−1 al espacio dual de H1
D(Ω) con respecto al producto interno de

L2(Ω). También, se denota 〈·, ·〉−1,1 := 〈·, ·〉[
H1

D(Ω)
]−1

,H1
D(Ω)

como el producto dualidad entre[
H1
D(Ω)

]−1 y H1
D(Ω), es decir,

〈·, ·〉−1,1 :
[
H1
D(Ω)

]−1 ×H1
D(Ω)→ R

(F̂ , v) 7→ 〈F̂ , v〉−1,1 =

∫
Ω

F̂ v.

DEFINICIÓN 1.27 (Producto interno entre dos campos tensoriales). Dados los campos tenso-

riales τ := (τi,j) y ζ := (ζi,j), con i, j = {1, · · · , d}. Se define el producto interno como:

τ : ζ :=
d∑

i,j=1

τi,jζi,j.

A continuación, se define el operador traza. Para ello, se introducen las siguientes definiciones

sobre distribuciones.

DEFINICIÓN 1.28. Sea {ϕk}k∈N una sucesión de D(Ω). Se dice que {ϕk}k∈N converge a la

función nula de D(Ω), si existe un compacto K0 ⊆ Ω tal que sop (ϕ) ⊆ K0 para todo k ∈ N, y
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para toda d-upla α, esto es,

sop x∈K0|∂αϕk(x)| k→∞−−−→ 0.

DEFINICIÓN 1.29. Una aplicación v : D(Ω)→ C se dice una forma lineal si:

v(αϕ+ βψ) = αv(ϕ) + βv(ψ) ∀α, β ∈ C, ∀ϕ, ψ ∈ D(Ω).

DEFINICIÓN 1.30. Una forma lineal v : D(Ω) → C se dice una distribución, si ella es con-

tinua en D(Ω), o equivalentemente, si para cada {ϕk}k∈N ⊆ D(Ω) que converge a la función

nula, se tiene que:

v(ϕk)
k→∞−−−→ 0.

El espacio de distribuciones sobre Ω es denotado porD′(Ω). Además, dado v ∈ D′ y ϕ ∈ D(Ω)

se adopta la notación:

v(ϕ) = 〈v, ϕ〉.

En lo que sigue, se denotará por D(Ω) (o [C∞0 (Ω)]), al espacio de funciones de D(Ω
′
), restrin-

gidas a Ω, sobre algún Ω′; el cual contiene a Ω, es decir, Ω ⊆ Ω′.

DEFINICIÓN 1.31 (Operador de traza (ver [3])). Sea Ω un dominio acotado de Rd, con d ∈ N,

con frontera “suave” Γ. Entonces, se define γ0 : D(Ω)→ L2(Γ) como:

γ0(ϕ) = ϕ

∣∣∣∣
Γ

∀ϕ ∈ D(Ω).

Además, existe C > 0 tal que:

‖γ0(ϕ)‖0,Γ ≤ c‖ϕ‖1,Ω ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.9)

TEOREMA 1.4 (Teorema de Trazas en H1(Ω)). Sea Ω un abierto acotado de Rd, d ∈ N, con

frontera poligonal Γ. Entonces, la aplicación γ0 : D(Ω) → L2(Γ) se extiende por continuidad

y densidad a una aplicación lineal y acotada γ0 : H1(Ω) → L2(Γ) tal que γ0(ϕ) = ϕ

∣∣∣∣
Γ

para

todo ϕ ∈ D(Ω).

Demostración. Ver [3].
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1.3. Identidades de Green y Principio del Máximo Débil

Las identidades de Green son un conjunto de igualdades en cálculo vectorial, nombradas ası́

en honor del matemático George Green, el mismo que descubrió el teorema de Green. Éstas

identidades son necesarias para realizar la llamada integración por partes.

En lo que sigue, se define Ω ⊂ Rd, con d ∈ N, un dominio abierto y acotado de Rd con frontera

poligonal, y se denota por n = (n1, n2, · · · , nd)t, al vector normal unitario exterior al dominio

Ω sobre la frontera ∂Ω.

TEOREMA 1.5 (Fórmula de Integración por Partes). Dados u, v ∈ C1(Ω) ∩C(Ω), entonces se

satisface lo siguiente:∫
Ω

(
u
∂v

∂xi
+ v

∂u

∂xi

)
=

∫
∂Ω

u v ni ∀ i ∈ {1, · · · , d}. (1.10)

Demostración. Sea un campo vectorial
−→
G = (G1, G2, ..., Gd)

t ∈ [C1(Ω)∩C(Ω)]d. De acuerdo

al Teorema de Gauss se sabe que: ∫
Ω

div
−→
G =

∫
∂Ω

−→
G · −→n . (1.11)

En particular, dados v, w ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) dos funciones escalares, elegimos

−→
G = (0, 0, · · · , 0, uv︸︷︷︸

i−ésima

, 0, · · · , 0)t,

entonces, de (1.11), se llega a ∫
Ω

∂(uv)

∂xi
=

∫
∂Ω

u v ni.

Ası́, obtenemos lo siguiente:∫
Ω

(
u
∂v

∂xi
+ v

∂u

∂xi

)
=

∫
∂Ω

u v ni ∀ i ∈ {1, · · · , d}. (1.12)

COROLARIO 1.1 (Primera Identidad de Green). Sean v ∈ C1(Ω)∩C(Ω) yw ∈ C2(Ω)∩C1(Ω),

entonces se tiene: ∫
Ω

∇w · ∇v +

∫
Ω

v∆w =

∫
∂Ω

v∇w · n. (1.13)
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Demostración. Reemplazando ahora u por
∂w

∂xi
en (1.10), con w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), se sigue

∫
Ω

(
∂w

∂xi

∂v

∂xi
+ v

∂2w

∂x2
i

)
=

∫
∂Ω

∂w

∂xi
v ni ∀ i ∈ {1, · · · , d},

y sumando sobre i = 1, · · · , d, se obtiene la siguiente igualdad,∫
Ω

d∑
i=1

∂w

∂xi

∂v

∂xi
+

∫
Ω

v
d∑
i=1

∂2w

∂x2
i

=

∫
∂Ω

v

d∑
i=1

∂w

∂xi
ni ∀ i ∈ {1, · · · , d}.

Por lo tanto, se concluye que:∫
Ω

∇w · ∇v +

∫
Ω

v∆w =

∫
∂Ω

v∇w · n.

Ahora, teniendo en cuenta la densidad de D(Ω) en H1(Ω) y el Teorema de Trazas en H1(Ω), se

deriva el siguiente resultado.

TEOREMA 1.6 (Fórmula de Integración por Partes). Sea Ω un dominio acotado de Rd, d ∈ N,

con frontera Lipschitz continua en ∂Ω. Entonces, para cada v, w ∈ H1(Ω) se tiene:∫
Ω

v
∂w

∂xi
= −

∫
Ω

w
∂v

∂xi
+

∫
∂Ω

γ0(v)γ0(w)ni ∀ i ∈ {1, · · · , d},

donde ni es la i–ésima componente del vector normal.

Demostración. Ver Teorema 1.6 en [3].

Del teorema anterior surge el siguiente resultado.

COROLARIO 1.2 (Identidades de Green). Sea Ω un dominio acotado de Rd, d ∈ N, con fron-

tera Lipschitz continua ∂Ω. Entonces, para cada v ∈ H1(Ω) y w ∈ H2(Ω), se cumple:∫
Ω

v∆w = −
∫

Ω

∇w∇v +

∫
∂Ω

γ0(v)γ0(∇w) · n.

Demostración. Ver Corolario 1.2 en [3].
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EJEMPLO 1.2. A continuación se presentan dos ejemplos para el espacio 1−−dimensional.

1.- Sea Ω = (−1, 1). Calcular v′(x), sabiendo que:

v(x) = |x| =


−x , −1 < x ≤ 0

x , 0 ≤ x < 1

.

Note que v no es una función derivable en el sentido clásico para x = 0. Sin embargo,

es posible calcular su derivada débil. En efecto, dado ϕ ∈ C∞0 (] − 1, 1[), se cumple lo

siguiente:∫ 1

−1

vϕ
′
=

∫ 0

−1

vϕ
′
+

∫ 1

0

vϕ
′

=

∫ 0

−1

(−x)ϕ
′
+

∫ 1

0

(x)ϕ
′
= − ĺım

a→−1+

∫ 0

a

xϕ
′
+ ĺım

b→1−

∫ b

0

xϕ
′

= − ĺım
a→−1+

[
−
∫ 0

a

x
′
ϕ+

(
xϕ

)0

a

]
+ ĺım

b→1−

[
−
∫ b

0

x
′
ϕ+

(
xϕ

)b
0

]

= − ĺım
a→−1+

[
−
∫ 0

a

(1)ϕ+

(
(0)ϕ(0)− (a)ϕ(a)

)]

+ ĺım
b→1−

[
−
∫ b

0

(1)ϕ+

(
(b)ϕ(b)− (0)ϕ(0)

)]

=

∫ 0

−1

ϕ−
(

(0)ϕ(0)− (−1)ϕ(−1)

)]
−
∫ 1

0

ϕ+

(
(1)ϕ(1)− (0)ϕ(0)

)
.

Recordemos que ϕ evaluado en los extremos del intervalo es nulo, es decir ϕ(1) =

ϕ(−1) = 0, entonces, ∫ 1

−1

vϕ
′
=

∫ 0

−1

ϕ−
∫ 1

0

ϕ = −
∫ 1

−1

zϕ.

Por lo tanto,

v
′
(x) = z(x) =


−1 , −1 < x ≤ 0

1 , 0 ≤ x < 1

.

2.- Sea Ω = (0, 1). Calcular v′(x), sabiendo que:

v(x) =


2x , x ∈ (0, 1

2
)

2− 2x , x ∈ (1
2
, 1)

,
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En efecto dado ϕ ∈ C∞0 (]0, 1[), se sigue que:∫ 1

0

vϕ
′
=

∫ 1
2

0

vϕ
′
+

∫ 1

1
2

vϕ
′

= −
∫ 1

2

0

v
′
ϕ+

(
vϕ

) 1
2

0

−
∫ 1

1
2

v
′
ϕ+

(
vϕ

)1

1
2

= −
∫ 1

2

0

2ϕ+

(
2
(1

2

)
ϕ
(1

2

)
− 2(0)ϕ(0)

)

−
∫ 1

1
2

(−2)ϕ+

([
2− 2

(1

2

)]
ϕ
(1

2

)
−
[
2− 2(0)

]
ϕ(0)

)

= −
∫ 1

2

0

2ϕ−
∫ 1

1
2

(−2)ϕ.

Entonces:

v
′
(x) = z(x) =


2 , 0 < x < 1

2

−2 , 1
2
< x < 1

.

En lo que sigue, se presenta El Principio del Máximo Débil, el cual es una caracterı́stica impor-

tante de las ecuaciones elı́pticas de segundo orden, que las distingue de las ecuaciones de orden

superior y de los sistemas de ecuaciones. Además, de sus muchas aplicaciones, el Principio del

Máximo Débil proporciona estimaciones puntuales que conducen a una teorı́a más definitiva.

Para presentar el Teorema del Principio del Máximo Débil, se considera el siguiente operador:

L̂v := ∇ · (α̃∇v + b̃v) + c̃∇u+ γ̃v,

donde α̃, b̃, c̃ y γ̃ son funciones medibles en un dominio Ω, con 0 < α̃0 ≤ α̃ ≤ α̃1, γ̃0 > |γ̃| y
‖b̃‖∞,Ω < c.

Además, asumiendo una de las siguientes desigualdades,

i.-
∫

Ω

(γ̃v − b̃∇u) ≤ 0, ∀v ∈ C1
0(Ω) ∀ v ≥ 0.
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ii.-
∫

Ω

(γ̃v + c̃∇v) ≤ 0 ∀v ∈ C1
0(Ω), ∀ v ≥ 0.

iii.-

 α̃ β̃

−c̃ −γ̃

 ≥ 0,

se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.7 (Principio del Máximo Débil). Sea v ∈ H1(Ω) tal que L̂v ≥ 0 ( o bien L̂v ≤
0) en Ω. Entonces,

sup
Ω
v ≥ sup

∂Ω
v+ ( o ı́nf

Ω
v ≤ ı́nf

∂Ω
v−),

donde, v+ = máx{v, 0} y v− = máx{−v, 0}.

Demostración. Ver Teorema 8.1 en [4].

COROLARIO 1.3 (Principio del Máximo Débil). Sea v ∈ H1
D(Ω) tal que L̂v = 0 en Ω. Enton-

ces, v = 0 en Ω.

Demostración. Ver Corolario 8.2 en [4].

1.4. Esquema de Galerkin

Los Esquemas de Elementos Finitos Clásicos, son un procedimiento numérico que permite ob-

tener una aproximación numérica de la solución de una ecuación diferencial, ordinaria o parcial,

bajo ciertas condiciones iniciales y de frontera, donde la idea principal es buscar funciones ba-

ses en un espacio de dimensión finita. Uno de éstos esquemas clásicos, es el llamado Esquema

de Galerkin, este método convierte un problema de operador continuo (tal como una ecuación

diferencial) en un problema discreto. El objetivo del método de Galerkin es la producción de

un sistema lineal de ecuaciones construido por su forma de matriz que puede ser utilizado para

calcular la solución mediante un programa informático.
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Se define ahora el Esquema de Galerkin. Para ello, sea (H, 〈·, ·〉H) un espacio de Hilbert,y sea

â : H×H → R una forma bilineal acotada yH-elı́ptica. Además, sea F̂ : H → R un funcional

lineal y acotado. Suponga que existe un único v ∈ H , tal que:

â(v, w) = F̂ (w) ∀w ∈ H.

La idea de éste esquema es tratar de encontrar una solución vn, que pertenezca a un espacio de

dimensión finita Hn (subespacio del espacio de dimensión infinita H), de tal forma que cada

vez que n→∞, entonces vn → v.

Sea {Hn}n∈N una sucesión de subespacios deH , de dimensión finita n y considere el problema:
Hallar vn ∈ Hn tal que :

â(vn, wn) = F̂ (wn) ∀wn ∈ Hn.

Note que F̂ restringido a Hn pertenece al dual de Hn, y â : Hn × Hn → R es una forma

bilineal acotada. Entonces, se tiene la misma estructura que en el caso continuo en H; y por

lo tanto, se puede aplicar el Teorema de Lax–Milgram o Lema de Lax–Milgram Generalizado

para asegurar existencia y unicidad.

TEOREMA 1.8 (Teorema de Lax–Milgram Discreto). Suponga que existe αn > 0 tal que

â(wn, wn) ≥ αn‖wn‖2
H ∀wn ∈ Hn. Entonces, existe una única vn ∈ Hn, tal que:

â(vn, wn) = F̂ (wn) ∀wn ∈ Hn.

Además,

‖vn‖H ≤
1

αn

∥∥∥∥F̂ ∣∣∣∣
Hn

∥∥∥∥
H′n

=
1

αn
sup

wn∈Hn

|F̂ (wn)|
‖wn‖H

∀wn 6=
−→
θ .

Demostración. Directo del Teorema de Lax–Milgram continuo.

LEMA 1.3. (Lema de Lax–Milgram Generalizado Discreto) Sea ân : Hn×Hn → R una forma

bilineal acotada. Entonces, para todo F̂n ∈ H ′n, existe un único vn ∈ Hn tal que:

ân(vn, wn) = F̂n(wn) ∀wn ∈ Hn.
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i.- Existe αn > 0, tal que:

sup
wn∈Hn

ân(wn, vn)

‖wn‖H
≥ αn‖vn‖Hn ∀wn 6=

−→
θ .

ii.- O bien

sup
wn∈Hn

ân(vn, wn)

‖wn‖H
≥ αn‖vn‖Hn ∀wn 6=

−→
θ .

En cualquier caso se obtiene que:

‖vn‖H ≤
1

αn
‖F̂n‖H′n .

Demostración. Es una aplicación directa del Lema de Lax–Milgram Generalizado, teniendo en

cuenta que en dimensión finita, inyectividad es equivalente a sobreyectividad.

Ahora, para el cálculo de la solución del Esquema de Galerkin, se procede de la siguiente forma.

Sea Hn un subespacio de H de dimensión finita n, y sea {e1, · · · , en} una base de Hn. Enton-

ces, se tiene el siguiente problema discreto:

Hallar vn ∈ Hn tal que:

â(vn, ei) = F̂ (ei) ∀ i = {1, · · · , n}. (1.14)

A su vez, como vn ∈ Hn (espacio de dimensión finita), existen α1, · · · , αn ∈ R (incógnitas)

tales que vn se puede escribir como combinación lineal de las incógnitas por las funciones bases,

es decir:

vn =
n∑
j=1

αjej,

donde el problema discreto (1.14) se reescribe como:

Hallar α1, · · · , αn ∈ R tal que:

n∑
j=1

αj â(ej, ei) = F̂ (ei) ∀ i = {1, · · · , n}.
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Equivalentemente,
α1

α2

...

αn


︸ ︷︷ ︸
−→α


â(e1, e1) â(e2, e1) â(e3, e1) · · · â(en, e1)

â(e1, e2) â(e2, e2) â(e3, e2) · · · â(en, e2)
...

...
... . . . ...

â(e1, en) â(e2, en) â(e3, en) · · · â(en, en)


︸ ︷︷ ︸

A

=


F̂ (e1)

F̂ (e2)
...

F̂ (en)


︸ ︷︷ ︸

−→
f

.

Matricialmente se escribe como: Hallar −→α =


α1

...

αn

 ∈ Rn tal que: A−→α =
−→
f , donde

A ∈Mn×n(C), llamada matrı́z de rigidez y aij = a(ej, ei) ∀ i, j ∈ {1, · · · , n}.

−→
f = (f1, · · · , fn)t se llama vector carga, además, fj = F̂ (ej) ∀ j = {1, · · · , n}.

1.5. Esquema Monótono de Elementos Finitos

Los Esquemas monótonos de Elementos Finitos surgen debido a que los esquemas clásicos

de elementos finitos no son suficientemente eficientes para calcular la solución numérica de

ecuaciones diferenciales de convección–difusión–reacción con convección dominante. Éstos

esquemas monótonos de elementos finitos se caracterizan por satisfacer el Principio del Máximo

Débil, tanto a nivel continuo como a nivel discreto.

A continuación, se definen algunos conceptos previos para presentar el Esquema Monótono de

Elementos Finitos.

DEFINICIÓN 1.32. Sea L̂v un operador elı́ptico. Se llamará propiedad de monoticidad conti-

nua o propiedad de monotonı́a continua, a la siguiente desigualdad,

Si (L̂v)(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω , entonces v(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω. (1.15)

Ésta propiedad es independiente de
|b̃(x)|
α̃(x)

.



1.5. ESQUEMA MONÓTONO DE ELEMENTOS FINITOS 37

Los casos que son interesantes estudiar para las aplicaciones es cuando la ecuación de convec-

ción–difusión–reacción, es de convección dominada, es decir, cuando
|b̃(x)|
α̃(x)

� 1 ∀x ∈ Ω.

DEFINICIÓN 1.33 (Propiedad de Monotonı́a Discreta). Sea L̂h la versión discreta del operador

L̂, y si Vh ⊂ V es el espacio de elementos finitos, entonces:

(L̂−1
h fh)(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω, si f ih ≥ 0, (1.16)

donde f ih es la función f evaluada en todas las funciones bases de Vh.

Un esquema monótono que satisface la condición (1.16), será llamado, a partir de ahora, como

esquema monótono de elementos finitos.

DEFINICIÓN 1.34. (M–matriz) Sea Z ∈ MR×R(C) una matriz arbitraria. Se dice que Z es

una M–matriz, si es irreducible y satisface lo siguiente:

a.- Zjj > 0 ∀ j.

b.- Zij ≤ 0 ∀ i, j : i 6= j.

c.- Zjj ≥
Nh∑

i=1,i 6=j

|Zij| ∀ j.

d.- Zjj ≤
Nh∑

i=1,i 6=j

|Zij| para algún j.

Observación 1.8. Si la matriz de rigidez correspondiente a L̂h es una M–matriz, entonces se

tiene (1.16), de ésta manera, se dice que el esquema es monótono de elementos finitos.

El siguiente teorema es de utilidad para demostrar las estimaciones a priori de los esquemas

discretos de la ecuación de convección–difusión–reacción del tipo estacionario.

TEOREMA 1.9 (Bramble–Hilbert). Sea Ω un dominio acotado en Rd, d ∈ N, y asuma que F̂

es un funcional lineal en Wm,p(Ω) tal que,

a.- F̂ (v) ≥ 0 ∀ v ∈ Wm,p(Ω).

b.- F̂ (v + w) ≤ F̂ (v) + F̂ (w) ∀ v, w ∈ Wm,p(Ω).
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c.- F̂ (v) ≤ C‖v‖m,p ∀ v ∈ Wm,p(Ω).

d.- F̂ (v) = 0 ∀ v ∈ Pm−1(Ω).

Entonces, existe una constante C = C(Ω) > 0 tal que F̂ (v) ≤ C|v|m,p.

TEOREMA 1.10 (Desigualdad de Poincaré). Sea p tal que 1 ≤ p <∞, y sea Ω un subconjunto

con al menos un borde acotado. Entonces, existe una constante c > 0, dependiendo sólo de Ω y

de p, tal que, para cada función v ∈ W 1,p
0 (Ω), se cumple:

‖v‖Lp(Ω) ≤ C‖∇v‖Lp(Ω).

Observación 1.9. Si W 1,p
0 (Ω) = H1

0 (Ω), se tiene la siguiente desigualdad

|v|21,Ω ≥ c‖v‖2
1,Ω ∀ v ∈ H1

0 (Ω).



Capı́tulo 2

Problema Continuo Elı́ptico

En éste capı́tulo se presenta el problema modelo, el cual está caracterizado por una ecuación

diferencial lineal elı́ptica en forma de divergencia, con condiciones iniciales de Neumann no

homogéneas y condición de Dirichlet homogénea. Se analizará la existencia y unicidad de la

solución continua de la ecuación de convección–difusión–reacción del tipo estacionario, uti-

lizando como herramienta principal el Teorema de Lax–Milgram. Por último, se analizará la

monoticidad del esquema a nivel continuo.

2.1. Problema Modelo

Considere como problema modelo, a la ecuación diferencial parcial elı́ptica lineal de convec-

ción–difusión–reacción del tipo estacionario, en forma de divergencia con condiciones de con-

torno de Dirichlet y Neumann. Es decir:
Lu := −∇ · (ε(x)∇u(x) + b(x)u(x)) + γ(x)u(x) = f(x) x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ΓD,

(ε(x)∇u(x) + b(x)u(x)) · n = g x ∈ ΓN ,

(2.1)

39
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donde Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3}, es un dominio acotado con frontera poligonal ∂Ω = ΓN ∪ ΓD, y

ΓN ∩ ΓD = ∅ y se denota por n al vector normal unitario exterior a ∂Ω.

Para el problema (2.1) se consideran las siguientes hipótesis:

A1) ε1 ≥ ε(x) ≥ ε0 > 0.

A2) γ(x) > γ0 > 0.

A3) ε ∈ W 1,∞(Ω), b ∈ [W 1,∞(Ω)]d, γ ∈ W 1,∞(Ω).

A4) f ∈ L2(Ω) y g ∈ L2(ΓN).

Observación 2.1. En lo que sigue, se le llama problema variacional continuo al problema mo-

delo.

2.2. Existencia y unicidad de la solución continua

Para demostrar existencia y unicidad del problema variacional continuo (2.1), se deriva primero

a un problema equivalente llamado problema débil. Para ello, se multiplica la primera ecuación

del problema (2.1) por una función test adecuada y utilizando la fórmula del corolario 1.2 de la

Identidad de Green , se obtiene que para todo v ∈ H1
D(Ω),

−
∫

Ω

∇
(
ε∇u+ bu

)
v +

∫
Ω

γuv =

∫
Ω

fv

−
(
−
∫

Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇v +

∫
∂Ω

(
ε∇u+ bu

)
· nv

)
+

∫
Ω

γuv =

∫
Ω

fv

∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇v −

∫
∂Ω

(
ε∇u+ bu

)
· nv +

∫
Ω

γuv =

∫
Ω

fv

∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇v −

∫
ΓD

(
ε∇u+ bu

)
· nv −

∫
ΓN

(
ε∇u+ bu

)
· nv +

∫
Ω

γuv =

∫
Ω

fv.

Teniendo en cuenta que u = 0 en ΓD, y que (ε∇u+ bu) · n = g en ΓN , entonces:∫
ΓD

(
ε∇u+ bu

)
· nv = 0,
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y ∫
ΓN

(
ε∇u+ bu

)
· nv =

∫
ΓN

gv,

obteniendose,∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇v −

∫
ΓN

gv +

∫
Ω

γuv =

∫
Ω

fv ∀ v ∈ H1
D(Ω).

De forma equivalente, se puede escribir:∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇v +

∫
Ω

γuv =

∫
Ω

fv +

∫
ΓN

gv ∀ v ∈ H1
D(Ω).

Luego, se define la forma a(·, ·) como:

a : H1
D(Ω)×H1

D(Ω) → R

(u, v) 7→
∫

Ω

(ε∇u+ bu) · ∇v +

∫
Ω

γuv.

y el funcional F (·) como:

F : H1
D(Ω) → R

v 7→
∫

Ω

fv +

∫
ΓN

gv.

Por lo tanto, el problema variacional (2.1) se reescribe como un problema débil, dado por:
Hallar u ∈ H1

D(Ω) tal que:

a(u, v) = F (v) ∀ v ∈ H1
D(Ω).

(2.2)

Demostrar existencia y unicidad de la solución del problema variacional continuo (2.1) es equi-

valente a demostrar existencia y unicidad de la solución del problema débil (2.2). Para ello, se

verifican las hipóstesis del Teorema de Lax–Milgram :

a.- a(·, ·) es una forma bilineal, es decir ∀ s, t ∈ R y ∀u, v, w ∈ H1
D(Ω), se demuestra la

linealidad en cada componente:
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a(su+ tv, w)

=

∫
Ω

(
ε∇(su+ tv) + b(su+ tv)

)
· ∇w +

∫
Ω

γ(su+ tv)w

=

∫
Ω

s
(
ε∇u+ bu

)
· ∇w +

∫
Ω

t
(
ε∇v + bv

)
· ∇w +

∫
Ω

s(γuw) + t(γvw)

= s

(∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇w +

∫
Ω

γuw

)
+ t

(∫
Ω

(
ε∇v + bv

)
· ∇w + γvw

)

= sa(u,w) + ta(v, w).

a(u, sv + tw)

=

∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇(sv + tw) +

∫
Ω

γu(sv + tw)

=

∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· s∇v +

∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· t∇w +

∫
Ω

(
s(γuv) + t(γuw)

)
= s

(∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇v +

∫
Ω

γuv

)
+ t

(∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
· ∇w + γuw

)

= sa(u, v) + ta(u,w).

b.- a(·, ·) es una forma acotada. En efecto, ∀u, v ∈ H1
D(Ω), se tiene:

|a(u, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

(ε∇u+ bu) · ∇v +

∫
Ω

γuv

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω

(ε∇u+ bu) · ∇v
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

γuv

∣∣∣∣ .
Luego, utilizando desigualdad (1.6) se deduce,

|a(u, v)| ≤
(∫

Ω

|ε∇u+ bu|2
) 1

2
(∫

Ω

|∇v|2
) 1

2

+

(∫
Ω

|γu|2
) 1

2
(∫

Ω

|v|2
) 1

2

= ‖ε∇u+ bu‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + ‖γu‖0,Ω‖v‖0,Ω

≤ ‖ε∇u‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + ‖bu‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + ‖γu‖0,Ω‖v‖0,Ω. (2.3)



2.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN CONTINUA 43

Observe que:

‖ε∇u‖2
0,Ω =

∫
Ω

|ε∇u|2 =

∫
Ω

|ε|2|∇u|2

≤ máx
{
|ε(x)|2 : x ∈ Ω

}∫
Ω

|∇u|2 = ‖ε‖2
∞,Ω‖∇u‖2

0,Ω

⇒ ‖ε∇u‖0,Ω ≤ ‖ε‖∞,Ω‖∇u‖0,Ω. (2.4)

‖γu‖2
0,Ω =

∫
Ω

|γu|2 ≤
∫

Ω

|γ|2|u|2

≤ máx
{
|γ(x)|2 : x ∈ Ω

}∫
Ω

|u|2 = ‖γ‖2
∞,Ω‖u‖2

0,Ω

⇒ ‖γu‖0,Ω ≤ ‖γ‖∞,Ω‖u‖0,Ω. (2.5)

Reemplazando (2.4) y (2.5) en (2.3), se obtiene:

|a(u, v)| ≤ ‖ε‖∞,Ω‖∇u‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + ‖b‖∞,Ω‖u‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + ‖γ‖∞,Ω‖u‖0,Ω‖v‖0,Ω.

Haciendo εΩ = ‖ε‖∞,Ω, bΩ = ‖b‖∞,Ω y γΩ = ‖γ‖∞,Ω, se sigue que:

|a(u, v)| ≤ máx
{
εΩ, bΩ, γΩ

}(
‖∇u‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + ‖u‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + ‖u‖0,Ω‖v‖0,Ω

)
≤ máx

{
εΩ, bΩ, γΩ

}(
‖∇u‖2

0,Ω + ‖u‖2
0,Ω + ‖u‖2

0,Ω

) 1
2 +

(
‖∇v‖2

0,Ω + ‖∇v‖2
0,Ω + ‖v‖2

0,Ω

) 1
2

≤ máx
{
εΩ, bΩ, γΩ

}(
‖∇u‖2

0,Ω + 2‖u‖2
0,Ω

) 1
2 +

(
2‖∇v‖2

0,Ω + ‖v‖2
0,Ω

) 1
2

≤ 2 máx
{
εΩ, bΩ, γΩ

}(
‖∇u‖2

0,Ω + ‖u‖2
0,Ω

) 1
2 +

(
‖∇v‖2

0,Ω + ‖v‖2
0,Ω

) 1
2

≤ 2 máx
{
εΩ, bΩ, γΩ

}
‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω.

Ası́, a(·, ·) es una forma continua con constante de acotamientoM = 2 máx
{
εΩ, bΩ, γΩ

}
.
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c.- Ahora, se demuestra que F (·) es un funcional lineal. En efecto, dado v ∈ V , se tiene:

F (sv + tw) =

∫
Ω

f(sv + tw) +

∫
ΓN

g(sv + tw)

=

∫
Ω

sfv +

∫
Ω

tfw +

∫
ΓN

sgv +

∫
ΓN

tgw

= s

(∫
Ω

fv +

∫
ΓN

gv

)
+ t

(∫
Ω

fw +

∫
ΓN

gw

)

= sF (v) + tF (w).

d.- F (·) es un funcional acotado. En efecto, dado v ∈ V , se tiene:

|F (v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

fv +

∫
ΓN

gv

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
Ω

fv

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
ΓN

gv

∣∣∣∣ .
De la desigualdad (1.6) resulta

|F (v)| ≤
(∫

Ω

|f |2
) 1

2
(∫

Ω

|v|2
) 1

2

+

(∫
ΓN

|g|2
) 1

2
(∫

ΓN

|v|2
) 1

2

= ‖f‖0,Ω‖v‖0,Ω + ‖g‖0,ΓN
‖v‖0,ΓN

.

Y utilizando el Teorema de Desigualdad de Trazas se llega a:

|F (v)| ≤
(
‖f‖0,Ω + ‖g‖0,ΓN

)‖v‖0,Ω.

Ası́, F (·) es un funcional continuo con constante de acotamiento M = ‖f‖0,Ω + ‖g‖0,ΓN
.

e.- Se demostra que a(·, ·) es una forma H–elı́ptica. Para ello, sea u ∈ V , entonces

a(u, u) =

∫
Ω

(
ε∇u+ bu

)
∇u+

∫
Ω

γ|u|2

=

∫
Ω

ε|∇u|2 +

∫
Ω

bu · ∇u+

∫
Ω

γ|u|2.

Utilizando las hipótesis A1, A2 y propiedades fundamentales de integrales se deduce:

a(u, u) ≥ ε0

∫
Ω

|∇u|2 +

∫
Ω

bu · ∇u+ γ0

∫
Ω

|u|2

= ε0‖∇u‖2
0,Ω +

∫
Ω

bu · ∇u+ γ0‖u‖2
0,Ω

≥ ε0‖∇u‖2
0,Ω −

∫
Ω

|bu · ∇u|+ γ0‖u‖2
0,Ω.
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De la desigualdad de Cauchy–Schwarz y de Young, respectivamente, resulta

a(u, u) ≥ ε0‖∇u‖2
0,Ω − ‖b‖∞,Ω‖u‖0,Ω‖∇u‖0,Ω + γ0‖u‖2

0,Ω

≥ ε0‖∇u‖2
0,Ω − ‖b‖∞,Ω

( ‖u‖2
0,Ω

2
(

ε0
‖b‖∞,Ω

) +

(
ε0

‖b‖∞,Ω

)
‖∇u‖2

0,Ω

2

)
+ γ0‖u‖2

0,Ω

≥ ε0‖∇u‖2
0,Ω − ‖b‖∞,Ω

(‖b‖∞,Ω‖u‖2
0,Ω

2ε0

+
ε0‖∇u‖2

0,Ω

2‖b‖∞,Ω

)
+ γ0‖u‖2

0,Ω

=

(
ε0 −

ε0

2

)
‖∇u‖2

0,Ω +

(
γ0 −

‖b‖2
∞,Ω

2ε0

)
‖u‖2

0,Ω

=
ε0

2
‖∇u‖2

0,Ω +

(
γ0 −

‖b‖2
∞,Ω

2ε0

)
‖u‖2

0,Ω

≥ mı́n

{
ε0

2
, γ0 −

‖b‖2
∞,Ω

2ε0

}(
‖∇u‖2

0,Ω + ‖u‖2
0,Ω

)
= mı́n

{
ε0

2
, γ0 −

‖b‖2
∞,Ω

2ε0

}
‖u‖2

1,Ω.

Considerando γ0 >
‖b‖2

∞,Ω

2ε0

se tiene que a(·, ·) es H–elı́ptica.

Ası́, surge el siguiente resultado que nos garantiza que el problema continuo está bien puesto.

TEOREMA 2.1. Asumiendo las hipótesis A1 − A4 se tiene que existe una única solución del

problema débil (2.2).

Demostración. Dado que a(·, ·) es una forma bilineal, continua yH–elı́ptica, y que el funcional

F (·) es lineal y acotado, se sigue del Teorema de Lax–Milgram, que existe una única solución

para el problema (2.2).

Observación 2.2. Note que las constantes del operador en estudio L son funciones medibles

que satisfacen 0 < ε0 ≤ ε(x) ≤ ε1, 0 < γ0 < γ(x), ‖b‖∞,Ω. Además, se cumple lo siguiente∣∣∣∣∣∣ α̃ β̃

−c̃ −γ̃

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ −ε −β0 −γ

∣∣∣∣∣∣ =
(
− ε(x)

)(
− γ(x)

)
> 0.
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Lo que implica que L satisface las condiciones del Teorema del Principio del Máximo Débil, es

decir el operador L satisface la propiedad de monoticidad continua:

Si (Lu)(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω entonces u(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω. (2.6)



Capı́tulo 3

Existencia y unicidad de las soluciones

discretas

En éste capı́tulo se presenta el esquema discreto de Galerkin y el esquema EAFEM para el

problema (2.1), y para cada uno de ellos se analiza la existencia y unicidad de sus solucio-

nes aproximadas utilizando los Lemas de Lax–Milgram. Por último, presentamos un ejemplo

numérico, el cual servirá para comparar la eficiencia de los métodos.

3.1. Esquema discreto de Galerkin

En ésta sección se presenta una discretización del problema variacional continuo (2.2) utili-

zando el esquema de Galerkin clásico y polinomios lineales, continuos a trozos, el cual será

llamado esquema discreto de Galerkin. Para ello, se considera una partición Th que pertenece a

{Th}h, con h > 0, una familia de particiones de Ω, que satisfacen las siguientes propiedades:

1.- Cualquier par de triángulos de Th son disjuntos.

2.- Cualquier par de triángulos comparten un lado en común, o tienen un vértice en común.

47
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3.- sup
h>0

sup
K∈Th

hK
ρK
≤ κ, con la constante κ independiente de la malla,

donde, hK es el diámetro del elemento K (dimensión del lado de mayor longitud) y ρK es el

diámetro de la circunsferencia inscrita en el elemento K. Para tener una idea más clara sobre

malla regular observe la Figura 3.1 1. Luego, se define el subespacio de elementos finitos Vh

como:

Vh =: {vh ∈ C0(Ω̄) ∩ V : vh|K ∈ P1(K), ∀ K ∈ Th} ⊂ V,

Figura 3.1: Malla regular

donde:

P1 es el espacio de polinomios de grado 1.

Nh es la cantidad de nodos de la malla.

ϕi con i{= 1, · · · , Nh} denotan las funciones bases nodales en Vh.

V es un espacio de dimensión infinita.

1https://images.app.goo.gl/5n859qTcJERSeukq9
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xi, i = {1, · · · , Nh} denotan los grados de libertad de la triangulación.

Además,

ϕi(xj) =


ϕi(xj) = 1, i = j

ϕi(xj) = 0, j 6= i.

(3.1)

A continuación, se presenta el problema discreto de Galerkin para la ecuación de convección–

difusión–reacción del tipo estacionario Éste esquema de Galerkin se utiliza para estudiar y

derivar un esquema monótono, denominado esquema monótono de elementos finitos del borde

promediado (EAFEM) que se introduce en la siguiente sección.


Hallar ũh ∈ Vh tal que

a(ũh, vh) = F (vh) ∀ vh ∈ Vh.
(3.2)

donde la forma bilineal a(·, ·) y el funcional lineal F (·) fueron definidos en la sección 2.1.

En lo que sigue, se presenta el operador de proyección ortogonal de Galerkin y algunos resul-

tados que serán de utilidad para la demostración de la existencia y unicidad de la solución del

esquema discreto.

DEFINICIÓN 3.1. Sea Ph : V → Vh la proyección ortogonal de Galerkin, tal que:

ã(Phv, wh) = ã(v, wh) ∀wh ∈ Vh, (3.3)

donde ã(v, w) :=
(
ε∇v,∇w

)
.

Se puede mostrar fácilmente que la forma ã(·, ·) es una forma bilineal, continua y coersiva.

i.- Para demostrar la bilinealidad de la forma a(·, ·), demostraremos la linealidad en una sola

componente, mientras que la linealidad de la otra componente se demuestra de forma

análoga, por lo cual se omiten futuros detalles. Sean r, s ∈ R y v, w, x ∈ V .

ã(rv + sw, x) =

∫
Ω

ε∇(rv + sw) · ∇x = r

∫
Ω

ε∇v · ∇x+ s

∫
Ω

ε∇w · ∇x

= rã(v, x) + sã(w, x).
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ii.- La forma bilineal ã(·, ·) es continua, es decir para v, w ∈ V , se tiene:

|ã(v, w)| =
∫

Ω

ε∇v · ∇w ≤ máx
{
ε(x), x ∈ Ω

}∫
Ω

∇v · ∇w

= ε1

∫
Ω

∇v · ∇w ≤ ε1‖∇v‖0,Ω‖∇w‖0,Ω

≤ ε1‖v‖1,Ω‖w‖1,Ω.

iii.- La forma bilineal ã(·, ·) es coersiva, es decir para v ∈ V , se cumple:

ã(v, v) =

∫
Ω

ε∇v · ∇v ≥ mı́n
{
ε(x), x ∈ Ω

}∫
Ω

|∇v|2

= ε0‖∇v‖2
0,Ω.

Luego, aplicando el Lema de Poincaré se obtiene ε0‖∇v‖2
0,Ω ≥ ε0‖v‖2

1,Ω. Ası́,

ã(v, v) ≥ ε0‖v‖2
1,Ω.

LEMA 3.1. Dado Ph : V → Vh la proyección ortogonal de Galerkin. Entonces, existe una

constante C(ε) tal que:

‖Phv‖1,Ω + h−1‖v − Phv‖0,Ω ≤ C(ε)‖v‖1,Ω ∀ v ∈ V. (3.4)

Demostración. Se prueba la desigualdad ‖Phv‖1,Ω ≤ C(ε)‖v‖1,Ω. Para ello, hacemos v =

Ph(v) en la primera componente, y de la Definición 3.1 se obtiene,

ã(Phv, Phv) = ã(v, Phv).

Utilizando la continuidad y la coersividad de la forma bilineal ã(·, ·), resulta:

ε0‖Phv‖2
1,Ω ≤ ã(Phv, Phv) = ã(v, Phv) ≤ ε1‖v‖1,Ω‖Phv‖1,Ω.

De lo anterior se deduce que

‖Phv‖1,Ω ≤
ε1

ε0

‖v‖1,Ω.

El siguiente resultado nos garantiza que existe una única solución para el problema discreto de

Galerkin (3.2). Además la demostración del resultado se sigue de manera similar que el Lema

2.2 en [6].
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LEMA 3.2. Dado h > 0 suficientemente pequeño, existe C > 0 independiente de h tal que:

sup
vh∈Vh

a(wh, vh)

‖vh‖1,Ω

≥ C‖wh‖1,Ω ∀wh ∈ Vh.

Demostración. Teniendo en cuenta que en espacios de dimensión finita la inyectividad impli-

ca sobreyectividad, demotraremos la inyectividad del operador inducido por la forma bilineal

a(·, ·), es decir

sup
wh∈Vh

a(wh, vh)

‖wh‖1,Ω

≥ C‖vh‖1,Ω ∀ vh ∈ Vh.

Aplicando el Lema de Lax–Milgram en (2.2), se tiene que el operador adjunto del operador

inducido por la forma bilineal a(·, ·) es sobreyectivo, es decir,

sup
w∈V

a(w, vh)

‖w‖1,Ω

≥ C0‖vh‖1,Ω ∀ vh ∈ Vh, (3.5)

Además, no es dı́ficil ver que

a(Phw, vh) = a(w, vh)− a(w − Ph(w), vh), (3.6)

luego, sumando ã(w − Ph(w), vh) = 0 en la ecuación (3.6) y de la Definición 3.1, resulta

a(Phw, vh) = a(w, vh)− a(w − Ph(w), vh) + ã(w − Ph(w), vh)

= a(w, vh) + (ã− a)(w − Ph(w), vh). (3.7)

Observe que

(ã− a)(w − Ph(w), vh) =

∫
Ω

ε∇
(
w − Ph(w)

)
· ∇(vh)−

∫
Ω

ε∇(w − Ph(w)) · ∇(vh)

−
∫

Ω

b(w − Ph(w)) · ∇(vh)−
∫

Ω

γ(w − Ph(w))vh

= −
∫

Ω

b
(
w − Ph(w)

)
· ∇(vh)−

∫
Ω

γ
(
w − Ph(w)

)
. (3.8)

Reemplazando ahora (3.8) en (3.7), se obtiene

a(Phw, vh) = a(w, vh)−
∫

Ω

b
(
w − Ph(w)

)
· ∇(vh)−

∫
Ω

γ
(
w − Ph(w)

)
.
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Utilizando desigualdad de Cauchy–Schwarz y Young, se deduce:

a(Phw, vh) ≥ a(w, vh)− ‖b‖∞,Ω‖w − Phw‖0,Ω‖∇vh‖0,Ω − ‖γ‖∞,Ω‖w − Phw‖0,Ω‖vh‖0,Ω

≥ a(w, vh)− (‖b‖∞,Ω‖∇vh‖0,Ω + ‖γ‖∞,Ω‖vh‖0,Ω)‖w − Phw‖0,Ω

≥ a(w, vh)−
(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2
(
‖∇vh‖2

0,Ω + ‖vh‖2
0,Ω

) 1
2‖w − Phw‖0,Ω

≥ a(w, vh)−
(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2‖vh‖1,Ω‖w − Phw‖0,Ω.

Y del Lema 3.1 se cumple que:

a(Phw, vh) ≥ a(w, vh)− C(ε)
(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2h‖vh‖1,Ω‖w‖1,Ω.

Equivalentemente, la desigualdad anterior está dada por:

a(Phw, vh)

‖Phw‖1,Ω

≥ a(w, vh)

‖Phw‖1,Ω

− C(ε)
(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2h‖vh‖1,Ω‖w‖1,Ω

‖Phw‖1,Ω

. (3.9)

Por otra parte, gracias al Lema 3.1, se tiene que si,

‖Phw‖1,Ω ≤
ε1

ε0

‖w‖1,Ω, entonces
1

‖Phw‖1,Ω

≥ ε0

ε1

1

‖w‖1,Ω

.

Reemplazando la desigualdad anterior en (3.9), resulta

a(Phw, vh)

‖Phw‖1,Ω

≥ ε0

ε1

a(w, vh)

‖w‖1,Ω

− C(ε)
ε0

ε1

(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2h‖vh‖1,Ω. (3.10)

Además,

sup
w∈V

a(Phw, vh)

‖Phw‖1,Ω

≥ ε0

ε1

sup
w∈V

a(w, vh)

‖w‖1,Ω

− C(ε)
ε0

ε1

(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2h‖vh‖1,Ω. (3.11)

Usando el hecho de que

sup
wh∈Vh

a(wh, vh)

‖wh‖1,Ω

≥ sup
wh∈Im(Ph)

a(Phw, vh)

‖Phw‖1,Ω

= sup
w∈V

a(Phw, vh)

‖Phw‖1,Ω

. (3.12)

y reemplazando (3.12) en (3.11) se llega a

sup
wh∈Vh

a(wh, vh)

‖wh‖1,Ω

≥ ε0

ε1

sup
w∈V

a(w, vh)

‖w‖1,Ω

− C(ε)
ε0

ε1

(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2h‖vh‖1,Ω.

Ası́, de (3.5) se concluye

sup
wh∈Vh

a(wh, vh)

‖wh‖1,Ω

≥ ε0

ε1

c0‖vh‖1,Ω − C(ε)
(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2h‖vh‖1,Ω (3.13)

≥ ε0

ε1

(
c0 − C(ε)

(
‖b‖2

∞,Ω + ‖γ‖2
∞,Ω
) 1

2h
)
‖vh‖1,Ω. (3.14)
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Finalmente, eligiendo h suficientemente pequeño se llega a

sup
wh∈Vh

a(wh, vh)

‖wh‖1,Ω

≥ ε0

ε1

c0‖vh‖1,Ω.

3.2. Esquema Monótono del Borde Promediado (EAFEM)

En ésta sección se presenta el Esquema Monótono de Elementos Finitos del Borde Promediado,

el cual se caracteriza por promediar adecuadamente los coeficientes de la ecuación diferencial

parcial sobre las aristas de la triangulación. Éste esquema EAFEM es una aproximación del

esquema clásico de Galerkin (3.2). Para ello, introduciremos la siguiente definición

Definición. (d-dimensional simplex) Sea {aj}d+1
j=1 , d+1 vectores de Rd con aj = (aij)

d
i=1, tales

que la matriz

A =

 a1 a2 · · · ad+1

1 1 · · · 1

 =


a11 a12 · · · a1,d+1

...
... . . . ...

ad1 ad2 · · · ad,d+1

1 1 · · · 1.


es invertible. Entonces la cápsula convexa K generada por {aj}d+1

j=1 , se define por:

K =

{
x =

d+1∑
j=1

αjaj : 0 ≤ αj ≤ 1,
d+1∑
j=1

αj = 1

}
.

Los vectores {aj}d+1
j=1 se llaman vértices del d–simplex K. Para tener una idea más clara de un

conjunto d-dimensional simplex observe la Figura 3.2 2.

2https://images.app.goo.gl/afRgC55ZNG3Ccfus7
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Figura 3.2: 1-7 dimensionales simplex

Observación 3.1. Notar que la invertibilidad de A garantiza que el sistema lineal

A


α1

...

αd

αd+1

 =


x1

...

xd

1.

 ,

tiene una única solución para x ∈ Rd. Además

d+1∑
j=1

αjaj = x,
d+1∑
j=1

αj = 1.

Dado K ∈ Th un elemento de la triangulación se presenta la siguiente notación;

1.- qj (1 ≤ j ≤ d+ 1): el vértice de K;

2.- Ei,j o simplemente E: la arista que conecta los vértices qi, qj;

3.- Fj: el (d− 1)-dimensional simplex opuesto al vértice qj;

4.- θKi,j o θKE : el ángulo entre Fi y Fj;
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5.- κKE : Fi ∩ Fj , el (d− 2)–dimensional simplex opuesto al borde E;

6.- Para cualquier función continua φ en E = Eij , se define:

δE(φ) := φ(qi)− φ(qj); (3.15)

4.- nE := qi − qj un vector direccional de E.

Se introduce la idea del método como en [5], empezando con el caso para la ecuación de Pois-

son, el cual detallaremos a continuación. −∆u = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.16)

Teniendo en cuenta que uh, vh ∈ Vh se pueden escribir como combinación lineal de escalares

(incógnitas) que coinciden con las funciones uh, vh evaluada en las coordenadas del elemento

K, se tiene:∫
K

∇uh · ∇vhdx =

∫
K

∇
( d+1∑

i=1

uh(qi)ϕi

)
· ∇
( d+1∑

i=1

vh(qj)ϕj

)
dx

=
d+1∑
i,j

uh(qi)vh(qj)

∫
K

∇ϕi · ∇ϕj =
d+1∑
i,j

aKi,j uh(qi)vh(qj).

Denotando aKi,j =
d+1∑
i,j

aKi,j uh(qi)vh(qj), el cual se llama matriz de rigidez, entonces se tiene,

∫
K

∇uh · ∇vhdx =
d+1∑
i,j

aKi,j uh(qi)vh(qj).

Por otra parte, como
∑
i=1

ϕi = 1, entonces
∑
i=1

∇ϕi = 0. Ası́,

∑
i,j=1

∇ϕi · ∇ϕj = 0,

obteniéndose aKi,i = −
∑
i 6=j

aKi,j , con lo que se infiere la siguiente identidad,

∫
K

∇uh · ∇vhdx = −
∑
i<j

aKi,j(uh(qi)− uh(qj))(vh(qi)− vh(qj)) ∀uh, vh ∈ Vh. (3.17)
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Haciendo ωKE = −(aKi,j), con E conectando los vértices qi, qj se tiene,

−
∑
i<j

aKi,j(uh(qi)− uh(qj))(vh(qi)− vh(qj)) =
∑
E⊂K

ωKE δEuhδEvh. (3.18)

Reemplazando (3.18) en (3.17) resulta,∫
K

∇uh · ∇vhdx =
∑
E⊂K

ωKE δEuhδEvh.

Luego se suma sobre todos los triángulos de Th es decir,∑
K∈Th

∫
K

∇uh · ∇vhdx =
∑
K∈Th

∑
E⊂K

ωKE δEuhδEvh.

Lo que finalmente implica que,∫
Ω

∇uh · ∇vhdx =
∑
K∈Th

∑
E⊂K

ωKE δEuhδEvh. (3.19)

Donde el peso ωKE se define de la siguiente forma (ver [5]),

ωKE =
1

d(d− 1)
|κKE | cot θKE .

El siguiente lema dado en [5] nos garantiza que la matriz de rigidez de la ecuación de Poisson

es M -matriz.

LEMA 3.3. La matriz de rigidez para la ecuación de Poisson es una M -matriz si y sólo si para

cualquier arista fija E la siguiente desigualdad sostiene,

ωE ≡
1

d(d− 1)

∑
E⊂K

|κKE | cot θKE ≥ 0, (3.20)

donde
∑
E⊂K

significa la suma de todos los simplex K que contienen a E.

A continuación, se presenta la idea del método para el problema (2.1) y detallaremos el método

siguiendo las ideas de [5].

En primer lugar consideramos el caso cuando b = ∇c, con c ∈ C1(Ω) y denotamos por:

J(uh) := ε∇uh + buh = ε∇uh + uh∇c.
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Observe que,

J(uh) = εe
−c
ε ∇(e

c
εuh) = κ∇(φh),

donde, φh = eψuh, κ = εe−ψ, ψ = (c/ε). A su vez se observa lo siguiente,∫
K

J(uh) · ∇vh =

∫
K

(κ∇φh) · ∇vh. (3.21)

Teniendo en cuenta que φh y vh son funciones de un espacio de dimensión finita entonces,∫
K

(κ∇φh) · ∇vh =

∫
K

κ∇
(

Nh∑
i=1

φh(qi)ϕi

)
· ∇
(

Nh∑
j=1

vh(qj)ϕj

)

=

∫
K

κ

(
Nh∑
i=1

φh(qi)∇ϕi
)
·
(

Nh∑
j=1

vh(qj)∇ϕj
)

=

∫
K

κ

Nh∑
i,j=1

φh(qi)vh(qj)∇ϕi · ∇ϕj.

Recuerde que φ(qi) y vh(qj), ∀i, j = 1, ..., Nh son constantes entonces,∫
K

(κ∇φh) · ∇vh =
∑
i,j=1

φh(qi)vh(qj)

∫
K

κ(∇ϕi · ∇ϕj). (3.22)

Reemplazando (3.22) en (3.21) resulta,∫
K

J(uh) · ∇vh =
∑
i,j=1

φh(qi)vh(qj)

∫
K

κ(∇ϕi · ∇ϕj).

Para ese sistema se tiene que la correspondiente matriz de rigidez es,∫
K

κ(∇ϕi · ∇ϕj).

Procediendo de manera similar que en el caso de la Ecuación de Poisson se tiene,∫
K

J(uh) · ∇vh = −
∑
i<j

δE(φh)δE(vh)

∫
K

κ(∇ϕi · ∇ϕj). (3.23)

Luego dado que ϕi, ϕj , son funciones lineales, tenemos que,∫
K

κ∇ϕi · ∇ϕj =

(
1

|K|

∫
K

κ

)(∫
K

∇ϕi · ϕj
)
. (3.24)

Recuerde que κ = εe−ψ en (3.24),∫
K

κ∇ϕi · ∇ϕj =

[
1

|K|

∫
K

εe−ψ
] [∫

K

∇ϕi · ∇ϕj
]
. (3.25)
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Luego, se define el promedio armónico de εe−ψE sobre E como:

ε̃E(b) :=

[
1

|τE|

∫
E

ε−1eψds

]−1

, (3.26)

el cual satisface lo siguiente,[
1

|τE|

∫
E

ε−1eψds

]−1

≈
[

1

|K|

∫
K

εe−ψ
]
. (3.27)

Ası́ se obtiene la siguiente aproximación,∫
K

κ∇ϕi · ∇ϕj ≈ ε̃E(b)

[∫
K

∇ϕi · ∇ϕj
]

= ε̃E(b)
(
aKi,j
)
. (3.28)

Reemplazando (3.28) en (3.23) se deduce,∫
K

J(uh) · ∇vh ≈ −
∑
i<j

δE(φh)δE(vh)ε̃E(b)(aKi,j).

De forma equivalente se escribe:∫
K

J(uh) · ∇vh ≈ −
∑
i<j

ε̃E(b)(aKi,j)δE(φh)δE(vh).

Y dado (3.18), se infiere lo siguiente:∫
K

J(uh) · ∇vh ≈
∑
E⊂K

ε̃E(b)ωKE δE(eψuh)δE(vh).

Recuerde que nuestra forma bilineal es:

a(uh, vh) =

∫
K

J(uh) · ∇vh +

∫
K

γuhvh.

Ası́ ∫
K

J(uh) · ∇vh +

∫
K

γuhvh ≈
∑
E⊂K

ε̃E(b)ωKE δE(eψuh)δE(vh) +

∫
K

γuhvh. (3.29)

Para el último término del lado derecho se utilizó la aproximación de Mass Lamping es decir,

γK(uh, vh) :=
|K|
n+ 1

n+1∑
i=1

γ(qi)uh(qi)vh(qi) ≈
∫
K

γuhvh. (3.30)

Reemplazando (3.30) en (3.29) se obtiene,∫
K

J(uh) · ∇vh +

∫
K

γuhvh ≈
∑
E⊂K

ε̃E(b)ωKE δE(eψuh)δE(vh) + γk(uh, vh).
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Y sumando sobre todos los elementos de la triangulación, se tiene:

∑
K∈Th

∫
K

J(uh) · ∇vh +
∑
K∈Th

∫
K

γuhvh ≈
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ε̃E(b)ωKE δE(eψuh)δE(vh) + γk(uh, vh)

}
.

Por tanto se obtiene:∫
Ω

J(uh) · ∇vh +

∫
Ω

γuhvh ≈
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ε̃E(b)ωKE δE(eψuh)δE(vh) + γk(uh, vh)

}
.

Finalmente se define la forma bilineal

ah(uh, vh) :=
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ε̃E(b)ωKE δE(eψuh)δE(vh) + γK(uh, vh)

}
.

Observación 3.2. Note que ah(uh, vh) es una aproximación de a(uh, vh).

Ası́ cuando b = ∇c con c ∈ C1(Ω) el problema discreto definido por:
Hallar uh ∈ Vh tal que

ah(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Vh.
(3.31)

Siguiendo con la idea del método, se analiza también el caso más general cuando b no es el

gradiente de alguna función continua, para ello se siguen las ideas de [5] y se tiene en cuenta

los siguientes resultados.

DEFINICIÓN 3.2. Dado cualquier borde E, se introduce una función ψE definido localmente

en E por la relación
∂ψE
∂τE

=
1

|τE|
ε−1(b · τE). (3.32)

donde ∂/∂τE denota la derivada tangencial a lo largo del borde E.

El siguiente lema es de gran utilidad para detallar la derivación del método de [5].

LEMA 3.4. Sea v ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω̄) y J(v) = ε∇v + bv. Entonces

δE(eψEv) =
1

|τE|

∫
E

ε−1eψE(J(v) · τE)ds. (3.33)
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Demostración. La demostración se sigue como en [5]. Sea

(J(v), τE) = (ε∇v + bv, τE). (3.34)

Multiplicando ε−1 en (3.34) se tiene,

(ε−1J(v), τE) = (∇v + ε−1bv, τE)

= (∇v, τE) + ε−1(bv, τE). (3.35)

Dividiendo |τE| en (3.35) se reescribe de forma equivalente,

1

|τE|
(∇v, τE) +

ε−1

|τE|
(bv, τE) =

1

|τE|
(ε−1J(v), τE). (3.36)

A su vez utilizando la igualdad (3.32) y de la definición de derivada direccional se tiene:

1

|τE|
(∇v, τE) =

∂v

∂τE
,

ε−1

|τE|
(bv, τE) =

(
∂ψE
∂τE

)
v. (3.37)

Reemplazando (3.37) en (3.36) resulta:(
∂v

∂τE
+
(∂ψE
∂τE

)
v

)
=

1

|τE|
ε−1(J(v), τE). (3.38)

Multiplicando eψE en (3.38) se tiene,

eψE

(
∂v

∂τE
+ eψE

(∂ψE
∂τE

)
v

)
=

1

|τE|
ε−1eψE(J(v), τE). (3.39)

Por definición de derivida se tiene que:

∂

∂τE

(
eψEv

)
= eψE

(
∂v

∂τE
+ eψE

(∂ψE
∂τE

)
v

)
.

Reemplazando la igualdad anterior en la ecuación (3.39) se obtiene lo siguiente,

∂

∂τE

(
eψEv

)
=

1

|τE|
ε−1eψE(J(v), τE). (3.40)

E integrando sobre el borde E = qi − qj , con qi, qj vértices del elemento K entonces,∫
E

∂

∂τE

(
eψEv

)
=

1

|τE|

∫
E

ε−1eψE(J(v), τE). (3.41)

Como E es la arista que conecta los vértices qi y qj , observe que,∫
E

∂

∂τE

(
eψEv

)
= eψE(qi)v(qi)− eψE(qj)v(qj). (3.42)
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De la igualdad (3.15) se tiene:

δE(eψEv) = eψE(qi)v(qi)− eψE(qj)v(qj). (3.43)

Reemplazando (3.43) en (3.42) resulta,∫
E

∂

∂τE

(
eψEv

)
= δE(eψEv). (3.44)

Finalmente reemplazando (3.44) en (3.41),

δE(eψEv) =
1

|τE|

∫
E

ε−1eψE(J(v) · τE)ds.

Observación 3.3. Asumiendo las siguientes aproximaciones[
∂(eψEv)

∂τE

]
≈
[

1

|τE|

∫
E

∂(eψEv)

∂τE

]
, (3.45)

[
1

|τE|
ε−1eψE

]−1

≈
[

1

|τE|

∫
E

1

|τE|
ε−1eψE

]−1

. (3.46)

De (3.44) y de la definición de promedio armónico εe−ψE sobre la arista E recuerde que:∫
E

∂(eψEv)

∂τE
= δE(eψEv), y

[
1

|τE|

∫
E

ε−1eψE

]−1

= ε̃E(b).

Si multiplicamos los lados derechos de las aproximaciones (3.45) y (3.46) resulta,[
1

|τE|

∫
E

∂(eψEv)

∂τE

] [
1

|τE|

∫
E

1

|τE|
ε−1eψE

]−1

=

[∫
E

∂(eψEv)

∂τE

] [
1

|τE|

∫
E

ε−1eψE

]−1

= δE(eψEv)ε̃E(b).

Observe que si multiplicamos los lados izquierdos de (3.45) y (3.46) resulta,[
∂(eψEv)

∂τE

] [
1

|τE|
ε−1eψE

]−1

≈ δE(eψEv)ε̃E(b). (3.47)

Además de (3.40) se tiene,

J(v) · τE =

[
∂(eψEv)

∂τE

] [
1

|τE|
ε−1eψE

]−1

. (3.48)

Por tanto reemplazando (3.47) en (3.48) se infiere los siguiente:

J(v) · τE ≈ δE(eψEv)ε̃E(b).
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Regresando a la derivación del esquema propuesto en [5], se tiene en cuenta la igualdad (3.19),

entonces para cualquier vh ∈ Vh, se obtiene,∫
K

J(uh) · ∇vh =
∑
E⊂K

ωKE (J(uh) · τE)δE(vh) ≈
∑
E⊂K

ωKE δE(eψEuh)ε̃E(b)δE(vh).

Y procediendo de forma similar que en el caso anterior se infiere lo siguiente,∫
K

J(uh) · ∇vh ≈
∑
E⊂K

ωKE δE(eψEuh)ε̃E(b)δE(vh). (3.49)

Utilizando la aproximación de Mass Lamping.∫
K

J(uh) · ∇vh +

∫
K

γuhvh ≈
∑
E⊂K

ωKE δE(eψEuh)ε̃E(b)δE(vh) + γK(uh, vh).

Y sumando sobre todos los elementos de la triangulación resulta∫
Ω

J(uh) · ∇vh +

∫
Ω

γuhvh ≈
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ωKE δE(eψEuh)ε̃E(b)δE(vh) + γK(uh, vh)

}
.

Finalmente se define la forma bilineal

ah(uh, vh) :=
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ωKE δE(eψEuh)ε̃E(b)δE(vh) + γK(uh, vh)

}
. (3.50)

De esta forma, cuando b no es el gradiente de alguna función continua el problema discreto es:


Hallar uh ∈ Vh tal que

ah(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Vh.
(3.51)

De los resultados dados anteriores, ∀u ∈ V ∩ C0(Ω̄), se deduce la siguiente afirmación (ver

[5]):

ah(uI , vh) :=
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ωKE

[
ε̃E(b)

|τE|

∫
E

eψE

ε
J(u) · τE

]
δE(vh) + γK(uI , vh)

}
, (3.52)

donde uI ∈ Vh es el interpolante de Lagrange de u.

El siguiente resultado de [5] nos dice que el esquema discreto (3.51) es un esquema monótono

y la demostración del resultado se sigue como en [5]
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LEMA 3.5. La correspondiente matriz de rigidez de la forma bilineal (3.50) es una M -matriz

para cualquier función continua ε > 0 y b si y sólo si la matriz de rigidez de la ecuación de

Poisson es una M -matriz. Es decir si y sólo si satisface la condición (3.20).

Demostración. Dado j ∈ {1, ..., Nh} se considera el correspondiente nodo xj . Obviamente si

xi es vecino de xj entonces,

Aij =
∑
xj∈E

ωE ε̃E(b)δE(eψEϕj)δE(ϕi) = −ωE ε̃E(b)(eψj,E) ≤ 0.

Aquı́ xj ∈ E, significa el borde E que contiene xj como punto final, y ψj,E = ψE(xj). Ahora si

xj no tiene nodo vecino en la frontera, entonces la suma de la j- ésima columna de A es cero:∑
i

Aij =
∑
xj∈E

ωE ε̃E(b)δE(eψEϕj)δE
∑
i

ϕi

=
∑
xj∈E

ωE ε̃E(b)δE(eψEϕj)δE1 = 0.

lo que significa que Ajj =
∑
i 6=j

|Aij|. Y si xj tiene un nodo vecino en la frontera, es fácil ver

que, ∑
i

Aij > 0 o Ajj >
∑
i 6=j

Aij.

Lo que concluye la demostración.

En lo que sigue demostraremos que el esquema discreto EAFEM (3.51) tiene una única so-

lución. Para ello suponemos que ∀K ∈ Th, la solución del problema (2.1) satisface J(u) =

(ε∇u+ bu) ∈ [W 1,p(K)]d, γ ∈ C(K̄), γu ∈ W 1,r(K) con r > d,

p = 2 para d = 2 y p > d− 1 para d > 2. (3.53)

En adelante se estudiará el caso cuando d = 2 y p = 2.

El primer paso para la demostración de la existencia y unicidad de la solución del problema

discreto EAFEM es dar una estimación como en [5] de la diferencia sobre las formas bilineal

continua a(·, ·) y la forma bilineal discreta ah(·, ·) en el siguiente lema, la demostración del

resultado se sigue como en [5].
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LEMA 3.6. Sea w ∈ C(Ω̄), si ∀ K ∈ Th se tiene J(w) ∈ [H1(K)]2, γw ∈ W 1,r(K), entonces

la siguiente desigualdad sostiene que para cada vh ∈ Vh:

|a(w, vh)− ah(wI , vh)| ≤ ch

{∑
K∈Th

|J(w)|21,K +
∑
K∈Th

|γw|21,r,K

} 1
2

‖vh‖1,Ω,

donde c es una constante independiente de la medida de h.

Demostración. De la definición de las formas bilineales a(·, ·) y ah(·, ·), se tiene:

a(w, vh)− ah(wI , vh) =

∫
Ω

(ε∇w + bw) · ∇vh +

∫
Ω

γwvh

−
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ωKE

[
ε̃E(b)

|τE|

∫
E

eψE

ε
J(w) · τE

]
δE(vh) + γK(wI , vh)

}
.

Teniendo en cuenta que Ω se puede escribir como una suma de elementos de la triangulación

Th resulta,

a(w, vh)− ah(wI , vh) =
∑
K∈Th

{∫
K

(ε∇w + bw) · ∇vh +

∫
K

γwvh

}

−
∑
K∈Th

{∑
E⊂K

ωKE

[
ε̃E(b)

|τE|

∫
E

eψE

ε
J(w) · τE

]
δE(vh) + γK(wI , vh)

}
.

De forma equivalente podemos escribir

a(w, vh)− ah(wI , vh) =
∑
K∈Th

{∫
K

J(w) · ∇vh −
∑
E⊂K

ωKE

[
ε̃E(b)

|τE|

∫
E

eψE

ε
J(w) · τE

]
δE(vh)

}

+
∑
K∈Th

{∫
K

(
γwvh − γK(wI , vh)

)}
.

Haciendo

EK(J(w), vh) =

∫
K

J(w) · ∇vh −
∑
E⊂K

ωKE

[
ε̃E(b)

|τE|

∫
E

eψE

ε
J(w) · τE

]
δE(vh),

QK(γw, vh) =

∫
K

(
γwvh − γK(wI , vh)

)
,

se obtiene,

a(w, vh)− ah(wI , vh) =
∑
K∈Th

EK(J(w), vh) +
∑
K∈Th

QK(γw, vh).



3.2. ESQUEMA MONÓTONO DEL BORDE PROMEDIADO (EAFEM) 65

Se empieza la demostración acotando EK(J(w), vh) en el elemento de referencia K̂,

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| =
∣∣∣∣ ∫

K

J(w) · ∇vh −
∑
E⊂K

ωKE

[
ε̃E(b)

|τE|

∫
E

eψE

ε
J(w) · τE

]
δE(vh)

∣∣∣∣ (3.54)

≤
∣∣∣∣∫
K̂

Ĵ(w) · ∇v̂h
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∑
Ê⊂K̂

ωK̂
Ê

[
ε̃Ê(b)

|τÊ|

∫
Ê

eψÊ

ε
Ĵ(w) · τÊ

]
δÊ(v̂h)

∣∣∣∣∣∣ , (3.55)

utilizando desigualdad de Cauchy Schwarz, se deduce:

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| ≤ ‖Ĵ(w)‖0,K̂‖∇v̂h‖0,K̂ +
∑
Ê⊂K̂

|ωK̂
Ê
ε̃Ê(b)|
|τÊ|

∣∣∣∣ ∫
Ê

eψÊ

ε
Ĵ(w) · τÊ

∣∣∣∣|δÊ(v̂h)|

≤ ‖Ĵ(w)‖0,K̂‖∇v̂h‖0,K̂ +
∑
Ê⊂K̂

|ωK̂
Ê
ε̃Ê(b)|
|τÊ|

∥∥∥∥eψÊτÊ
ε

∥∥∥∥
0,∞,Ê

‖Ĵ(w)‖0,1,Ê |δÊ(v̂h)|.

Observando que

δÊ(v̂h) = v̂h(qi)− v̂h(qj) =

∫
Ê

∂v̂h
∂qi

=

(
∂v̂h
∂qi

, 1

)
0,Ê

.

Utilizando la Desigualdad de Cauchi Schwarz resulta,

|δÊ(v̂h)| ≤ ‖1‖0,Ê

∥∥∥∥∂v̂h∂xi

∥∥∥∥ ≤ (Ê)
1
2‖∇v̂h‖0,Ê,

ası́ se obtiene,

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| ≤ ‖Ĵ(w)‖0,K̂‖∇v̂h‖0,K̂ +
∑
Ê⊂K̂

|ωK̂
Ê
ε̃Ê(b)|
|τÊ|

∥∥∥∥eψÊτÊ
ε

∥∥∥∥
0,∞,Ê

‖Ĵ(w)‖0,1,Ê(Ê)
1
2‖∇v̂h‖0,Ê.

Y haciendo,

c =
|ωK̂
Ê
ε̃Ê(b)|
|τÊ|

∥∥∥∥eψÊτÊ
ε

∥∥∥∥
0,∞,Ê

(Ê)
1
2 ,

entonces se infiere,

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| ≤ ‖Ĵ(w)‖0,K̂‖∇v̂h‖0,K̂ + c
∑
Ê⊂K̂

‖Ĵ(w)‖0,1,Ê‖∇v̂h‖0,Ê.

Teniendo en cuenta que
∑
Ê⊂K̂

Ê = ∂K resulta,

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| ≤ ‖Ĵ(w)‖0,K̂‖v̂h‖1,K̂ + c0‖Ĵ(w)‖0,1,∂K̂‖∇v̂h‖0,∂K̂ ,



66 CAPÍTULO 3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LAS SOLUCIONES DISCRETAS

del Teorema de trazas, resulta ‖Ĵ(w)‖0,1,∂K̂ ≤ ‖Ĵ(w)‖1,K̂ , entonces

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| ≤ ‖Ĵ(w)‖0,K̂‖v̂h‖1,K̂ + c0‖Ĵ(w)‖1,K̂‖∇v̂h‖0,∂K̂

≤ máx{1, c0}
(
‖Ĵ(w)‖0,K̂‖v̂h‖1,K̂ + ‖Ĵ(w)‖1,K̂‖∇v̂h‖0,∂K̂

)
≤ máx{1, c0}

(
‖Ĵ(w)‖1,K̂‖v̂h‖1,K̂ + ‖Ĵ(w)‖1,K̂‖∇v̂h‖0,∂K̂

)
.

haciendo c1 = máx{1, c0} y del teorema de Trazas se obtiene,

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| ≤ c1‖Ĵ(w)‖0,K̂‖v̂h‖1,K̂ .

Luego de la derivación del esquema EAFEM, es claro ver que EK̂(Ĵ(w), v̂h) = 0, si J(w) ≡
constante en K̂ y teniendo en cuenta el Lema de Bramble Hilbert en K̂, es fácil ver que:

|ÊK̂(Ĵ(w), v̂h)| ≤ Ch|Ĵ(w)|1,K̂ |v̂h|1,K̂ .

Volviendo del elemento de referencia K̂ a cualquier elementoK de la triangulación Th, notemos

que:

|EK(J(w), vh)| ≤ Ch|J(w)|1,K |vh|1,K .

La estimación para QK se sigue de EK , (note que QK̂(Ĵ(w), v̂h) = 0, si J(w) ≡ constante en

K̂), obteniéndose

|QK(γw, vh)| ≤ Ch|γw|1,r,K‖vh‖1,K .

Finalmente de los resultados anteriores se sigue que,

|a(w, vh)− ah(wI , vh)| ≤
∑
K∈Th

Ch|J(w)|1,K |vh|1,K +
∑
K∈Th

Ch|γw|1,r,K‖vh‖1,K

≤ Ch
∑
K∈Th

{
|J(w)|1,K |vh|1,K + |γw|1,r,K‖vh‖1,K

}
≤ Ch

∑
K∈Th

(
|J(w)|21,K + |γw|21,r,K

) 1
2
(
|vh|21,K + ‖vh‖2

1,K

) 1
2

≤ Ch

{∑
K∈Th

|J(w)|21,K + |γw|21,r,K

} 1
2
{∑
K∈Th

|vh|21,K + ‖vh‖2
1,K

} 1
2

≤ Ch

{∑
K∈Th

|J(w)|21,K + |γw|21,r,K

} 1
2

‖vh‖1,Ω.



3.2. ESQUEMA MONÓTONO DEL BORDE PROMEDIADO (EAFEM) 67

Procediendo como en [5], el lema siguiente nos garantiza que el esquema discreto EAFEM

(3.51) tiene una única solución. Además la demostración se sigue como en [5] pero generali-

zando la demostración para el caso cuando γ 6= 0.

LEMA 3.7. Dados ε ∈ W 1,∞(K), γ ∈ W 1,∞(K) y b ∈ [W 1,∞(K)]2, ∀K ∈ Th. Entonces para

h suficientemente pequeño se tiene:

sup
vh∈Vh

ah(wh, vh)

‖vh‖1,Ω

≥ c0‖wh‖1,Ω, ∀wh ∈ Vh.

Demostración. Se sigue del Teorema 2.1 y del Teorema de Lax–Milgram Generalizado, que

para h suficientemente pequeño,

sup
vh∈Vh

a(wh, vh)

‖vh‖1,Ω

≥ 2c0‖wh‖1,Ω, ∀wh ∈ Vh, (3.56)

además para cualquier vh, wh ∈ Vh, podemos escribir,

ah(wh, vh) = a(wh, vh)−
[
a(wh, vh)− ah(wh, vh)

]
. (3.57)

Siguiendo el Lema 3.6 se tiene,

∣∣a(wh, vh)− ah(wh, vh)
∣∣ ≤ Ch

{∑
K∈Th

|J(wh)|21,K +
∑
K∈Th

|γwh|21,r,K

} 1
2

‖vh‖1,Ω. (3.58)

Observe que,

|J(wh)|21,K =

∫
K

∣∣∇(ε∇wh + bwh)
∣∣2 =

∫
K

∣∣∇(ε∇wh + bwh) : ∇(ε∇wh + bwh)
∣∣

=

∫
K

∣∣∇(ε∇wh) : ∇(ε∇wh)
∣∣+

∫
K

∣∣∇(ε∇wh) : ∇(bwh)
∣∣

+

∫
K

∣∣∇(bwh) : (ε∇wh)
∣∣+

∫
K

∣∣∇(bwh) : ∇(bwh)
∣∣

=

∫
K

∣∣∇(ε∇wh) : ∇(ε∇wh)
∣∣+
∣∣2∇(ε∇wh) : ∇(bwh)

∣∣+
∣∣∇(bwh) : ∇(bwh)

∣∣.
Además se sabe que |wh|2,K = 0, entonces para cualquier wh ∈ V y K ∈ Th, se tiene:

|J(wh)|1,K ≤ C
(
‖ε‖1,∞,K + ‖b‖1,∞,K

)
‖wh‖1,K . (3.59)
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Reemplazando (3.59) en (3.58), es equivalente escribir,

|a(wh, vh)− ah(wh, vh)|

≤ Ch

{∑
K∈Th

∣∣C(‖ε‖1,∞,K + ‖b‖1,∞,K
)
‖wh‖1,K

∣∣2 +
∣∣C‖γ‖1,∞,k‖wh‖1,K

∣∣2} 1
2

‖vh‖1,Ω

≤ Chmáx
K∈Th

(
‖ε‖1,∞,K + ‖b‖1,∞,K + ‖γ‖1,∞,k

)
‖wh‖1,Ω‖vh‖1,Ω.

Eligiendo h < h0,

|a(wh, vh)− ah(wh, vh)| ≤ Ch0 máx
K∈Th

(
‖ε‖1,∞,K + ‖b‖1,∞,K + ‖γ‖1,∞,k

)
‖wh‖1,Ω‖vh‖1,Ω.

En particular se elige h0 = c0

(
C máx

K∈Th

(
‖ε‖1,∞,K + ‖b‖1,∞,K + ‖γ‖1,∞,K

))−1

resulta,

|a(wh, vh)− ah(wh, vh)| ≤ c0‖wh‖1,Ω‖vh‖1,Ω. (3.60)

Mulplicando por −1 en ambos lados de la ecuación se obtiene,

−|a(wh, vh)− ah(wh, vh)| ≥ −c0‖wh‖1,Ω‖vh‖1,Ω. (3.61)

Por último regresando a (3.57) y tomando supremo en Vh resulta,

sup
vh∈Vh

ah(wh, vh)

‖vh‖1,Ω

≥ sup
vh∈Vh

a(wh, vh)

‖vh‖1,Ω

− sup
vh∈Vh

|a(wh, vh)− ah(wh, vh)|
‖vh‖1,Ω

≥ sup
vh∈Vh

2c0‖wh‖1,Ω − sup
vh∈Vh

c0‖wh‖1,Ω

= c0‖wh‖1,Ω.

Por lo tanto se concluye la demostración del Lema.

Del Lema anterior y del Teorema de Lax–Milgram Generalizado, se tiene una estimación apriori

para la solución del esquema discreto EAFEM.

LEMA 3.8. Existe un único uh ∈ Vh solución del problema (3.51) tal que:

c0‖uh‖1,Ω ≤ ‖f‖0,Ω + ‖g‖0,ΓN
.
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Demostración. Se sabe que,

ah(uh, vh) = F (vh).

Entonces se obtiene,

c0‖uh‖1,Ω ≤ sup
vh∈Vh

ah(uh, vh)

‖vh‖1,Ω

= sup
vh∈Vh

F (vh)

‖vh‖1,Ω

≤ ‖f‖0,Ω + ‖g‖0,ΓN
.

Como consecuencia de los resultados anteriores se tiene una estimación apriori para el error en

el siguiente teorema, y la demostración se sigue como en [5].

TEOREMA 3.1. Sea u la solución del problema continuo. Asumimos que para todo K ∈ Th,

se tiene ε ∈ W 1,∞(K), β ∈ [W 1,∞(K)]2, J(u) = (ε∇u + bu) ∈ [H1(K)]2, γ ∈ C(K),

γu ∈ W 1,r(K). Entonces se tiene la siguiente estimación para h suficientemente pequeño,

‖uI − uh‖1,Ω ≤ ch

{∑
K∈Th

|J(u)|21,K +
∑
K∈Th

|γu|21,r,K

} 1
2

. (3.62)

Demostración. Usando el Lema 3.7 se sigue que,

c0‖uI − uh‖1,Ω ≤ sup
vh∈Vh

ah(uI − uh, vh)
‖vh‖1,Ω

,

la desigualdad anterior es equivalente a,

c0‖uI − uh‖1,Ω ≤ sup
vh∈Vh

|ah(uI , vh)− ah(uh, vh)|
‖vh‖1,Ω

= sup
vh∈Vh

|ah(uI , vh)− ah(uh, vh) + a(u, vh)− a(u, vh)|
‖vh‖1,Ω

= sup
vh∈Vh

|a(u, vh)− ah(uh, vh)− [a(u, vh)− ah(uI , vh)]|
‖vh‖1,Ω

≤ sup
vh∈Vh

|a(u, vh)− ah(uI , vh)|
‖vh‖1,Ω

+ sup
vh∈Vh

|a(u, vh)− ah(uh, vh)|
‖vh‖1,Ω

.

observando que a(u, vh) = F (vh) y ah(uh, vh) = F (vh), entonces

a(u, vh)− ah(uh, vh) = 0.
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De donde se obtiene lo siguiente,

c0‖uI − uh‖1,Ω ≤ sup
vh∈Vh

|a(u, vh)− ah(uI , vh)|
‖vh‖1,Ω

.

Por último utilizando el Lema 3.6 se concluye la demostración, es decir,

‖uI − uh‖1,Ω ≤ ch

{∑
K∈Th

|J(u)|21,K +
∑
K∈Th

|γu|21,r,K

} 1
2

.

3.3. Ejemplos numéricos

En esta sección se desarrolla un ejemplo numérico que ilustra el buen funcionamiento y difu-

sividad del esquema de elementos finitos EAFEM (3.51), y lo ineficiente que es el método de

Galerkin para resolver las ecuaciones de convección–difusión–reacción con convección domi-

nada. En lo que sigue b representará el término convectivo , ε el término difusivo, γ el término

de reacción y Nh representará el número total de grados de libertad o nodos de la malla que se

define a partir de el espacio de dimensión finita Vh, con h que representa la medida de la malla

uniforme.

3.3.1. Ejemplo 1

En el siguiente ejemplo numérico, la solución de la ecuación (2.1) de convección–difusión–

reacción del tipo estacionario tiene capa lı́mite y sirve como motivación para hacer una com-

paración entre el esquema de Galerkin visto en la Sección 3.1 y el esquema EAFEM visto en

la Sección 3.2. Para el cálculo de las soluciones aproximadas utilizaremos un código Matlab

basado en la implementación numérica de [9] y [10], mostrando también las gráficas de las

soluciones para ambos esquemas
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En este ejemplo se consideran los siguientes datos:

Ω = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2.

∂Ω = Γ =
{

(x, 0) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1
}
∪
{

(0, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1
}

.

n es el vector normal unitario exterior a la frontera.

u(x) = 1− sinh(e−1/2x)

sinh(e−1/2)
.

Parámetros: ε = 10−4, b = [0 0], γ = 1.

Lado derecho: f = 1.

Condiciones de contorno: Dirichlet.

Para resolver la ecuación diferencial parcial elı́ptica de convección-difusión-reacción del tipo

estacionario, en forma de divergencia y con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo y

Neumann no homogéneo, dada por,


Lu := −∇ · (ε(x)∇u(x) + b(x)u(x)) + γ(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ΓD,

(ε(x)∇u(x) + b(x)u(x)) · n = g, x ∈ ΓN ,

de manera computacional, se analiza el caso más simple,es decir se empieza dividiendo el do-

minio Ω = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2 en la malla uniforme Th, donde la medida del diámetro de cada

elemento es h = 0,5, teniendo como resultado 9 vértices los que denotaremos como xi, con

i = {1, ..., 9} y la matriz formada por las coordenadas de los vértices la llamaremos vert. De

la partición del dominio también se obtienen 8 elementos o triángulos, y la matriz que contie-

ne los vértices de los elementos la denominaremos ele. Para tener una idea más clara de la

partición del domino ver la Figura 3.3
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vert =



0 0

0 0,5

0 1

0,5 0

0,5 0,5

0,5 1

1 0

1 0,5

1 1



, ele =



4 5 1

5 6 2

7 8 4

8 9 5

2 1 5

3 2 6

5 4 8

6 5 9



Figura 3.3: Malla con 9 grados de libertad y 8 elementos

Luego, se cálcula la matriz de rigidez teniendo en cuenta la forma bilineal a(·, ·) visto en la

Sección 2.2 y el espacio de dimensión finita formado por las funciones lineales y continuas en

cada elemento, dada por Vh =: {vh ∈ C0(Ω̄)∩H1
D(Ω) : vh|K ∈ P1(K), ∀K ∈ Th} ⊂ H1

D(Ω).

Ası́, se tiene el siguiente problema discreto:
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Hallar uh ∈ Vh tal que:

a(uh, ϕi) = F (ϕi), ∀ i = {1, · · · , 9}. (3.63)

Donde {ϕ1, · · · , ϕ9} es una base de Vh. Como Vh es un espacio de dimensión finita, existen

α1, α2, α3, · · · , α9 ∈ R, tales que la solución uh se puede escribir como combinación lineal de

las incógnitas por las funciones bases, es decir:

uh =
9∑
j=1

αjϕj = α1ϕ1 + α2ϕ2 + α3ϕ3 + ...+ α9ϕ9,

por lo tanto, el problema discreto (3.63) se puede reescribir como: Hallar α1, · · · , α9 ∈ R tal

que:

n∑
j=1

αja(ϕj, ϕi) = F (ϕi), ∀ i = {1, · · · , 9}.

reescrito en su forma matricial resulta,
α1

α2

...

α9


︸ ︷︷ ︸
−→α


a(ϕ1, ϕ1) a(ϕ2, ϕ1) a(ϕ3, ϕ1) · · · a(ϕ9, ϕ1)

a(ϕ1, ϕ2) a(ϕ2, ϕ2) a(ϕ3, ϕ2) · · · a(ϕ9, ϕ2)
...

...
... . . . ...

a(ϕ1, ϕ9) a(ϕ2, ϕ9) a(ϕ3, ϕ9) · · · a(ϕ9, ϕ9)


︸ ︷︷ ︸

A1

=


F (ϕ1)

F (ϕ2)
...

F (ϕ9)


︸ ︷︷ ︸

b

.

De esta forma, la solución puede ser calculada como:
α1

α2

...

α9


︸ ︷︷ ︸
−→α

=


F (ϕ1)

F (ϕ2)
...

F (ϕ9)


︸ ︷︷ ︸

b

.


a(ϕ1, ϕ1) a(ϕ2, ϕ1) a(ϕ3, ϕ1) · · · a(ϕ9, ϕ1)

a(ϕ1, ϕ2) a(ϕ2, ϕ2) a(ϕ3, ϕ2) · · · a(ϕ9, ϕ2)
...

...
... . . . ...

a(ϕ1, ϕ9) a(ϕ2, ϕ9) a(ϕ3, ϕ9) · · · a(ϕ9, ϕ9)



−1

︸ ︷︷ ︸
A1

,

ası́ resulta el siguiente problema discreto,

Hallar −→α =


α1

...

α9

 ∈ R9 talque −→α = b A1−1
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Para encontrar la matriz A1, usamos la forma bilineal a(·, ·) y el mallado es decir,∫
Ω

a(ϕi, ϕj) =

∫
Ω

(ε∇ϕi + bϕi) · ∇ϕj
∫

Ω

γϕiϕj

=

∫
Ω

ε∇ϕi · ∇ϕj +

∫
Ω

bϕi∇ϕj +

∫
Ω

γϕiϕj

=

∫
sop (ϕi)∩sop (ϕj)

ε∇ϕi · ∇ϕj +

∫
sop (ϕi)∩sop (ϕj)

bϕi∇ϕj +

∫
sop (ϕj)∩sop (ϕj)

γϕiϕj

=
∑
K∈Th

K∈sop (ϕi)∩sop (ϕj)


∫
K

ε∇ϕi · ∇ϕj︸ ︷︷ ︸
Mij

+

∫
K

bϕi∇ϕj︸ ︷︷ ︸
Eij

+

∫
K

γϕiϕj︸ ︷︷ ︸
M2ij

 .

Dado que, ε se considera una función constante, resulta:

∫
Ω

a(ϕi, ϕj) =
∑
K∈Th

K∈sop (ϕi)∩sop (ϕj)

ε
∫
K

∇ϕi · ∇ϕj︸ ︷︷ ︸
Mij

+

∫
K

bϕi∇ϕj︸ ︷︷ ︸
Eij

+

∫
K

γϕiϕj︸ ︷︷ ︸
M2ij

 .

Por lo tanto

Mij =
∑
K∈Th

K∈sop (ϕi)∩sop (ϕj)

∫
K

∇ϕi · ∇ϕj

Eij =
∑
K∈Th

K∈sop (ϕi)∩sop (ϕj)

∫
K

bϕi∇ϕj

M2ij =
∑
K∈Th

K∈sop (ϕi)∩sop (ϕj)

∫
K

γϕiϕj.

Son matrices de orden Nh ×Nh, con lo cual A1 = M +E +M2 ∈MNh×Nh
. Computacional-

mente se utilizó una función en Matlab con outputs M,E,M2 e input vert, es decir:

function [M,E,M2] = stima3(vert).

Para el cálculo de la matriz M se utiliza el siguiente código de [9].
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function M = stima3(vert)

d = size(vert,2);

G = [ones(1,d+1);vertices’]\[zeros(1,d);eye(d)];

M = det([ones(1,d+1);vertices’])*G*G’/prod(1:d);

De manera análoga adaptamos el código para calcular E y M2.

Para el cálculo de la matriz de rigidez del esquema EAFEM se sigue de manera similar al caso

de Galerkin, pero teniendo en cuenta que en este caso la forma bilineal está determinada por

ah(·, ·) visto en la Sección 3.2 y para el cálculo del vector de carga se procede de la siguiente

manera:

F (ϕj) =

∫
Ω

f ϕj +

∫
ΓD

g ϕj

=

∫
sop (ϕj)∩Ω

f ϕj +

∫
sop (ϕj)∩ΓD

g ϕj.

Dado que, sop (ϕj) ∩ Ω = sop (ϕ) y sop (ϕj) ∩ ΓD = ∅ se infiere,

F (ϕj) =

∫
sop (ϕj)

f ϕj =
∑
K∈Th

K∈sop (ϕj)

∫
K

f ϕj.

Luego, aplicando la regla de integración numérica del punto medio (en este caso baricentro) se

aproxima la integral anterior y se obtiene:

F (ϕj) =
∑
K∈Th

K∈sop (ϕj)

∫
K

f ϕj ≈
Nsop∑
l=1

|Kl| f(xbar) ϕj(xbar),

donde, Nsop = cantidad de elementos que pertenecen al sop (ϕj). Luego teniendo en cuenta la

regularidad de la triángulación (elementos equivalentes) resulta:

F (ϕj) = Nsop|K|f(xbar)ϕj(xbar).

Por la propiedades de linealidad de la funciones bases, se obtiene ϕj(xbar) = 1
3
, lo que implica:

F (ϕj) =
Nsop|K|f(xbar)

3
.
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Por otra parte, para un elemento |K| con coordenadas xi = (yi, zi), se cumple

2|K| = det

 y2 − y1 y3 − y1

z2 − z1 z3 − z1


Esto implica que:

F (ϕj) = det

 y2 − y1 y3 − y1

z2 − z1 z3 − z1

 Nsop

6
f(xbar).

La manera computacional de adaptar el vector de carga es la siguiente:

% Volume Forces

for j = 1:size(ele,1)

b(ele(j,:)) = b(ele(j,:)) + ...

det([1,1,1; vert(ele(j,:),:)’]) * ...

F(sum(vert(ele(j,:),:))/3)/6;

end

En lo que sigue, se muestra la gráfica de la solución exacta y la solución calculada con los

métodos de Galerkin y EAFEM en la Figura 3.4 y la Figura 3.5 respectivamente, para nueve

grados de libertad. Además se puede observar que la solución calculada con el método EAFEM

se acerca mucho mejor a la solución, mientras que la solución calculada con el método de

Galerkin tiene oscilaciones.

Finalmente, para calcular las soluciones numéricas o aproximadas de los esquemas discretos

de Galerkin y esquema EAFEM con mayor número de grados de libertad de procede de forma

similar que el caso anterior. Recordemos que, la idea de presentar este ejemplo es hacer una

comparación de los gráficos entre el esquema EAFEM y esquema de Galerkin. Para ello en am-

bos métodos utilizamos un número inicial de grados de libertad N = 9 en una malla uniforme

donde el diámetro de cada triángulo es de h = 0,5, y el número máximo de grados de libertad

es de N = 16641 para una malla también uniforme de h = 0,0078.

En la Figura 3.6, se muestra la solución calculada con el método de Galerkin en la primera

columna, la solución calculada con el esquema EAFEM se muestra en la columna central, y la
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Figura 3.4: Solución calculada con el método clásico (lado izquierdo) utiliando nueve grados

de libertad y solución exacta (lado derecho)

Figura 3.5: Solución calculada con el método EAFEM (lado izquierdo) utilizando 9 grados de

libertad y solución exacta (lado derecho)

solución exacta se muestra en la tercera columna. Para calcular estas soluciones se utilizaron

N = 9 grados de libertad en la primera fila, para la segunda fila 25 grados de libertad y 81

grados de libertad para la tercera fila.

En la Figura 3.7, se muestra la solución calculada con el método de Galerkin en la primera

columna, la solución calculada con el esquema EAFEM se muestra en la columna central, y

la solución exacta se muestra en la tercera columna. Para el cálculo de estas soluciones se

utilizaron 289 grados, 1089 y 4225 grados de libertad para la primera, segunda y tercera fila

respectivamente.

Con estos gráficos se puede observar que las soluciones calculadas con el método de Galerkin
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Figura 3.6: Solución calculada con el método de Galerkin (columna del lado izquierdo),

solución calculada con el método EAFEM (columna del centro), solución exacta (columna del

lado derecho). Malla h = 0,5 (primera fila), malla h = 0,25 (segunda fila) y malla h = 0,125

(tercera fila).

oscilan por que la medida de la malla no es lo suficientemente pequeña, mientras que la solución

calculada con el método EAFEM se acerca mucho mejor a la solución exacta.
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Figura 3.7: Solución calculada con el método de Galerkin (columna del lado izquierdo),

solución calculada con el método EAFEM (columna del centro), solución exacta (columna del

lado derecho). Malla h = 0,0625 (primera fila), malla h = 0,03125 (segunda fila) y malla

h = 0,015625 (tercera fila).
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ANEXOS

En esta parte del trabajo se presenta la idea del esquema del código computacional utilizado

para el cálculo de las soluciones aproximadas de la ecuación de convección–difusión–reacción

del tipo estacionario mediante el método de Galerkin y el método EAFEM, tomando como base

la implementación numérica de [9] y [10], que es un paquete de software de de Matlab.

a.- Para el esquema de Galerkin, en un archivo esqG.m se añade los siguientes pasos

1.- Partición del dominio: Se divide el dominio en tantos grados de libertad (vert) y

elementos (ele), teniendo en cuenta que la medida de la malla es h (diámetro de cada

elemento del mallado)

[vert,ele] = squaremesh([0,1,0,1],0.h);

dirichlet = setboundary(vert,ele,’Dirichlet’);

allEdge = [ele(:,[2,3]); ele(:,[3,1]); ele(:,[1,2])];

Dir_vec = allEdge((dirichlet(:) == 1),:);

boundary=unique(Dir_vec(:));

FreeNodes=setdiff(1:size(vert,1),unique(dirichlet));

2.- Término difusivo: Se llama ε al término difusivo y en el código matlab se escribió

como ε=v-eps.

3.- Ensamble de la matriz de rigidez A1: Se construye una matriz nula con dimensión

Nh × Nh. Considerando que, para el caso de Galerkin la forma bilineal es a(·, ·)

81
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y hacemos llamado de la function [M,C,E,M2] = stima3(vertices),

que sirve para integrar las funciones bases sobre las elementos de la triangulación.

%%%% ASSEMBLY

row=zeros(9*size(ele,1),1);

col=zeros(9*size(ele,1),1);

valM=zeros(9*size(ele,1),1);

valE=zeros(9*size(ele,1),1);

valM2=zeros(9*size(ele,1),1);

for j = 1:size(ele,1)

[MT, ET, M2T]=stima3(vert(ele(j,:),:));

valrow=ones(3,1)*ele(j,:);

row(9*j-8:9*j,1)=reshape(valrow,1,9);

col(9*j-8:9*j,1)=reshape(valrow’,1,9);

valM(9*j-8:9*j,1)=reshape(MT,1,9);

valE(9*j-8:9*j,1)=reshape(ET,1,9);

valM2(9*j-8:9*j,1)=reshape(M2T,1,9);

end

A=sparse(row,col,valM,size(vert,1),size(vert,1));

D=sparse(row,col,valE,size(vert,1),size(vert,1));

S=sparse(row,col,valM2,size(veret,1),size(vert,1));

A1=v-eps*A+D’+S;

4.- Ensamble del vector de carga b: Para ello se construye un vector nulo de dimen-

sión Nh × 1 y luego utilizamos el código computacional dado en la Subsección

3.3.1.

5.- Condiciones de Dirichlet: Se implementa las condiciones de Dirichlet de la si-

guiente forma:

% Dirichlet conditions

u = sparse(size(vert,1),1);

u(unique(dirichlet))=u_d3(vert(unique(dirichlet),:),v-eps);

b = b - A1 * u;
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6.- Solución computacional: Para calcular la solución aproximada se multiplica el vec-

tor de carga por la inversa de la matriz de rigidez.

% Computation of the solution

u(FreeNodes) = A1(FreeNodes,FreeNodes) \ b(FreeNodes);

b.- Para el esquema EAFEM se sigue de forma similar al caso de Galerkin, la única variación

que sufre el código computacional esta en el paso 3, dado que el ensamble de la matriz

de rigidez se hace con el siguiente programa:

Ensamble de la matriz de rigidez A1: Para ello se construye una matriz nula con

dimensión Nh × Nh teniendo en cuenta que para el caso del esquema EAFEM la

forma bilineal es ah(·, ·) y se hace llamado de

function [Mgrad, Mu]=mlocal_quad(T,eps1),

para integrar las funciones bases sobre las elementos de la triangulación tal y como

se detalla a continuación.

%%%% ASSEMBLY

row=zeros(9*size(ele,1),1);

col=zeros(9*size(ele,1),1);

valA=zeros(9*size(ele,1),1);

valB=zeros(9*size(ele,1),1);

for i=1:size(ele,1)

[AT, BT]=mlocal_quad(vert(ele(i,:),:),v-eps);

valrow=ones(3,1)*ele(i,:);

row(9*i-8:9*i,1)=reshape(valrow,1,9);

col(9*i-8:9*i,1)=reshape(valrow’,1,9);

valA(9*i-8:9*i,1)=reshape(AT,1,9);

valB(9*i-8:9*i,1)=reshape(BT,1,9);

end

A=sparse(row,col,valA,size(vert,1),size(vert,1));

B=sparse(row,col,valB,size(vert,1),size(vert,1));

A1=A+B;
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Capı́tulo 4

Conclusiones

1.- Se concluyó existencia y unicidad de la solución aproximada del esquema discreto de Ga-

lerkin para la ecuación de convección–difusión–reacción del tipo estacionario utilizando

el Lema de Lax–Milgram.

2.- Se corroboró existencia y unicidad de la solución aproximada del esquema EAFEM para

la ecuación de convección–difusión–reacción del tipo estacionario utilizando el Lema de

Lax–Milgram y generalizando la idea propuesta de [5].

3.- Se formuló el problema modelo como un esquema de tal manera que se aplicó el Teorema

de Lax–Milgram.

4.- Se concluyó existencia y unicidad de la solución del problema continuo utilizando el

Teorema de Lax–Milgram.

5.- Se corroboró la estimación del error entre la solución exacta y la solución aproximada del

esquema EAFEM, siguiendo a [5]

6.- Se desarrolló un ejemplo numérico que ilustra el funcionamiento de los esquemas de

Galerkin y esquema EAFEM.

7.- Mediante un ejemplo numérico se comparó el método de Galerkin y el esquema EAFEM

dando como resultado que el esquema EAFEM es más eficiente que el esquema de Ga-

85



86 CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES

lerkin, es decir la solución calculada mediante el esquema EAFEM se aproxima mucho

mejor a la solución exacta, mientras que la solución calculada utilizando el esquema de

Galerkin tiende a oscilar si la medida de la malla no es suficientemente pequeña.



Capı́tulo 5

Sugerencias

1.- Analizar existencia y unicidad de la solución del problema estacionario sin suponer γ0 >
‖b‖2

∞,Ω

2ε0
.

2.- Desarrollar ejemplos numéricos para comprobar la linealidad del orden de convergencia

con respecto a la norma H1(Ω).

3.- Analizar y detallar las estimaciones apriori del esquema EAFEM propuesto por Xu Zika-

tanov para R3.

4.- Desarrollar un código computacional que sea capaz de testear ejemplos numéricos para

R3.
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