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RESUMEN

En éste trabajo utilizamos un método de analisis numérico que sirve para aproximar la solucién
de ecuaciones diferenciales parciales con valores iniciales, llamado Método de Elementos Fi-
nitos (MEF), que esta pensado para ser usado en computadoras y que proporciona una técnica
particular sistemdtica para construir funciones bases como funciones polinomiales por tramos
sobre subregiones del dominio, estas funciones son llamadas elementos finitos. Para ello, se
empieza derivando la ecuacidn diferencial parcial con condiciones iniciales a un problema de-
nominado problema débil, que consta de una forma bilineal y un funcional lineal. Ademads, a

dicha forma bilineal se le asocia una matriz llamada matriz de rigidez.

El objetivo de éste trabajo es el andlisis de la existencia y unicidad de las soluciones, continua y
discreta, de la ecuacion de conveccidn-difusion-reaccion del tipo estacionario. Para el andlisis
de las soluciones discretas se utilizan dos métodos de elementos finitos; el método de Galerkin
clasico y un método Monétono. Las ecuaciones diferenciales parciales de conveccion-difusion-
reaccion del tipo estacionario modelan, por ejemplo, la concentracién de particulas en un campo
de flujo de velocidad externa. En particular, nos centraremos especialmente en las ecuaciones
de conveccion-difusidon-reaccidn con convecidon dominada, es decir, cuando el término difusivo

es varios ordenes mas pequeio que el término convectivo.

Debido a que el problema es de conveccion dominada los esquemas clasicos de elementos fini-
tos no son eficientes para resolver este tipo de problemas, ya que la solucién numérica tiende a
oscilar si la medida de la malla no es suficientemente pequefia. Teniendo en cuenta ese inconve-
niente es que surgen los esquemas mondtonos de elementos finitos, éstos esquemas monotonos
tienen la caracteristica particular de satisfacer el Principio del Maximo Débil tanto a nivel con-

tinuo como a nivel discreto, denominado propiedad de monotonia.

El método mondtono que desarrollaremos en este trabajo es el Esquema Monétono de Elemen-
tos Finitos del Borde Promediado denominado EAFEM, donde la idea principal es promediar
adecuadamente los coeficientes de la ecuacion diferencial en las aristas de la triangulacién o
malla. En éste método, la matriz de rigidez resultante es una matriz llamada M-matriz bajo

cierta suposiciones sobre la triangulacion (generalmente no estructurada).
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El método fue propuesto por Xu y Zikatanov en [5] y motivado por los trabajos de Markowich y
Zlamal [7] y Brezzi, Marini y Pietra [8]. Ademds, Xu Zikatanov en [5], nos dice que éste esque-
ma (EAFEM), es un esquema monotono de upwinding, es decir, la solucién numérica tiende a

SEr Suave.

En el Capitulo 1, se presentan definiciones y resultados sobre la teoria de elementos finitos,
Identidades de Green, Principio el Médximo Débil, esquema de Galerkin, esquema monétono,
los cuales se utilizan para la demostraciones de la existencia y unicidad de las soluciones de la
ecuacion de conveccion—difusion—reaccion del tipo estacionario y el estudio de las estimaciones

de error a priori.

En el segundo capitulo, se aplican resultados para garantizar existencia y unicidad de la solucién
continua de la ecuacién de conveccién—difusion-reaccion del ttipo estacionario, entre ellos, el
teorema de Lax Milgram, y se corrobora que la ecuacion diferencial parcial en estudio satisface

la propiedad de monotonia a nivel continuo.

En el capitulo 3, se presenta el esquema discreto de Galerkin para el cual se utilizan elementos
finitos lineales, continuos y a trozos, y se estudia el esquema EAFEM propuesto por Xu Zika-
tanov en [5]. Ademds de estudiar la existencia y unicidad de la solucion discreta para ambos
métodos. se detalla y corrobora las cuentas de la demostracion del teorema del error de conver-
gencia para el esquema discreto EAFEM. Finalmente, se presenta un resultado numérico que

muestra el buen comportamiento del método EAFEM vy la ineficiencia del Método de Galerkin.



INTRODUCCION

Las ecuaciones de conveccion—difusion—reaccion son utilizadas en varias aplicaciones de inge-
nieria ambiental e industrial. Un ejemplo de simulacion de estas ecuaciones es el transporte de
sustancias en medios acuéticos, utilizada para medir el impacto de una fuente de contaminantes
en un rio. Esta dindmica de concentracién de particulas pequeiias es determinado por un campo
de flujo de velocidad externa. Otro tipo de simulacion tipica de éstas ecuaciones se da cuando

el tamafo difusivo es varios 6rdenes de magnitud més pequefio que el término convectivo.

El tipo de ecuaciones que son interesante estudiar son las ecuaciones de conveccién—difusion—
reaccion con conveccion dominada, es decir, cuando el cuociente entre el término convectivo y
el término difusivo es demasiado grande. El método de elementos finitos cldsico y el método de
diferencias finitas, son en general, esquemas inestables para la solucion de éste tipo de ecuacio-
nes, en el sentido que la solucién numérica frecuentemente contiene oscilaciones si la medida

de la malla no es suficientemente pequea.

Una de las formas de eliminar éstas oscilaciones es considerar métodos o esquemas mon6tonos
de elementos finitos. Una caracteristica para que un esquema sea monétono, es que el esquema
satisfaga el Principio del Méaximo Débil a nivel continuo, y que la ecuacion discreta resultante

también cumpla el Principio del Maximo Débil Discreto (que es similar al del nivel continuo).

El Principio del Maximo Débil es una propiedad tipica cualitativa de problemas lineales de va-
lores de frontera eliptico. Una pregunta natural en andlisis numérico para éstos problemas seria
: ¢ La solucién aproximada posee la propiedad del principio del méximo? . Estos problemas tie-
nen la propiedad que satisfacen el principio del maximo discreto (DMP), o también denominado

principio de monotonia del método numérico.

En modelacion matematica de varios fendmenos fisicos, el Principio del Maximo Débil refleja
la no negatividad natural de cantidades fisicas como la temperatura, concentracion, densidad,
etc. La validez del Principio del Maximo Débil a nivel discreto es por lo tanto critico para la
confiabilidad de modelos numéricos. Aproximaciones con concentracién negativa o flujos de
calor que van de lugares mds frios a lugares mds calido son definitivamente no deseables y

considerados no confiables.
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El Principio del Méximo Débil ha sido estudiado y analizado por muchas décadas. Los primeros
resultados que tratan con el método de diferencias finitas aparecen en 1964, donde se prueba que
existe la matriz inversa y es positiva (ver [1]). Otro trabajo donde abordan un problema eliptico
en forma de no divergencia con el Principo del Maximo Débil se encuentra en [2], donde se
estudia la convergencia de ciertas técnicas iterativas comunes para la solucién de los sistemas

lineales resultantes.

Los esquemas mondtonos existentes se derivan principalmente por una diferencia finita o un
enfoque de volimen finito. Un inconveniente de éstos enfoques es que a menudo no estd claro
como analizar tedricamente los esquemas derivados de ésta manera. Asi, nos motivaron a buscar
esquemas monotonos que caen dentro del marco variacional de elementos finitos estdndar, y
por lo tanto, su analisis tedrico es mas directo. Una condicion suficiente conocida para que un

esquema sea monoétono es que la correspondiente matriz de rigidez sea una M —matriz.

Un esquema mondtono lineal usualmente tiene solo una precision de primer orden, lo cual es un
inconveniente bastante indeseable, y ciertamente limita su utilidad en los calculos computacio-
nales. Sin embargo, los esquemas monoétonos lineales siguen siendo significativos de muchas
maneras, por ejemplo, como una herramienta para disefiar técnicas iterativas y de preacondicio-

namiento eficientes para resolver otros esquemas mas sofisticados tales como.

Un sistema lineal con una M —matriz a partir de problemas con conveccion dominada se puede
resolver de manera eficiente, por ejemplo, mediante el método de Gauss-Seidel, y la conver-
gencia de la iteracién de Gauss-Seidel se puede acelerar draméticamente con un ordenamiento

apropiado de incognitas.

En este trabajo se analiza la existencia y unicidad de las soluciones de la ecuacion de convec-
cién—difusion—reaccion del tipo estacionario, se presentard el esquema discreto de Galerkin y

se detallara el esquema EAFEM (ver [5]), el cual tiene varias caracteristicas interesantes.
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El esquema EAFEM es un esquema de elementos finitos con una formulacién variacional
estandar (pero con una forma bilineal modificada) por medio de las funciones lineales a trozos
habituales para los espacios discretos, su derivacion es completamente diferente de los otros
enfoques conocidos, y no utiliza (explicitamente) las técnicas de upwinding (como verificar las

direcciones de flujo).

Este esquema EAFEM fue parcialmente motivado por el trabajo de Markowich y Zlamal [7] y
Brezzi, Marini y Pietra [8] y presentado por Xu Zikatanov en [5].
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Capitulo 1

Preliminares

En éste primer capitulo se presentan algunas notaciones generales, se introducen definiciones y
resultados generales sobre el Teorema de Lax—Milgram, el cual serd una herramienta principal
para el anélisis de existencia y unicidad de la solucion de la ecuacion de conveccion—difusion—
reaccion del tipo estacionario a nivel continuo. También, se definen los espacios de Sobolev,
Operadores de Trazas, Identidades de Green (férmulas de integracion por partes) y el Principio
del Maximo Débil. Por ultimo, se introduce la teoria para hacer el andlisis de las soluciones
discretas para la ecuacion diferencial parcial eliptica de conveccion—difusion—reaccion del ti-
po, presentando notaciones y definiciones generales sobre el Esquema Discreto de Galerkin
(Ilamado también Esquema Clasico de Elementos Finitos) y el Esquema Mond6tono del Borde

Promediado de Elementos Finitos.

Con respecto a los operadores diferenciales utilizados para una funcién escalar

w(x) = w(xy, T, -+, 1q),

se tiene que J;w representara la derivada parcial de w con respecto a la variable z;.

13
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Ademads, los operadores gradiente y laplaciano para una funcién escalar w se definen como:

Vw = (Oyw, dhyw, - - -, Oqw)’ € RY,

d
Aw = Za“w € ]R,

i=1

respectivamente. Mientras que para una funcién vectorial, w = (w1 (), wa(x), -+, wq(x)), se

definen, respectivamente, los operadores divergencia y gradiente como:

d
divw::V'w:Z&»wi eR,
i=1

y
8951 8952 8xd
Vw = | 0z, 0Oxy Oxs
Owg Owa — Owa
81’1 8272 8xd

1.1. Teorema de Lax-Milgram

En esta seccion se presentan conceptos bdsicos para los espacios de Hilbert, forma bilineal
continua, la elipticidad de una forma (también llamada coersividad fuerte de una forma), y
se presenta también el Teorema de Lax—Milgram y algunos resultados inmediatos de dicho
teorema, los cuales se utilizaran para demostrar la existencia y unicidad de la solucién del

problema continuo.

DEFINICION 1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica sobre rl conjunto X es una funcién

d: X x X — R, que cumple las siguientes propiedades:
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a.- d(x,y) >0, para todo z,y € X.
b.- d(z,y) = 0 si, y solo si, x = y.
c.- d(z,y) = d(y,x), para todo z,y € X.

d.- d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2), para todo z,y, z € X.

Observacion 1.1. Al conjunto X provisto de una métrica d se le denomina espacio métrico
(X, d).

DEFINICION 1.2. Sea X un espacio vectorial, se dice que la aplicacion {-,-)x : X x X -+ K
(K :=R 0o K := C) es un producto interior sobre el cuerpo K si satisface:
a.- (z,x)x >0, paratodo x € X.

b.- (x,z)x = 0si, y solo si, x = 0.

c.- (z,y)x = (y,z)x, paratodo x,y € X.
d.- {ax+ Py, 2)x = alx,z)x + By, 2)x, para todo o, B € Ky para todo z,y, z € X.

e.- (r,ay+ fz)x =alx,y)x + B(z, 2)x, para todo o, € Ky para todo x,y, z € X.

Observacion 1.2. Al conjunto X provisto de un producto interior (-, -) x, se le denomina espa-
cio de Pre-Hilbert (X, (-, ) x).

DEFINICION 1.3. Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una funcion |- || x : X — K
es una norma sobre X, si para todo x,y € X y para todo o € K, se satisfacen las siguientes
propiedades:

a.- ||lz[|x >0, Vo e X.

b.- ||z||x = 0si, y sélo si, x = 0.

c.- azllx =lo| |z||lx, Va e KyVa € X.

d- ||z +yllx <|zlx + ||yl

v Vr,y€e X
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TEOREMA 1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea X un espacio vectorial, los vectores

x,y € X satisfacen la siguiente desigualdad:

[, y)x]” < (@, 2)x (v, 9)x

Demostracion. Sean u,v € X y o, € R. Luego, teniendo en cuenta las propiedades de

producto interior. se tiene:

{au — fv,au — Puyx >0

(o, au — Bv)x — (v, au — Bu)x > 0

{au, au)x — {ow, fv)x — (Bv, au)x + (Bv, Bv)x >0
afu, au)x — alu, fo)x — B(v, au)x + B(v, fv)x = 0
ac(u, u)x — af(u,v)x — fa(v,u)x + BB{v,v)x >0
| *(u, u)x — aB(u,v)x — Bafv,u)x +[B]*{v,v)x > 0.

Luego, haciendo oo = (u,v)x y f = (u, u)x resulta,

|<u7 U>X|2<u’ U>X - <U, U>X<u7 U>X<u’ U>X - <U, U>X<u’ U>X<U’ U>X + |<U, U>X|2<U7 U>X >0
|<u7 U>X|2<uv u>X - <u7 U>g(<u7 U>X - <u7 u>X<v’ U’>§( + ‘<U, u>X|2<vv U>X >

0
[(w, v) x|*(u, w) x — 20w, 0) x [P (u, u) x + [(u, w) x[* (v, v) x > 0.
De forma equivalente, se puede escribir,

[u, v) x|, uhx + [, w)x (0, v)x > 20(u, v)x[*(u, u)x

[(u, v)x[* + (u, u)x (v, v)x > 2|(u, v)x [
Finalmente, se obtiene la siguiente desigualdad,
(u, u)x (v, v)x = |(u,v)x "
O]

DEFINICION 1.4. Sea (X, (-,-)x) un espacio vectorial normado. Se dice Espacio de Hilbert,

si X es completo con la norma inducida por el producto interior, es decir:

|z||x == (z,2)%, VzelX.
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En el caso particular, de que (X, |-, -||x) sea un espacio de Banach, se puede demostrar la

siguiente igualdad
lz +ylI? + llz = ylI* = 2(|l=]1* + lyl]*) Vz,y€ X,

conocida como Ley del Paralelogramo, identidad que permite comprobar que la norma pro-

viene de un producto interior.

DEFINICION 1.5. Sea (X, (-, ) x) un espacio de Hilbert y sea = € X fijo. Entonces, para cada

x € X, setiene que (z,z) € R, es decir, se puede escribir la aplicacion

(z,)x: X —=R
(1.1)

x = (z,2)x.

DEFINICION 1.6. Sea F' : X — R un aplicacion. Se dice que F' es un Funcional Lineal, si

se satisfacen las siguientes propiedades:

a- Flx+y)=F(x)+ F(y) Va,yeX.
b.- ﬁ(am):aﬁ(m) VaeR y Vz e X.

DEFINICION 1.7. Dado F : X — R un funcional lineal, se llama funcional acotado, si

existe una constante M > 0, tal que:
|F(z)| < M||z|x VzeX.

DEFINICION 1.8. Sean (Hy, (-,-)1) y (Hs,(-,-)2) espacios de Hilbert. Se define L(H,, Hy)
como el conjunto de todos los operadores lineales y acotados que se definen en Hy y toman

valores en Ho, es decir, T : Hy — H,.

DEFINICION 1.9. Sea (H, (-,-)y) un espacio de Hilbert. Se define L(H) como el conjunto de

todos los operadores lineales y acotados que se definen en H y toman valores en H, es decir,

T:H— H.

DEFINICION 1.10. Sea (H, (-,-) ) un espacio de Hilbert donde se define un operador lineal
T y un producto interno {(x,y) y. Entonces, T* es llamado operador adjunto de T, si se cumple

que:

<TJI, y>H = <$, T*y>H
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DEFINICION 1.11. Sea (H, (-,-)g) un espacio de Hilbert. Se llama Espacio Dual de H, al
conjunto formado por todos los funcionales lineales y acotados que se definen en H, el cual se

denota por H'. Ademds, H' es dotada con la norma,

| llg: H - R

~ ~ F(z
F i ||F||g = sup ( )
etocH |||

Las siguientes definiciones son fundamentales para enunciar el Teorema de Lax—Milgram.

DEFINICION 1.12. Sean (Hy, (-,-)1) y (Hs, (-, -)2) espacios de Hilbert. Se dice que una forma

B : Hy x Hy — R es bilineal, si ella es lineal en cada una de sus componentes, es decir:

a- Blar+By,z) =aB(x,2)+ By, z2) Ya,ye H,Vze€ HyyVa,B R
b.- B(r,ay+pfz)=aB(x,y)+ B(x,z) Vxe€ H,Vy,z€ HyyVa,p R

DEFINICION 1.13. Sean (Hy, (-,-)1) y (Hy, (-, -)2) espacios de Hilbert. Se dice que una forma

bilineal B : Hy x Hy — R es acotada, si existe una constante M > 0, tal que:
|B(z,y)| < Ml[z|:||zll. Va € Hi, yVy € Ha.

DEFINICION 1.14. Sean (H,{-,-)y) un espacio de Hilbert y B : H x H — R una forma
bilineal. Se dice que B es H—eliptica ( o fuertemente coersiva), si existe una constante o > ()

tal que:
B(z,x) > o|jz||3, Ve H.

TEOREMA 1.2 (Teorema de Lax-Milgram). Sea (H, (-,-)y) un espacio de Hilbert y sea
B : H x H — R una forma bilineal, acotada y H—eliptica, con constantes de acotamiento y
elipticidad, dadas por M y «, respectivamente. Entonces, para cada FeH , existe un unico

v € H, tal que

B(v,w) = F(w) Yw € H, (1.2)

1 ~
o]} < =[1F|a-
(6%
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Demostracion. Ver Teorema 1.1 en [3]. O

Los siguientes resultados se utilizardn para enunciar el Lema de Lax—Milgram.

TEOREMA 1.3 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea (H, (-,-)) un espacio de Hil-

bert. Entonces, para todo F € H', existe un vinico z € H, tal que:

y)

() =(z,2)py Vae€H.

Fllg = [lz[la-

Ademds,

Observacion 1.3. El Teorema de Representacion de Riesz induce un operador

R:H — H
F s R(F) =z,

el cual se conoce como operador de Riesz. Este operador estd bien definido, dado que z es

unico, y que ademads es una isometria, es decir,
IR(EN e = ll=lar = 1F -
Al elemento z € H se le llama representante de Riesz. A su vez, de acuerdo a lo anterior
F(z) = (R(F),z)x Vaz € H.

DEFINICION 1.15. Dados (Hy,(-,-)1) y (Ha,(-,-)2) espacios de Hilbert reales y una forma
bilineal continua B : Hy x Hy — R. Se define el funcional ﬁv : Hy — R, por

F,(w) := B(v,w) Yw € Hy. (1.3)

Observacion 1.4. Dado que B es bilineal, es claro que ﬁu es lineal. Ademas, del hecho que B

es continuo, se infiere
|Fo(w)| < MJolli|lw]l; V€ Hs.
Esto garantiza que F, es un funcional lineal y acotado de Hs, y

IF,|| < Mljv|, Vv e H. (1.4)
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Del andlisis anterior se induce la siguiente definicion

DEFINICION 1.16. Sean (Hi, (-,-)1) y (Hs, (-, -)2) espacios de Hilbert. Se define el operador

B : Hy — H), como:
B(v):=F,, Yve€H,. (1.5)

Ademds, de la linealidad de B en la primera componente y la desigualdad (1.4), es claro que

B es lineal y acotado con
1Bl (a1 < M.

DEFINICION 1.17 (Operador inducido). Dados (Hy,(-,-)1) y (Ha, (-,")2) espacios de Hil-
bert reales y B : H| x Hy — R una forma bilineal continua. Se define el operador inducido

como B : Hy — Hj tal que:
B .= RQ o B,

donde R, : H) — H, denota la aplicacion de Riesz. A su vez, de la linealidad y el acotamiento

de Ry y B se tiene:
(B(v), w)s = (Ra(B(v)), w)s = B(v)(w) ¥ (v,w) € Hy x Ha,
De (1.5) y (1.3) resulta:
B(v)(w) = Fy(w) = B(v,w) ¥ (v,w) € Hy X H,
lo que implica,
(B(v),w)s = B(v,w) Y (v,w) € Hy x Ho.

o grdficamente

H, 5 H}
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Para el siguiente resultado, es de interés definir u € H; tal que:

Una condicion suficiente y necesaria para que (1.2) tenga una tnica solucién en cada F e H,
es que el operador inducido por la forma bilineal sea biyectivo. Entonces, la biyectividad del

operador inducido puede ser reformulado teniendo en cuenta el siguiente resultado.

LEMA 1.1 (Lema de Lax-Milgram ). Sean (Hi,(-,-)1) y (Ha, (-,-)2) espacios de Hilbert

con normas inducidas || - ||y y || - |2, respectivamente, y sea B € L(H,, Hy). Entonces:

a.- B es sobreyectivo si, y solo si, B* (operador inducido adjunto) es inyectivo y tiene rango

cerrado, es decir, existe o > 0, tal que:

IB*(w)||; > af|w|ly Yw e H,.

b.- B es inyectivo, siy solo si,

sup (B(v),w), >0 Vv e Hy,v#D0.

weHo

c.- B* es sobreyectivo si, y solo si, B es inyectivo y tiene rango cerrado, es decir, existe o > (),

tal que:

[B(v)ll2 = allvll, Vv e H.

d.- B* es inyectivo si, y solo si,

sup (B(v),w)s >0, Yw € Hy,w #0

veEH,

e.- B es biyectivo si, y solo si, B* es biyectivo.

Demostracion. Ver Lema 1.2 en [3]. O
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LEMA 1.2 (Lema de Lax—Milgram Generalizado ). Sean (Hl, (-, >1) y (Hg, (-, )2) espacios

de Hilbert con normas inducidas || - |1 y || -

9, respectivamente, y sea B : H; X Hy — R una

forma bilineal continua. Suponga que:

(i) (Sobreyectividad) Existe C' > 0, tal que:

B(v,w)
sup
wet, ||w]l2

ZGHUHI VUGHl, w#@

(ii) (Inyectividad)
sup B(v,w) >0 VYw € Hy, w#6.

veEH,

Entonces, para cada F S Hé, existe un tinico v € Hy, tal que:
B(v,w)=F(w) YweH, y |v|i <CF|g.

Ademds, las condiciones (i) y (ii) son también necesarias.

Demostracion. Ver Teorema 1.2 en [3]. O

1.2. Espacios de Sobolev y Operador Trazas

En ésta seccion se define el espacio de las funciones cuadrado integrables, el espacio de las
funciones esencialmente acotadas, derivada en el sentido débil de una funcion, los espacios de
Soébolev, operadores de Trazas, y se presentan también resultados importantes de los operadores
de Trazas para resolver las estimaciones a priori de las ecuaciones de conveccion—difusion—

reaccion de tipo estacionario.

Para empezar, considere {2 C R?, con d € N, un dominio abierto y acotado de R con frontera
“suave” 0f2, también denominada frontera poligonal o frontera Lipschitz continua, y considere
p € [1, 00] se denota el espacio de las funciones p integrables sobre el dominio €2 como L*((2);

mientras que el espacio de las funciones esencialmente acotadas sobre €2, es denotada como
L>(Q), es decir,

LP(QY) := {v : 2 — Rtal que / |v(z)Pdx < oo},
Q
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y

L>*(Q) = {v : 0 — R tal que esssup |v(z)] < oo},
e

donde, ess sup es el supremo esencial de v que se define como el infimo de las cotas superiores

esenciales de v. Ademads, las normas de éstos espacios estan definidas, respectivamente, de la

ol orgey = ( / rv<x>rpdx) |

siguiente forma:

|V]|co, = esssup |v(z)|.
e

Para el caso p = 2, se escribira

“llo.a = || - [|22(q2) ¥ se le denominara espacio de las funciones

cuadrado integrables. Luego, se define el producto interno de L?(2), como

(,Y00: L2(Q) x L*(Q) = R

(v,w) = (v, W)o0 = (V,W)20) = / v w Vo,w e L*(Q).
Q

Observacién 1.5. Se puede verificar facilmente que ||[v||2, = (v,v)0.q, €s decir,

ol o = / Jof? = / o= (v,vha Yo e LA(Q).

Entonces, la dupla (L?(€2), (-, )o,n) es un espacio de Hilbert.

Ahora, se presentan dos desigualdades que seran de gran utilidad en el anélisis de las estima-

ciones a priori para la ecuacion de conveccion—difusion—reaccion del tipo estacionario.

DEFINICION 1.18 (Desigualdad de Cauchy—Schwarz para espacios cuadrado integrables). Si

v,w € L*(Q), entonces se satisface lo siguiente:

o whosl < ( |v|2)% (f |w|2)% Vo, w e 1) 16)

DEFINICION 1.19 (Desigualdad de Young para espacio cuadrado integrables). Siv,w € L?(1),
entonces, existe & > 0 tal que :

[vlse  €lvlise

2
2 5 Vo,we L*(Q). (1.7)

[0l lwlloq <
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Para definir los espacios de Sobolev, se presentaran algunas definiciones previas sobre funciones

con soporte compacto y derivada de una funcién en el sentido débil.

DEFINICION 1.20 (Soporte Compacto). Sea C'(2) el conjunto de las funciones continuas sobre

). Entonces, dado ¢ € C(XQ), se define el soporte de §) como el conjunto

sop () = {z € Q: p(z) # 0}.

DEFINICION 1.21. Sea Q) C R% d € N, y sea C*°()) el conjunto de funciones infinitamente
derivables en el sentido cldsico (con limite). A su vez, sea C(Q2) el conjunto de las funciones

continuas sobre S). Se define el conjunto de funciones C*>(£)) con soporte compacto, como:
Cye () == {p € C(Q) : sop (¢) es compacto en (1}.

DEFINICION 1.22. El espacio vectorial C$°(S2), provisto de una topologia inducida por una

familia de seminormas, se denota por D(SY) y se llama Espacio de funciones test.

DEFINICION 1.23 (Multi—indice). Un multi-indice es una d-upla o := (o, -+ ,aq) con o; €
NuU{0}, Vi e {1,--- ,d}. La longitud de « se define por:

d
la| == Z ;.
i=1

Ademds, D“v corresponde a la notacion multi—indice para las derivadas débiles de v

olely
DO‘U::—(9 & prrE
Il ... xd
EJEMPLO 1.1. A continuacidn, se presentan algunos ejemplos de multi—indices para los espa-

cios R? y R3,

y DOy =y,

1.- Si (1,1) entonces 0* O
- Sia= v = .
’ 3:1618202
_ N v Pv
2.- Sia = (0, 3) entonces 0%v = 9:00:3 = 93
v O3v

3.- Sia=(1,0,2)ent 0% = B '
i = (1,0,2) entonces 9" 071029023 Ox10%

Comentario. Para una funcién v € L*(R), se dice que w € L'(Q) es su a-ésima derivada
débil si, y solo si,

/UDa(pdl‘ = (1)l / wedr Ve CP(Q), (1.8)
0 Q

haciendo una analogia a la notacion cldsica de derivada, se denota por Dv := w.
y g ) p
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Comentario. Para una funcion v € L?*(Q), se dice que g—; € L*(Q), si existe z; € L*(Q), tal

que
Oy o .
v =— [ zp, VoeC(Q), Vie{l,2 -, d}.
o Oz Q
En tal caso, se escribird % = z.

Luego de definir la derivada de una funcién en el sentido débil, se presentan ahora los espacios

de Sobolev.

DEFINICION 1.24 (Espacios de Sobolev). Sea m € Ny p € [1,00]. Se define el Espacio de

Sobolev de orden m, como:
Wme(Q) :={v e LP(Q): D*v € LP(Q) Ya € N:|a| <m},

con D“v que denota la derivada hasta el orden m de v, pero en el sentido débil.

Ademds, la norma del espacio de Sobolev se define de la siguiente manera:

1
p
Z HDQUH]Z:}(Q) , st 1<p<oo,
[0]lmpe = 4 Llal<m
Z ess supo|D%v|, si p = oc.
L |al<m

Mientras que la semi—norma, es dada por:

( 1
p
Z [1D*v|[ Loy | + st 1<p<oo,
|V]mp0 = frl=m
Z ess supg|Dv|, si p = oc.
\  lof=m

Observacién 1.6. Cuando p = 2, se escribira el espacio de Sobolev W2(Q) como H™(12),

con

| : |mQ = | : |m,279 y || : Hm,Q = H : ||m,2,Q-

Observaciéon 1.7. En particular, para m = 1y p = 2, se tiene el espacio H'(2), donde la

norma del espacio H' () es denotada por || - ||;.o y se define como:

ullf o = llulgq + [uli o,
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con | - |1 o definido por:

0,2

A su vez, sobre H' (Q2), se define el siguiente producto interno,

(v, W) () ::/Uw—l—/Vv'Vw Vo, w e HY(Q).
Q Q

Note que,

(0, 0 = / of? + / Vol = o2 + 020 = v

2
1,0
Asi, ladupla (H'(Q), (-,-)1.0) es también un espacio de Hilbert.

Luego de definir el espacio de Sobolev H'(2), se define el subespacio H; ().
DEFINICION 1.25. Sea ) un conjunto distinto del vacio, se define el espacio

——— .
Hg(Q) == Cge(Q)
= {z € H'(Q) : 3{z;}jen C C(Q) tal que ||z — z;||1.0 2 0}

={2€ H'(Q): 2= 0en 0N}

Observacion. La notacion z = 0 en 0S), indica que z se anula en la frontera de 2. Sin em-
bargo, se debe recordar que z no necesariamente estd definida puntualmente. Por lo tanto, la
restriccion de z a la frontera no tiene sentido. Esta definicion debe ser entendida en el sentido

de trazas que se definird mds adelante.

Se define ahora el espacio H},(€2). Para ello, se denota por I' a la frontera del dominio, OS2,

provista de las siguientes propiedades:

a- '=TpUly,

b- I'pNTy =0,

donde I', se denomina frontera de Dirichlet, y I' y frontera de Neumann, tal y como se muestra

en la Figura 1.1 !, teniendo en cuenta que para la Figural.1,I'p =11 yI'y =T%.

"https://images.app.g00.gl/YLuvBTUsNeo8aEmt8
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ou

_ =g
on Ty

U =u
r 0

Figura 1.1: Dominio con frontera regular

DEFINICION 1.26 (Espacio H},(2)). Sea H(Q) el espacio de las funciones cuadrado inte-
grables con primera derivada cuadrado integrable en el sentido débil. Entonces, se define el

espacio H},(Q) como las funciones cuya traza es cero en la frontera T'p, es decir,

HL(Q):={ve H(Q):v=0enTp}.

Ademas, se denotara [H }7(9)} “al espacio dual de H7,(€2) con respecto al producto interno de

L*(Q2). También, se denota (-,-) 11 := (-, )[ -1 como el producto dualidad entre

HL@)] HL ()
[HL ()] 'y HL(Q), es decir,

Codonn s [HHQ)] T x Hh(Q) » R
(F.v) > (Fo0) 14 :/QFU.

DEFINICION 1.27 (Producto interno entre dos campos tensoriales). Dados los campos tenso-

riales T := (7,;) y ¢ := (G ), coni,j = {1,--- ,d}. Se define el producto interno como:

d
T C = Z 7'7;7]'@'7]'.

ij=1
A continuacion, se define el operador traza. Para ello, se introducen las siguientes definiciones
sobre distribuciones.

DEFINICION 1.28. Sea {y. }ren una sucesion de D(Q). Se dice que {py}ren converge a la

funcion nula de D(X2), si existe un compacto Ky C (Q tal que sop (p) C Kq paratodo k € N, y
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para toda d-upla «, esto es,

k—o0

SOD ek, |0%pr(x)] —— 0.

DEFINICION 1.29. Una aplicacién v : D(Q2) — C se dice una forma lineal si:

v(ap + BY) = av(p) + Bo(y) Va,B€C, Vo, € D(Q).

DEFINICION 1.30. Una forma lineal v : D()) — C se dice una distribucion, si ella es con-
tinua en D(2), o equivalentemente, si para cada {py}ren C D(Q) que converge a la funcion

nula, se tiene que:

k—o0

v(pr) — 0.

El espacio de distribuciones sobre () es denotado por D' (). Ademds, dadov € D'y ¢ € D(Q)

se adopta la notacion:

En lo que sigue, se denotara por D(£2) (o [C5°(2)]), al espacio de funciones de D ), restrin-
0

gidas a €2, sobre algtn (Y'; el cual contiene a €2, es decir, Q2 C .

DEFINICION 1.31 (Operador de traza (ver [3])). Sea Q un dominio acotado de R?, con d € N,

con frontera “suave” T. Entonces, se define o : D(Q) — L?(T") como:
(@) =¢| Ve eD@Q).
r

Ademds, existe C' > 0 tal que:

o(@)llor < cllellia Ve € D). (1.9)

TEOREMA 1.4 (Teorema de Trazas en H'(2)). Sea Q un abierto acotado de R?, d € N, con
frontera poligonal T. Entonces, la aplicacion ~y, : D(Q) — L*(I') se extiende por continuidad

y densidad a una aplicacién lineal y acotada vy : H*(Q2) — L*(T) tal que vo(p) = | para
_ r
todo ¢ € D(Q).

Demostracion. Ver [3]. J
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1.3. Identidades de Green y Principio del Maximo Débil

Las identidades de Green son un conjunto de igualdades en cdlculo vectorial, nombradas asi
en honor del matematico George Green, el mismo que descubri6 el teorema de Green. Estas

identidades son necesarias para realizar la llamada integracion por partes.

En lo que sigue, se define (2 C R? con d € N, un dominio abierto y acotado de R? con frontera
poligonal, y se denota por n = (ny, na, - -+ ,ng)", al vector normal unitario exterior al dominio

) sobre la frontera 0.

TEOREMA 1.5 (Férmula de Integracién por Partes). Dados u,v € C'(Q) N C(RQ), entonces se

satisface lo siguiente:
v ou
= i Vi 1,---,d}. 1.10
/Q<uaxi+vaxi> /muvn Ped J ( )

Demostracion. Sea un campo vectorial d = (G1, G, ..., Gy)t € [CHQ)NC()]4. De acuerdo

al Teorema de Gauss se sabe que:

/divaz ¢ 7. (1.11)

o0

En particular, dados v, w € C*(Q) N C(2) dos funciones escalares, elegimos

i—ésima
O(uv)
— = UV N;.
o Ox; 9
Asi, obtenemos lo siguiente:

v ou ,
/Q(uaxiqtvaxi):/muvni Vie{l, - - d}. (1.12)

]

entonces, de (1.11), se llega a

COROLARIO 1.1 (Primera Identidad de Green). Seanv € C*(Q)NC(Q) yw € C*(Q)NCL(Q),

entonces se tiene:

/Vw-Vv+/vAw:/ vVw - n. (1.13)
Q Q o0
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© en (1.10), con w € C2(2) N CY(RQ), se sigue

Demostracion. Reemplazando ahora u por

3@-
ow v 0%w ow
—5 | = —uvn; Vied{l,---,d},
/Q (al‘zaxz +U8:L’12) 80 axivn ¢ { }
y sumando sobre ¢ = 1, - - - , d, se obtiene la siguiente igualdad,

ow Ov ¢ 9%w ,
/Zaxm /Qzax /m Zm vie{l - .d

Por lo tanto, se concluye que:

/Vw-Vv+/vAw:/ vwVw - n.
Q Q a0

Ahora, teniendo en cuenta la densidad de D(Q) en H'(€2) y el Teorema de Trazas en H'((2), se

deriva el siguiente resultado.

TEOREMA 1.6 (Férmula de Integracién por Partes). Sea 2 un dominio acotado de R?, d € N,

con frontera Lipschitz continua en OS). Entonces, para cada v,w € H' () se tiene:

31;2 / Yo, /39%( v)yo(w)n; Vi€ {l,---,d},

donde n; es la 1—ésima componente del vector normal.

Demostracion. Ver Teorema 1.6 en [3]. O

Del teorema anterior surge el siguiente resultado.

COROLARIO 1.2 (Identidades de Green). Sea ) un dominio acotado de R?, d € N, con fron-

tera Lipschitz continua O). Entonces, para cadav € H(Q) y w € H?*(Q), se cumple:

/QvAw =— /Q VwVv + /aQ Yo(v)v0(Vw) - n

Demostracion. Ver Corolario 1.2 en [3]. L]
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EJEMPLO 1.2. A continuacién se presentan dos ejemplos para el espacio 1 — —dimensional.

1.- Sea Q = (—1,1). Calcular v'(z), sabiendo que:

- , —1l<z<L0

r , 0<z<l1
Note que v no es una funcion derivable en el sentido clasico para = 0. Sin embargo,
es posible calcular su derivada débil. En efecto, dado ¢ € C§°(] — 1, 1]), se cumple lo

siguiente:

1 / O / 1 /
/ v :/ v —|—/ v
—1 -1 0
0 ’ 1 / 0 / b /
:/ (—x)p +/ (x)p = — lim re + lim / TP
—1 0 a——1+ a b—1— 0
b b
=— lim |- xgo—l—( )]+llm [—/x’go—l—(xcp)]
a——17F b—1— 0 0
ot (000~ o)

+nm[—A%w+(@ww—@ﬂmﬂ

b—1—

:f}—(@ﬂm—hnwAQ]—A}+(mwn—mw®)

Recordemos que ¢ evaluado en los extremos del intervalo es nulo, es decir p(1) =

1 , 0 1 1
R R e
-1 -1 0 -1

~1, -1<z<0

= — lim
a——1+ L

¢(—1) = 0, entonces,

Por lo tanto,

1, 0<z<1

2.- Sea Q) = (0, 1). Calcular v'(z), sabiendo que:
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En efecto dado ¢ € C§°(]0, 1]), se sigue que:

1 li % ! 1 li
/U(p:/ vgo—l—/vcp
0 0 1

vgp)

1
, 2

v P+
0

J
J

-2 (o)
—/;(—2)¢+([2—2
2—/0;290— ;(—2)<p

Entonces:

(
(
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1

v+ <vs0>

mh—t\
—_

=

200)40))

3) -
JIHE

2

) - [2-20)00))

En lo que sigue, se presenta El Principio del Maximo Débil, el cual es una caracteristica impor-

tante de las ecuaciones elipticas de segundo orden, que las distingue de las ecuaciones de orden

superior y de los sistemas de ecuaciones. Ademds, de sus muchas aplicaciones, el Principio del

Miéximo Débil proporciona estimaciones puntuales que conducen a una teoria mas definitiva.

Para presentar el Teorema del Principio del Mdximo Débil, se considera el siguiente operador:

Lo =V - (aVv + bv) + eVu + v,

donde a, 5, ¢y 4 son funciones medibles en un dominio 2, con 0 < &y < & < @y, 70 > 7] y

0] 0.0 < .

Ademads, asumiendo una de las siguientes desigualdades,

i.- /(’?U—BVU)SO, Yo e Ci()) Yu>0
Q
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ii.-/(’yv—i—éVv)SO Yo € CL(), Yv>0.
Q

a f
iii.- > 0,

se obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.7 (Principio del Maximo Débil). Sea v € H*(Q) tal que Lv > 0 (0 bien Lv <
0) en ). Entonces,

supv > supvt (o infv < infov~),
Q 80 Q o

donde, v = méx{v,0} y v~ = méx{—wv, 0}.

Demostracion. Ver Teorema 8.1 en [4]. O

COROLARIO 1.3 (Principio del Méximo Débil). Sea v € H}, () tal que Lv = 0 en Q. Enton-

ces, v = 0 en (.

Demostracion. Ver Corolario 8.2 en [4]. L]

1.4. Esquema de Galerkin

Los Esquemas de Elementos Finitos Clasicos, son un procedimiento numérico que permite ob-
tener una aproximacion numérica de la solucidn de una ecuacién diferencial, ordinaria o parcial,
bajo ciertas condiciones iniciales y de frontera, donde la idea principal es buscar funciones ba-
ses en un espacio de dimension finita. Uno de €stos esquemas clasicos, es el llamado Esquema
de Galerkin, este método convierte un problema de operador continuo (tal como una ecuacion
diferencial) en un problema discreto. El objetivo del método de Galerkin es la produccion de
un sistema lineal de ecuaciones construido por su forma de matriz que puede ser utilizado para

calcular la solucién mediante un programa informatico.
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Se define ahora el Esquema de Galerkin. Para ello, sea (H, (-, -) ) un espacio de Hilbert,y sea
a : H x H — R una forma bilineal acotada y H-eliptica. Ademas, sea F : H — R un funcional

lineal y acotado. Suponga que existe un tnico v € H, tal que:
a(v,w) = F(w) Vw e H.

La idea de éste esquema es tratar de encontrar una solucién v,,, que pertenezca a un espacio de
dimension finita H,, (subespacio del espacio de dimension infinita /1), de tal forma que cada

vez que n — oo, entonces v, — v.

Sea { H, } ,en una sucesion de subespacios de H, de dimensién finita n y considere el problema:

Hallar v, € H, tal que :

(v, wy) = F(w,)  Vw, € H,.

Note que F restringido a H,, pertenece al dual de H,,y a : H, x H, — R es una forma
bilineal acotada. Entonces, se tiene la misma estructura que en el caso continuo en f; y por
lo tanto, se puede aplicar el Teorema de Lax—Milgram o Lema de Lax—Milgram Generalizado

para asegurar existencia y unicidad.

TEOREMA 1.8 (Teorema de Lax—Milgram Discreto). Suponga que existe o, > 0 tal que

AWy, wy) > ap||lwal|? Yw, € H,. Entonces, existe una tinica v,, € H,, tal que:

a(vn, wy) = F(w,) Yw, € H,.

Ademds,
1|4 1 F(w —
vnllg < —||F — [Ewn) Vw, # 6.
n H, H;l An wn €Hp, ||wn||H
Demostracion. Directo del Teorema de Lax—Milgram continuo. O

LEMA 1.3. (Lema de Lax—Milgram Generalizado Discreto) Sea a,, : H,, x H,, — R una forma

bilineal acotada. Entonces, para todo F,, € H;L, existe un unico v, € H, tal que:

(U, wy) = ﬁn(wn) Yw, € H,.
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i.- Existe a,, > 0, tal que:

a —
sup @n(Wn, Un) > ap||vn| m, Vw, # 6.
wn€Hn ||wn”H

ii.- O bien
Qp, (Un) wn)
sup ———=

%
> apllvalln,  Vwn # 6.
wn€Hn Hwn”H

En cualquier caso se obtiene que:

lonll g < — 1 Fll -

L
Qp

Demostracion. Es una aplicacion directa del Lema de Lax—Milgram Generalizado, teniendo en

cuenta que en dimension finita, inyectividad es equivalente a sobreyectividad. [

Ahora, para el calculo de la solucion del Esquema de Galerkin, se procede de la siguiente forma.

Sea H,, un subespacio de H de dimensién finita n, y sea {eq,--- ,e,} una base de H,,. Enton-

ces, se tiene el siguiente problema discreto:

Hallar v,, € H, tal que:
A(vp,e;) = Fe))  Vi={l,--- ,n}. (1.14)

A su vez, como v, € H, (espacio de dimension finita), existen s, - - - ,a,, € R (incdgnitas)
tales que v,, se puede escribir como combinacion lineal de las incégnitas por las funciones bases,

es decir:
n
Un — E Oéj€j7
j=1

donde el problema discreto (1.14) se reescribe como:

Hallar oy, - - - , o, € R tal que:

~

Zozja(ej,ei):F(ei) Vi={l,--- ,n}.
j=1
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Equivalentemente,
ay a(er,er) ales,er) ales,er) -+ alen,eq) F(ey)
Qg a(er,e2) alez,e2) ales,ea) -+ alen,e2) | | Flez)
|, | | aler,en) dlez,en) ales en) <o+ alen, en) | | F(en) |
S—— ~~ - ~~ -
@ A 7
aq
Matricialmente se escribe como:  Hallar @ = : € R" tal que: Ad = 7, donde
an

» A € Mx,(C), llamada matriz de rigidez y a;; = a(e;,e;) Vi, j € {1,--- ,n}.

~

. ? = (f1, -+, fa)" se llama vector carga, ademds, f; = F(e;) Vj={l,--- ,n}.

1.5. Esquema Monétono de Elementos Finitos

Los Esquemas mondtonos de Elementos Finitos surgen debido a que los esquemas cldsicos
de elementos finitos no son suficientemente eficientes para calcular la solucion numérica de
ecuaciones diferenciales de conveccién—difusién—reaccién con conveccién dominante. Estos
esquemas monotonos de elementos finitos se caracterizan por satisfacer el Principio del Maximo
Débil, tanto a nivel continuo como a nivel discreto.

A continuacién, se definen algunos conceptos previos para presentar el Esquema Mond6tono de

Elementos Finitos.

DEFINICION 1.32. Sea Lv un operador eliptico. Se llamard propiedad de monoticidad conti-

nua o propiedad de monotonia continua, a la siguiente desigualdad,

Si (Lw)(z) > 0 para todo = € Q) , entonces v(x) > 0 para todo x € . (1.15)

Esta propiedad es independiente de
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Los casos que son interesantes estudiar para las aplicaciones es cuando la ecuacién de convec-

D . . . . b(x
cion—difusion—reaccién, es de conveccién dominada, es decir, cuando % >1 Vzxell
ax

DEFINICION 1.33 (Propiedad de Monotonia Discreta). Sea ih la version discreta del operador

i, ysi Vi, CV es el espacio de elementos finitos, entonces:
(L, fa)(x) = 0 paratodo x € Q. si fj, = 0, (1.16)

donde f} es la funcion f evaluada en todas las funciones bases de V},.

Un esquema monoétono que satisface la condicion (1.16), serd llamado, a partir de ahora, como

esquema mono6tono de elementos finitos.

DEFINICION 1.34. (M-matriz) Sea 7Z € Mgy (C) una matriz arbitraria. Se dice que Z es

una M-matriz, si es irreducible y satisface lo siguiente:

a.- ij >0 V.

Ny
- Zy= Y |Zyl Vi
i=1,ij

Np,

d- Z;; < Z |Zi;| para algiin j.

i=Li#j
Observacion 1.8. Si la matriz de rigidez correspondiente a L, es una M —matriz, entonces se

tiene (1.16), de ésta manera, se dice que el esquema es moné6tono de elementos finitos.

El siguiente teorema es de utilidad para demostrar las estimaciones a priori de los esquemas

discretos de la ecuacion de conveccion—difusion—reaccion del tipo estacionario.

TEOREMA 1.9 (Bramble—Hilbert). Sea Q) un dominio acotado en R, d € N, y asuma que F
es un funcional lineal en W™P(Q) tal que,
a- F(v)>0 YveWms(Q)

~

b- Flv+w) < F(v)+ F(w) Yov,we Wm(Q).
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~

c.- F(v) <Clvllmp YveWm™P(Q).

d- F()=0 VYoveP, ().

Entonces, existe una constante C = C(€2) > 0 tal que F(v) < C V] p-

TEOREMA 1.10 (Desigualdad de Poincaré). Sea p tal que 1 < p < 00, y sea ) un subconjunto
con al menos un borde acotado. Entonces, existe una constante ¢ > 0, dependiendo solo de )y

de p, tal que, para cada funcion v € I/VO1 P(Q), se cumple:
[ollze(@) < ClIVO[|ro)-
Observacion 1.9. Si W, 7(Q) = H{ (), se tiene la siguiente desigualdad

vio = clollio Vv e Hy(Q).



Capitulo 2

Problema Continuo Eliptico

En éste capitulo se presenta el problema modelo, el cual estd caracterizado por una ecuacién
diferencial lineal eliptica en forma de divergencia, con condiciones iniciales de Neumann no
homogéneas y condicion de Dirichlet homogénea. Se analizara la existencia y unicidad de la
solucién continua de la ecuacion de conveccion—difusion—reaccion del tipo estacionario, uti-
lizando como herramienta principal el Teorema de Lax—Milgram. Por dltimo, se analizard la

monoticidad del esquema a nivel continuo.

2.1. Problema Modelo

Considere como problema modelo, a la ecuacion diferencial parcial eliptica lineal de convec-
ciéon—difusion—reaccion del tipo estacionario, en forma de divergencia con condiciones de con-

torno de Dirichlet y Neumann. Es decir:

(

Lu := -V - (e(x)Vu(z) + b(z)u(z)) + v(z)u(z) = f(x) x €,
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donde Q C RY, d € {2, 3}, es un dominio acotado con frontera poligonal 92 = 'y UT'p, y

'y NI'p = 0y se denota por n al vector normal unitario exterior a Of).

Para el problema (2.1) se consideran las siguientes hipdtesis:

Ay) g1 > e(x) > e9 > 0.
As) v(x) >0 > 0.
Az) £ € Whe(Q), b e [Wh=(Q)]4, v € WH2(Q).

A fel?)(Q)yge LP(Ty).

Observacion 2.1. En lo que sigue, se le llama problema variacional continuo al problema mo-

delo.

2.2. Existencia y unicidad de la solucion continua

Para demostrar existencia y unicidad del problema variacional continuo (2.1), se deriva primero
a un problema equivalente llamado problema débil. Para ello, se multiplica la primera ecuacion
del problema (2.1) por una funcion test adecuada y utilizando la férmula del corolario 1.2 de la

Identidad de Green , se obtiene que para todo v € H1(2),

—/QV(EVuiju)”UﬂL/QWUU:/QfU
_<—/Q(avu+bu)-w+/m(ew+bu)-nv>+/Qvuv=/ﬂfv

/Q(SVuiju)-Vv—/m(eVu—l—bu)-nv—ir/Q’yuv:/va
/Q(a‘Vu—l—bu)-Vv—/FD (5Vu—|—bu)-nv—/FN (EVu—l—bu)«nv—i—/nyuv:/va_

Teniendo en cuenta que u = O en I'p, y que (¢Vu + bu) - n = g en Iy, entonces:

/ (eVu+ bu) - nv =0,
I'p
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y

/ (5Vu+bu)-nv:/ qu,
'y 'y

obteniendose,

/(f:Vu—i—bu)'Vv—/ gv+/7uv:/fv Vo € Hp ().
Q Ty Q 0

De forma equivalente, se puede escribir:

/(»SVu—f—bu)-Vqu/yuv:/fv—k/ gu Yo e Hp ().
Q Q Q I'n

Luego, se define la forma a(-, -) como:

a:HH(Q) x HH(Q) — R

(u,v) »—>/(5Vu+bu)-Vv—|—/7uv.
0 0

y el funcional F'(-) como:

F:HLQ) —R

v »—>/fv—|—/ gu.
Q Ty

Por lo tanto, el problema variacional (2.1) se reescribe como un problema débil, dado por:

Hallar u € H} () tal que:

a(u,v) = F(v) Yve HLHQ).

41

(2.2)

Demostrar existencia y unicidad de la solucién del problema variacional continuo (2.1) es equi-

valente a demostrar existencia y unicidad de la solucion del problema débil (2.2). Para ello, se

verifican las hipostesis del Teorema de Lax—Milgram :

a.- a(-,-) es una forma bilineal, es decir Vs,t € Ry Vu,v,w € H}(Q), se demuestra la

linealidad en cada componente:
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a(su+tv,w)

= / (5V(su + tv) + b(su + tv)) -Vw + / y(su + tv)w
o Q

= /93(5Vu +bu) - Vw + /Qt(EVv +bv) - Vw + / s(yuw) + t(yow)

Q

:s</ﬂ(€Vu+bu)-Vw+/ﬂvuw) +t(/ﬂ(ew+bv).w+ww)

= sa(u,w) + ta(v, w).

a(u, sv + tw)
= / (eVu+ bu) - V(sv + tw) + / yu(sv + tw)
Q Q

= /Q (eVu+bu) - sVu + /Q (eVu+bu) - tVw + /Q (s(yuv) + t(yuw))

:s</ﬂ(£Vu—|—bu)~Vv—|—/Q’yuv)—|—t</ﬂ(£Vu+bu)~Vw+’yuw>

= sa(u,v) + ta(u, w).
b.- a(-,-) es una forma acotada. En efecto, Vu,v € H}, (), se tiene:

la(u,v)| = /Q(£Vu+bu)~VU+/7uv

Q

[
la(u,v)| < (/QFVUJFI?UF);(/QIVW)%JF (/Qhu‘2)é</ﬂ‘v|2)é

= [[eVu + bul|oal|Vvlloa + [[vulloallv]oe

+

< /(&?Vu +bu) - Vv
Q

Luego, utilizando desigualdad (1.6) se deduce,

< [leVulloalVollo.a + [bulloclVollog + Ivulloallvllos. (2.3)
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Observe que:

leVul2q = / eVup = / P VP

< méx {|e(z)” : x € Q} /Q [Vul? = |lellZ ol Vullg o

= leVulloo < |lells,ol Vulloo-

(2.4)
L}
haldo= [ b < [ Pl
Q Q
< mix {y(@)f 12 € 9} [l = Irlalulle
= lhloa < I lallulb @5)

Reemplazando (2.4) y (2.5) en (2.3), se obtiene:

|a(u, v)| < [lellsccl Vulloal Vollog + [Bllccllullocl Vollog + 7lls.allullogllvlloo-

Haciendo g = ||¢]|x.0, bo = [|b]lc.2 ¥ 70 = ||7]|c0.0. S€ sigue que:

la(u, v)] < max {eq, ba, Y0} ([VuloalVllog + lulloallVulloe + llulloalvllos)

< méix {20, bo, 10} (IVulo + [[ulZg + lull2a)? + (

[ SIS

IVollga + IVUligae + 1v16.0)

N|=

1
< méx {0, ba, Y0 } (IVullga + 2llulge)® + 2IVlEae + [v]5e)

1
< 2mix {eq, bo, Y0} ([Vullge + lulte)* + (IVollse + vll6.0)

=

< 2méx {eq, ba, va } |ull1.0/|v]10-

Asi, a(+, -) es una forma continua con constante de acotamiento M = 2 max {EQ, ba, va }
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c.- Ahora, se demuestra que F'(-) es un funcional lineal. En efecto, dado v € V/, se tiene:

F(sv+tw) = [ f(sv+tw)+ / g(sv + tw)
0 r

:/stv%—/gtfw%—/msgw%—/r]vtgw
(oo f o) e )

= sF'(v) + tF(w).

d.- F(-) es un funcional acotado. En efecto, dado v € V/, se tiene:

/QfH/FNgU [ g0 /FNgU

De la desigualdad (1.6) resulta

o (o) (1) (0 ()

= [[fllogllvlloge + llglloryllvllory-

F(v)| = <|[ 1o+

Y utilizando el Teorema de Desigualdad de Trazas se llega a:

[F@)] < (Iflloe + llglor)lvlog.

Asi, F'(-) es un funcional continuo con constante de acotamiento M = || flo.o + ||gllo.ry-

e.- Se demostra que a(-, -) es una forma H—eliptica. Para ello, sea u € V/, entonces

a(u,u):/Q(eSVu—l—bu)Vu—ir/ny\u]2

:/EIVU|2+/bu~Vu+/’y]u|2.
Q Q Q

Utilizando las hipétesis A, As y propiedades fundamentales de integrales se deduce:

ofus) > o [ 1Val?+ [ bVt [ fuf
Q Q Q

= oo VullZg + / bu - Vu + 7ol

> e[ Vulo - / bu - Vul + ol
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De la desigualdad de Cauchy—Schwarz y de Young, respectivamente, resulta

CL(U,, U) > 50||VU

0.0 — lIblc.allulloalVulloa +ollullq

e () 190l

2 ol =l )+ ol
HbHoo,Q>

|bllccllullie | ol Vullso
2e0 2(|b|| .0

€0 Hngo,Q
= (50 — 5) ||Vu||§Q + (70 T Tog, ||U”39

- bl
= Z1vulia+ (0= 1522 )l

> o[ VallZq — ubuoo,n( ) T llulZe

€o ”ngoQ
> min { 3,70 - 522 | (1VulBa + JulBe)
27710 Tag, L
: 1620 . "
Considerando vy > e se tiene que a(-, -) es H—eliptica.
€0

Asi, surge el siguiente resultado que nos garantiza que el problema continuo estd bien puesto.

TEOREMA 2.1. Asumiendo las hipdtesis A, — Ay se tiene que existe una tinica solucion del

problema débil (2.2).

Demostracion. Dado que af(+, -) es una forma bilineal, continua y H—eliptica, y que el funcional
F(-) es lineal y acotado, se sigue del Teorema de Lax—Milgram, que existe una tnica solucién

para el problema (2.2). 0

Observacion 2.2. Note que las constantes del operador en estudio L son funciones medibles

que satisfacen 0 < gg < e(z) < 1,0 < 79 < (),

b||,0- Ademds, se cumple lo siguiente
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Lo que implica que L satisface las condiciones del Teorema del Principio del Maximo Débil, es

decir el operador L satisface la propiedad de monoticidad continua:

Si (Lu)(x) > 0 para todo = € 2 entonces u(x) > 0 para todo x € €. (2.6)



Capitulo 3

Existencia y unicidad de las soluciones

discretas

En éste capitulo se presenta el esquema discreto de Galerkin y el esquema EAFEM para el
problema (2.1), y para cada uno de ellos se analiza la existencia y unicidad de sus solucio-
nes aproximadas utilizando los Lemas de Lax—Milgram. Por dltimo, presentamos un ejemplo

numérico, el cual servird para comparar la eficiencia de los métodos.

3.1. Esquema discreto de Galerkin

En ésta seccion se presenta una discretizacion del problema variacional continuo (2.2) utili-
zando el esquema de Galerkin cldsico y polinomios lineales, continuos a trozos, el cual sera
llamado esquema discreto de Galerkin. Para ello, se considera una particién 7, que pertenece a

{Tn}n, con h > 0, una familia de particiones de 2, que satisfacen las siguientes propiedades:

1.- Cualquier par de triangulos de 7}, son disjuntos.

2.- Cualquier par de tridngulos comparten un lado en comun, o tienen un vértice en comun.

47
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h ) .
3.- sup sup K < k, con la constante x independiente de la malla,
h>0 K€T;, PK

donde, hx es el didmetro del elemento K (dimensién del lado de mayor longitud) y px es el
diametro de la circunsferencia inscrita en el elemento /K. Para tener una idea mas clara sobre
malla regular observe la Figura 3.1 . Luego, se define el subespacio de elementos finitos V,

como:

Vi={v, € C%D NV | €PY(K), VK €T} CV,

%_)Méquina vibratoria
Fundacién

Figura 3.1: Malla regular

donde:

[P, es el espacio de polinomios de grado 1.

N}, es la cantidad de nodos de la malla.

@; coni{=1,---, N} denotan las funciones bases nodales en V,.

= | es un espacio de dimension infinita.

"https://images.app.g00.g1/5n859qTcJERSeukq9
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= z;,4={1,---, N} denotan los grados de libertad de la triangulacion.

Ademas,
pi(z;) =1, i=j
wi(x;) = 3.1)
wi(x;) =0, J#i.
A continuacion, se presenta el problema discreto de Galerkin para la ecuacién de conveccion—
difusién—reaccién del tipo estacionario Este esquema de Galerkin se utiliza para estudiar y

derivar un esquema monétono, denominado esquema mondétono de elementos finitos del borde

promediado (EAFEM) que se introduce en la siguiente seccion.

Hallar u;, € V}, tal que
(3.2)
a(ﬂh,vh) = F(Uh) Yo € V.

donde la forma bilineal a(-, -) y el funcional lineal F'(-) fueron definidos en la seccién 2.1.
En lo que sigue, se presenta el operador de proyeccion ortogonal de Galerkin y algunos resul-
tados que seran de utilidad para la demostracion de la existencia y unicidad de la solucion del

esquema discreto.

DEFINICION 3.1. Sea P, : V — V,, la proyeccién ortogonal de Galerkin, tal que:
a(Pyv,wy) = a(v,wy) Ywy, € Vp, (3.3)

donde  a(v,w) := (eVv, Vw).
Se puede mostrar facilmente que la forma a(-, -) es una forma bilineal, continua y coersiva.

i.- Para demostrar la bilinealidad de la forma a(-, -), demostraremos la linealidad en una sola
componente, mientras que la linealidad de la otra componente se demuestra de forma

andloga, por lo cual se omiten futuros detalles. Seanr,s € Ry v,w,z € V.

a(rv+ sw,r) = /

Q

5V(rv+sw)-V3::r/

5Vv-V:z:+s/5Vw-Vx
Q

Q

=ra(v, )+ sa(w, x).
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ii.- La forma bilineal a(-, -) es continua, es decir para v, w € V, se tiene:

la(v, w)| = / eVv - Vw < méx {e(z),z € Q} / Vo - Vuw
Q Q
=& / Vv - Vw < 81||V/UHO7QHV'LU||O,Q
Q

< eif|vllallwlh.o-

iii.- La forma bilineal a(-, -) es coersiva, es decir para v € V, se cumple:

a(v,v) = / eVv - Vv > min {e(z),z € Q}/ Vo[
0 Q

= eol|Vllo0.
Luego, aplicando el Lema de Poincaré se obtiene &o|Vvl|§ o > eol[v[|7q. Asi,
a(v,v) > eollvlli .

LEMA 3.1. Dado P, : V. — V}, la proyeccion ortogonal de Galerkin. Entonces, existe una

constante C () tal que:

| Pwvllia+h v — Pwlloa < CE)|v]ia YveV. (3.4)

Demostracion. Se prueba la desigualdad ||Pyvll1o < C(g)||v]|1.q. Para ello, hacemos v =

Py (v) en la primera componente, y de la Definicion 3.1 se obtiene,
a(Pyv, Pyv) = a(v, Pyo).
Utilizando la continuidad y la coersividad de la forma bilineal a(-, -), resulta:
eollPovlliq < a(Prv, Pov) = a(v, Pv) < eillvlliall Prvlle.

De lo anterior se deduce que

€
1Pwle < =lvlie:
€0

El siguiente resultado nos garantiza que existe una unica solucién para el problema discreto de
Galerkin (3.2). Ademas la demostracion del resultado se sigue de manera similar que el Lema

2.2 en [6].
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LEMA 3.2. Dado h > 0 suficientemente pequeiio, existe C' > 0 independiente de h tal que:

a(wp, v
sup alwn, n) > Cllwpllie Ywy € V.
v EVY ||Uh||1,Q

Demostracion. Teniendo en cuenta que en espacios de dimensidn finita la inyectividad impli-
ca sobreyectividad, demotraremos la inyectividad del operador inducido por la forma bilineal

a(-, ), es decir

sup a(wp, vy)

> OH/U}LHLQ Yo, € V.
wh €V}, ||wh||1,Q

Aplicando el Lema de Lax—Milgram en (2.2), se tiene que el operador adjunto del operador

inducido por la forma bilineal a(-, -) es sobreyectivo, es decir,

sup ———— > Collonllia Yon € Vi, (3.5)

a(w,vp)
weV |w||1,Q

Ademads, no es dificil ver que
a(Pyw,vy) = a(w,vy) — a(w — Py(w),vy), (3.6)
luego, sumando a(w — Py(w),v) = 0 en la ecuacién (3.6) y de la Definicion 3.1, resulta
a(Pyw,vy) = a(w,v) — a(w — Pp(w),v,) + a(w — Py(w), vy)
= a(w,vp) + (a — a)(w — Py(w), vp). (3.7)
Observe que

(@ —a)(w— Py(w),v) = / eV (w — Py(w)) - V(vp) — / eV(w — Py(w)) - V(vp)

- /:b(w — Py(w)) - V(vy) — /Q’VQ(UJ — Pp(w))vy
— /Q b(w — Py(w)) - V(vp) — /ny(w — Ph(w)). (3.8)

Reemplazando ahora (3.8) en (3.7), se obtiene

a(Pyw,vp) = a(w,vy) — /

Q

b(w — Py(w)) - V(vp) — / v(w — Py(w)).

Q
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Utilizando desigualdad de Cauchy—Schwarz y Young, se deduce:

a(Poaw,vy) > a(w,vy) — [|bllscallw — Pawllool|Vurlloo — |7]leellw — Pawlloqllvalloe
> a(w,vn) = ([[bllsc,all Vurllog + [[7]lco.ellvalloo)lw — Pawlloo
1 1
> a(w,vn) — (IIbl1Z.0 + 171%.0) 2 (IVoRllG o + [[onllg.a) 2 lw — Pawllog

1
> a(w, vn) = ([Ibll3q + [M%.0) *lloallLallw — Pawllog-
Y del Lema 3.1 se cumple que:
1
a(Pyw,vy) = a(w,vy) — C(e)(|IbllZq + 1713.0) * AllvallLallwllie.
Equivalentemente, la desigualdad anterior esta dada por:

a(Byw, vn) - a(w,vp) C(e) (I1bllZq + 17112.0) * Allvnlliellwlle

> — (3.9
[1Pawlie — [[Bawllie [ Prw]lL0
Por otra parte, gracias al Lema 3.1, se tiene que si,
1 1
1Paw]io < 2wliq, entonces —— >0 -
€0 [Prwl[1,e — &1 |lwlle
Reemplazando la desigualdad anterior en (3.9), resulta
a(Pyw,vy) _ €oa(w,vy) €0 5 5 1
——— > ———— — ()= (|||l + oa) hllvn]1a- (3.10)
HPthLQ £ HwHLQ ( )81 (H || Q ||7|| ,Q) || HL
Ademas,
a(Pyw,vy) _ € a(w,vp) €0 9 5 N1
sup ———= > — —Ce) = (Ibl|o.0 + IMll5e.2) > Pllvnll1,0- (3.11)
sup B > 2 sup S — O(E) 2 (1Bl + I70) Al
Usando el hecho de que
P P
sup —a(wh,vh) > sup —a( W0, V) = sup —a( hw’vh). (3.12)

wneVn |Whlle — wiemmey) [Pawlne  wev [[Pawllie

y reemplazando (3.12) en (3.11) se llega a

a(wp,vp) _ €0 a(w, vy) €0 9 9 1L
sup DWhoUh) - €0 2 (b o + 2 bl om0
= Hwh“l,Q £l wev Hle,Q ( )51 (H Hoo,Q "7|’oo,ﬂ) H hHl Q

Asi, de (3.5) se concluye

sup a(wy, vp)

13 1
> Zeollvnllie — Ce) (1Bl % + I71%.0) 2 hllvnll e (3.13)
wneVi, [wrlle &

&
2 (eo = CE (bl + 1)

D=

v

h) lon|1.0- (3.14)
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Finalmente, eligiendo A suficientemente pequeio se llega a

sup a(wn, vn) > £0 collvnll0-
wWhrEV) HwhHl,Q €1

3.2. Esquema Monétono del Borde Promediado (EAFEM)

En ésta seccion se presenta el Esquema Monétono de Elementos Finitos del Borde Promediado,
el cual se caracteriza por promediar adecuadamente los coeficientes de la ecuacion diferencial
parcial sobre las aristas de la triangulacion. Este esquema EAFEM es una aproximacion del

esquema cléasico de Galerkin (3.2). Para ello, introduciremos la siguiente definicion

d+1

Definicion. (d-dimensional simplex) Sea {@;};*, d+ 1 vectores de R? con@; = (ay;)i,, tales

que la matriz

ailz Q2 - Q1d+1
[N Ad+1
A == =
r 1 - 1 aqr Qg2 - Qdd+1
1 1 1
es invertible. Entonces la cdpsula convexa K generada por {a; };li%, se define por:

d+1 d+1
K:{x:Zajdj:Oﬁajgl,Zajzl}.
j=1 j=1

Los vectores {@; ;14;11 se llaman vértices del d—simplex K. Para tener una idea mas clara de un

conjunto d-dimensional simplex observe la Figura 3.2 2.

Zhttps://images.app.goo.gl/afRgC55ZNG3Ccfus7
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2D-simplex 3D-simplex 4D-simplex
0
0 0
1
(. 3 4
2
2 " 3
5D-simplex 6D-simplex 7D-simplex

1

0
1 7
6 2 6
3 5
4

Figura 3.2: 1-7 dimensionales simplex

Observacion 3.1. Notar que la invertibilidad de A garantiza que el sistema lineal

a 45

A = ,
Qyq Td
Qg1 L.

tiene una tnica solucién para x € R?. Ademads

d+1 d+1

E aja; = T, E a; = 1.
j=1 j=1

Dado K € 7, un elemento de la triangulacion se presenta la siguiente notacion;

1.- ¢; (1 <j <d+1):el vértice de K;
2.- E;; o simplemente £ la arista que conecta los vértices ¢;, q;;
3.- Fj:el (d — 1)-dimensional simplex opuesto al vértice g;;

4.- 0f; 005 el dngulo entre F; y F};
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5.- kB: F;N F}, el (d — 2)-dimensional simplex opuesto al borde £
6.- Para cualquier funcion continua ¢ en £ = F;;, se define:

05(9) == ¢(a) — ¢(q;); (3.15)

4.- ng = g; — g; un vector direccional de F.

Se introduce la idea del método como en [5], empezando con el caso para la ecuacion de Pois-

son, el cual detallaremos a continuacion.

(3.16)

Teniendo en cuenta que uy, v, € Vj, se pueden escribir como combinacion lineal de escalares
(incdgnitas) que coinciden con las funciones uy,, v, evaluada en las coordenadas del elemento

K, se tiene:

d+1 d+1
/Vuh-Vvhdx:/ V(Zuh(%)%’) 'V<th(%)%’>d$
K K i=1 i=1

d+1 d+1

= Zuh<%>vh(%’)/ V-V = Zaz{(j un(g:)vn(g;)-
irj K i,j

d+1
K K . .. .
Denotando q; ; = g a;; un(qi)vn(g;), el cual se llama matriz de rigidez, entonces se tiene,
1,
d+1

/ Vaun - Vode = 3 alS un(g:)on(gy).
K

.3

Por otra parte, como Z p; = 1, entonces Z Vp; = 0. Asi,
=1 i=1

> Vi Vi =0,
ij=1
obteniéndose a.; = — a; ;» con lo que se infiere la siguiente identidad,

i

/ V- Vopdr = =Y af(un(q;) — un(g)(vn(@) = vnla;)) Vunvn € Vi (3.17)
K

i<j
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Haciendo w} = —(afj), con I/ conectando los vértices g;, g; se tiene,
= al(un(g) — un(;)) (n(@i) — valg))) = Y wh dpundpvn. (3.13)
i<j ECK

Reemplazando (3.18) en (3.17) resulta,
/ Vuh : Vvhdx = Z wg&;uhéEvh.
K ECK
Luego se suma sobre todos los tridngulos de 7}, es decir,
Z / Vuh : V'Uhdﬂf = Z Z wgéEuhéEvh.
KeT, 7 K KeTy, ECK
Lo que finalmente implica que,

/ Vuy, - Vopde = Z Z wh S pupdgup. (3.19)
Q

KeTy, ECK
Donde el peso wk se define de la siguiente forma (ver [5]),

N = ————|kk|cot On .

YE = d(d-1)

El siguiente lema dado en [5] nos garantiza que la matriz de rigidez de la ecuacion de Poisson

es M -matriz.

LEMA 3.3. La matriz de rigidez para la ecuacion de Poisson es una M-matriz si 'y solo si para

cualquier arista fija E la siguiente desigualdad sostiene,

1 K K
wp = ——mm— otf> >0 3.20
E l( l 1) g |/‘€E| C E =Y, ( )

donde Z significa la suma de todos los simplex K que contienen a E.
ECK

A continuacion, se presenta la idea del método para el problema (2.1) y detallaremos el método

siguiendo las ideas de [5].

En primer lugar consideramos el caso cuando b = Ve, con ¢ € C'(€) y denotamos por:

J(up) = eVuy, + buy, = eVuy, + upVe.
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Observe que,
J(up) = ee= V(ezup) = £V (¢n),
donde, ¢y, = e¥uy,, kK =ce ¥, 1) = (c/e). A su vez se observa lo siguiente,

/ J(up) - Vo, = / (kVop) - Vuy,. (3.21)
K

K

Teniendo en cuenta que ¢;, y vy son funciones de un espacio de dimension finita entonces,

/K('fvﬁbh) -V, = /KHV (i Qbh(Qi)SOi) Y (Zh Uh(qj)%)

= /K/-@ (Zh ¢h(%)v%> : (Zh vh(qj)V%)

Np,
= /K K Z on(qi)vn(q;) Vi - V.

ij=1
Recuerde que ¢(g;) y vn(g;), Vi, j = 1, ..., N}, son constantes entonces,
/ (kVop) - Vu, = Z gbh(qi)vh(qj)/ (Vi - V,). (3.22)
K ) K
Reemplazando (3.22) en (3.21) resulta,
/ J(un) - Von =Y ¢h(qz')vh(qy')/ K(V; - V).
K Py K

Para ese sistema se tiene que la correspondiente matriz de rigidez es,

JEACR

Procediendo de manera similar que en el caso de la Ecuacién de Poisson se tiene,

/K J(un) - Von = = 3 Gu(6n)0n(v1) /K (Vs - V). (3.23)

1<j

Luego dado que ¢;, ¢;, son funciones lineales, tenemos que,

1
K K K

Recuerde que k = ce~¥ en (3.24),

/ KV - Vo, = {% / 66_1”} { / Vg&i-Vgoj}. (3.25)
K K K
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Luego, se define el promedio arménico de ee~¥# sobre £ como:

ex(b [ / wds] , (3.26)
|7E|
el cual satisface lo siguiente,

L/asletpds - R L/ ce ¥ (3.27)
75| J K| Jx ' '

Asi se obtiene la siguiente aproximacion,

/ kV ;- Vy; = ep(b) {/ V- Vgpj} = egp(b) (af{]) (3.28)
K K

Reemplazando (3.28) en (3.23) se deduce,
/ T(up) - Vop = = 0p(dn)0p(0n)Ep(b)(af).
K i<j
De forma equivalente se escribe:
/ J(Uh V’Uh ~ Za?E Z] 5E ngh)cSE(vh)
1<j
Y dado (3.18), se infiere lo siguiente:
/ J(uh) . Vl)h ~ Z gE(b)wgéE(e¢uh)5E(vh).
K ECK

Recuerde que nuestra forma bilineal es:

a(uh,vh):/ J(uh)~Vvh+/ VURV},.
K K

/ J(uh) . VUh +/ YUpVp ~ Z gE(b)w§6E(6¢uh)5E(vh) —|—/ YURVp,. (329)
K K

ECK K

Para el ultimo término del lado derecho se utiliz6 la aproximacion de Mass Lamping es decir,

|K| n+1

il ) = 5 S a(auna)ala) = | e (3.30)
K

Reemplazando (3.30) en (3.29) se obtiene,

/ J(up) VUh"‘/ YURVE R Z Ep(b)wp 6p(e¥upn)dp(vy) + i (un, vn).

ECK



3.2. ESQUEMA MONOTONO DEL BORDE PROMEDIADO (EAFEM) 59

Y sumando sobre todos los elementos de la triangulacidn, se tiene:

> [ o) ot X [ qwns

KeTy KeTy, KeTy,

{ Y Ep(b)wis du(e¥un)dp(vn) + ilun, )}

ECK
Por tanto se obtiene:
/ J(up) - Vo, + / Yupvy A { Z ep(b)wpdp(e¥un)dp(vn) + vi(un, vh)}.
Q Q KeT;, S ECK
Finalmente se define la forma bilineal
ap(up, vy) = Z {Z Ern(b)wp dp(e¥un)dg(vn) + Y (un, vh)} :
KeT, \Eck

Observacion 3.2. Note que ay,(uy, v5) es una aproximacion de a(up, vp).

Asi cuando b = Ve con ¢ € C'() el problema discreto definido por:

Hallar u;, € V}, tal que
(3.31)

ah(uh,vh) = F(Uh), Yy, € Vj,.

Siguiendo con la idea del método, se analiza también el caso més general cuando b no es el
gradiente de alguna funcion continua, para ello se siguen las ideas de [5] y se tiene en cuenta

los siguientes resultados.

DEFINICION 3.2. Dado cualquier borde E, se introduce una funcion vy definido localmente

en E por la relacion

We _ L . (3.32)

(%E ‘TE|

donde 0/0tg denota la derivada tangencial a lo largo del borde E.

El siguiente lema es de gran utilidad para detallar la derivacion del método de [5].

LEMA 3.4. Seav € HX () NC°(Q) y J(v) = eV + bv. Entonces

Sp(e¥Ev) = |7_—1E| [Ealed’E(J(v) - Tg)ds. (3.33)
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Demostracion. La demostracion se sigue como en [5]. Sea
(J(v), ) = (eVv + bv, 7). (3.34)
Multiplicando ¢! en (3.34) se tiene,

(e ' J(v),7E) = (Vo +e 'bv, 7g)
= (Vu,75) +& (b, 7p). (3.35)

Dividiendo |7z | en (3.35) se reescribe de forma equivalente,

e 1,
|TE|(bU ) = —— (& J(v), 7E). (3.36)

1
Vv, Tg) +

I78]

A su vez utilizando la igualdad (3.32) y de la definicién de derivada direccional se tiene:

1 —1
—(Vu, 1) = ﬁ, © —(bv, 7g) = (%> v. (3.37)
‘TE‘ aTE |TE’ 87’]3
Reemplazando (3.37) en (3.36) resulta:
ov aQ/JE . 1 _1
<% + (%)v) p— (J(v), T5). (3.38)
Multiplicando e¥* en (3.38) se tiene,
ov G@DE 1 _
YE | 27 Y (278 — = 1 Yg
e (aTE +e (arE )v> i (J(v), 7). (3.39)

Por definicién de derivida se tiene que:

3(%) ewE(ﬂjLe (01#1;)).

87’E aTE aTE

Reemplazando la igualdad anterior en la ecuacion (3.39) se obtiene lo siguiente,
—(e"Pv) = —&'e""(J(v), TR). (3.40)
E integrando sobre el borde F = ¢; — ¢;, con g;, g; vértices del elemento K entonces,

0 1
[E 5 ) = o] /Egle"’EU (v). 7). (3.41)

Como FE es la arista que conecta los vértices ¢; y g;, observe que,

/ ewE(Qi)v(qi) _ ewE(qj)U(qj)‘ (3.42)
87’]5
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De la igualdad (3.15) se tiene:
op(e¥®v) = ewE(qi)U(qi) — ewE(’Ij),U(qj)' (3.43)

Reemplazando (3.43) en (3.42) resulta,

0
YE\ — YE
—(eYPv) = dp(e¥Pu). (3.44)
g (e = petete)
Finalmente reemplazando (3.44) en (3.41),
1
Sp(e¥Fu) = —/ e teVE(J(v) - T)ds.
1Te| JE
[
Observacion 3.3. Asumiendo las siguientes aproximaciones
[O(eVE %Z)E
(e V) - d(e¥Ev) (3.45)
87’E |TE| 87‘E
(1 1 1 !
—5_16¢E] ~ [ g—lew] : (3.46)
|75 76| J& |76l
De (3.44) y de la definicién de promedio arménico ce~%# sobre la arista E recuerde que:
O(evr 1 o
/ M = 5E(€¢EU)’ y [_/ 6—16¢E] = Zp(b).
g OTp 176l JE&
Si multiplicamos los lados derechos de las aproximaciones (3.45) y (3.46) resulta,
-1 -1
o L5 e L] - UL e L
el Jo 05 | el Ju sl g 05 | [lImel Je
= dp(e""v)eg(b).
Observe que si multiplicamos los lados izquierdos de (3.45) y (3.46) resulta,
d(e¥Ew) L, - -
B ~ 6p(e” b). 3.47
[ OTE |TE|€ € E(e U)gE( ) ( )
Ademas de (3.40) se tiene,
O(evr 1 !
J(v) -7 = { (e “)} { eleﬂ . (3.48)
aTE |TE|

Por tanto reemplazando (3.47) en (3.48) se infiere los siguiente:

J(v) - 75 & dp(eVEv)ER(b).
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Regresando a la derivacién del esquema propuesto en [5], se tiene en cuenta la igualdad (3.19),

entonces para cualquier v, € V}, se obtiene,
/ J uh Vl)h = Z wE Uh> TE>5E Uh Z WE(SE wEuh)&fE(b)(;E(Uh)
ECK ECK
Y procediendo de forma similar que en el caso anterior se infiere lo siguiente,
/ J(up) - Vo, = Z whop(e2up)Ep(b)os(vp). (3.49)
ECK
Utilizando la aproximacién de Mass Lamping.
/ J(up) - Voy, +/ Yupv, A Z wWhp(e¥Eun)ep(b)op(vn) + v (un, vp).
K K ECK

Y sumando sobre todos los elementos de la triangulacién resulta

/QJ(uh)~Vvh+/”yuhvh~ Z

KeTh

{ Z Wy (5E wEuh)gE(b)(sE<Uh) + ”YK(Uh,Uh)}

ECK
Finalmente se define la forma bilineal
ah(uh,vh) = Z { Z wgéE(ewEuh)gE(b)éE(vh) + ny(uh,vh)} . (350)
KeT, \EcK

De esta forma, cuando b no es el gradiente de alguna funcién continua el problema discreto es:

Hallar u;, € V}, tal que
(3.51)

ah(uh,vh) = F(Uh), V’Uh € Vh.

De los resultados dados anteriores, Vu € V N CO(Q), se deduce la siguiente afirmacién (ver
[5D):
er(b eVE
ap(ur, vp) == Z {Z wh {%/ —J(u) 'TE:| dg(vp) —|—7K(u[,vh)} . (3.52)
KeT, \Bck Bl JE €
donde u; € V}, es el interpolante de Lagrange de .

El siguiente resultado de [5] nos dice que el esquema discreto (3.51) es un esquema mondtono

y la demostracion del resultado se sigue como en [5]
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LEMA 3.5. La correspondiente matriz de rigidez de la forma bilineal (3.50) es una M-matriz
para cualquier funcion continua € > 0y b si 'y solo si la matriz de rigidez de la ecuacion de

Poisson es una M-matriz. Es decir si y solo si satisface la condicion (3.20).

Demostracion. Dado j € {1, ..., N;,} se considera el correspondiente nodo z;. Obviamente si

x; es vecino de x; entonces,

Ay =) wpfp(b)dp(e’"p)dp(p;) = —wpep(b)(e™*) < 0.

:EjEE

Aqui z; € E, significa el borde E que contiene z; como punto final, y ¢, g = g (z;). Ahora si

x; no tiene nodo vecino en la frontera, entonces la suma de la j- ésima columna de A es cero:

ZAU = wefr(b)ou(e’¢;)dx Z ©i

T S

l‘jEE

lo que significa que A;; = E |A;;|. Y si z; tiene un nodo vecino en la frontera, es facil ver

i#]
que,
ZAij >0 o Ajj >2Aij'
i i#]
Lo que concluye la demostracion. [

En lo que sigue demostraremos que el esquema discreto EAFEM (3.51) tiene una tnica so-
lucién. Para ello suponemos que VK € 7T, la solucién del problema (2.1) satisface J(u) =
(eVu+ bu) € W (K)]%, v € C(K),yu € WH(K) conr > d,

p=2parad =2yp>d—1parad > 2. (3.53)

En adelante se estudiard el caso cuandod =2y p = 2.

El primer paso para la demostracion de la existencia y unicidad de la solucién del problema
discreto EAFEM es dar una estimacion como en [5] de la diferencia sobre las formas bilineal
continua a(-,-) y la forma bilineal discreta ay(-,-) en el siguiente lema, la demostracién del

resultado se sigue como en [5].
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LEMA 3.6. Sea w € C(Q), siV K € Ty, se tiene J(w) € [H(K)]%, yw € W' (K), entonces

la siguiente desigualdad sostiene que para cada vy, € V},:

2
|a(w, v) — ap(wr, vp)| < Ch{ Z |‘](w)|iK + Z |7w|ir,K} [onl[1,0;

KeTy, KeTy

donde c es una constante independiente de la medida de h.

Demostracion. De la definicion de las formas bilineales a(-, ) y ay(-, -), se tiene:

a(w,vy) — ap(wy,vp) = /(6Vw + bw) - Vo, + / Ywoy,
Q Q

-3 {Z £ [ [ ) 5E<vh>+w<w1,vh>}.

KeT, \ECK

Teniendo en cuenta que ) se puede escribir como una suma de elementos de la triangulacién

T, resulta,
a(w,vy) — ap(wr, vy) = Kze;h { /K(ve +bw) - Vo, + /z<7wvh}
_[g;h {EXC;( £ []T—gﬂbl)/E%J( ) TE} 5E(Uh)+7;<(w1,vh)}.

De forma equivalente podemos escribir

a(w, o) — an(wr, vn) = > {/ Jw) Vo — 3 wh ﬁ‘j—g”)[Ee;J(w)-m} 5E(Uh)}

ECK

e}

KeTy

Haciendo

eI = [ ) Fo = 3w [ [ 200y 7p] antun)

ECK 7] <
Qk (yw,vy) = / (vwon, — i (wr, vp)),
K

se obtiene,

a(w,vy) — ap(wr,on) = Y Ex(J(w),v) + Y Qpc(yw, vp).

KeTy KeTy



3.2. ESQUEMA MONOTONO DEL BORDE PROMEDIADO (EAFEM) 65

Se empieza la demostracién acotando Ex (.J(w), vy,) en el elemento de referencia K,

(Tt = | [ gt Vo 3wl |8 [ 2w o)

ECK
/@-wh +
K

utilizando desigualdad de Cauchy Schwarz, se deduce:

(3.54)

<

> i FE—(b) / T -TE] 55(0n)|, (355)

Bk 7l

~ — “ ’ “
|4 (J(w), 0p)] < HJ( ozlIVorllo i + Z E’ E’ ‘/ T |10 5(0n)]
ECK E
(b)’ eViT, — X
< HJ( ozlIVorllo i + Z | 8 £ W) g1 i 105 (0n)]-
E 0,00,F

ECK

Observando que

A R ) Oy, 0y,
A = ) T i) — - E 1 '
0p(0n) = on(q:) — On(gy) /E q; (a%’ ’ )O,E

Utilizando la Desigualdad de Cauchi Schwarz resulta,
Oy,

i

~ N S ~
10(0n)| < 1oz < (E)2[IVonllo 2,

asi se obtiene,

~ — R (b>| 6¢E7-A — A1 R
14 (T(w), 0n)] < 1T (@) o, Vnllg 1 + Z | | || @)z (E)2 1V onllg -
BECR TE 0,00,F
Y haciendo,
o= |ngfé(b)| ewETE (E)%
|TE| € O,oo,E

entonces se infiere,

Ex(T(w), )] < N TW)llg g 1V0nllo.ic + ¢ D 1T (w)llo1 51V 0nllo -
EcK
Teniendo en cuenta que Z E=0K resulta,

EcK

€. (T(w), 0n)] < 1T (w)llo gllPnlly, & + coll S (w)llo 102V Onllo 0k
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—

del Teorema de trazas, resulta ||J/(5) o0 < IIJ(w)||, %, entonces
€ (J(w), o) < [T (w)llo g l1onlly & =+ coll J(w)lly & [Vl 0x

< méax{L, co} (7 (w)llo & 10nlly & + 17 ()l &I VORllg )

— —

< méx{1, co} (|7 (w)lly g llonlly, & + 1)y £ 1VOrllgor)-

haciendo ¢; = méx{1, ¢y} y del teorema de Trazas se obtiene,

—

€4 (T (w), 0n)| < erllT(w)llg g 1onl -

Luego de la derivacién del esquema EAFEM, es claro ver que £ K(m, op) = 0, si J(w) =
constante en K y teniendo en cuenta el Lema de Bramble Hilbert en K , es fécil ver que:

—

€4 (T (w), o)] < ChlI(w)]y i |0nl, -

Volviendo del elemento de referencia K a cualquier elemento K de la triangulacion 7, notemos

que:
1Ex (J(w),vp)| < ChlJ(w)|1 ke |vn]1x-

La estimacion para Q se sigue de k., (note que QK(J/(;), 0p) = 0, si J(w) = constante en

K ), obteniéndose

|Qr (yw, vp)| < Chlywly i ||vnl1,x -

Finalmente de los resultados anteriores se sigue que,

|a(w, va) = an(wr,va)| < > ChlJ(W)|Lklonlik + Y Chlywlllvnllsx

KeTh KeTy,
< 0n 3 L@ lslodus + bl
KeT,
1 1
<Oh Y (@) + o) (enl + lonli )
KeT,
1 1
2 2
< Ch{ Z [J(w)]; & + ’7“”3“{} { Z |onl? k + ||Uh||%1<}
KeT, KeTn
1
3
< ch{ S )l + wwﬁ,r,K} fonlhg
KeTh
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Procediendo como en [5], el lema siguiente nos garantiza que el esquema discreto EAFEM
(3.51) tiene una unica solucién. Ademads la demostracién se sigue como en [5] pero generali-

zando la demostracién para el caso cuando v # 0.

LEMA 3.7. Dados e € W (K), v € Wb (K) y b € [W'>*(K)]% VK € Ty. Entonces para

h suficientemente pequerio se tiene:

sup ap (wha Uh)

> collwpllio,  Ywy € V.
’UhGVh thHl,Q

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.1 y del Teorema de Lax—Milgram Generalizado, que

para h suficientemente pequefio,

sup a(wp, vp)

Z 2COHwhHLQ7 VU)h € Vh7 (356)
v EVY ||UhH1,Q

ademds para cualquier vy, wy, € Vj, podemos escribir,
an(wp, vy) = a(wp, v) — [a(wn, vn) — an(wp, vi)] . (3.57)

Siguiendo el Lema 3.6 se tiene,

|a(wh, v) — an(wp, vy)| < Ch{ Z |J (wn) [}k + Z |7wh!ir,x} vrllie  (3.58)

KeTy KeTy,

Observe que,

= [ 1V ETan+oun)]* = [ [VETun+ow) VT +ow)
— /K IV (eVwy) : V(eVwy)| + /K IV (eVwy) : V(bwy,)|
X /K IV (bwy) : (V)| + /K |V (bwy) : V(bwy)|

= / IV (eVwy) : V(eVwy)| + |2V (eVwy) : V(bwy)| + |V (bwy) : V(bwy)|.
K
Ademis se sabe que |wy, |2, x = 0, entonces para cualquier wy, € V'y K € T, se tiene:

[T (wi) i < C(llellioos + 1Bll100,m) l1wn 15 (3.59)
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Reemplazando (3.59) en (3.58), es equivalente escribir,

la(wp, vy) — an(wp, vp)|

NG

< Oh{ Y10l + b

2 2
1ok ) 1wnll1i |+ |ClY 00w 1, } lvn |10
KeT,

< Chmax ([lefl1oen + 1bll1coc + 1V1.00) 1wnllrollvn]l1.0-
KeT,

Eligiendo h < hy,

la(wp, vp) — ap(wp, vy)| < Chy ?g_{ (llell oo, + [1Bl11,00,5 + [7]]1,00.) lwn 1,0l vn]]1,0-
h

~1
En particular se elige hy = cg (C’ ?a% (Ilell1,00, + N1Bll1,00,5 + H’yHLOO,K)) resulta,
€/n

la(wp, vi) — ap(wh, vp)| < collwy, lunll10- (3.60)

1,0

Mulplicando por —1 en ambos lados de la ecuacion se obtiene,

—la(wn, vn) — an(wh, v4)| > —collwn||1allvall10- (3.61)

Por udltimo regresando a (3.57) y tomando supremo en V}, resulta,

sup an(Wn, Vh) sup a(wp,vn) - |a(wn, vh) — an(wn, vn)]

eV Urllne — wevi llonlle wiev |V

1,0

> sup 2¢o||wp 1,0 — sup collwanll10
v, EVR vREVY

= collwnllL0.
Por lo tanto se concluye la demostracion del Lema. 0

Del Lema anterior y del Teorema de Lax—Milgram Generalizado, se tiene una estimacion apriori

para la solucién del esquema discreto EAFEM.

LEMA 3.8. Existe un tinico uy, € V}, solucion del problema (3.51) tal que:

collunllra < [1flloe + llgllory-
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Demostracion. Se sabe que,
an(up, vn) = F(vp).

Entonces se obtiene,

F
collunlli.o < sup an(un, vn) _ F(on)

o < | flloo + llgllory-
wevn onllne  wevs [oallie 171l 1gllo,ry

Como consecuencia de los resultados anteriores se tiene una estimacion apriori para el error en

el siguiente teorema, y la demostracion se sigue como en [5].

TEOREMA 3.1. Sea u la solucion del problema continuo. Asumimos que para todo K € Ty,
se tiene ¢ € WY®(K), B € [WY(K)]% J(u) = (eVu + bu) € [HYK)]% v € C(K),

yu € WL (K). Entonces se tiene la siguiente estimacion para h suficientemente pequerio,

2
fK} . (3.62)

lur — unll10 < ch{ Y@+ Y Iy

KeTy KeTy

Demostracion. Usando el Lema 3.7 se sigue que,

collur — upllio < sup an{ur = U, vh)

v E€VR thHl,Q ’

la desigualdad anterior es equivalente a,

|ah(u17 Uh) - ah(uha Uh)|

collur — upllio < sup

v EVy ”Uh 1,0
— sup lan(ur, vn) — an(un, v) + a(u, vy) — a(u, vy)|
v EV), ||Uh||1,§2
— sup la(u, vp) — an(up, vn) — |a(u, vn) — an(ur, vn))|
VR EVR ||Uh||1,Q
< sup la(u,vp) — an(ur, vg)| + sup la(u,vp) — an(un, vp)|
=7 [vnllie oneVi [vnllie

observando que a(u,v,) = F(vp) y apn(up,vy) = F(vp,), entonces

a(u,vp) — ap(un, vp) = 0.
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De donde se obtiene lo siguiente,

collur — unllio < sup |au, vn) — an(ur, vn)|
vh€Vh |vn1,0

Por dltimo utilizando el Lema 3.6 se concluye la demostracion, es decir,

1
2
lur = unllio < Ch{ DR+ Y h/u’ir,K} :

KeTy KeTy,

3.3. Ejemplos numéricos

En esta seccion se desarrolla un ejemplo numérico que ilustra el buen funcionamiento y difu-
sividad del esquema de elementos finitos EAFEM (3.51), y lo ineficiente que es el método de
Galerkin para resolver las ecuaciones de conveccion—difusion—reaccion con convecciéon domi-
nada. En lo que sigue b representara el término convectivo , € el término difusivo, 7 el término
de reaccién y N}, representard el nimero total de grados de libertad o nodos de la malla que se
define a partir de el espacio de dimension finita V}, con h que representa la medida de la malla

uniforme.

3.3.1. Ejemplo1

En el siguiente ejemplo numérico, la solucién de la ecuacién (2.1) de conveccién—difusion—
reaccion del tipo estacionario tiene capa limite y sirve como motivacion para hacer una com-
paracion entre el esquema de Galerkin visto en la Seccidén 3.1 y el esquema EAFEM visto en
la Seccidén 3.2. Para el cdlculo de las soluciones aproximadas utilizaremos un cédigo Matlab
basado en la implementacion numérica de [9] y [10], mostrando también las gréficas de las

soluciones para ambos esquemas
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En este ejemplo se consideran los siguientes datos:

Q=10,1] x [0,1] C R2.
n 00 =T={(z,00eR?*:0<2z<1}U{(0,y) eR*: 0 <y <1}

m 1 es el vector normal unitario exterior a la frontera.

B sinh(e™'/21)

» Pardmetros: e =104, b= 1[0 0],y = 1.
= Lado derecho: f = 1.

Condiciones de contorno: Dirichlet.

Para resolver la ecuacion diferencial parcial eliptica de conveccidon-difusidn-reaccion del tipo
estacionario, en forma de divergencia y con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo y

Neumann no homogéneo, dada por,

(

Lu:= -V - (e(z)Vu(z) + b(z)u(x)) + v(x)u(x) = f(x), x e,

u(z) =0, xz € I'p,

(e(z)Vu(z) + b(x)u(z)) -n =g, x €y,

de manera computacional, se analiza el caso mds simple,es decir se empieza dividiendo el do-
minio 2 = [0, 1] x [0, 1] C R? en la malla uniforme 7y, donde la medida del didmetro de cada
elemento es h = 0,5, teniendo como resultado 9 vértices los que denotaremos como z;, con
i ={1,...,9} y la matriz formada por las coordenadas de los vértices la llamaremos vert. De
la particion del dominio también se obtienen 8 elementos o tridngulos, y la matriz que contie-
ne los vértices de los elementos la denominaremos ele. Para tener una idea mas clara de la

particion del domino ver la Figura 3.3
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[0 0)

4 5 1
0 05

5 6 2
0 1

7 8 4
0,5 0

8 9 5

vert =[0,5 0,51, ele =

215
05 1

3 26
1 0

5 4 8
1 05

6 5 9

\1 1)

X.| x4 X

Figura 3.3: Malla con 9 grados de libertad y 8 elementos

Luego, se cdlcula la matriz de rigidez teniendo en cuenta la forma bilineal a(-,-) visto en la
Seccidén 2.2 y el espacio de dimension finita formado por las funciones lineales y continuas en
cada elemento, dada por V}, =: {v,, € CO(Q) N HEL(Q) : vp|lx € P1(K), VK € Tp} C HH(Q).

Asi, se tiene el siguiente problema discreto:
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Hallar u;, € V), tal que:

a(up, i) = F(y;), Vi=A{1,---,9}. (3.63)
Donde {®1, - ,¢9} es una base de V;,. Como V}, es un espacio de dimension finita, existen
a1, o, a3, -+, g € R, tales que la solucién uy, se puede escribir como combinacién lineal de

las incognitas por las funciones bases, es decir:

9
Up = Z QjP; = Q1P + Qa2 + a3z + ... + QgPg,
j=1
por lo tanto, el problema discreto (3.63) se puede reescribir como: Hallar o1, --- ;a9 € R tal

que:
Zaja((p]agpz):F((pZ)u VZ:{L 79}
j=1

reescrito en su forma matricial resulta,

o alpr 1) alpa, p1) ales,e1) - alpe, 1) F(p1)
as | | alpr, ) alpa, ) alps,p2) - alpe,p2) | | Flpa)
| Q9 | | a(p1,p9) alpa, p9) ales,pe) -+ algg, o) | | F(p) ]
N AN ~~ > NS ~~ >
= Al b

De esta forma, la solucién puede ser calculada como:

- - - - - - —1

o F(e1) alpr, p1)  alpz, 01) alps,o1) -+ alpg, 1)
Qz | F(2) a(e1,p2)  alpa,p2) ales,©2) -+ alee, ¢2)
| Q9] | F(o) 1 L a(p1,p9) alpa, p9) ales,p9) - algg, @) |
H/_/ ~ ~~ ~ ~~ -
a@ b Al

asi resulta el siguiente problema discreto,

(631
Hallar @ = | : e R’ talque @ = b A1}

Qg
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Para encontrar la matriz A1, usamos la forma bilineal a(-, -) y el mallado es decir,

/CL(%’:%‘) :/(5V90i+b80i)'v%‘/%0i90j
Q 9] 0

:/eSVapi-Vgoj—l—/bQOiVSOj+/’YSDi90j
Q Q Q

= / eV -V, + / bV, + / VPip;

sop (p:)Nsop (;) sop (¢;)Nsop (¢;) sop (;)Nsop ()
— Z /EV%-VQOJ-—F/ bsoiVsonr/ VPiP;
KeTh LiS NS d i
~ -~ N——
Kesop (pi)Nsop (5) M;; o M2;;

Dado que, € se considera una funcion constante, resulta:

/a(¢ia90j) = > 6/ Vsoi-Vsoﬁ/ bs@Ns&fr/ VPip;
Q JK K K

KeTy —~ N -~ S N e’
Kesop (i)Nsop (¢;) M;; Eij M2;;

Por lo tanto

M;; = Z /K Vi -V

KeTy,
Kesop (p;i)Nsop (¢;)

By = Z /K by Vi,

KeTy,
Kesop (p;)Nsop (¢5)

M?2;; = Z / VPP
KeTy K
Kesop (p;)Nsop (¢;)

Son matrices de orden Nj, X Nj, conlocual A1 = M + E + M2 € My, «n, . Computacional-
mente se utilizé una funcién en Matlab con outputs M, E, M2 e input vert, es decir:

function [M,E,M2] = stima3 (vert).

Para el calculo de la matriz M se utiliza el siguiente codigo de [9].
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function M = stima3 (vert)
d = size(vert,2);
G = [ones(1l,d+1);vertices’]\[zeros(l,d);eye(d)];

M = det ([ones(1l,d+1);vertices’]) *G+G’ /prod(1l:d);

De manera andloga adaptamos el cédigo para calcular E y M2.

Para el calculo de la matriz de rigidez del esquema EAFEM se sigue de manera similar al caso
de Galerkin, pero teniendo en cuenta que en este caso la forma bilineal estd determinada por
ap(+, ) visto en la Seccién 3.2 y para el cdlculo del vector de carga se procede de la siguiente

manera:

F(%‘)Z/Qf%JF/FDgSOj

= / fej+ / g @;j-

sop (p;)NQ2 sop (¢;)NI'p
Dado que, sop (¢;) N = sop (¢) y sop (¢;) NT'p = O se infiere,

F(p;) = / fei= > /Kfsojv

. KeTy
sop (;) Kesop (p;)

Luego, aplicando la regla de integracion numérica del punto medio (en este caso baricentro) se

aproxima la integral anterior y se obtiene:

Nsop
Flep= Y [ Form 1] Fon) o),
Ker, YK =1
Kesop (¢;)

donde, N, = cantidad de elementos que pertenecen al sop (¢,). Luego teniendo en cuenta la

regularidad de la tridngulacion (elementos equivalentes) resulta:

F(SOJ) = NSOP|K|f(xbar)(pj (Q:bm‘)-
Por la propiedades de linealidad de la funciones bases, se obtiene ¢;(Zp,,) = %, lo que implica:

Nsop K ar
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Por otra parte, para un elemento | K | con coordenadas x; = (y;, 2;), se cumple

Y —Y1 Ys— U

22 —Z21 23— %1

2|K| = det

Esto implica que:

Y2—Y1 Y3— Y1 | Nso
Tp f(xbar>-
Z9 —Z1 23 — 21

F(p;) = det

La manera computacional de adaptar el vector de carga es la siguiente:

% Volume Forces

for j = l:size(ele, 1)

b(ele(j,:)) = b(ele(j,:)) +

det ([1,1,1; vert(ele(j,:),:)"1) =
F (sum(vert (ele(j,:),:))/3)/6;

end

En lo que sigue, se muestra la grafica de la solucion exacta y la solucién calculada con los
métodos de Galerkin y EAFEM en la Figura 3.4 y la Figura 3.5 respectivamente, para nueve
grados de libertad. Ademads se puede observar que la solucién calculada con el método EAFEM
se acerca mucho mejor a la solucién, mientras que la solucién calculada con el método de

Galerkin tiene oscilaciones.

Finalmente, para calcular las soluciones numéricas o aproximadas de los esquemas discretos
de Galerkin y esquema EAFEM con mayor nimero de grados de libertad de procede de forma
similar que el caso anterior. Recordemos que, la idea de presentar este ejemplo es hacer una
comparacion de los graficos entre el esquema EAFEM y esquema de Galerkin. Para ello en am-
bos métodos utilizamos un numero inicial de grados de libertad N = 9 en una malla uniforme
donde el didmetro de cada tridngulo es de i = 0,5, y el nimero méximo de grados de libertad

es de N = 16641 para una malla también uniforme de h = 0,0078.

En la Figura 3.6, se muestra la solucion calculada con el método de Galerkin en la primera

columna, la solucién calculada con el esquema EAFEM se muestra en la columna central, y la
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Figura 3.4: Solucién calculada con el método clasico (lado izquierdo) utiliando nueve grados

de libertad y solucién exacta (lado derecho)

Figura 3.5: Solucién calculada con el método EAFEM (lado izquierdo) utilizando 9 grados de

libertad y solucion exacta (lado derecho)

solucion exacta se muestra en la tercera columna. Para calcular estas soluciones se utilizaron
N = 9 grados de libertad en la primera fila, para la segunda fila 25 grados de libertad y 81
grados de libertad para la tercera fila.

En la Figura 3.7, se muestra la solucion calculada con el método de Galerkin en la primera
columna, la solucién calculada con el esquema EAFEM se muestra en la columna central, y
la solucién exacta se muestra en la tercera columna. Para el célculo de estas soluciones se
utilizaron 289 grados, 1089 y 4225 grados de libertad para la primera, segunda y tercera fila
respectivamente.

Con estos graficos se puede observar que las soluciones calculadas con el método de Galerkin
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Figura 3.6: Solucion calculada con el método de Galerkin (columna del lado izquierdo),

solucién calculada con el método EAFEM (columna del centro), solucién exacta (columna del
lado derecho). Malla i = 0,5 (primera fila), malla h = 0,25 (segunda fila) y malla A = 0,125

(tercera fila).

oscilan por que la medida de la malla no es lo suficientemente pequefia, mientras que la solucion

calculada con el método EAFEM se acerca mucho mejor a la solucion exacta.
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Figura 3.7: Solucién calculada con el método de Galerkin (columna del lado izquierdo),

solucién calculada con el método EAFEM (columna del centro), solucién exacta (columna del
lado derecho). Malla h = 0,0625 (primera fila), malla h = 0,03125 (segunda fila) y malla
h = 0,015625 (tercera fila).
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|
ANEXOS

En esta parte del trabajo se presenta la idea del esquema del c6digo computacional utilizado
para el cdlculo de las soluciones aproximadas de la ecuacion de conveccion—difusidon—reaccion
del tipo estacionario mediante el método de Galerkin y el método EAFEM, tomando como base

la implementacién numérica de [9] y [10], que es un paquete de software de de Matlab.

a.- Para el esquema de Galerkin, en un archivo esgG . m se afiade los siguientes pasos

1.- Particion del dominio: Se divide el dominio en tantos grados de libertad (vert) y
elementos (ele), teniendo en cuenta que la medida de la malla es h (didmetro de cada

elemento del mallado)

[vert,ele] = squaremesh([0,1,0,1],0.h);
dirichlet = setboundary(vert,ele,’Dirichlet’);

[ele(:,[2,3]); ele(:,[3,1]); ele(:,[1,2])];

allEdge
Dir_vec = allEdge((dirichlet (:) == 1), :);
boundary=unique (Dir_vec(:));

FreeNodes=setdiff (l:size(vert,1l),unique(dirichlet));

2.- Término difusivo: Se llama ¢ al término difusivo y en el c6digo matlab se escribi6

Como £=v—eps.

3.- Ensamble de la matriz de rigidez A1: Se construye una matriz nula con dimensién

N}, x Nj,. Considerando que, para el caso de Galerkin la forma bilineal es af(-, -)

81
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y hacemos llamado de la function [M,C,E,M2] = stima3 (vertices),

que sirve para integrar las funciones bases sobre las elementos de la triangulacion.

%%%% ASSEMBLY

row=zeros (9*size(ele,1),1);

col=zeros (9xsize(ele,1l),1);

valM=zeros (9xsize (ele,1l),1);

valE=zeros (9xsize (ele,1l),1);

valM2=zeros (9+«size(ele,1),1);

for 7 = l:size(ele, 1)
[MT, ET, M2T]=stima3 (vert (ele(j,:),:));
valrow=ones (3, 1) xele(J, :);
row(9+xj-8:9%«7j,1)=reshape(valrow,1,9);
col (9%3J-8:9%x7,1)=reshape (valrow’,1,9);
valM(9xj-8:9x7j,1)=reshape (MT, 1, 9);
valE (9%x3-8:9x3,1)=reshape (ET, 1, 9);
valM2 (9% j-8:9%7,1)=reshape (M2T, 1, 9) ;

end

A=sparse (row,col,valM,size(vert,1l),size(vert,1));
D=sparse(row,col,valk,size(vert,1l),size(vert,1));
S=sparse (row,col,valM2, size (veret,1l),size(vert,1l));

Al=v-eps*A+D’ +S;

4.- Ensamble del vector de carga b: Para ello se construye un vector nulo de dimen-

siobn N, x 1 y luego utilizamos el c6digo computacional dado en la Subsecciéon

3.3.1.

5.- Condiciones de Dirichlet: Se implementa las condiciones de Dirichlet de la si-

guiente forma:

% Dirichlet conditions
u = sparse(size(vert,1l),1);
u(unique (dirichlet) )=u_d3 (vert (unique (dirichlet), :),v—-eps);

b =Db - Al % u;
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6.- Solucion computacional: Para calcular la solucién aproximada se multiplica el vec-

tor de carga por la inversa de la matriz de rigidez.

[e)

% Computation of the solution

u (FreeNodes) = Al (FreeNodes,FreeNodes) \ b (FreeNodes) ;

b.- Para el esquema EAFEM se sigue de forma similar al caso de Galerkin, la unica variacion
que sufre el cddigo computacional esta en el paso 3, dado que el ensamble de la matriz

de rigidez se hace con el siguiente programa:

= Ensamble de la matriz de rigidez A1: Para ello se construye una matriz nula con
dimension N, x N}, teniendo en cuenta que para el caso del esquema EAFEM la

forma bilineal es ay (-, -) y se hace llamado de
function [Mgrad, Mul]l=mlocal_quad(T,epsl),

para integrar las funciones bases sobre las elementos de la triangulacién tal y como

se detalla a continuacion.

%$%%% ASSEMBLY

row=zeros (9+«size(ele,1),1);

col=zeros (9+«size(ele,1),1);

valA=zeros (9+size(ele,1),1);

valB=zeros (9xsize(ele,1),1);

for i=l:size(ele, 1)
[AT, BT]=mlocal_qguad(vert (ele(i,:),:),v—eps);
valrow=ones (3, 1) xele (i, :);
row(9+xi-8:9%1i, 1)=reshape(valrow,1,9);
col (9%1-8:9%1i,1)=reshape(valrow’,1,9);
valA(9x1i-8:9x1i,1)=reshape (AT, 1,9);
valB(9x1-8:9%x1i,1)=reshape (BT, 1, 9);

end

A=sparse (row,col,valA,size(vert,1l),size(vert,1l));

B=sparse (row,col,valB,size(vert,1l),size(vert,1));

Al=A+B;
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Capitulo 4

Conclusiones

Se concluy6 existencia y unicidad de la solucion aproximada del esquema discreto de Ga-
lerkin para la ecuacién de conveccion—difusion—reaccion del tipo estacionario utilizando

el Lema de Lax—Milgram.

Se corrobor6 existencia y unicidad de la solucion aproximada del esquema EAFEM para
la ecuacién de conveccion—difusion—reaccion del tipo estacionario utilizando el Lema de

Lax—Milgram y generalizando la idea propuesta de [5].

Se formulé el problema modelo como un esquema de tal manera que se aplico el Teorema

de Lax—Milgram.

Se concluy6 existencia y unicidad de la solucion del problema continuo utilizando el

Teorema de Lax—Milgram.

Se corrobord la estimacion del error entre la solucidn exacta y la solucion aproximada del

esquema EAFEM, siguiendo a [5]

Se desarroll6 un ejemplo numérico que ilustra el funcionamiento de los esquemas de

Galerkin y esquema EAFEM.

Mediante un ejemplo numérico se comparo el método de Galerkin y el esquema EAFEM

dando como resultado que el esquema EAFEM es mds eficiente que el esquema de Ga-
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lerkin, es decir la solucién calculada mediante el esquema EAFEM se aproxima mucho
mejor a la solucién exacta, mientras que la solucion calculada utilizando el esquema de

Galerkin tiende a oscilar si la medida de la malla no es suficientemente pequefia.



Capitulo 5

Sugerencias

Analizar existencia y unicidad de la solucién del problema estacionario sin suponer vy >
1513
00,02

260

Desarrollar ejemplos numéricos para comprobar la linealidad del orden de convergencia

con respecto a la norma H'((2).

Analizar y detallar las estimaciones apriori del esquema EAFEM propuesto por Xu Zika-

tanov para R3.

Desarrollar un cédigo computacional que sea capaz de testear ejemplos numéricos para

R3.
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