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Presentacion

En esta investigacién cuyo objetivo general es analizar que el problema este bien definido
y unicidad de solucién para el problema Brinkman, a nivel continuo y discreto, aplicando
la teoria clasica de Lax-Milgram.

Como objetivo secundario, se hace una discretizacién tipo Galerkin mediante elementos
finitos Nédélec de grado k£ > 1 para la vorticidad y polinomios continuos a trozos para
la presion y luego la velocidad se obtiene con un simple post-procesamiento. Espero
que este trabajo sea de ayuda a futuro, para Estudiantes y Docentes. Presento esta tesis
titulada “Existencia y unicidad de soluciones para las ecuaciones de Brinkman,

aplicando el teorema de Lax-Milgram, a nivel continuo y discreto”.



Resumen
En el presente estudio se analiza un método de elementos finitos para el problema
modelo Brinkman en tres dimensiones gobernado por vorticidad, velocidad y presion.
Utilizando esta estrategia tiene una gran ventaja a nivel continuo, haciendo un desaco-
plamiento completo de la velocidad. Gracias al teorema de Lax-Milgram el problema
modelo tiene existencia y unicidad de solucién tanto a nivel continuo como discreto.
Se propone una discretizacién tipo Galerkin mediante Nédélec de grado k > 1 para la
vorticidad y polinomios continuos a trozos para la presion. Se determina el andlisis de
error para la vorticidad y presién. Luego campo de velocidad se obtiene con un simple
post-procesamiento. Asi mismo se obtienen las tasas de convergencia para la presién y
la velocidad con las normas naturales independientes de la viscosidad, en cambio para
la vorticidad una norma con peso, es decir que depende de la viscocidad del fluido.

Finalmente se ilustran resultados numéricos, confirmando la base tedrica.



Abstract

In the present study a finite element method is analyzed for the Brinkman model problem
in three dimensions governed by vorticity, velocity and pressure. Using this strategy has
a great advantage at continuous level, doing a complete decoupling of the speed. Thanks
to the Lax-Milgram theorem, the model problem has existence and uniqueness of solution
at both continuous and discrete levels. A Galerkin-type discretization is proposed using
Nédélec of degree k = 1 for the vorticity and continuous piecewise polynomials for the
pressure. Determine the error analysis for vorticity and pressure. Then the velocity field
is obtained with simple post-processing. Likewise, the convergence rates for pressure and
velocity are obtained with natural norms independent of viscosity, whereas for vorticity
a norm with weight, that is, it depends on the viscosity of the fluid. Finally numerical

results are illustrated, confirming the theoretical basis
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Introduccion

El estudio de los problemas de fluidos ha adquirido gran interés durante las tultimas
décadas por su gran variedad de aplicaciones en diferentes ciencias, tales como: inge-
nieria, oceanografia, aerodinamica, yacimientos petroleros y biomédicas. Dependiendo el
tipo de fenémeno producido en el fluido, diferentes modelos matematicos como: Stokes,
Navier Stokes, Oseen, Brinkman, se pueden utilizar para obtener resultados precisos y
adecuados para aproximar la dinamica del fluido en términos de velocidad, vorticidad y
presion.

En particular en este trabajo nos enfocamos en hacer un andlisis matematico y numérico
de las ecuaciones de Brinkman de un fluido incompresible en términos de vorticidad y
presiéon. Estas ecuaciones pueden considerarse como una extension de la ley de Darcy
para describir el comportamiento de las corrientes laminares del fluido viscoso dentro
en un material poroso de permeabilidad posiblemente heterogénea, de modo que el flu-
jo estd dominado por el régimen de Darcy en algunas regiones y por Stokes en otras
partes [2, 3]. Otra instancia en la que se encuentra el problema de Brinkman, que es
una generalizacion de las ecuaciones de Stoke que modelan el movimiento de un fluido
incompresible [17]. En cualquier caso, la aproximacion exacta y eficiente del flujo vis-
coso gobernado por las ecuaciones de Brinkman es de gran importancia préactica y ha
sido un foco principal de investigacién en varias aplicaciones industriales y ambientales,
incluyendo el estudio de espumas, la filtracién de capas porosas, depdsitos de petrdleo o
tubos de calor [9, 10, 8]. Ademaés de la velocidad y la presién, normalmente se requieren
otros campos intrinsecos para examinar patrones de flujo, tales como vorticidad. Ya que
el problema Brinkman, siendo uno de los campos mas estudiados en las ultimas décadas
(ver [7,4, 5,6, 14, 11]).

Esta tesis contiene tres capitulos. En el primer capitulo, comenzamos dando algunas
definiciones y resultados basicos sobre la teoria de elementos finitos, también se enuncia

el Teorema Lax-Milgram que se utiliza en el desarrollo de este trabajo.

IT
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En el segundo capitulo, tratamos el tema central de esta tesis, es analizar detallada-
mente los capitulos 2 y 3 del articulo [6]: en primer lugar se escribe el problema modelo
Brinkman, se estudia su formulacién variacional continua y analizamos la existencia y
unicidad a través del Teorema de Lax-Milgram. Luego se analiza la discretizacion de
Galerkin mediante los elementos conformes Nédélec para k£ > 1, ademas los polinomios
continuos a trozos para la vorticidad y presion, respectivamente, gracias al teorema del
Lax-Milgram el problema discreto también tiene solucion unica. Ademas estudiamos
estimaciones de error a priori. Finalmente se recupera el campo de velocidad mediante

la técnica de post proceso.

En el tercer y ultimo capitulo, se muestran ejemplos numéricos confirmando el buen

funcionamiento del método mediate el software Freefem.




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Fluidos

Los fluidos es estudiado en dos partes, la hidraulica y la matematica. En la parte de la
hidraulica se estudia desde un punto de vista empirico y en la matematica su analisis.
De su hébil experimento de la primera parte originé novedades de comunicacién con
un valor incalculable; sin embargo, adecuado a la falta de los utilidades de la genera-
lizacién de su propia teoria, estos logros eran de un beneficio acotado. Ademas, en la
matematica por el hecho de no usar la comunicacién experimental, se vieron obligados
a plantear hipdtesis simples que conduce a logros a veces completamente adversos a
problemas reales. Unos de las investigadores dedicados a este estudio como Reynolds,
Froude, Prandtl y Von Karméan, que los fluidos debe ser una combinacion de teoria y
problemas reales. Hoy en dia los centros de investigacién y ensayos emplean se trabaja
en conjunto para la investigacion como los: matematicos, fisicos, ingenieros y también

técnicos.

Los fluidos se observa en distintas areas de trabajo como por ejemplo en disenar sistemas
actualizados en el area de la ingenieria, desde aspiradoras hasta aviones modernos.

A un rango mas extensa de los fluidos que hoy en dia es estudiando en el diseno y
analisis como: aviones, barcos submarinos, cohetes, instrumentos en la medicina, red
de enfriamiento de componentes electréonicos y tubos que transportan agua, el petréleo

y gas natural, también se puede ver en efectos adverso de la naturales como el ciclo



1.1. FLUIDOS 2

de lluvias, las mareas del océano y las corrientes en las inmensas masas de agua. A
continuacién presentamos una imagen en la que se muestra el comportamiento de un
fluido.

Figura 1.1: El huracan Epsilon se originé en el océano Atlantico Norte.

Fluido: Los fluidos es una sustancia que sufre una deformacion continua al momento de
aplicar una esfuerza. Los fluidos se distinguen en dos grupos en liquidos y gases. Las
fuerzas intermoleculares son mayores en los gases, lo que hace variar la presién de los
gases que cambian facilmente su volumen. La compresibilidad puede usarse para distin-
guir los liquidos de los gases; los gases son mucho mas compresibles que los liquidos.
Desde el punto de vista de la dinamica, no importa si el fluido es liquido o gas. Las leyes
que se aplican son las mismas, pero en ocasiones, dependiendo del fluido que se trate,
es posible despreciar algunos efectos y acortar su estudio. Es decir, los liquidos tal como

el agua puede considerarse fluido incompresible.

Velocidad: Es una magnitud fisica vectorial.

Vorticidad: La vorticidad se define como la velocidad rotada.

Presion: Es una fuerza normal ejercida por el fluido por unidad de area. Se habla de

presién cuando se trata de una gas o un liquido lo contrario de la presion en los solidos
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es la fuerza normal. Puesto que la presién se define como unidad de area.

Viscosidad: La viscosidad es el rozamiento interno que existe entre las capas de fluido.
A causa de la viscosidad, es necesario ejecutar una fuerza para obligar a una capa de

fluido a deslizar sobre otra.

Sean los compos vectoriales v = (Vg)a=123, @ = (04)a=123 ¥ cualquier campo escalar q.

A continuacién, se definen los siguientes operadores diferenciales:

Para d = 2:
curlg = (0aq, —01q),
curlv = 01v9 — Oqu1,
dive = 811)1 + 82’(]2.
Para d = 3:
Oov5 — O3v9 8161
divv = 01v1 + Oovy + O3v3 ,0 X v =] O30 —b1vs | ,Vg=| Ooq |,
91’112 — 921)1 a?»q

Aq = (aflq + a222q + 032,361) )

Oovz — O30
curlv = | Osv; — O1vs
O1v2 — Oavy

Se cumple las siguientes identidades:

Para d = 2:
curl (curlq) = —Ag,
y
curl (curlv) = —Av + V(div v).
Para d =3:

curl (curlv) = —Av + V(divw).

Generalizacién para las ecuaciones de Navier-Stokes
Veamos como se originé estas ecuaciones. El movimiento de un medio continuo, que se

rige por las reglas principales de la mecanica clésica y la termodinamica para la ley de
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la conservacion de la masa, momento y energia. Asi mismo, en particular la aplicacién
para estos principios en un marco de referencia que conducen a las siguientes ecuaciones

diferenciales:
%4V (pu) =0,
(1.1)
2(pu) + V- (puu—o) = .
donde p, w y o son la densidad, velocidad y tensor de stress del medio continuo res-
pectivamente, y f es la fuerza (por unidad de volumen) las ecuaciones determinadas
estdn en forma de divergencia. Luego representadas en su forma de no divergencia de la

manera siguiente.

%%—pv-u =0,

donde la derivada material se define por:
D 0

EZE‘FU'V.

Estas ecuaciones se basan en el enfoque euleriano para la descripcion del movimiento
continuo; es decir, las propiedades caracteristicas del medio (p, u, o) son tratadas como
funciones de tiempo y espacio en un marco de referencia. Una descripcion alternativa es
a través del enfoque lagrangiano donde las variables dependientes son las propiedades
caracteristicas de las particulas del material que siguen el movimiento; es decir, estas
propiedades son las funciones de tiempo y parametros para identificar las particulas tal
como las coordenadas de la particula en un tiempo inicial fijo. La aproximacién mixta
lagrangiano-euleriano, es interesante para problemas con diferentes medios con interface.
Las incégnitas basicas de las ecuaciones (1.1) y (1.2) son (p, u), para ello consideramos

la siguiente relacion para el tensor de stress:
o=—-pl+T, T =pu(Vu+ (Vu)') + AV - ul, (1.3)

donde p y T son la presion y el tensor de stress de la viscosidad, y los parametros p y
A son los coeficientes de la viscosidad.

Asi, un fluido es newtoniano si su tensor de stress es una funcion lineal del gradiente
de velocidad. Para este tipo de fluidos, mediante la ley de Newton (o ley de Navier-
Stokes):
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Luego reemplazando (1.3) en la ecuacién de momento (1.2), se tiene la siguiente ecuacién:
p2 4 Vp= pAu+ (p+ANV(V-u)+ f
(1.4)
+V - uVA+ V- (Vu+ (Vu)b).

En general, los coeficientes de viscosidad dependen de la temperatura; en el caso que
la temperatura es fija, los coeficientes de viscosidad son constantes. Asi, bajo estas

condiciones (1.4), se convierte en
p2e +Vp= pAu+ (p+AV(V-u)+ f. (1.5)
Un flujo incompresible se caracteriza por la condicion
V-u=0. (1.6)

Utilizando la ecuacién (1.6) y reemplazando en (1.2), se tiene

(o)

Do — (L.7)

t

Esta ecuacion implica que la densidad es constante a lo largo de la trayectoria de una
particula del fluido. En la mayoria de los casos, podemos suponer que p es constante,
de modo que (1.7) se cumple en todas partes.

Bajo la condicién (1.6), reemplazando en la ecuacién (1.5) se tiene:
p(%+ (u-V)u) + Vp— pAu = f. (1.8)

Esta ecuacién es conocida como la ecuaciéon de Navier-Stokes. En el caso incompresible,
las variables desconocidas son la de presion y velocidad. A partir de una discretizacién
temporal de las Ecuaciones de Navier-Stokes (1.8), y despreciando el término convectivo

se obtienen las Ecuaciones de Brinkman [20, 18, 19].

ou+ Vp — pAu = f. (1.9)

1.2 Teoria de elementos finitos

En esta seccion introducimos algunas definiciones y notaciones que se utilizara en el

desarrollo de esta tesis.
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Sabiendo que el método de elementos finitos es un estrategia numérica para resolver
problemas relacionados con ecuaciones diferenciales parciales [13]. De este modo es un
instrumento de analisis y potente ayuda para tener resultados aproximados en distintos
problemas relacionados con la mecanica en un medio continuo. La idea elemental es que
una parte de solucion puede ser modelada de forma analitica y agregando elementos
discretos. Esto hace que disminuya una cantidad infinita de variables del problema
propuesto a un problema finito.

Nuestro objetivo es presentar un método de solucién a un problema que satisfaga cada
punto z € €2, donde {2 un dominio acotado en R"™. para ello usaremos un espacio de
funciones llamadas funciones Test, denotando al espacio de funciones de clase infinita

como C>®(Q), y Yy € C*(Q2) definimos el soporte, tal que

sop(p) = {z € Q : p(z) distinto de cero}.

Se define la funcién test, de la forma siguiente

CP(92) = {p € C*(Q) : con soporte compacto y contenido en Q2}.
Anélogamente, se define para m € NU {0}

CJ(Q) = {p € C™() : con soporte compacto y contenido en 2}.
Ejemplo 1.1. Se un dominio Q = (0,2), determinar el soporte de Q.

En efecto,

1 7/42;

Figura 1.2: Grafica de la funcién ¢(z).
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Por lo tanto ¢ € CQ(Q).

Definicién 1.1. Sea (V)| - ||) un espacio vectorial(e.v) normado, V es de Banach si

para cada sucesion de Cauchy {x,}nen, €s decir
lim ||z, — 2, =0,
,N—00
existe x € V, tal que lim x,, = x.
n—oo

Definicién 1.2. Si V un e.v, la aplicacion (-,-) : V. x V — R, se dice que es un

producto escalar sobre V' que cumple con las siguientes propiedades:
1. (z,2) >0,V eV A (z,2) =0 2 =0.
2. (x,y) = (y,x), Yo,y € V.
3. (ax +y,z) = alz,z) + (y,2), Ve,y,z €V, a € R.

Definicién 1.3. Se dice que (V,(-,-)) es un espacio pre-Hilbert sobre el cuerpo K,

y consideremos la funcion || - || : V — R esta definida por ||z|| := /{(z,x) Vx € V.
Entonces || - || es un espacio normado en V', la cual se llama Norma Inducida por el

producto interno {-,-).
La definiciéon anterior induce la siguiente definicion.

Definicién 1.4. Se dice que un espacios pre-Hilbert (V, (-,-)) es un Espacios de Hil-

bert si él es completo con la norma inducida por su producto escalar.

Teorema 1.1. [Desigualdad de Cauchy-Schwarz.] Sea (V,(-,-)) un espacio pre-
Hilbert sobre R, entonces ¥V x,y € V' se tiene,

N\»—t

(2, y)] < (z,2)2 (y, y)2.

Definicién 1.5. En términos de la norma inducida por el producto escalar, la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz se escribe como

[z, )| < llzllllyll, Vz,yeV.
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Observacion 1.

Para € un abierto acotado, el espacio L*(2) es Hilbert y provisto del producto punto

<f7g>0,Q:/Qfgu vf7g€L2(Q>

[Flos = ( / |f|2>2-

En este caso la desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene la forma

con la norma inducida asi:

(£, 9)loq = \ / fg‘ < Ifloallglloc.

Definicién 1.6. Sea v € L*(2), se dice que v' € L*(Q) en el sentido distribucional
(débil), si existe una funcién z € L*(Q) tal que

—/w’Z/w, Vo e Cy°(Q)
Q Q

en tal caso: v' = z € L*(Q).

Ejemplo 1.2. Consideremos Q2 = (0,2) y la funcion:

z, O<z<l1
v(r) =

1, 1<xr<?2

Y

Solucion:

De la funcién se sabe que

v(z)

S
N ===

Figura 1.3: Gréafica de la funcién v(z).




1.2. TEORIA DE ELEMENTOS FINITOS 9

Se tiene que v(z) € CY(Q) C L?(Q) y v(x) ¢ C1(Q). Veamos ahora que v tiene derivada
distribucional.
Sea ¢ € C3°(Q) tal que ¢(0) = p(2) =0

L)
=—<w:—/ol<p+<p
=—s0(1)+/01s0+s0(1)

1
0 0

)

N

de donde,

1, O<zx<l1 )
z(z) = € L*(Q)
0, 1<x<?2

Motivados por la definicién anterior, se define el espacio de Hilbert, tal que
H' :={ve L*(Q):v e L*(Q)}

de donde se tiene

(u,v)10 = / uv + / u'v' YV ou,ve HY(Q)

Q Q

la norma inducida || - || : H*(©2) — R esta dada por

[ol2g = (Il + 1Bg) ¥ ve HI(®)
H'(Q) se le denomina un espacio de Sobolev de grado uno.

Observacién 2. Sea v € H(Q), se cumple que

[oll1e = [lv]loq;
[oll1e = [1v"lloq

lvlloe ||V |l mo son comparables.

Teorema 1.2. Se dice que H*(Q)) es de Hilbert.
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Demostracion. Consideramos una sucesién de Cauchy {u,}.,en en en el conjunto

H(), es decir

1
||Un - Um”l,Q = (Hun — umH(Z),Q + ||u;L _ ulm||(2),Q)2 m7n—>ooo

luego cada sumando va a cero por lo tanto {u, }nen ¥ {1, }nen son de Cauchy en L*(Q).

Como L?*(2) es completo, cada una de las sucesiones tiene limite en L*(Q2), es decir,

existen u, g € L?(2) tales que

1
2
o=l = ( [ 1o = aP) " =20
Q
2
I~ alloa = ([ 1= 9) " =20,
Q

Por demostrar que u' = g.
—/ungd:/u;gp VneN.
Q Q

Sea ¢ € C§°(Q)
Aplicando la desigualdad conocida de Cauchy-Schwarz, se tiene

/w'—/ungo'}: [w—we] < [ 1= wlis!
Q Q Q Q
0

< llu = unlloell¢'lloe ==

Asi,

lim [ u, = / up
de la misma forma podemos ver:

lfm [ o = / 99
tomando limite en (1.10) se tiene que

/W’I—/W Ve G (Q)
Q Q
lo cual prueba que v’ = g € L*(Q), luego v € H(Q) y ademds
1 n o
lun = ullie = (lun — ullgq + lu, = @'ll50)* =0

de donde u,, tiende a u si n — oo y asi H'(€) es un espacio de Hilbert.

(1.10)
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Proposicion 1. Se dice que todo subespacio cerrado de Hilbert es un espacio de Hilbert

con el mismo producto escalar.
Definicién 1.7. Sea Q2 = (a,b)
Hé(Q) — m 1,

es decir, v € H}(Q), si y solo si, consideramos una secuencia {px}tren € C5°(Q), es

decir
ok — vll10 220 (C(Q) es denso en HL ().

H}(Q) se caracteriza también como el subespacio de elementos de H*()) que se anulan

en la frontera de €2, esto es
Hy(Q) :={v e H(Q) : v(a) = v(b) = 0}.

Lema 1.1. [Identidad de Green/
Consideremos una region €1 abierto acotado en R"™ de frontera Lipchitz continua en T,

se tiene

/T'vw:—/WdiV(T)—<7"Il,w>r V1 € H(div; Q)
0 0

donde n es la componente normal.

1.2.1. Analisis de la formulacion variacional

Se considera en esta seccién la definir una forma bilineal, funcional y un resultado

importante ttil para demostrar que el problema variacional esta bien puesto.

Definicién 1.8. Sea (H,(-,-)) y (V. (-,-)) dos espacios de Hilbert sobre R, se dice que
una forma B : H xV — R es bilineal si es lineal en cada uno de sus componentes es

decir:
i) Blaou+v,w) =aB(u,w)+ B(v,w), YVu,ve H,weV, aecR.
ii) B(u, fw+ z) = fB(u,w) + B(u,2), Vue H, w,z €V, g €R.

Definicién 1.9. Sea (H,(-,-)) y (V. (-,-)) dos espacios de Hilbert sobre R, se dice que

una forma bilineal B : H x V — R es acotada si existe una constante M > 0 tal que:

|B(z,y)| < Mllzllullyllv V(z,y) € HxV.




1.2. TEORIA DE ELEMENTOS FINITOS 12

Definicién 1.10. Sea (H,(:,-)) un espacio de Hilbert sobre R, se dice que una forma

B: Hx H— R es H-eliptica si se tiene una constante o > 0 tal que:
B(z,x) > a||z||3, Vz € H.

Lema 1.2. [Desigualdad de Poincaré]

Sea Q) = (a,b), entonces existe o« = (a,b) > 0 es decir

V"o = allvllie, Vv e Hy(Q),
donde HY(Q) = {q € H(Q) : ¢=0 sobre T}.
Demostracion. Sea v € H}(Q), tal que

x)dx

/ /|1 o (2)|dx
(/ ) ([ wer)

1
—a)?[[t"[lo0

IN

| A

por otro lado,

2 ’ 2 ’ 12 (b — CL)2 /
[ollge = [ lv(@)*de < [ (z—a)|[v[[gode = [0"]16.6
a a
de donde,
2
[v'][5.0 > b—ap []1 g
a>0
asi, finaliza la prueba
IVl = allvlli o

U

Observacién 3. Sea |v|;o = ||v/]|o.q se considera una norma en H}(Q) siendo equiva-

lente a la norma habitual.

Definicién 1.11. Se dice que (H, (-, ")) es un espacio de Hilbert sobre R, y un funcional

sobre H es una aplicacion (funcion)
F:H—R.
Este funcional es lineal si

Flau+v) =aF(u)+ F(v), VuveH aekR.
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Este funcional se dice acotado si existe m > 0 tal que
[F(v)] <mljvllg, VveH.

Definicién 1.12. Sea H un espacio de Hilbert. Denominamos el dual de H al conjunto

de todos los funcionales lineales y acotados definidos sobre H, denotamos por H' es decir
H ={F:H —R:F eslineal y acotado}.
Sobre H' se definen las siguientes operaciones:

+:F,GeH = (F+G)(v)=F@w)+Gw), Vve H
e:'eH, aeR= (aF)(v)=aF(v), VveH

Se puede ver que (H',+, ®) es un espacio vectorial, cuyo elemento neutro para la adicion

es el funcional nulo,

:H—R

v— O(v) =0

Ademds definamos,

|-II:H - R
F(v
F s [Pl = sup 2
vert ||vllm
v#£0
Se prueba que || - ||z es una norma sobre H' con lo cual (H',| - ||g) es un espacio

vectorial normado. Ademds, dado F' € H', se tiene que
[E@I < Fllelvla, ¥VveH

Asi:

F(v F(v
OG-
vl ~ ver ||l

v#£60

Teorema 1.3. | Laz-Milgram] Se dice que (H, (-, )y) un es espacio de Hilbert sobre
R ysea B: Hx H— R es una forma bilineal, acotada y eliptica con constantes M vy

a, respectivamente. Entonces, para cada F' € H' existe un unico uw € H, tal que
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B(u,v) = F(v), Vve H (1.11)

1
< —|F|. 1.12
lull <~ (1.12)

1.2.2. El Método de Galerkin

Sea un espacio arbitrario H de Hilbert, B : H x H — R una forma bilineal acotada y
eliptica, y F' es un funcional en H’. Entonces de acuerdo al Teorema 1.3, se deduce que

existe un unico u € H tal que

B(u,v) = F(v) YveH. (1.13)

El objetivo siguiente es presentar una técnica que nos facilite aproximar la solucién
dado en (1.13). Para este efecto, sea {Hj}ren una secuencia de subespacios finitos de

H, considerando el problema siguiente: Hallar u;, € Hj, tal que

B(uh, Uh) = F(’Uh) Y, € Hy,. (1.14)
Entonces uno puede asumir que la dimension del espacio Hy, es h. Debido a esto se reduce
el problema propuesto de dimension infinita a dimensién finita, a esto se le denomina el
Metodo de Glerkin. Cuyo objetivo, es elegir un H; que cumpla la siguiente condicién
1i — =0. )
Jim{ju = unfg =0 (1.15)

A continuacién mostraremos que (1.14) se convierte a un sistema de ecuaciones lineales.
Es decir, dodo {ey, ey, ...,e,} base de Hy,. Entonces, existen escalares aq, as, ..., o, tales

que
h
Uup = E Q€5
j=1

Luego (1.14) se convierte en: Hallar aq, as, ...y, € R tales que

h
Z a;B(ej,vp) = F(vy) vy, € Hy
=1

lo cual es equivalente a: Hallar aq, ..., € R tal que
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Zh:osz(ej, e;) = F(e) v, €{1,...,h}. (1.16)
j=1
Asi, definiendo la matriz B := (b;),xs ¥ los vectores o := (oj)nx1 ¥ F := (fi)nx1, con
bij = Blej,ei) vy fj = Flej),
La formulacién (1.16) se reescribe como sigue: Hallar o € R™ tal que
Ba = F. (1.17)

Observamos que la elipticidad de B determina que (1.17) siempre conduce a una solucién
unica. Llamaremos, B matriz de rigidez, y F vector de carga.
El anhelo es llegar a tener una cota superior del error que determina del método de
Galerkin. La cual se obtiene entre la diferencia de la sulucién exacta y aproximada
evaluadas en su respectiva norma. Para ello, vemos primero que de (1.13) y (1.14) se
deduce que

B(u — up,vp) =0 Vo, € Hy. (1.18)
la cual se conoce como relacion de ortogonalidad.
Lema 1.3. [ Cea] Supongamos que la forma bilineal A(-,-) es acotada y H—eliptica
considerando las constantes M, « respectivamente. Sean u y uy, las unicas soluciones de
los problemas

A(u,v) = F(v) YveH

A(uh,vh) = F(Uh) Y v, € Hy,

Entonces

M
lu—upllg < — Inf |lu—ovullm
(6% U}LEH}L

Demostracion. Por la H—elipticidad de A(,-)
al|lu — uh||%] < A(u — up,u — up)
= A(u — up,u —vp) + A(u — up, vy, — up)
= A(u — up,u — vy)
< MHU — uh||HHu — UhHH Vv, € H),

Lo que concluye la demostracién O
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Observaciéon 4. El Lema anterior transforma el control del error de Galerkin en un

problema de mejor aproximacion.

1.2.3. Espacio de elementos finitos conformes

Introducimos el espacio de elementos finitos conformes: Elementos finitos de Nédélec
locales, ya que se requiere exactamente la continuidad de las componentes tangenciales
en las interfaces de los elementos en cada triangulo T de la triangulacion 7. Esto implica
que debemos trabajar con un espacio incompleto de polinomios de grado k, es decir para
un entero k£ > 1.

Consideremos los polinomios P;, homogéneos de orden k en tres dimensiones y también

el siguiente subespacio de P; :
Re:={peP :p) x=0z= (1,225}
y Asi, definimos el espacio local de Nédélec.
Ni(T) := Pr1(T) & Ry (T).
Ejemplo 1.3. Mostremos para k =1, R;.

Claramente para todos los polinomios homogéneos de grado uno que satisfacen p(z)-x =

0 deben ser necesariamente de la forma:
p(r)=axz
Donde a es un vector arbitrario de R3. Luego la base para R, es de la forma:
Py =(0,—x9,23) , Po=(x3,0,—x1),

Py = (—x9,21,0).

Asi se cumple la condicién p(z) - = 0.
Ademas, el espacio correspondiente de aproximacién global de H(curl, Q) es el espacio
de funciones que localmente pertenecen Ny (T) y tienen componente tangencial continua

a través de las caras de la triangulacion 7. Se define asi el conocido espacio de Nédélec:
Ny, := {wv, € H(curl, Q) : v,|r € N,VT € T, }.
Donde el espacio H(curl, ), se define de la manera siguiente:

H(curl, Q) := {0 € [L2(Q)]® : curl 8 € [L(Q)).
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y su norma es denotamos a Z = {o € H(curl,{) : 0 xn =0 sobre I}, cuya norma

depende de la viscosidad v estd dado de la manera siguiente manera:

16117 := 116[l5.0 + vllcurl O[5 ¢.




Capitulo 2

Andlisis del error a priori para el

problema modelo Brinkman

2.1 Analisis del problema Continuo

En este Capitulo introducimos el problema modelo Brinkman, derivamos y analizamos su
formulacién débil correspondiente en términos de vorticidad. En particular, discutimos

existencia y unicidad de solucién. Comenzamos introduciendo el problema modelo.

2.1.1. Problema Modelo

Consideremos, el problema de Brinkman que modela el flujo en estado estacionario de
un fluido viscoso incompresible dentro de un medio poroso, en un dominio poligonal o
poliedral Q abierto acotado R? con frontera Lipschitz (I' = 0€2), en términos de velocidad

(u), vorticidad (w) y presién (p): Dada una fuerza externa f, hallar (u;w;p), tal que

18
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gobernadas por las ecuaciones.

klu +/veurlw +Vp = f en €,
w—y/vecurlu = 0 en
divu = 0 en (2, (2.1)
u-n= u, sobre T,
wXn= wy sobre T,

donde u - n es la componente normal de la velocidad, dadas las constantes v > 0 es la
viscosidad cinématica del fluido y k > 0 es la permeabilidad de un medio poroso.

Por el bien de la estabilidad, vamos a trabajar con condiciones de contorno homogéneas
para la velocidad normal y posteriormente para la vorticidad, es decir, n,, =0y wg =0
sobre I'. Sin embargo, estas restricciones no afectan a la generalidad de problema, con

otros tipos de condiciones de contorno, como por ejemplo( ver [1]), tal que

uxn =b, y p=pg sobrel. (2.2)

Luego utilizando el siguiente resultado, que se demuestra en [15], lo cual es una herra-

mienta que nos ayudard para la formulaciéon variacional.

Lema 2.1. Para todo v € Z, entonces div (curlv) =0 en  y (curlwv) -n =0 sobre I

2.1.2. Formulacion Variacional

Multiplicamos la segunda ecuacién del problema (2.1), por una funcién test adecuada

0 € Z. Entonces integramos por partes y usando las condiciones de frontera, tal que

/w-B—ﬁ/curlu-B—l—(u-n,Bﬁ =0,
Q Q
imponiendo la condiciones de frontera se tiene:

/w-@—\/;/u-curle =0 VOelZ (2.3)
Q Q

Despejando u de la primera ecuacién del problema modelo (2.1), se tiene

u=krf —vkcurlw — kVp, (2.4)
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luego reemplazamos u en la ecuacién (2.3), tal que

/w~0—\/;/(mf—\/;mcurlw—mVp)-curle =0
0 Q

1

multiplicando por 7, se tiene la siguiente ecuacién

n_1/w-0+y/curlw-cur10—|—\/;/Vp-curlezﬁ/f-curle.
Q Q Q Q
Luego aplicando integracién por partes en la variable de la presion, se tiene
k! / w-0+ 1// curlw - curl @ — \/;/ pdiv (curl @) — {(curl0) - n, g)r
Q Q Q

- ﬁ/ﬂf-curw. (2:5)

Ahora usando el Lema 2.1, se elimina el término de presién y reescribir (2.5) como una
formulacién variacional del problema de Brinkman expresada solo en términos de la

vorticidad: Hallar w € Z tal que
Alw,0) =F(0) Vo € Z. (2.6)
Donde la forma bilineal A : Z x Z — R, definida por
A(w, 0) := /{‘1/900 : 0+1//chrlw -curl® VO € Z.
El funcional lineal F : Z — R, definido por
F(9) := \/;/Q f -curl@ Vo c Z.

Luego multiplicando por Vg la primera ecuacién del sistema (2.1). Ademads definimos el
espacio L3(Q) = {g € L*() : foq = 0} y [HY(Q)] == {|lgll? + [|Vq]*}?, imponiendo de
manera natural sobre el espacio para la estabilidad del problema, entonces ¢ € H'(Q)NL2

y por comodidad de escritura denotamos H'(Q) N LE := Q.

n‘1/u-Vq+\/;/curlw-Vq+/Vp-Vq :/f-Vq,
0 Q Q Q

ahora, aplicando integracién por partes, se tiene

—k! / qdivu +rxHu-n,q¢)r — \/;/ qdiv (curlw) — vv(w X n,q)r
Q Q

+/Vp-Vq=/f-Vq,
Q Q
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luego, sabemos que del problema divu = 0, aplicando las condiciones de frontera cero
sobre I' y también que div (curl) = 0, por lo tanto se tiene la siguiente formulacién

variacional para la presiéon: Hallar ¢ € Q

B(p,q) =F(qg) VqeQ. (2.7)

Donde la forma bilineal B : Q x Q — R, definida por

B(p,q) = / Vp-Vg VgeQ.
Q
El funcional lineal F': QQ — R, definido por

F(q):ZW/Qf-Vq Yo e Q.

2.1.3. Existencia y Unicidad de Soluciéon

En esta subseccién, vamos a demostrar la existencia y unicidad del problema modelo
Brinkman.

Es claro que los funcionales y las formas bilineales son lineales. Empezaremos estable-
ciendo la continuidad del funcional F(-) y la forma bilineal A(-,-), para la formulacién
variacional (2.6).

El funcional F(-) es continuo. Aplicando Cauchy-Schwarz y definicién por normas, se

tiene que

[F@) < vvlifloclcurl8loq

< V[ flloq 0]z
N—

S

< M||0]|z VO € Z
Por lo tanto se dice que el funcional es continuo o acotado, tal que

F(9)] <M|6l, VOcZ

La forma bilineal A(-,-) es acotada. En efecto; aplicando la definicién de valor absoluto

y las desigualdades de Cauchy- Schwarz y Holder, se sabe que
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JA(- )| = m_l/w~0+u/curlw~cur10’ VO € Z
0 0

K‘l/w-e‘—l—
Q

< £ [wlloelllloq + vrlcurlwllooyvycurl 8o

<

1// curlw - curle‘
Q

< & H{(llwl§ o + vlcurlw|§ o) 21615 o + v[curl 8] 5)'/*}
= ([lwliZ) 2 (160112)"

= Cif|lw]z]0]]z

por lo tanto, la forma bilineal A(+,-) se dice que es acotada, tal que
A )] < C||lw||z]|0)lz VO, w € Z. (2.8)

La forma bilineal A(-,-) es Z-eliptica. En efecto, aplicando definiciéon de norma donde

k,v > 0, se tiene

1
A(6,0) = E(/ 0* + 1// curl 6°)
Q Q
, 1
> min{—, 1}(16]5q + vlcurl 6] q)

= a|0]|z,

donde o = min{;-, 1}. Por lo tanto, la forma bilineal A(:,-), se dice Z-eliptica

A(0,0)> a0, VO cZ (2.9)

Asi, de la ecuacién (2.8) y (2.9) se cumplen las hip6tesis del Teorema 1.3, entonces se

garantiza la unicidad de la ecuacién (2.6): Hallar w € Z, ademés

lwllz < Cl[fllo-

Por otro lado, empezamos estableciendo la continuidad del funcional F(-) y la forma

bilineal B(-,-), para la formulacién variacional (2.7).

El funcional F(-) es continuo o acotado. En efecto aplicando Cauchy-Schwarz, ademés

definicion de normas se tiene que
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Flo) = ’ﬁ/ﬂf'w’
< V[l floslllloe
< V| flloglldllae

N———

M
< Mllglle  Y4€Q,

por lo tanto, se dice que el funcional F'(-) es acotado, tal que

[F(q)] < Mllgllq  VYgeQ.

La forma bilineal B(-,) es acotada. En efecto, aplicando la definicién de normas, valor

absoluto y la desigualdad de Cauchy- Schwarz

/ Vqu‘
Q

= [IVplloallVallo.o
< lipllallgliq Vg € Q

|B(p,q)| =

Por lo tanto, la forma bilineal B(-,-) es acotada, tal que

1B(p,a)| < Clipllalldllq Vp,q € Q.

Ahora veamos que la forma bilineal B(-,-) es Q-eliptica

B(p,p) = / Vp?
Q
= IVpll§

por el teorema de Poincaré generalizado, se tiene

B(p,p) > asllp|3.

(2.10)

(2.11)

Asi, de las ecuaciones (2.10) y (2.11) se cumplen los supuestos del Teorema Lax Milgram,

entonces se dice que existe una tnica solucién: Hallar p € ), ademas

Iplle < Cllfllos:

Una vez analizado el problema a nivel continuo, A continuacién analizaremos el problema

discreto, para ello empezaremos definiendo el esquema de Galerkin.
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2.2 Esquema de Galerkin

En esta seccion introducimos y analizamos el esquema de Galerkin asociado al proble-
ma (2.6) y (2.7) bajo espacios discretos adecuados, analizamos existencia, unicidad de

solucidn.

2.2.1. Problema discreto

Consideremos {7,(€2) }r>o un conjunto regular de fraccionamiento de la regién poligonal
o poliédrica €2, por tridngulos (T) o tetrahedros (T) de didmetro At y definimos h :=
max{ht : T € T,(2)}. Una particiéon {Tp(Q2)},>o se dice regular si existe ¢ > 0, tal que

h
L <e, YTET, VYh>0
ot

donde pr > 0 es el didametro de la circunferencia o esfera mas grande contenida en T .
En lo que sigue, dado un entero & > 1 y un subespacio de polinomios S € R3, P.(S) de
grado menor o igual a k, definido en S.

Ademas, para cada T € 7T}, introducimos el siguiente espacio local de Nédélec:
Ni(T) := Pp_; ® Ri(T).

Ahora, definimos los siguientes subespacios de elementos finitos, como se muestra en [6]:

Z,:={0, €Z:60,|r € N.(T) paratodoT € T,(Q2)}, (2.12)

Qn :=1{q, € Q: qn|lr € Px(T) paratodo T € T,(2)}. (2.13)

Entonces, mediante a la discretizacién de Galerkin con respecto a la formulacién (2.6)

se dice lo siguiente: Hallar w), € Z;, tal que

f-a_1/wh-0h+1//curlwh-cur10h:\/;/f~cur10h VY eo,cZ,.
Q Q Q

Se obtuvo haciendo los mismos pasos del nivel continuo, usando el Lema 2.1, se elimina el
término de presion se tiene una formulacion variacional discreta del problema Brinkman

expresada solo en términos de la vorticidad: Hallar w;, € Z;, tal que




2.2. ESQUEMA DE GALERKIN 25

.A(wh,Hh) = F(Hh) V0, € 7. (214)

Donde A : Z;, x Z;, — R, es una forma bilineal, y se define

Altwn0n) = w7 |

wy, - 0, + I// curlw, -curl@, VO, € Z,,.
Q Q

El funcional lineal F : Z;, — R, definido por
F(Oh) = \/;/ f -curlg, VO, € Zj.
Q

Haciendo las mismas cuentas que en el nivel continuo, ademas sabiendo que de problema
modelo divu = 0, aplicando la condiciones de frontera considerando cero sobre I' y
también se sabe que div (curl) = 0, por lo tanto, se tiene la siguiente formulacién

variacional discreta para la presion: Hallar ¢, € Q,

B(pn.an) = Flan)  Van € Qn. (2.15)
Donde la forma bilineal B : Q; x Q, — R, definida por

B((ph; qn) == /Vph “Van Van € Qn.
Q
El funcional lineal F': Q) — R, definido por

F(qn) := \/;/Q f-Van Van € Qn.

2.2.2. Existencia unicidad de solucion

Una gran ventaja de aplicar el Teorema de Lax-Milgram, para decir que el problema
exista y es tnico a nivel continuo, es que a nivel discreto se heredan sus propiedades.

Entonces se dice que el problema discreto (2.14) tiene una unica solucién 0, € Zj,
y existe una constante positiva C' > 0 tal que se cumple el siguiente resultado de

dependencia continua
10:]l < C[fllo.q-

Como ya se menciono que el Teorema de Lax-Milgram, se heredan sus propiedades del
nivel continuo al discreto. Entonces se dice que el problema discreto (2.15) tiene una
unica solucion p, € Qp, v existe una constante positiva C > 0 tal que se cumple el

siguiente resultado de dependencia continua:

1pall < Cll fllo0-
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Ahora, como ya se hizo el estudio para la existencia y unicidad tanto para el problema
continuo como discreto, entonces estudiaremos el error para cada variable. A continua-
cién se enuncia el siguiente resultado, se desprende del Lema 1.3 para la vorticidad y

presion.

Lema 2.2. [Cea para la vorticidad] Si w y wy, son soluciones de Z y Zj, respectiva-

mente, entonces dado la constante C > 0 independiente de h y v, es decir

lw — willz < C inf |jw — 64|z
0,€Zy

h

Lema 2.3. [Cea para la presién | Sip y py, son soluciones de Q y Qy, respectivamente,

entonces dado la constante C' > 0 independiente de h y v tal que

Ip = pallq < C f |[p— anllq.
ar€Qp

Bajo estos resultados estamos listos para el andlisis de error.

2.3 Analisis de error

En la presente seccion se estudiara el error que permita probar la convergencia del méto-
do. Se estudiara estimaciones de error a priori que prueban que el método de elementos
finitos suministra la mejor aproximacion posible de solucién. Esta estimacién implica
que el error de la aproximacion de elementos finitos puede ser hecho arbitrariamente pe-
queno refinando la malla, suponiendo que dicha solucién sea regular que permita que el
error de interpolacion tienda a cero cuando la malla se refine. Probaremos la estimacién
de error para la vorticidad y la presion.

Para ello enunciaremos el siguiente lema para la proyeccién para el espacio H(curl, Q)
para estimar la vorticidad, de la manera siguiente:

Para mostrar la estimacién de error para la vorticidad, en primer lugar enunciaremos el

siguiente lema, para un mayor detalle ver [1].

Lema 2.4. Sea P, la proyeccion de L*(Q) sobre Q, := {qn € L*(Q) : qn|T € PoVT €
Tn} entonces:
curl (Ry(w)) = Pp(curl (w)).
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Ademéds, introducimos s > 1/2, para el operador interpolante global de Nédélec Ry, :
H*(curl; Q)NZ — Zj, (por ejemplo ver [1]). Que satisface para la siguiente aproximacién

de la vorticidad.

Lema 2.5. Para todo w € H*(curl;Q),s € (1/2,k] existe C > 0, independiente de h,
tal que
lw = Riwllz < Ch*lw|

H3(curl;Q)-
Demostracion. En efecto: Se demostrard utilizando el Lema 2.4 y definiciéon de nor-

mas:

lw —Ru(w)llz = llw—R(w)[Fq+vlcurlw — curl (Ry(w))|lf o

< > {lw = Ru(@)[5.r + vllcurlw — curl (Ry(w))[IF r }

TeT,

= Z {llw = Rp(w)|§r + vl|curlw — Py (curl (w)) 5+ }
TeTs,

< Z {C'W|w|?p + vC'h¥lcurlw|? 1}
TeT,

< Ch*(lwfig + |curlwf? )

= Cthw| %{S(curl,ﬂ)

por lo tanto, se concluye la demostracion.
|w — Ruwl||z < CR*||w||s(curl ;)
O

Entonces, bajo estos resultados obtenidos, enunciaremos el siguiente teorema que se

obtendra la convergencia para la vorticidad.

Teorema 2.1. [Convergencia de la vorticidad] Sea k > 1 y Z;, dado en (2.12),
donde w € Z y wy, € Zy, son soluciones unicas de los problema continuo y discreto (2.6)
y (2.14), respectivamente. Asumiendo que w € H*(curl;Q), para algin s € (1/2,k].
Entonces, existe C' > 0 independiente de h y v tal que

lw = willz < Ch*||w]

Hs(curl;)-
Demostracion. En efecto: Por el Lema(2.2) se sabe que

lw—wilz <C it w64z
0L€Zy,

< COllw — Rywl|z por el Lema 2.5

< Ohf|lw]

Hs3(curl;Q)-
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Por lo tanto, se tiene el orden de convergencia para la vorticidad. O

Ahora, haremos el andlisis para la presién. Entonces, introducimos s > 1/2, sea Il :
H*#(Q) N Q — Q, la interpolacién de Lagrange, que satisface la siguiente estimacién

de error para la presion:

Lema 2.6. Para todo ¢ € H'™5(Q),s € (1/2,k] existe My > 0 independiente de h, tal
que

g — nqllq < Mih*||q|lars (o)

Demostracién. Como q € H*T1(2), entonces por el interpolante de Lagrange, se cum-
ple
lg = Ungllo < Mih7[g

Hs+1(Q)-

O

Entonces, bajo estos resultados obtenidos, enunciaremos el siguiente teorema que se

obtendra la convergencia para la presion.

Teorema 2.2. [Convergencia de la Presion] Si k > 1y Qy dado en (2.13), donde
p € Q ypn € Qp son soluciones inicas de los problema continuo y discreto (2.7) y (2.15),
respectivamente. Asumiendo que p € H*T(Q), para algin s € (1/2,k|. Entonces, existe

C > 0 independiente de h tal que
lp = palla < CR*[|pll a1 (0)-
Demostracion. En efecto: por el Lema(2.3) se sabe que
— < C finf —
lp—pullz < Qs 1P — anlla
< Cllp — Wp|lq, por el Lema 2.6

< Ch?||p|

Hs+1(Q) .

Por lo tanto se tiene el orden de convergencia para la presion, es decir

lp = prllz < CR?[plle+i()-
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2.4 Recuperando el campo de velocidad

La solucién de (2.6) entrega la solucion para la vorticidad, mientras que la presion puede
obtenerse de (2.7). Ahora, el campo de velocidad (u) se obtiene mediante la técnica de
post-proceso del problema modelo (2.1). Si w € Z y p € Q son las soluciones tnicas de
(2.6) y (2.7), respectivamente. Entonces, despejando la variable u de la ecuacién (2.4),
tenemos lo siguiente.

u = k(f — y/veurlw — Vp) (2.16)

Al nivel discreto, se hace la misma estrategia para calcular la velocidad mediate una
post-proseso en términos de las variables restantes. Si w;, € Zy, v pn € Qp son las
soluciones unicas de (2.14) y (2.15), respectivamente. A continuacion, definimos a wy,

COImMo:

uy, = k(Pnf — /veurlw, — Vpy) (2.17)

La velocidad se aproxima mediante, Oy, : [L*(Q)]* — J, = {v, € [LA2(Q) : v|r €
[P1(T)]* T € Tu(2)} que es el proyeccién ortogonal de L?. Entonces para todo
s € (0, k], se sabe que

v — Prolloo < Mah®||v]|s.. (2.18)

Luego, bajo estos resultados la aproximacion para la velocidad se establece en el siguiente

teorema.

Teorema 2.3. [Convergencia de la velocidad] Si w € Z y p € Q las soluciones
unicas de (2.6) y (2.7), respectivamente, sea wy, € Zy, y pr, € Qu las soluciones inicas de
(2.14) y (2.15), respectivamente. Supongamos que w y p pertenecen al espacio del nivel
continuo y f € H*(Q)3, para algunos s € (1/2; k|. Entonces, existe My > 0 independiente
de h y v tal que

[ — wnl| < Mah*(]| f|

Hs(Q) + ||w||H5(curl;Q) + ||p||H1+s(Q))

Demostracion. De (2.16) y (2.17), se sigue que

u—w, =k((f—Puf)— Vrcurl (w—wy)—V(p—pp))
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aplicando norma L? y el Teorema 2.2 y 2.3, se tiene
|w—uplloe = |k ((f = Puf) — icurl (w — wy) — V(p — pu)) [lo,o desigualdad triangular
<k (Ilf = Pufllog + [ly/Aeurl (w — wp)lloo + V(P = pa)lloe)
< E(If = Puflloe + [[(w —wn)llz + [[(p — pn)) llq

<k (ch?||fllsq + ch®|lw]

Hs(curl ) + Chs||p||H1+S(Q))

Asi, se concluye el orden de convergencia para el campo de velocidad para la constante

determina por Ms. O




Capitulo 3

Resultados Numéricos

En esta seccion presentamos resultados numéricos, que corroboren el método de elemen-
tos finitos. Nuestra implementacién estd basada en un cédigo FreeFem++ (ver [16]). En
conjunto con el solver de resolucién lineal UMFPACK (ver [12]).

Definimos (w,p) € Z x Q de (2.6) y (2.7) ademds, (wp,pr) € Zn x Qp, son soluciones

de (2.14) y (2.15), respectivamente, y definimos los errores individuales como:

e(w) = lw —whlluewr o), e@) =lp—pulle,  e(w) = [[u—unllog.

Por otra parte, definimos las tasas experimentales de convergencia como

rw) = log(e(w)/é(w)) r(p) = log(e(p)/é(p)) r(w) = log(e(u)/é(u))
[log(h/P")} [log(h/h")] [log(h/P1)]

donde h y b’ son dos mallas consecutivas y e y é son los errores calculados. A continuacion

consideremos ejemplos que sustentan la base tedrica.

Ejemplo 3.1.

Consideremos el dominio €2 = (0,1)x(0,1)x(—1,1) en tres dimensiones, con coeficientes
k=050yv=0,01.
Tomando datos adecuados para f, de tal forma que la solucion exacta del problema

(2.1) este dada por las funciones:

sen(mz) cos(my) cos(mz) 37 cos(mz) sin(my) sin(7z)
u = | —2cos(mz)sen(my) cos(nz) , w=10
cos(mx) cos(my)sen(mz) —37 sin(mz) sin(my) cos(7z)

p=a’—y’ -z
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Satisfaciendo las condiciones del problema (2.1) en todo la frontera I'.

Usando la técnica del andlisis numérico en base de elementos finitos para aproximar
la vorticidad y presion, mediante elementos finitos de Nédélec de orden k = 1 para la
vorticidad y polinomios continuos a trozos para la presion. Luego, mediante un post
proceso si obtiene la velocidad. A continuacion en la figura 3.1, se presentan graficas de

soluciones exactas y aproximadas.

ml'm Tt I'm
i

Figura 3.1: En la primera fila se muestra la funcién exacta de la velocidad, vorticidad
y presiéon y en la segunda fila se muestra la funcién aproximada velocidad, vorticidad y

presion, respectivamente.

TABLA 1: Test de convergencia en una secuencia de triangulaciones uniformemente

refinadas en 3D, para k = 1.

h e(w) r(w) e(p) r(p) e(u) r(u)
0.707107 | 0.123407 | 0.000000 | 1.139124 | 0.000000 | 0.649714 | 0.000000
0.353553 | 0.064867 | 0.927860 | 0.596566 | 0.933172 | 0.336266 | 0.950202
0.176777 | 0.033331 | 0.960614 | 0.303693 | 0.974069 | 0.169601 | 0.987461
0.101015 | 0.019213 | 0.984462 | 0.174673 | 0.988355 | 0.097105 | 0.996503

Ejemplo 3.2.
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Consideremos el dominio Q = (—1,1)? en dos dimensiones, los coeficientes £ = 100 y
v = 0,1, considerando u = 0 en todo la frontera I'.
Tomando datos adecuados para f, de tal forma que la solucién exacta del problema

(2.1) este dada por las funciones:
nsen? (mx) sen (2my)
u =
—msen (2mx) sen? (my)

satisfaciendo, u = 0 en I', y la vorticidad
w = 2y/vr?(sin(rz)?[4sin®(ry) — 1] — sin(7y))?

luego, considerando la presion

p=at—qyt
Mediante la técnica numérica en base de elementos finitos para aproximar la vorticidad
y presion, mediante elementos finitos de Nédélec de orden k£ = 1 para la vorticidad
y polinomios continuos a trozos para la presion. Luego, mediante un post proceso si
obtiene la velocidad. A continuacion en la figura 3.2, se presentan graficas de soluciones

exactas y aproximadas.

Figura 3.2: En la primera fila se muestra la funcién exacta de la velocidad, vorticidad
y presion y en la segunda fila se muestra la funcién aproximada velocidad, vorticidad y

presion, respectivamente.
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TABLA 2: Test de convergencia en una secuencia de triangulaciones uniformemente

refinadas, para k = 1.

h

e(w)

r(w)

e(p)

r(p)

e(u)

r(u)

1.414214

0.011495

0.000000

3.228957

0.000000

5.656759

0.000000

0.707107

0.004882

1.235510

2.035885

0.665413

2.661345

1.087820

0.353553

0.002231

1.129840

1.075556

0.920573

1.720772

0.629099

0.176777

0.000610

1.871130

0.545217

0.980179

0.875904

0.974212

0.088388

0.000259

1.235348

0.273548

0.995040

0.439923

0.993523

0.044194

0.000126

1.035878

0.136891

0.998760

0.220209

0.998378




C'onclusiones

Gracias a la teorfa de Lax-Milgram se obtuvo la existencia y unicidad, para el
problema Brinkman, formulado en en términos de vorticidad y presion a nivel

continuo y discreto.

La gran ventaja del método es que las propiedades del nivel continuo se heredan

al nivel discreto.
Se recuper6 el campo de velocidad mediate la técnica del post-proceso.
Se obtuvo una estimacién de error a priori de la vorticidad, velocidad y presién.

Se obtuvo resultados numérico mediante el Software Freemfem, confirmando la

base tedrica del método.
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Sugerencias

Se surgiré revisar que:

= Las ecuaciones de Brinkman también es estudiada par la teoria de Babuska-Brezzi,

donde se hace un estudio de andlisis a priori y a posteriori. (Ver [5]).

» Las ecuaciones de Brinkman también son estudiadas en términos de velocidad,
vorticidad y presion (ver [7]), en este articulo estudiaron una formulacién aumen-
tada.

= Las ecuaciones de Brinkman también son formuladas en términos de pseudo-stress
(ver [14]).

= En el articulo (ver [6]), se hace un estudio de la ecuaciones de Brinkman formulado
en términos de vorticidad, velocidad y presion, nos muestran un previo analisis con
con condicione de frontera Dirichlet es decir w = 0, se recomienda revisar ya que

es de gran importancia para la investigacion.
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