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RESUMEN

En el presente trabajo, se desarrolla una revision sobre los principales modelos proba-
bilisticos para el Reconocimiento de Patrones. Centrdandonos en el estudio del Reco-
nocimiento de Patrones aplicado a la segmentacion de imagenes. La segmentacion de
imagenes digitales es el proceso de dividir o segmentar dicha imagen en varios grupos; es
decir los pixeles de la imagen se dividen en distintios grupos o categorias. Este proceso,
se realiza con el fin de simplificar o modificar la representaciéon de una imagen en grupos
maés significativos o més faciles de analizar. Nuestro trabajo propone estudiar el algo-

ritmo Ezpectation-Mazimization (EM) en particular en Modelos de Mezclas Gaussianas.

El algoritmo EM es un método iterativo, usado frecuentemente para estimar los valores

de los parametros en modelos probabilisticos en problemas de datos incompletos.

Para evaluar el desempeno del algoritmo, utilizamos imagenes de texturas, reales y de
satélite. Después de procesar las imagenes por el algoritmo EM, las imégenes segmenta-
das pueden ser utilizadas en diferentes aplicaciones, como por ejemplo, reconstruccion

de iméagenes.

Palabras-claves: Modelos de mezclas Gaussianas, Algoritmo Ezpectation-Mazximization,

Maximima verosimilitud, Segmentaciéon de imagenes.



ABSTRACT

In this work, a review is carried out about of the main probabilistic models for Pattern
Recognition. We focus on the study of Pattern Recognition applied to image segmen-
tation. Digital image segmentation is the process of to divide or to segment the digital
image into several groups; this is, the pixels of the image are divided into different
groups or categories. This process is carried out in order to simplify or modify the re-
presentation of an image in groups that are more significant or easier to analyze. Our
work proposes to study the Expectation-Maximization (EM) algorithm in particular in

Gaussian Mixture Models.

The EM algorithm is an iterative method, frequently used to estimate the values of the

parameter in probabilistic models in incomplete data problems.

To evaluate the performance of the algorithm, we use images of textures, real and sate-
llite images. After processing the images by the EM algorithm, segmented images can

be used in different applications, such as image reconstruction.

Keywords: Gaussian mixture models, Expectation-Maximization Algorithm, Maxi-

mum likelihood, Image segmentation.
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INTRODUCCION

Un concepto clave en el campo del reconocimiento de patrones es el de la incertidumbre.
Surge tanto a través del ruido en las mediciones, como a través del tamano finito de los
conjuntos de datos. La teoria de la probabilidad proporciona un marco coherente para
la cuantificacion y manipulacion de la incertidumbre y constituye uno de los cimientos

centrales para el reconocimiento de patrones.

Cuando se combina con la teoria de la decision, nos permite hacer predicciones 6ptimas
teniendo en cuenta toda la informacion disponible, aunque esa informaciéon sea incom-

pleta o ambigua.

El tema de investigacion de este trabajo, es la segmentacion de imagenes, para lo cuél
hacemos uso del algoritmo Fzxpectation-Maximization, para la estimacion de parametros
probabilisticos en modelos de mezclas Gaussianas. La segmentacion de imégenes es el
proceso de dividir una imagen digital en varios objetos, o grupos de pixeles. Esto se
realiza con el fin de simplificar o cambiar la representaciéon de una imagen en otras méas
significativas o mas facil de analizar. El proceso de segmentar consiste en asignar una
etiqueta, clase o cluster (label) a cada pixel de la imagen, de manera que los pixeles que
tienen una misma etiqueta, tendran caracteristicas visuales similares, es decir pertene-

cen al mismo grupo.
El algoritmo EM es un método de clasificaciéon no-supervisada, es un método iterativo,

usado frecuentemente para estimar los valores de los parametros en modelos probabi-

listicos en problemas de datos con variables no observables o datos incompletos. La

12



introducciéon de datos ocultos es una construccion artificial que favorece a la estimacion

del conjunto de pardmetros no observables ©.

El algoritmo EM fue originalmente introducida por Arthur Dempster, Nan Laird y Do-
nald Rubin en 1977. El método es usado para encontrar los parametros © de la funcién
de maxima verosimilitud del modelo. La estimacion de Maxima Verosimilitud es un
problema de optimizacion dificil, pues no existe una forma cerrada para Our. Es por
ello que se hace la introduccion de datos ocultos. Ahora la funcién de verosimilitud es
una funcion de los datos completos (observables y ocultos), y por tanto es mucho méas

factible encontrar los parametros del vector ©.

El EM es un método estadistico de Clustering similar al K-means, pero con un enfoque
probabilistico. El algoritmo EM supone que todos los datos han sido generados a partir

de K distribuciones de probabilidad de las cuales no conocemos a priori sus parametros.

Después de procesar las imégenes por el algoritmo EM, las imagenes segmentadas pue-
den ser utilizadas en diferentes aplicaciones, como por ejemplo, la reconstruccion de

imagenes.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo introduciremos algunos conceptos béasicos de la teoria de la probabilidad
(James, |1981)), (Rollay 2012).

1.1. Espacios de Probabilidad

Supongamos que vamos a realizar un experimento cuyo resultado no puede ser predicho
de antemano. Sin embargo, suponga que sabemos todos los posibles resultados de tal
experimento. A este conjunto de todos los posibles resultados, denotaremos por €2, y lo

llamaremos espacio muestral.

Definiciéon 1. Espacio muestral.
Un espacio muestral es el conjunto no vacio 2 de todos los posibles resultados de un

determinado experimento.

Ejemplo 1. Considere el experimento de lanzar una moneda equilibrada y observar la
cara superior de la moneda, entonces 2 = {C, S} donde C es cara y S es sello; pues esos

dos resultados son los tinicos posibles.

Ejemplo 2. Considere el experimento de lanzar un dado y observar la cara superior del

dado, entonces Q = {1,2,3,4,5,6}, pues esos seis resultados son los tinicos posibles.

14



PRELIMINARES 15

Definicién 2. Evento aleatério.
Sea € el espacio muestral. Todo subconjunto A de Q (A C Q) sera llamado evento. Un

evento A al cual atribuimos una probabilidad sera llamado evento aleatorio.
Observacion 1.
1. Como (0, C Q, entonces @) y © son eventos aleatorios.

= Kl conjunto vacio es llamado evento imposible.

= El comjunto 2 es llamado evento cierto.
2. Siw € Q, el evento {w} es llamado elemental (o simple).

Observacion 2. Dos eventos A y B son llamados mutuamente exclusivos o incompati-
bles si AN B = 0.

Definiciéon 3. o-algebra
Una clase A de subconjuntos de un conjunto no vacio € es llamada o-algebra si satisface

las siguientes propiedades:
(i) Qe A
(i) Si A € A, entonces A € A.

(iii) Si A, € A, paran=1,2,3,..., entonces |J A, € A.

n=1
Observacion 3. Los elementos de A son llamados eventos, o subconjuntos de 2 A-
medibles o simplemente subconjuntos medibles de €2 si no hubiera confusién con la

o-algebra referente.

Ejemplo 3. Algebra de Borel

B indica la o-algebra de Borel en la recta, i.e., la menor o-algebra que contiene todos los
intervalos. Los elementos de esta o-dlgebra son los borelianos de la recta. Se puede decir
que un boreliano es un conjunto que puede ser obtenido de una cantidad numerable de

intervalos aplicandoles las operaciones U, N, ¢ una cantidad numerable de veces.

Definicién 4. Espacio medible
El par (€, .A) es llamado espacio medible, donde 2 es un conjunto no vacio y A es una

o-algebra de subconjuntos de €.
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Definicién 5. Medida de probabilidad
Sea 2 un espacio muestral y A una o-algebra para un experimento dado. Una medida
de probabilidad (o simplemente probabilidad) P es una aplicacion P : A — [0, 1] que

satisface las siguientes propiedades:
(i) P(A) >0, Aec A
(i) P(Q2) = 1.

(iii) Si Ay, Ag,... € A,y AinA; = 0Vi # j (los eventos son disjuntos dos a dos)
entonces P(|J A4;) = > P(A;).
i=1 i=1

Axioma 1. Continuidad en el vacio
Si la sucesion (A, )n>1, donde A, € A Vn, decrece al vacio, entonces P(A,,) — 0 cuando

n — oo.
Teorema 1. Propiedades de una probabilidad.
1. P(0) =0.
2. Para todo A € A, tenemos P(A°) =1 — P(A).
3. Para todo A € A, tenemos 0 < P(A) < 1.
4. Sean A, B € A. Si A C B, entonces:
» P(B— A)=P(B)— P(A).
= P(A) < P(B).

5. Sean A, B € A. Entonces P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

6. Para cualquier sucesion de eventos Ay, As, ..., A, € A, P(U Ai) <> P(4).
= i=1

i=1
7. Continuidad de una probabilidad: Si A, T A, entonces P(A,)) T P(A). Si A, | A,
entonces P(A,) | P(A).

Demostracion.
1. Sea Q =QUD, ademas QN = (), entonces:
P(Q) = PQuUD)
= P(Q)+ P(0)
De ahi, 1 =1+ P(0), entonces, P(0) = 0.



PRELIMINARES 17

2. Sea Aec A, Q=AU A, ademas AN A = (), por lo tanto:

P(Q) = P(AUAY)
— P(A)+ P(A°)

De ahi, 1 = P(A) + P(A°), entonces, P(A°) =1— P(A).

. Sea A € A,y de lo anterior se tiene que P(A) < 1, ademaés de la primera propiedad
de medida probabildad se cumple que P(A) > 0. Por lo tanto: 0 < P(A) < 1.

. Sean A, B € A. Si AC B, entonces B=AU(B—-A),y An(B—A) =1, de
donde:
» P(B)=P(A)+ P(B — A), por lo tanto: P(B — A) = P(B) — P(A).
» De lo anterior, se tiene que: P(A) = P(B) — P(B—A) < P(B), pues P(B —
A) > 0; por lo tanto: P(A) < P(B).

. Sean A, Be A, talque AUB=(A—B)U(ANB)U (B —A), donde (A — B),
(ANB)y (B —A) son disjuntos dos a dos; entonces,

PMUB): P(A-B)+ P(ANB)+ P(B—A)
P(A) - P(ANB) + P(ANB)+ P(B) — P(AN B)
P(A)+ P(B) — P(AN B)

Pues A= (A~ B)U(ANB), (A—B)N(ANB) =0y B=(B-A)U(ANB),

(B—A)N(AnB)=0.
. Para cualquier sucesion de eventos Ay, As, ..., A, € A, se tiene que
n n—1
JAi= A U4y — A)) U (A5 — (A UAg))U... U (A, — (| 4))
e N N——— N ~~ 4 1
v Bl B2 B3 (. i v
Bn
donde los eventos {B;}, i = 1,...,n son disjuntos dos a dos:
n n—1
P(UA) = P(AU(A—A)U (A3 — (A UA)U...U(A, — (U A)))
i=1 =1
n—1

= P(A)) + P(Ay — A) + P(As — (AU A)) + ...+ P(4, — (U A)
< P(A) + P(A) + ...+ P(A)

Pues A; — (U Ai) CAjparaj=2,...,n

i=1
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7.51 A, L A (e A, D A1 Vny () A, = A). Entonces, P(A,)) > P(Ant1), v
n>1

(A,—A) | 0 por lo tanto P(A,, — A) — 0 (por la continuidad en el vacio). Ademas
P(A,—A)=P(A,)—P(A), pues A C A,,. Por lo que se tiene, P(A,)—P(A) — 0,
entonces P(A,) | P(A).

Si A, 1A, (ie. A, C Ay Vny J A, = A). Entonces A¢ | A€, por lo tanto

n>1

P(AS) | P(A%), osea, 1 — P(A,) 11— P(A); por lo tanto P(A,) 1 P(A).

Definicién 6. Espacio de probabilidad
Un espacio de probabilidad es una terna (€2, A, P), donde:

(i) € es un conjunto no vacio.
(ii) A es una o-algebra de subconjuntos de €.

(iii) P es una probabilidad definida en A.

1.2. Probabilidad Condicional

Definicién 7. Probabilidad Condicional
Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Si B € Ay P(B) > 0, la probabilidad
condicional de A dado B es definida por:

P(ANB)

P(AIB) = 5

, Ae A (1.1)

donde P(A N B) es conocida como la probabilidad conjunta.

Teorema 2. Regla del Producto
Sean A,B € A, con P(A) >0y P(B) > 0, entonces:

P(ANB) = P(B).P(A|B)
— P(A).P(B|A) (1.2)

Demostracion.
Por la Ecuacion [1.1, P(AN B) = P(B).P(A|B).
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Ademéas AN B = BN A, entonces, P(BNA) = P(A).P(B|A).
Por lo tanto:

P(AN B) = P(B).P(A|B) = P(A).P(B|A)

Teorema 3. Regla del Producto generalizado
Sean Ay, Ay, ... A, € A, y para todon =2,3,. ..

P(A N AN O Ay) = P(A}).P(As]A).P(As| Ay N Ap) ... P(A] A N A1 .0 Ayy)
(1.3)

Demostracion.

P(AINAN...NA,) = P(AiNA;N...NA, 1)NA,)

= PAINAN...NA,1).P(AJAiNAsN...NA,)

= P(AINAN...NA, 2NA, 1) PAJAiNAsN...NA, 1)
= P(ANAyN.. . NA, ). P(A1|ANA N ... N A, ).

P(A)A N Ay .. N Ayy)

(
(
(
(

== P(Al N A2 N A3)P<A4‘A1 N AQ N Ag) e P(An’Al N A2 Nn...N Anfl)
= P(A N A)P(A3|A N As) ... P(AJAi N A .. N Any)
= P(A)).P(A3]A1).P(A3]A1NAy) ... P(AJAiN AN ...N A1)

]

Definicién 8. Sea (£2,.4) un espacio medible. Una particion de © es una familia de

conjuntos Aq, As, ..., tales que:
(i) A; € A para todo i.
(i) YA = Q.
(iii) A;NA; =0, para todo i # j.

Es decir, los conjuntos A;, As, ... son disjuntos dos a dos y su unién es el conjunto §2.

Vamos a admitir que la sucesion A;, A,, ... sea finita o enumerable.
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Observacion 4. Para todo evento B € A tenemos:

B=|JAinB)

Teorema 4. Teorema de la Probabilidad Total

Sea Ay, As, ... una particion de (2, A). Para todo B € A se cumple que:
P(B) = 3" P(4,).P(B|A) (1.4
Demostracion.

Por la Observaciéon , sea B =|J(A; N B) donde C; = A; N B son disjuntos, pues los A;

lo son. Entonces:

P(B) = P(U(AmB)>

7

= ) P(A;NB)
= D P(4).P(Bl4)

[
Teorema 5. Formula de Bayes
Si la sucesion de eventos aleatorios Ay, As, ... forman una particion de §), entonces:
P(A;).P(B|A:)
P(Ai|B) = (1.5)
> P(A;)P(B|4;)
J
Demostracion.
Por la Equacioén [I.1] tenemos:
P(A;N B)
P(A)|B) = ————=
(41B) = =55
Por la Equacion [1.2] y la Equacion [I.4] tenemos:
P(A;).P(BJ|A;
P - LUA)PBIA)
>_ P(A;)P(B|A;)
j
]

Observacion 5. A la féormula de Bayes a veces se le llama férmula de probabilidades
“posteriores”. En efecto, las probabilidades P(A;) pueden ser llamadas probabilidades “a
priori”, y las P(A;|B) probabilidades “a posteriori”. Esta formula de Bayes es 1til cuando
conocemos las probabilidades de los A;, y las probabilidades condicionales de B dado

A;, pero no conocemos directamente la probabilidad de B.
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1.3. Independencia

Definicion 9. Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Los eventos aleatorios A y B
son independientes si

P(AN B) = P(A).P(B) (1.6)

Definicién 10. Los eventos aleatorios A;, @ € I (I un conjunto de indices) son inde-

pendientes 2 a 2 (o de a pares) si:
P(A;NA;)=P(A).P(A)Yi,jel, i#]
Definicién 11.
(a) Los eventos Ay,..., A,, (n > 2) son llamados independientes (colectivamente) si:
P(A, NA,N...NA;, )= P(A;,).P(A,)...P(A;,)

V1<ip <ig <...<ip<n Vm=23,...,n (ie., si todas las combinaciones

satisfacen la propiedad de independencia).

(b) Los eventos Ay, As, ..., son independientes si V n > 2, Ay, Ay, ..., A, son indepen-

dientes.

(c) Los eventos A;, i € I (donde I es un conjunto de indices tal que #I > 2, donde
#1 denota el niumero de elementos de I) son independientes si toda subfamilia
finita de ellos es una familia de eventos independientes, i.e., si A;, A;,, ..., A4;,

son independientes para toda combinacion {i1,...,%,} de elementos de I, Ym =

2,3,...

Observacion 6.

= A los eventos de la definicion [I0], a veces son llamados estadisticamente o mutua-

mente independientes.

» En el item (c) de la definicion anterior, vemos que toda subfamilia de una familia

de eventos independientes es una familia de eventos independientes.
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1.4. Variables aleatorias

Cuando realizamos un experimento aleatorio, muchas veces estamos interesados en una
o mas cantidades, las cuales son dadas en funcién del resultado del experimento. A esas
cantidades se les da el nombre de Variables Aleatorias. Informalmente, una variable
aleatoria es una funcién que asocia una caracteristica numeérica a cada resultado del

experimento dado.

Ejemplo 4. Escoger 10 cartas de la baraja y contar cuantas de esas cartas son de

corazones.

Ejemplo 5. Lanzar un dado y observar la cara superior. En este caso, tenemos {2 =
{1,2,3,4,5,6} y:
X(w) = w, donde w €

Ejemplo 6. Lanzar una moneda n veces y observar la sucesion de caras (c) y sellos (s)
obtenidos. Los posibles resultados aqui obtenidos, son sucesiones de tamano n de caras

y sellos, y podemos definir:
Q={(wy,...,wn) wy=co6s;i=1....,n}

El ntimero de caras observadas en los n lanzamientos es una caracteristica numérica de
la sucesion de caras y sellos. En efecto, si definimos X = nimero de caras observadas,

vemos que el valor de X depende del resultado del experimento y podemos definir:

X(w) = namero de caras en w = (wy,...,w,)
= #i:w=c1<i<n}

Definicién 12. Variable Aleatoria

Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (2,4, P) es una funcion real
definida en el espacio € tal que el conjunto {w € Q : X(w) <z} = [X < z] es un evento
aleatorio para todo x € R.

Es decir:
X: Q=R

es una variable aleatoria si [X < z] € A para todo = € R.



PRELIMINARES 23

Observacion 7. Pero no toda funcion X :  — R es una variable aleatoria. Para que
X sea una variable aleatoria, se necesita garantizar que todo evento relacionado a la

variable aleatoria pueda ser medible.

Definicién 13. Funcién de Distribuciéon
La funcion de distribucion (acumulada) de la variable aleatoria X, representada por Fx,

o simplemente por F' cuando no hubiera confusion, es definida por:
Fx(r)=P(X <z), xR (1.7)

Proposicion 1. Propiedades de la Funcion de Distribucion
St X es una variable aleatoria, su funcion de distribucion F satisface las siguientes

condiciones:
1. Sixy < x9 entonces F (1) < F(xy); i.e. F' es no-decreciente.
2. Sixz, |y entonces F(x,) ] F(y); i.e. F' es continua por derecha.

3. Si x, | —oo, entonces F(x,) | 0. Si z, 1 oo, entonces F(x,) T 1 (también se

puede escribir como F(—o0) =0 y F(o0) =1).
Demostracion.
1. 2y <2y = [X <] C[X < x9). Entonces

F(z1) =P(X <1) < P(X <) = F(x9)

2. Si z, |y, entonces [X < x,] es una sucesion decreciente de eventos aleatorios y

N[X <z, = [X <y] (pues X < y si, y solamente si, X < z,, ¥n). En otras
n>1

palabras, [X < x,] | [X <], y por la continuidad de toda probabilidad, se tiene
que F(x,) = P(X <uz,) | P(X <y) = F(y).

3. Six, | —o0, la sucesion de eventos [ X < x,] es una sucesion decreciente y ademaés
o0

N [X < x,] =0. Por lo tanto [X < x,] | 0 entonces F(z,) = P(X <=x,){0.

n=1

Si x, T 400, la sucesion de eventos [X < x,] es una sucesion creciente y ademaés
U [X < z,] = Q. Por lo tanto [X < z,] 1 Q entonces F(z,) = P(X <z,) 1 1.
n=1
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1.4.1. Tipos de Variables Aleatorias

Definicion 14. Variable Aleatoria Discreta

Una variable aleatoria X (asi como su funcion de distribucién Fy) es llamada variable
aleatoria discreta si toma un ntmero finito o numerable de valores, i.e., si existe un
conjunto finito o numerable {x, z2, z3,...} C R tal que X(w) € {z1, 29, x3,...} Yw € .
En este caso, la funcion p(z,), n = 1,2,..., se llama funcién de probabilidad (o funcién

de frecuencia):
px(z,) = P(X =x,)

La funcién de distribucion de una variable aleatoria discreta es dada por:

Fx(z)= > P(X =u,)= Y px(z)

n:xy <x n:xy <x

Ejemplo 7. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad dada

por:
3 ) 7 9 11 13

2/15 4/15 1/15 2/15 3/15 3/15

X

Di

La grafica correspondiente a la funcion de probabilidad es:

715

Figura 1.1: Funcién de probabilidad de la variable X discreta
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Y su correspondiente funcién de distribucién es:

(0 siz<3

2/15 si3<x <5

6/15 sib<z<T

Fx(r)=P(X<z)=¢ T7/15 si7<x<9

9/15 si9<xz <11

12/15 sill <x <13
1 six>13

\

12115

X o
T s
15

6115

215

o
[
[
s
2]
=
~
=
w0
=
<]
=
=
=

Figura 1.2: Funcién de distribucion de la variable X discreta

Definicién 15. Variable Aleatoria Continua
Una variable aleatoria X (asi como su funcion de distribucién Fy) es llamada variable

aleatoria absolutamente continua si existe fx(z) > 0 tal que:

FX(.Z') = /x fX(t>dt, VZL‘ < R

En este caso, decimos que fx es la funcion de densidad de probabilidad de X, o simple-
mente la densidad de X.

Observacion 8. Por el Teorema Fundamental del Calculo, tenemos que:

dFX<.’17)

fx(z) = e

Entonces dFx(z) = fx(z)dz.
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Ejemplo 8. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de distribucién dada

por:
0, <0

Fx(z)=¢ z, 0<z<1
1, z>1

La gréfica correspondiente a la funciéon de distribucion es:

i)
Fyl)

8-

06

04

02

05 05 1 15

Figura 1.3: Funciéon de distribucion de la variable X continua

La densidad de X estd dada por:

1, z€(0,1)
0, <0 6 z>1

f(z) = Fx(x) :{

El valor de f en los puntos 0 y 1 es arbitrario, pues la integral [ f(¢)dt sigue siendo

—00

igual a Fx(z). Se puede definir como f(0) = f(1) =006 f(0) = f(1) = 1.

Proposicion 2. Si X es una variable aleatoria en (2, A, P), entonces el evento

(X eB]={weQ: X(w)e B}
es un evento aleatorio para todo boreliao B, i.e.,

(X € Ble A, VB € B (donde B es la o -dlgebra de Borel)
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Demostracién. Como B es la o-dlgebra de los borelianos (la menor o-dlgebra que

contiene a los intervalos):
(i) Si B = (—o0,b], entonces [X € B] € A por definicion.
(ii) Si B = (a,00), entonces B = (—o0,a]°y [X € B] =[X <d]° € A.
(iii) Si B = (a,b], entonces [X € Bl=[a< X <b|=[X <V - [X <a] € A

(iv) Si B = (a,b), entonces

* 1
B (,b__]

> 1

De forma andaloga, se verifica que para todo intervalo B, [X € B| € A. Ademaés

vale para B = |J B;, donde los B; son intervalos disjuntos, ya que [X € B] =

=1
n

UIX € Bi.

=1

Definiciéon 16. La probabilidad Py, definida en la o-algebra de Borel por Px(B) =
P(X € B), se llama la distribucion de X.

1.5. Vectores Aleatorios

Definicién 17. Un vector X = (X1,...,X,), donde X; es una variable aleatoria para
todo ¢ definida en el mismo espacio de probabilidad (€2, .4, P), es llamado vector aleatorio
si:

X~Y(B) € A para todo B € B"

Definicion 18. La funcion de distribucién conjunta F' = F'y = F, . x, de un vector

-----

aleatorio X es definido por:
Fs(@) = Fg(oq,...,2,) = P(Xh < 2q,..., X, <), V(21,...,2,) €R"

F también se llama funcién de distribucion conjunta de las variables aleatorias X1, ..., X,,.
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n

Observacion 9. El evento [X; < z1,..., X, < x,] = [Xi < 2] es aleatorio, ya que
i=1

las X; son variables aleatorias y por lo tanto [X; < x;] € A Vi. El vector aleatorio X es

una funcién definida en el espacio muestral 2 a valores en R", i.e., X : Q — R™.

Proposicion 3. Propiedades de la Funcion de Distribucion F' de un vector
aleatorio (Xy,...,X,)

Si X es un vector aleatorio, su funcion de distribucion F satisface las siquientes distri-

buciones:
(F1) F(x1,...,x,) es no decreciente en cada una de las variables.
(F2) F(x1,...,x,) es continua por derecha en cada una de las variables.

(F3) Para todo 1,
lim F(zy,...,2,) =0.

XT;—r—00
También,
lim  F(zy,...,z,) =1

Vi,x;——+00

Observacion 10. Para I = (a,b] y g : R¥ — R definamos:

Aprg(zr, ..., xp) = g(21, .., Tp—1,0) — g(x1, ..., 2) = g(21, ..., Tp—1, Q)

Como F' es la funciéon de distribucion del vector aleatorio (X,Y): si I; = (a1,b1] y

I, = (ag, by, entonces

Al,ll A2,I2F($a y) = Al,ll [F(% 52) - F(ﬁ, CLQ)]
= F(by,by) — F(b1,a2) — [F(a1,b2) — F(a1,a2)] >0

Para n general, la propiedad sera:

(F4) Al,ll e An,[nF@Ul, c ,xn) > O, VI, = (ak,bk],ak < bk,k = 1, cea, N

Definicion 19. Una funcién F : R™ — R que satisface las propiedades F1, F2, F3 y F4

se llama funcion de distribucion n-dimensional (o de n variables).
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Definicién 20.

(a) Si el vector aleatorio (X7,...,X,) toma solamente un nimero finito o numerable

de valores, se llama discreto.

(b) Sea el vector aleatorio (X7, ..., X,) vy su funcion de distribucion F'. Si existe una

funcion f(z4,...,x,) > 0 tal que
F(Zl','l,... / /ftl, dtl dtn,V(xl,...,xn)GRn,

entonces f se llama densidad del vector aleatorio (X7, ..., X,,), o densidad conjunta
de las variables aleatorias X7, ..., X,,, y en este caso, decimos que (Xi,...,X,) es

continuo.

Observacion 11. La o-algebra de Borel en R™ (") es la menor o-algebra que contiene

a todo rectangulo n-dimensional, o sea, la o-dlgebra generada por los rectangulos.

Definicién 21. La probabilidad definida en B" por P ()N( € B) se llama distribucion de
X o distribucion conjunta de Xy,..., X,.
Notacion: Pg(B) = P(X € B), Ps es la distribucion de X.

Proposicion 4.

(a) Si el vector aleatorio X es discreto, entonces:

=Y P(X=%)VBeB"
1,T,€B
(b) Si X es continuo con densidad f(x, ..., x,), entonces

P¢(B)=P(X € B) = / /f:vl,..., Vday ... 2.

1.5.1. Independencia

Definicion 22. Se dice que las variables aleatorias X, Xs, ..., X,, definidas en un es-
pacio de probabilidad (€2, A, P), son colectivamente independientes, o simplemente in-

dependientes, si:
P(X, € B, X3 € By, ..., X, € B,) = [ [ P(Xi € By)

paratodo B; € A,i=1,2,...,n
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Proposicion 5. 51 Xy, Xo, ..., X, son independientes, entonces

n

..... Xn(xl Ce ,ZL‘n) = HE(IZ),V(Jfl, e ,ZEn) € R"

1=1

Demostraciéon. Supongamos que X7, Xy, ..., X, son independientes, entonces:

Fx, xo. x,(x1...,2,) = P(Xy<um,....X, <ux,)
= P(Xl c (—OO,.I’l],. .. ,Xn S <—OO,JI1])

[y

1=

3

= (Xi < )
izl
= Fx,(z;),¥Y(xy, ..., 2,)
i=1
Proposicion 6. Si X, Xo, ..., X, son independientes y poseen densidades fx,, ..., fx,,

entonces la funcion

n

flr, . mn) =] fx.(@), (21, 20) €RT

i=1
es la densidad conjunta de las variables aleatorias X1, X, ..., Xy, t.e., [ = fx, X0, . X0
Demostracion. Si X, X5, ..., X, son independientes, entonces
n
Fx,. . x,(@1,...,zn) = [] Fx,(2:)
i=1

Il
s

T fx, (t)dt;

T Pt fx(t)dty - dt.

~

Il
—gl

|
8

Luego, [] fx, es la densidad conjunta de X7, Xo,..., X,,.
=1

1=

Definicién 23.

(a) Si F(z,y) es la funcion de distribucion conjunta de X e Y, entonces la funcion de

distribucién de X es

Fx(z) = lim F(z,y) = F(z,+00) =P(X <z)=P(X <z,Y < +00).

Y—r—+0o0

Fx obtenida asf se llama funcion de distribucion marginal de X.
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(b) Si f(z,y) es la densidad conjunta de X e Y, entonces X tiene densidad dada por

oo
~ [ tawiy

fx asi obtenida se llama densidad marginal de X.

Observaciéon 12.

» Caso discreto: Dada una variable aleatoria (X,Y’) con funcién masa de proba-
bilidad conjunta denotada por p;; = P(X = z;,Y = y;), se define la funcién masa

de probabilidad marginal de X como:
Px(z;)) = P(X =x;) = ZP(X =x;,Y =y;) me Di-
J
Anélogamente, la funcién masa de probabilidad marginal de Y es:
Py(y:) = P(Y = y;) = ZP(X =i, Y = y;) Zpu = pj.

Entonces, las funciones de distribucién marginales resultan:

Fx(z) = P(X <x) ZP =z, Y =y;) Zpl

;< x; <x
Fy(y) =P(Y <y)=> P(X =Y =y;) =) p;
i<y yi<y

» Caso continuo: Sea una variable aleatoria (X,Y’) con funcion de densidad con-

junta f(z,y). Las funciones de densidad marginales estan dadas por:

+oo
:/fww@
-
= / f(z,y)dx

Las correspondientes funciones de distribucion marginales resultan:

T +00
FX(w):P(ng):P(XSx,YER)://f(u,v)dvdu
Frly) =P <) = PX e kY <9) = [ [ fluv)dudu

—00 —00
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Ejemplo 9. Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta con funciéon de

masa de probabilidad dada por:

X\Y | 0 1 2 3 | p
1 0 1/14 1/14 2/14|4/14
2 | 1/14 3/14 0 1/14|5/14
3 |2/14 1/14 2/14 0 |5/14
p; | 3/14 5/14 3/14 3/14| 1

La funcién de masa de probabilidad de X es:

Px(r))=Px(1)=P(X =1)=) P(X =1Y =y;) =p = 4/14

Px(z3) = Px(2) = ZP Y;) = p2 = 5/14
Px(z3) = Px(3) = ZP y;) = p3 = 5/14

La funcién de masa de probabilidad de Y es:

Py(y1) = Py(0) = P(Y = 0) = ip(x =2,Y =0)=p, =3/14

i=1

Py(ys) = Py(1) = ZP —1;,Y =1)=p, =5/14
Py(ys) = Py(2) = ZP —1;,Y =2) =p; =3/14
Py(yy) = Py(3) = ZP =2;,Y =3)=p, =3/14

La funcién de distribuciéon marginal de X es:

0 sixz<l1
4/14 sil <z <2
9/14 si2<z <3

1 siz >3
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La funcién de distribuciéon marginal de Y es:

4

0 siy <0
3/14 si0<y<1
Fy(zx)=P(Y <y) = 8/14 sil<y<?2
11/14 si2<y<3

1 siy >3

Ejemplo 10. Sea (X,Y’) una variable aleatoria bidimensional con funciéon de densidad

conjunta dada por:

2x(4—xy) si0<z<1l, 0<y<l1
fla,y) = .
0 caso contrario
Las funciones de densidades marginales son:

1

Fx(@) = /2x(4 — ay)dy =2 (4$?J - ngﬁ) -

La funcién de distribuciéon conjunta es:

y
fQu — uv)dvdu = 2
o

—=s
—

Bo Oc‘—wa

u3v?
duv — —Er—>
<

0
= — )O:ny(él—%), 0<zx<1,0<y<1
Y sus funciones de distribucién marginales son:
T 400
/ /fu v)dvdu = /fx du-/(Su u?)du = 4x° —ng(x,l), 0<zx<1

+oo Y

//fuvdvdU—/fy /(4—2%)du=4y—%2=F(l,y), 0<y<l1

—00 —0OQ
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1.6. Esperanza Matematica

Definicion 24. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad p(x;).

La esperanza matematica para el caso discreto, se define por:
EX = Z%p(%) = inP(X = ;) (1.8)

La esperanza de X se llama también media de X, o valor esperado de X . En efecto, EX
es un promedio ponderado, donde los pesos son las probabilidades p(z;). i.e., EX es un

promedio de los valores posibles de X, ponderada conforme a la distribucion de X.

Definicion 25. Sea X una variable aleatoria cualquiera y F' su funciéon de distribucion.

La esperanza de X esta definida por:
EX = / xdF (x) (1.9)

Observacion 13.

= Se usan varias integrales para representar la esperanza, siendo las mas comunes:
BX = / 2dFy(z) = / +Py(d) = / XdP
» Si X tiene densidad f(z), entonces:
EX = /xdFX(x) = /xf(x)dx
Propiedades de la esperanza
1. Si X =c (ie, X(w) = ¢, Yw € Q) entonces EX = c.
2. Si X <Y entonces EX < EY, si las esperanzas estan bien definidas.

3. Si EX esta bien definida,entonces E(aX + b) = aEX + b para todo a,b € R

(convencion: 0 - co = 0).

4. E(aX +bY) =aEX +bEY, cuando el término de la derecha de la igualdad tiene

sentido.
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Definicién 26. Momentos

Sea X una variable aleatoria. El valor de E(X — b)*, si existe, es llamado k-ésimo
momento de X alrededor de b, para b e R, k =1,2,3,....

El k-ésimo momento alrededor de cero, EX*, es llamado simplemente k-ésimo momento
de X o momento de orden k de X.

Si X es integrable, entonces el k-ésimo momento alrededor de la media, E(X — EX)*,

es llamado k-ésimo momento central de X.

Observacion 14. El primer momento es la esperanza y el primer momento central es
nulo: E(X — EX) =0.

Definicién 27. Varianza

La varianza de X es el segundo momento central:
VarX = E(X — EX)*=EX*— (EX)? (1.10)

Notacion:
VarX =V (X) = o% = o*(X).
ox = VVarX es la desviaciéon estandar de X.

Definicién 28. Covarianza

La covarianza entre X y Y esta definida por:
Cov(X,Y)=FE[(X —EX)(Y —EY)]=FXY]| - EX.EY (1.11)
Observacion 15.
1. Si Cov(X,Y) =0, se dice que X e Y son no correlacionadas.
2. Cov(X,Y) = Cov(Y, X). Es decir la matriz de covarianza, es una matriz simétrica.

Observacion 16. Sean X, X, ..., X, variables aleatorias [-dimensional, donde X; =

n

(zi1, iz, .. xg)', i =1,2,...,n, con media g = 1 3 X; y matriz de covarianza X de
i=1

dimension [ x [ es una matriz definida positiva.

S = 3K - )X )



PRELIMINARES 36

Demostraciéon. Una matriz es definida positiva si, para todo vector y € R, se cumple
que y' Xy > 0.
En efecto, sea w cualquier vector de dimensiéon [, vamos a definir la variable unidimen-
sional (Martinez, |2006):

v; = wl (X — )

donde p es el vector [-dimensional de la media, : = 1,2,... n.

La media de los valores de v; es:

Sl
|
3=
I
S

N

w i( )

LwT[(Xy —p) + (Xo — ) + ... + (X — p)]

i X+ X+, X)) — nyl
[

n
T

S|

i — nyl
= 0

Ahora calculemos la varianza de v:

Var(v) = E[v?]— (Ev)?
E[v?] — v?
= E[v?

Por lo que w es cualquier vector, entonces ¥ es definida positiva.



CAPITULO 2

RECONOCIMIENTO DE PATRONES

En este capitulo introduciremos algunos conceptos basicos del Reconocimiento de Patro-
nes, Teoria e Inferencia Bayesiana (Bishop) 2006), (Theodoridis & Koutroumbas, 2009).

2.1. Introducciéon

El reconocimiento de patrones es la disciplina cientifica cuyo objetivo es la clasificacion
de objetos en un nimero de categorias o clases. Nos referiremos a esos objetos usando
el término genérico patrones. El reconocimiento de patrones actia en diferentes éareas,
tales como: Vision Artificial, Reconocimiento de Caracteres, Diagnostico asistido por
computadora, Reconocimiento de voz, Reconocimiento facial, Biometria, Recuperacion

Mineria de Datos, Bioinformatica, etc.

El campo del reconocimiento de patrones esta relacionado con el descubrimiento auto-
mético de regularidades en los datos, mediante el uso de algoritmos computacionales; y
con el uso de estas regularidades, tomar acciones tales como: la clasificacion de los datos

en diferentes categorias.

37
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Es decir, asignar objetos desconocidos (patrones) en la clase correcta, se conoce como
clasificacion. Las caracteristicas de estos objetos, son cantidades medibles obtenidas de
los patrones, y la tarea de clasificaciéon se basa en estos respectivos valores. Un vector

de caracteristicas viene a ser una serie de caracteristicas x1, o, ..., x;. Es decir:
T !
X = [x1,22,...,7] €ER

Los vectores de caracteristicas son tratados como vectores aleatorios.

El clasificador consiste en un conjunto de funciones, cuyos valores son calculados en x,

que determinan la clase a la cual los correspondientes patrones pertenecen.

Extraccién de Seleccion de Disefio de Evaluacién del

Sensor .. . R )
caracteristicas caracteristicas clasificacion clasificador

Figura 2.1: Etapas para un Sistema de clasificacion

La Figura muestra las diversas etapas seguidas para el disenio de un sistema de
clasificacion.

Hay dos formas para el reconocimiento de patrones:

= Supervisado: Se usa patrones cuyas clases son conocidas a-priori y son usados para

la fase de entrenamiento.

= No-supervisado: El nimero de clases en general, es desconocido y no hay patrones

de entrenamiento.

2.2. Clasificadores basados en la Teoria de Decision de

Bayes

Sea el vector de caracteristicas:

X = [21, 29, ..., 27"
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El método de clasificacion consiste en asignar un objeto, el cual esta representado por
el vector de caracteristicas, a la clase disponible més probable: wq,ws, ..., wys. Es decir,

x es asignado a la clase w;, si P(w;|x) es maxima.

Primero, consideremos el caso para dos clases. Sean wy, wo dos clases a las que pertene-
cen los patrones. Asumamos, que las a priori probabilities P(w;) y P(ws) son conocidas.
Otra cantidad estadistica que vamos a asumir que conocemos son las class-conditional
probability density function p(x|w;), i = 1,2, las cuéles describen la distribucion de los
vectores caracteristicos en cada una de las clases. La pdf p(x|w;) es llamada la funcion
de verosimilitud (en inglés likelihood function) de w; con respecto a x. Si los vectores
caracteristicos solo toman valores discretos, la funcién de densidad p(x|w;) se convierte

en probabilidad y la denotaremos por P(x|w;).

De la regla de Bayes, se tiene que:

P(wilx) = (2.1)

donde p(x) es la pdf de x:
2

p(x) = p(x|wi) Pw;) (2:2)
i=1
La regla de clasificaciéon de Bayes puede ahora expresarse como:

» Si P(wy|x) > P(wa]x), x es clasificado a w;.

s Si P(w|x) < P(wz|x), x es clasificado a ws.

Usando la Ecuacion la regla de decision puede basarse en las inecuaciones:
P(X|wr) Pwr) 2 p(x|ws) Pw,) (2.3)
p(x) no es tomado en cuenta, porque es la suma de todas las clases y no afecta en la

decision.

Sea xg el umbral que particiona el espacio de caracteristicas en dos regiones Ry y Rsy. Por

la regla de decision de Bayes, para todos los valores de x en Ry, el clasificador decide que
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x es clasificado a wy; y para los valores en Ry, el clasificador decide que x es clasificado

a Wy.

—prlw,)
plajw) i !
——Pplxlws)
N
L ) N
Lo x
- RI - R2 o

Figura 2.2: Ejemplo de dos regiones R; y R, formadas por el clasificador Bayesiano para

el caso de dos clases equiprobables (Theodoridis & Koutroumbas, [2009)

De la Figura se observa que la probabilidad del error es el area sombreada total. En
efecto, existe una probabilidad finita para un x que se encuentra en la region Ry y al
mismo tiempo pertenezca a la clase wy. Entonces nuestra decision es erréonea. Lo mismo
ocurre, si para los puntos que se originan en la clase wy, se encuentren en la regién R;.
Por lo tanto, la probabilidad total, P,, de cometer un error de decision para el caso de

dos clases equiprobables (P(w;) = P(ws)), esta dada por

oty) “+00

1 1
P [ pxen)ax 5 [ ploxnax

—00 o

El clasificador Bayesiano es 6ptimo cuando la probabilidad del error de clasificacion es

minimizado.

Los errores de decision son inevitables. Un error ocurre si x € Ry a pesar de pertenecer
a wo; 0 si X € Ry a pesar de pertenecer a wy. El error de decision para dos clases, es
dada por:

P. = P(x € Ry,w1) + P(x € Ry, ws) (2.4)
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donde P(-,-) es la probabilidad conjunta de dos eventos.

P, = P(X € RQ|W1)P(C¢)1) + P(X € R1|w2)P(w2)
— Plen) [ plxlon)dx + Plun) [ plxlun)ix

Ro R

O usando la regla de Bayes:

P, = /P(w1|x)p(x)dx—|—/P(wz\x)p(x)dx (2.6)

R2 Ry

Ahora consideremos, el caso general, sea x = [z1,79,...,1]7 el vector de caracterfs-
ticas [—dimensional. El objetivo es clasificar este patron con respecto a las M clases

disponibles wy,ws, . ..,wy. El vector de caracteristicas x es clasificado a la clase w;, si:
P(wi|z) > P(wjlz), Vj#i (2.7)

2.2.1. Funciones discriminantes y Superficies de Decisién

Ahora esta claro que minimizar la probabilidad del error es equivalente a particionar el
espacio de caracteristicas en 2 regiones, para el caso de 2 clases. Sea Ry y Rs regiones
contiguas, entonces tales regiones son separadas por una superficie de decision en el es-
pacio de caracteristicas bidimensional. Para el caso de la probabilidad del error minimo,
este es descrito por:

P(w1]x) — P(wa]x) =0 (2.8)

Desde un lado de la superficie, esta diferencia es positiva, y del otro lado es negativa. A
veces, en lugar de trabajar directamente con probabilidades, puede ser més conveniente
trabajar con una funcion equivalente de ellas, por ejemplo, g;(x) = f(P(w;|x)),i = 1, 2,
donde f(-) es una funcién monétonamente creciente. g;(x) es conocida como una funcidn

discriminante.

La regla de decision es ahora considerada como:
x es clasificado a w; si ¢;(x) > ¢;(x) Vj #1¢ (2.9)
Las superficies de desicion, que separan regiones contiguas, son descritas por:

9i5(x) = gi(x) —g;(x) =0, i,j=1,2 i#] (2.10)
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2.2.2. Clasificaciéon Bayesiana para distribuciones normales

Definicion 29. La funciéon de densidad de probabilidad Gausiana

La funcién de densidad de probabilidad Gausiana 1-dimensional o univariable, es definida

p(z) = J% exp (—%) (2.11)

Los parametros i y o2 denotan la media y la varianza respectivamente. El valor medio

por:

de la variable aleatoria x es igual a u, dado por:

—+00

w= Elz] = / zp(z)dz (2.12)
donde E[] denota la media (o esperanza) de una variable aleatoria. El parametro o2 es

definido por:
+oo

7 = Ella - ) = [ (@~ wip(a)ts (2.13)

—00

La funcion de densidad de probabilidad Gausiana multivariable en el espacio [-dimensional,

es dada por:

1 1 Ty—1(y _
00 = e (0 S ) (2.14)

donde |X| denota el determinante de &, u = E[x] = E[(x1, T2, ..., 2)T] = (1, po, - -, )"

es el valor medio y ¥ es la matriz de covarianza de dimension [ x [, definida como:

O% Jg12 ... 07y
2
021 O ... 09
S=Blx-px-m=| T T (2.15)
| onr 012 ... (Tl2 i

donde o7 = E[(x; — p;)?] es la varianza de w;, 0;; = 05 = E[(x; — wi)(x; — p)] es la
covarianza entre las variables aleatorias x; y x;. Por lo tanto, la diagonal principal de
la matriz ¥ consiste de las varianzas respectivas de los elementos del vector aleatorio,
v los elementos fuera de la diagonal principal son las covarianzas respectivas entre los

elementos del vector aleatorio.
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Observacion 17.

» Es claro que si [ = 1, la Gausiana multivariable coincide con la Gausiana univa-

riable.
» N (p,X) denota la pdf Gaussiana con media p y covarianza X.

» Para el caso de | = 2, sea x = (x1,22)7, 1 = (u1, po)?, entonces:

T1 — M1
[$1 — M1, T2 — Mz]
Lo — 2

2 2
01 ‘712]

> = K

2 2
012 03

donde Flz;| = p;, parai = 1,2y ademés 012 = E[(z1—p1)(z2—p2)] es la covarianza
entre las variables aleatorias x; y x2, la cuéal mide la correlaciéon estadistica entre
las variables. Si las variables son independientes estadisticamente su covarianza es
cero. Ademés, los elementos de la diagonal principal de X, son las varianzas de los

elementos respectivos del vector aleatorio.

= Silas variables aleatorias x; son independientes estadisticamente, entonces la media
del producto es igual al producto de las medias, es decir, E[(x; — w;)(x; — pj)] =

El(x; — 1)) El(x; — p;)] = 0. En este caso, la matriz de covarianza es diagonal.

_0% 0o ... O_

0 o ... 0

Z: . -2 . .
0 0 o

2.2.2.1. El clasificador bayesiano para clases normalmente distribuidas

Considere las pdfs, p(x|w;), i = 1,2,..., M (funciones likelihood de w; con respecto a
x), que describen la distribucién de datos en cada una de las clases, son distribuciones
normales multivariadas, esto es, N'(u;,%;), i = 1,2,..., M. Debido a la forma exponen-
cial de las densidades involucradas, es preferible trabajar con las siguientes funciones

discriminantes, la funcion logaritmica (mondtona) In(+):

gi(z) = In(p(x|w;) P(w;)) = Inp(z|w;) + In P(w;) (2.16)
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1

gi(x) = —E(x — )" — i) + In Pw;) + ¢ (2.17)
donde ¢; = —{In27 — 1 1In|%;]
L S S B S L orea L rea
gi(z) = —5T X+ 3% ¥ — SHi ¥+ SHi Yoz +InPw)+ea  (218)

En general, esta es una forma cuadratica nolineal.

Ejemplo 11. Considere el caso particular de [ = 2 y dos clases wq, wo, entonces r =

[$1,362]T, i = [Mil;uiZ]T y

para i =1,2.

Entonces la Ecuacién 2.18 se convierte en:

—ﬁ(ﬁ +23) + ;(Mum + fligTo) — W(M% + 15) + I P(wi) + ¢ (2.19)

Las curvas de decisién asociadas g;(x) — g;j(z) = 0 son cuadraticas (i.e., elipsoides,

g9i(x) =

)

parébolas, hipérbolas). En tales casos, el clasificador bayesiano es un clasificador cua-
dratico, en el sentido que la particiéon del espacio caracteristico es realizado por medio

de superficies de decision cuadratica.

2.3. Estimacién de funciones de densidad de probabili-

dad desconocidas

Hasta ahora, hemos asumido que las funciones de densidad de probabilidad son conoci-
das. Sin embargo, este no es el caso mas comun. En muchos problemas, las pdf tienen
que ser estimadas a partir de los datos disponibles. A veces, podemos saber el tipo de la
pdf (por ejemplo: Gusiana, binormal, etc.), pero no conocemos ciertos parametros, tales
como las medias o varianzas. Por otro lado, en otros casos no podemos tener informa-
cion acerca del tipo de la pdf pero podemos conocer ciertos parametros, tales como las
medias o varianzas. Por lo tanto, dependiendo de la informacion disponible, diferentes

enfoques podemos adoptar.
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2.3.1. Estimacion de parametros de Maxima Verosimilitud (en

inglés Maximum Likelihood (ML))

Consideremos un problema de M clases con vectores de caracteristicas distribuidos de
acuerdo a p(z|w;), i = 1,2,..., M. Supongamos que estas funciones de verosimilitud
son dadas en una forma paramétrica y que los parametros correspondientes forman los
vectores 6; los cuéles son desconocidos. Para mostrar la dependencia de 6;, escribimos
p(z|w;; 0;). El objetivo es estimar los parametros desconocidos usando un conjunto de

vectores de caracteristicas conocidos en cada clase.

Sea X = {x1,x2,...,2n} el conjunto de las muestras aleatorias, asumimos independen-
cia estadistica entre las diferentes muestras, entonces la pdf conjunta p(X;60) es dada

por:
N

p(X;0) = p(x1,29,...,2N;0) = Hp(a:k;ﬁ) (2.20)

k=1
Esta es una funcién de 6, y también es conocida como la funcién de verosimilitud de 6
con respecto a X. El método de maxima verosimilitud (o en inglés mazimum likelihood

(ML)) estima 6 cuando la funcion de verosimilitud tome su valor maximo, es decir:

N
Oy = arg mgftpr(a:k; g) (2.21)
k=1
Una condicién necesaria que 6y, debe cumplir para alcanzar un maximo es que el

gradiente de la funcion de verosimilitud con respecto a 6 sea cero, es decir:

0 INI p(l’k;e)

k=1 o
—=— =0 (2.22)

Debido a que la funcién logaritmo es una funcién monoétona, definimos la funciéon log-

verosimilitud como:

N
L(0) = In ] [ p(ax; 0) (2.23)
k=1
y la Ecuacion es equivalente a:
OL(O) N olnplzr0) <~ 1 Oplay0)
ks ks
00 Z 00 Z p(zg;0) 00 0 (224)
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PX:O) /

Figura 2.3: El estimador de méxima verosimilitud corresponde al pico de p(X;0)
Theodoridis y Koutroumbas| (2009)

La Figura [2.3| ilustra el método para el caso de parametro desconocido tinico. La esti-

macion de ML corresponde al pico de la funcién log-verosimilitud.

Ejemplo 12. Suponga que los N puntos de datos 1, xs,...,zy, han sido generados
por una pdf Gaussiana unidimensional, donde p es conocida y o2 es desconocida.

La funcién de log-verosimilitud para este caso viene dada por:

N
L(c?) = lnkljl (x1; 02)
1 (wr—p)?

N
= InJ] 7553 CXD <_T)
e 2
= SIn (\/2;7 exp (——(I’Egﬁ) ))
k=1 _ 2
= Y In ((27r02)71 exp (—%))
=1 y 2
= > <1n(27r02)7 + Inexp (—%))
n(270%) 7 + 3 — 5l (a1 — 1)
k=1

N
In(2m0%) — gk 3 (a5 — 1)?
k=1

Il
=T

e
Il
—

|z

Tomando la derivada de L(0?) con respecto a o2 e igualando a cero, se obtiene:

dL(0?) N o1& )
9o 20 +Tc42($’“_“) =0
k=1
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y finalmente la estimacién de ML de o2 resulta de la solucién de la ecuaciéon anterior:
| N
~9D 2
= — E — 2.25
ML N k:1(xk t) ( )

Para N finito, 3,; en la Ecuacion es una estimacion sesgada de la varianza. Es

decir:
N-1,

donde o2 es la varianza de la pdf Gaussiana.

En efecto:

is!
e
S
I
-
=
=
8]
ol
|
=
Lo

I
2|~
&
M=T1=
0
bl
|
=
o,

e
Il
—
i
—
i
—

[

Z|=
— O

ey
—ll
="

)

=

|

(\W]

=
M=

=

Pl N

+
M=

=
I—MI
N——

N
Sabemos que p = + Y &y, entonces:
k=1

Bl6,,] = %(E é xi—ZN;ﬂJrN/ﬂ)
- 4 (B[S -]
— & (% Blotl - L)
= ¥ 2 Blai) — Bl
— %kﬁlE[azi]—E <%I§1xk>2
- S | ()

2

N
= > a7+ > wz; (el segunto sumando tiene

Ademas, E[z?] = o2 + 12 y (
k=1 i29

=
)
ol
N————
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(N? — N)-elementos), entonces:

ﬁ Els?] = NE[l)

N(o? + p?)

Elxi]) + (N? = N) Ela] E[x;]
o + 1) + (N? = N)pp
0% 4 p*) + (N = N)p?
02+Nu2)

N
1=
8

=
N———
[\
| IS |
I
M=

|
/‘\/‘\/\/Z\H

N
N
= N

Reemplazando, tenemos:

El63] = xN(0®+4?) — 52 (N(o® + Np?))
02_"”2_%0—2_#2
N—-1
e

Para valores grandes de N, tenemos:

Ejemplo 13. Sean xq,xs,...,zy vectores [—dimensional, que han sido generados por
una distribuciéon Normal, con matriz de covarianza conocida y media desconocida, esto

es: X . o
p(aw; ) = m exp (—5(% — ) X (g, — M))

Obtenga la estimacion de ML del vector de la media desconocida.
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La funcién de log-verosimilitud para este caso viene dada por:

L(p)

N
H (xka )

N 1 T 1
U 27r)§|2\7 exp (= (ze — 1) 27 (ax — 1))
5 s O (el m i )

S (2 15) 7 exp (~4on — 0)7E (01 - )

<ln((27r) %)% + Inexp (=L (zx — p)"E " (2x — u)))

N

M2|

k,

S () 1S + 3 —How - w)7E on — )
(212 — § 3 (o )7 - )
~$In((2e)) - $In(lE) - § & (o — 075 o~ )

Tomando el gradiente con respecto a u, obtenemos:

OL(p)
e

(-3 ez — ¥ 12D - § 2 o0 = 075 e - )

k=1

é(% —p)TE (g, — u))
g: (—2)2 Ny — /L)) por la Ecuacion [A§]

k=
-1

D=

M

(2 — )

MZ [

e
Il
—

Igualando el gradiente con respecto a u a cero, obtenemos:

Por lo tanto:

Es decir, la estimacion ML de la media, para las densidades gaussianas, es la media

muestral.
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Ejemplo 14. Sean xq,xs,...,zy vectores [—dimensional, que han sido generados por
una distribucion Normal, con media conocida y matriz de covarianza desconocida, esto

es:

1 Ts—1(p, _
p(ﬂfk,E)—meXP (—§($k—ﬂ) X7y M))

La funcion de log-verosimilitud para este caso viene dada por (por el ejemplo anterior):

N
Z Ty — $k — 1)
k=1

Vamos a reescribir la funcion de log-verosimilitud en funcién de X7

N N
L(Y) = ——l In(27) — —ln (12]) —

l\DI»—l

L) = —in2m) - Yin(k) " — 15 (e — )5 (p — o)

b
Il
—

N |
M=

= —Ymer) +SW(=) - (zp — ) TSz, — p) por la Ecuacion [A-]

i
I

MIH
M=

= _% In(27) + % n(|27) — tr(S g — p)(zp — p)7) por la Ecuacion

i
I

Tomando el gradiente con respecto a 7!, obtenemos:

N
WY g () + IS — § 3 (e o - )l — 7))

e
Il
—

= e =) — 33 e (4 (n ) — 7))
= %((2’1)’1)T - %é((wk — w)(zp — )T))T por la Ecuacion [AT7] y [AL6]
= IXr-1 % (g — p)(x, — p)T por la Ecuacion [A2]

Por lo tanto:
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2.3.2. Estimacion de la Probabilidad Maxima a Posteriori (en

inglés Maximum a Posteriori (MAP))

Para la derivacion de la estimacion de méaxima verosimilitud, consideramos 6 como un
parametro desconocido. En esta subsecciéon consideraremos 6 como un vector aleatorio
descrito por una pdf p(f|X), que supondremos conocida. Sea X = {x1,zs,...,zx}. Del

teorema de Bayes, tenemos:

p(0)p(X|0) = p(X)p(0]X) (2.26)
o lo que es equivalente: Op(X16)
~ p(0)p(X

La estimacion de la Probabilidad Méaxima a posteriori (MAP) 0 mAp se define en el punto

donde p(f|X) se convierte en maximo:
Oriap = arg méx p(6]X)

Es decir: 5 5
Orap %p(f)lX) =0 0 %(p(e)p()ﬂ@)) =0 (2.28)

Note que p(X) no esta involucrado en la Ecuacion m ya que es independiente de 6.
La diferencia entre las estimaciones de ML y MAP radica en la participacion de p(f) en
este tltimo caso. Si suponemos que p(6) obedece a la distribucién uniforme, es decir, es
constante para todo 6, ambas estimaciones arrojan resultados idénticos. Esto también
es aproximadamente cierto si p(f) muestra una pequena variacion. Sin embargo, en el

caso general, los dos métodos producen resultados diferentes.

Debido a que la funcién logaritmo es una funcién mondétona, definimos:
Orpap = arg max In p(0|X)

Por lo tanto la Ecuacion [2.28] es equivalente a:

Jlnp(0) N Jlnp(X|0)

00 a5
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Ejemplo 15. Sean x1, zs, xn vectores [—dimensional, que han sido generados por

una distribucién Normal, con matriz de covarianza conocida ¥ = 02/ y media descono-
cida, esto es:

1 1 Tyl _
P(%M)—mexp (—5(%—#) S M))

Ademés el vector medio desconocido se distribuye normalmente como

1 1|p— M0||2)
plo) = — e (g Lol
(2m)z O'L 2 o2

I

Obtenga la estimacion de MAP del vector de la media desconocida

N
gﬂnp004—£ﬂng1pwﬂu)=0

1 1y TN—1(, _ _
zlln'@w>%uw? exp (—g(wr — )" S (2p —p)) =0

7t lnexp (—3(@x —)"S  ap — )| =0

N
2 -l v 8 [—%m — )8 @y — )] =0
“N k=1
_QiZQ(ﬂ — o) — %; %(:L‘k — )2 (2, — p) = 0 por la Ecuacion
=1
N
—ge) 1S (25 (a — 1) = 0
k=1
(r—#o) Xy
oz T > ;(mk—,u):()
a k=1
N

Por lo tanto:

N k
HyprAap =

Dividimos a la ecuacién anterior por o2, entonces tenemos:

Lo + E Ty
fiviap =
1+ N%
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2

2
. O . . .
Si -5 > 1 (es decir la varianza o,, es mucho mayor que la varianza o?), entonces, la

ecuacion anterior puede ser escrita como:

2 N
vap = ozt —= > Tk

g
2 1 1
1+NZ—§ ¥+N72 k=1
Entonces:
N
R R 1
HUpap = WML = =5 g Tk
N k=1

2.3.3. Inferencia Bayesiana

Ambos métodos considerados en las subsecciones anteriores, calculan una estimaciéon
especifica del vector de parametros desconocidos. En el método que vamos a describir
a continuacion, se adopta una ruta diferente. Dado el conjunto X de los N vectores de
entrenamiento y la informacion a priori sobre la pdf p(0), el objetivo es calcular la pdf
condicional p(z|X). A partir de las identidades conocidas de los conceptos bésicos de

estadistica, sabemos que:

pla]X) = / p(]6)p(6]X)d6 (2.29)
donde: (X|0pB)  p(X[0)p(0)
b P P P
PO =%y T To(X10)p(0)0 (2:50)
p(X10) = [ plael®) (2.31)

La densidad condicional p(6|X) también se conoce como la estimacion de la pdf a poste-
riori, ya que se actualiza lo que “sabemos” de las propiedades estadisticas de 0, después
de haber observado el conjunto de datos X. Una vez mas, la Ecuacion [2.31] supone in-

dependencia estadistica entre las muestras de entrenamiento.

En general, el célculo de p(x|X) requiere la integracion del lado derecho de la Ecuacion
2.29] Sin embargo, las soluciones analiticas son factibles s6lo para formas muy especiales
de las funciones involucradas. Para la mayoria de los casos, las soluciones analiticas para

la Ecuacion [2.29, asi como para el denominador en la Ecuacion [2.30, no son posibles, y
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tenemos que recurrir a aproximaciones numéricas.

Mirando méas cuidadosamente la Ecuacion y suponiendo que p(f|X) es conocido,

entonces p(z|X) no es mas que el promedio de p(z|f) con respecto a 6, es decir:
p(x]X) = Ey[p(x|0)]

Ejemplo 16. Sea p(z|u) una pdf Gaussiana unidimensional N'(u, 02) con un parametro
desconocido, la media, que también se supone que sigue una pdf Gaussiana N (p,03)

(Jurcicek, |2014), (Murphy, [2007). Entonces:

N

p(p|X) = ]% = éHp(ka)p(u)

donde para un conjunto de datos de entrenamiento dado X, p(X) es una constante

denotada como «, es decir:

L (zk—p)? 1 (p—p0)?
p(:u‘X) = Ekl;ll \/27rUeXp <_ 202 ) 2moq eXp (_ 203 )
1 1\ | ¥ 2 1 (p—p0)?
= = TW) exp —ﬁkz::l(fﬂk—ﬂ) famog P( 202 )
N
— St o (4| S )

N
Sea Ty = + > Ty, entonces:
k=1

(xp, — Ty + TN —M)Z

M=

%(ﬂfk - M)2 =

k=1

i
I

[(xx — Zn)* + 2(xr — Tn)(Tn — p) + (Tn — 1)’

[
M=

= é:l(l“k—!ﬂjv) +2($N—#)é($k_$m+N(xN—“)2
= é($k_mN) +2(Ty — ) éxk—NxN)—l—N(a?N—M)2

I
M=
]
ol
|
]
D
+
i~
8
=
|
=
N N
M=
=
ol
|
M=
S
ol
N———
+
=
8
>
|
=
e

b
Il
—

Il
e
]
Bl
|
&
4
e
_l’_
=
s
=
|
=
e
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Por lo tanto:

N
A = % Z(J/'k—/i)?*'alg(ﬂ—ﬂo)z

N
= o (@ —an)? + Z@R = 2Evp+ i) + 2 (6 — 200 + 415)

N _ ~
— A @+ G (B k) -2 (M)

o2

Haciendo: . )
9 N 1Y\ No2 + o2\~ oo}
on==t= —\7 22 T NA2 L2
o? o} oders Nog + o?

Notzy + o’po o, (Nodzy + a’pg
KN = =OnN

No? + o2 o2l

Reemplazando entonces, tenemos:

N z3 2 02z o2
A= (a0 (M),
1 0 N 0
_ 1 N — N2 | NzXoopg 1,2 LN
= o2 (T —In) + 5 Tt —2{g)n
k=1
— L%(ZE —7 )2_’_1\7_56?\;_'_#_8_’_L(2_2 )
= 3 2 k N 2 o2 o2 M UN L
1 N — N2, Nz%o | opd 1,2 17,2 2
= oz 2 (@ — Tn) +U_2N+§_g/~‘zv+g(/i — 2un e+ pg)
k=1
_1%( = N2 N2y w3 12 1 . 2
= 2 (wk —IN) + =+ 8 - o+ oz (e — )
k=1
Por lo tanto:
1 1 (1 & 2 N, Hb 1,2 1 2
PilX) = v vime &P | 3 pk;(mk—xzv) + 2 iy (= )
_ 1 1 oxp [ —1 L%(I a2 NI s L2 ) ()2
T a(V2ro)Ny27og p 2\ o2 = k N o? o3 UIQVMN 2 \o% H— KN
= 1 L _exp|-12 i%(aj —Z )2+N$N+&_LM2 exp(_(ufuzv)2>
o (V2ra)Ny/2rag 2\ o2 = k N 2 o o3 N 203

1 (p—pn)?
X Taram €XP (—#%N )

Es decir:
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donde

Ly = Nojin + 0%y Nojin a2
N = —
Noi + o? No2+02  No+ o2
olol
2 _ 0
ON = 2. 2
Nojg+o

Observamos que si N = 0, entonces la pdf posterior p(u|X) es la pdf gaussiana con
media j9. Cuando N — o0, la pdf posterior p(u|X) tiende a la pdf gaussiana con media
[z Ademas su varianza disminuye cuando N crece. Por lo tanto, para valores grandes

de N, p(u]X) llega a su punto maximo alrededor de la media muestral fiyy..

Por lo tanto, el predictivo posterior viene dado por (Murphy, [2007):

p(x|X) = [plxlp)p(p|X)du
SN @l )N (plpw, 0% )dp
= N(Z";LN,Uz +U]2\7)

Pues:
v = (z—p)+p
r—p ~ N(0,07%)
woo~ N(FLNvo-JQV)

Entonces # ~ N (uy, 0% + 0%)

plalX) = o 1—(”“"‘“N>2)

2m(0? 4 o%) 2 0%+0%

Observe que a medida que N tiende al infinito, el valor de la media desconocida del

gaussiano tiende a la estimacion de fip/r, v la varianza al valor o2.



CAPITULO 3

MODELOS DE MEZCLA

En este capitulo estudiaremos la teoria de Modelos Mixtos, variables ocultas, variables

observables, el Algoritmo de Esperanza-Maximizacion (EM).

3.1. Introducciéon

Un modelo de mezcla es un modelo probabilistico para representar la presencia de sub-
poblaciones dentro de una misma poblaciéon general, sin requerir que un conjunto de
datos observados identifique la subpoblacion a la que pertenece una observacion indivi-
dual (McLachlan & Peel, 2004), (Mahjoub et al.., [2012) (Chen, 2008), (Wilson, 2015)),
(Haas, 2002).

El modelo de mezcla se construye a partir de una combinacién ponderada de distribu-

ciones de probabilidad de componentes (Baxter, 2017)).

McLachlan y Basford| (1988) enfatiza las distribuciones de mezclas finitas en el modelado
de datos heterogéneos, en el campo del analisis de agrupamientos. Los autores se centran
en la adaptacion de modelos de mezcla, mediante un enfoque basado en la probabilidad,
utilizando la maxima verosimilitud. El algoritmo EM proporciona una forma convenien-

te para el calculo iterativo de soluciones de la ecuacién de likelihood. También hacen

o7
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hincapié en las mezclas de distribuciones normales, ya que estos modelos se emplean

més ampliamente en la practica y se estudian con mayor frecuencia.

Las mezclas de distribuciones, en particular las normales, se han utilizado ampliamente
como modelos en una amplia variedad de situaciones practicas importantes, en las que
se puede ver que los datos surgen de dos o mas poblaciones mezcladas en proporciones

variables (Tukey, |1960)).

3.2. Modelos de Mezcla Finita

Una manera para modelar una pdf p(z) desconocida es via una combinacion lineal de
funciones de densidades. Sea X € € una variable aleatoria tal que 2 € R para algin
d € N y sea p;(z) una funcién de densidad de probabilidad para cada i = 1,...,g,
donde g € N. La variable aleatoria X surge de un modelo de mezcla finita, digamos g
poblaciones Gy, ..., G, en algunas proporciones 1, . .., T, respectivamente (McLachlan
& Peel, 2004)) donde:

Y

Zm—zlym—ZO (i=1,...,9)

i=1
La funcion de densidad de probabilidad de una observacién x puede ser representada en

forma de mezcla finita:

p(x;0) = Z"Ti-pi<$§9i) (3.1)

donde p;(z;6;) es la funcion de densidad de probabilidad corresponde a G;, y © denota
el vector de todos los pardmetros desconocidos asociados con las formas paramétricas
adoptadas para estas g componentes de densidades. Por ejemplo, en el caso particular
de las densidades de componentes normales multivariantes, 6; consiste del vector de la

media p; y la matriz de covarianza ¥;, es decir 6; = (p;, ;). El vector:
O = (m,0)

consiste de todos los parametros desconocidos del modelo de la mezcla, donde © =
(15, mg), vy 0= (bh,...,0,)
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3.2.1. Modelo de Mezcla Finita de Gaussianas

Si bien la distribucion gaussiana tiene algunas propiedades analiticas importantes, sufre
de limitaciones significativas cuando se trata de modelar conjuntos de datos reales.
En muchos casos una distribucién gaussiana simple no puede modelar adecuadamente
algunos datos, mientras que una superposicion lineal de un ntmero finito de gaussianas

da una mejor caracterizacion del conjunto de datos.

p(&:) 'y

Figura 3.1: Ejemplo de una distribucion de mezcla gaussiana en una dimension que

muestra tres gaussianos en azul y su suma en rojo. (Bishop, [2006)

Dichas superposiciones, se pueden formular como modelos probabilisticos conocidos co-
mo distribuciones de mezclas (McLachlan & Basford, [1988), (McLachlan & Peel, 2004)).

En la Figura[3.1] vemos que una combinacion lineal de gaussianos puede dar lugar a den-
sidades muy complejas. Al utilizar un ntimero suficiente de gaussianos, y al ajustar sus
medias y covarianzas, asi como los coeficientes en la combinaciéon lineal, casi cualquier

densidad continua se puede aproximar a una precision arbitraria.

Por lo tanto, consideramos una superposicion de K densidades Gaussianas de la forma
(Gongoral, 2010):
K
p(z) = Zﬂk/\/(ﬂf\ﬂk, k) (3.2)
k=1
la cual se llama una mezcla de gaussianos. Cada densidad gaussiana N (z|ug, Xk) se
denomina componente de la mezcla y tiene su propia media p; y matriz de covarianza

Y. Los pardametros m, se denominan coeficientes de mezcla (proporcion o peso de la
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mezcla), que satisfacen 0 < 7, < 1y:

Y m=1 (3.3)
k=1

De las reglas de suma y producto de probabilidades, la densidad marginal es dada por:

p(x) =Y p(k)p(x|k) (3-4)
k=1

la cudl es equivalente a la Ecuacion , en la cual podemos ver 7, = p(k) como la pro-
babilidad prior de elegir la k—ésima componente, y la densidad N (z|uy, Xx) = p(z|k)

como la probabilidad de x condicionado en k.

Sea p(k|x) la probabilidad posterior, las cuéles también se conocen como responsabili-

dades. Del teorema de Bayes estas son dados por:

() = p(klz)
p(k)p(x|k)
p(x)
p(k)p(x|k)
lep(l)p(w\l)

TN (2] g, S.)
> mN (2|, %)
l

(3.5)

La forma de la distribucion de la mezcla gaussiana se rige por los parametros 7, py X,
donde m = {my, ..., "}, p={p1, ..., i} vy X ={%1,...,Ex}. Una forma de encontrar
los valores de estos parametros es usar la maxima verosimilitud. De la Ecuacion [3.2] el
logaritmo de la funcién de verosimilitud para un conjunto de datos X = {z1,...,x,}

(asumimos independencia) viene dado por:

N
np(X|m, 1, %) = IWn]]palm, 1 %)

"V ¢ &

= IHH{ZmN(xnmk,Ek)}
n=1 =
N kKl

= Zln{ZwkN(wn\,uk,Ek)} (3.6)
n=1 k=1

Vemos que la situaciéon ahora es mucho més compleja que con una soéla distribucion

gaussiana, debido a la presencia de la suma sobre k dentro del logaritmo.
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3.2.1.1. Maxima verosimilitud

Supongamos que tenemos un conjunto de N datos de observaciones {z1,...,zx}, don-
de cada z, € R”, n = 1,...,N y deseamos modelar estos datos usando una mezcla
de K gaussianas. Podemos representar este conjunto de datos como una matriz X de
dimension N x D en la que n—ésima fila es dada por 2z (T denota transpuesta). Del
mismo modo, las variables latentes correspondientes se denotaran mediante una matriz
Z de orden N x K con filas denotadas por z!. Si suponemos que los puntos de datos
se dibujan independientemente de la distribucion, entonces podemos expresar el modelo
de mezcla gaussiana para este conjunto de datos i.i.d.. El logaritmo de la funcién de
verosimilitud es dado por la Ecuacion [3.6} (Jiménez| 2006)

N K
lnp(X|7T’ 122 E) = Z In {Z ﬂ-kN(‘rnLukv Ek)}
k=1

n=1

Maximizar la funciéon log-verisimilitud para un modelo de mezcla gaussiana resulta ser
un problema mas complejo que para el caso de un solo gaussiano. La dificultad surge
por la presencia de la suma sobre k que aparece dentro del logaritmo, de modo que la

funcion de logaritmo ya no actia directamente sobre el gaussiano.

Al derivar In p(X|m, u, X) (Ecuacion[3.6) con respecto a las medias i, de las componentes

Gaussianas, e igualando a cero, obtenemos:

5 P N K
S p(Xr ) = m(Zln{Zmleuk,EwD
= Ziln{ZWk/\/'(onk,Ek)}
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. | Z_(

> Inp(X|m, p,
k

n=l lejN(onJa %)
]:
) 1 1 T
o (m@wmzu% @xp (—3(®n = )T (@ Mk)))
- Z K
n=1 Z:IWJN(zn’PJ]a )
J:
1 9 1 Ty —1
gt (59 A i e )
o K
=l 21 TN (2alp, 25)
]:
_ % Wk(%r)gllzkéexp(%<zn#k)1( k (In #k)) BH}@( %(Infﬂk)ngl(In*Mk»
n=1 > miN(en i 5))
j=1
_ i TN (T Zk)ai (=5 (@0 — i) "80 (@0 — )
- K
n=1 Zlﬂjf\/(ﬂﬁn!#p ¥5)
]:
N
-3 TN (| i, D) (=5 (20 — 1))
K
n=l 231 WJN(xn“'Lj? Z])
j:
Por lo tanto, tenemos:
Z DB ) (37)
k \Tn .

Z 7T] 'rn|/“L]7 j)

denotemos
WkN(xn\,uk, Ek)

) = S N ey, )

(3.8)

donde 7(z,x) representan las probabilidades posteriores o responsabilidades. Multipli-

cando por ¥ (que suponemos que no es singular) a la Ecuacion obtenemos:
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0 = —ZV(an)EEI(Z‘n—Mk)

= > ) ()
>

N
= - Y(Znk)Tn + Z Y (Znk ) 1k
n=1 n=1
Entonces:
N N
Z V(i) i = Z 7 (Znk)n
n=1 n=1

Despejando de la ecuaciéon anterior iy, se tiene:

N
1
[y = m ;v(znk)xn (3.9)
donde definimos: N
Ne =Y v(za) (3.10)
n=1

N, puede ser interpretado como el ntumero efectivo de puntos asignados al grupo k.
Vemos que la media py para la k—ésima componente gaussiana se obtiene tomando una
media ponderada de todos los puntos en el conjunto de datos, en el que el factor de
ponderacion para el punto de datos z,, viene dado por la probabilidad posterior v(z,)

que la k componente fue responsable de generar x,,.

La maximizacion de In p(X |7, p, ¥) (Ecuacion con respecto a la matriz de covarianza
Yk de las componentes Gaussianas, es mas complicado (Bishop, [2006). Al efectuar dichos

céalculos, que no seran realizados en esta tesis, se obtiene:

S = - 302t = ) — )" (3.11)

la ctal tiene la misma forma que el resultado correspondiente para un solo Gaussiano
ajustado al conjunto de datos, pero nuevamente cada punto de los datos ponderado

por la probabilidad posterior correspondiente y con el denominador dado por el niimero
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efectivo de puntos asociados con la componente correspondiente.

Finalmente, maximizamos In p(X|m, u, ¥) (Ecuacion |3.6]) con respecto a los coeficientes
de mezcla ;. Aqui debemos tener en cuenta la restriccion de la Ecuacion [3.3] que
requiere que los coeficientes de mezcla sumen uno. Esto se puede lograr usando un

multiplicador de Lagrange (Ecuacion [A.10)) y maximizando la siguiente cantidad:

L(mg, A) = Inp(X|m, 1, ) + A (Z T — 1) (3.12)

Derivando la Ecuacion [3.12] con respecto a 7, se tiene:

) 9 -
B 0 (<
= a—mlnp(XhT,/L,Z)—i-a—m)\ (Zwk—l)
= aﬂ_kZIIl{;WkN xn|/lk72k)}+/\

n=1

ANy
K

+A

K
n=l YT N (|, )

lo cual da:

N
Z Nx”'“’“’z’“) A (3.13)

7T] xn|”]7 j)

n=1
donde de nuevo vemos que las responsablhdades aparecen en la ecuaciéon. Si a ambos
lados multiplicamos por 7 y sumamos sobre k y hacemos uso de la Ecuacion |3.3]

encontramos que

N
7TkN SEnllu,k,Zk)
0 = E +>\7Tk
277] xn‘“j’ ])

ZZ TN (|, 2ie) Z
0 = +)\ Tl
1 ne 1Z7TJ (@alps, ) -

0 = N+
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Es decir A = —N. Usando esto para eliminar )\ y reorganizando, obtenemos:
N,
T = Wk (3.14)

tal que el coeficiente de mezcla de la k—ésima componente es dado por la responsabili-

dad promedio que esa componente asume para explicar los puntos de datos.

Vale la pena enfatizar que los resultados dadas en las Ecuaciones [3.9 y no
constituyen una soluciéon de forma cerrada para los parametros del modelo de mezcla
porque las responsabilidades 7(z,,) dependen de esos parametros de manera compleja
a través de la Ecuacion 3.8

Es por eso que para resolver este problema, el logaritmo de la funciéon de verosimili-
tud dado por la Ecuacion [3.6] consideraremos un enfoque alternativo conocido como

algoritmo EM que tiene una amplia aplicabilidad. El cual seré descrito a continuacion.

3.2.1.2. EM para mezclas Gaussiana

Para encontrar soluciones de maxima verosimilitud para modelos con variables latentes
aplicamos un método elegante y poderoso llamado el algoritmo de maximizaciéon de ex-
pectativas o algoritmo EM (McLachlan & Peel, [2004), (Bishop, 2006), (Dempster, Laird,
& Rubin, [1977)).

Como se ha visto anteriormente, la solucion de la maxima verosimilitud para los para-
metros ya no tiene una solucion analitica. Ahora para resolver este problema, podemos

emplear un método poderoso llamado el Algoritmo Esperanza-Maximizacion (EM).

Ahora pasamos a una formulaciéon de mezclas gaussianas en términos de variables la-
tentes (o variables ocultas). Esto nos proporcionara una vision més profunda de esta

importante distribucién, y también servira para motivar el algoritmo EM.

Consideramos una mezcla de K gaussianos, la pdf es dada por:

p(x) =Y mN (], 2

k=1

K
tal que 0 <7, <1y > = 1.
k=1
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Introduciremos una variable aleatoria binaria K —dimensional z que tiene una repre-
sentacion 1-de-K en la que un elemento particular z; es igual a 1 y todos los demés

elementos son iguales a 0. Es decir:
zZ = (21,22,...,2k,...,2’[{)

K

donde z, € {0,1}, k=1,..., Ky > z, = 1. Vemos que hay K posibles estados para el
k=1

vector z de acuerdo a qué elemento es distinto de cero.

Definimos la distribucion conjunta p(z, z) en términos de una distribuciéon marginal p(z)

y una distribuciéon condicional p(z|z), es decir:

p(z, z) = p(z)p(z|z) (3.15)

La distribucién marginal sobre z es dada en términos de los coeficientes de mezcla 7,

de modo que:
plzr = 1) = m

donde los pardmetros {7} deben satisfacer:

0<m <1 (3.16)
K

Y m=1 (3.17)
k=1

con el fin de ser probabilidades validas.

Debido a que z usa una representacion 1-de- /K, también podemos escribir esta distribu-

cion en la forma: .
p(z) =[] = (3.18)
k=1

Del mismo modo, la distribucién condicional de # dado un valor particular para z es un

gaussiano:
p(x|ze = 1) = N (2|, X) (3.19)
Ademas:
K
plalz) = [N (@], S)* (3.20)

k=1
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La distribucion marginal de x es obtenida sumando la distribucion conjunta p(z, z) sobre

todos los posibles estados de z:
p(r) = D plz,2)
= Y p(x)p(a|z)

= plz=Dplelzr =1) +plze = Dp(afze = 1) + ... + plzx = Dp(e]zx = 1)
= mN(x|p, X1) + mN (z|p2, X)) + . .. + TN (2| pr, Xk)

K
= Zﬂk/\/($|uk,2k) (3.21)
k=1

Por tanto, la distribucién marginal de = es una mezcla gaussiana de la forma de la
Ecuacion [3.2] Si tenemos varias observaciones z1, . . ., Zy, entonces, ya que hemos repre-

sentado la distribucion marginal en la forma p(z) = > p(z, 2), se deduce que para cada

z
punto de los datos observado x,, hay una variable latente correspondiente z,.

Por lo tanto, hemos encontrado una formulacién equivalente de la mezcla gaussiana que
involucra una variable latente explicita. Puede parecer que no hemos ganado mucho al
hacerlo. Sin embargo, ahora podemos trabajar con la distribuciéon conjunta p(z,z) en
lugar de la distribucion marginal p(z), y esto conducira a simplificaciones significativas,

especialmente a través de la introducciéon del algoritmo EM.

Otra cantidad que desempenara un papel importante es la probabilidad condicional de z
dada x. Usaremos 7(z;) para denotar p(zx = 1|x), cuyo valor se puede encontrar usando

el teorema de Bayes.

Y(z) = plaw = 1|z)

meN (@] gk, Eie)
= -t ko 2k (3.22)

> TN (), )

=1

Veremos 7, como la probabilidad prior de z;, = 1, y la cantidad y(z;) como la pro-
babilidad posterior correspondiente una vez que hayamos observado z. Como veremos
més adelante, y(z;) también puede verse como la responsabilidad que la componente k

asume para “explicar” la observacion x.
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3.2.2. Una vista alternativa del algoritmo EM

En esta parte presentamos una vista complementaria del algoritmo EM, que reconoce
el papel clave desempenado por las variables latentes. Discutiremos este enfoque en pri-
mer lugar en un contexto general, y luego, vamos a considerar el caso particular para

las mezclas gaussianas.

El objetivo del algoritmo EM es encontrar soluciones de maximum likelihood para mo-
delos con variables latentes. Denotamos el conjunto de todos los datos observados por
X, en la que n-¢sima fila es dada por zZ, y de manera similar denotamos el conjun-
to de todas las variables latentes por Z, donde la n-é¢sima fila es denotada por z!. El
conjunto de todos los pardmetros del modelo se denota por ©, por lo que la funcién de

log —verosimilitud es dada por:

Inp(X|©) =In {Zp(X, Z|®)} (3.23)

Una observacion clave es que la suma de las variables latentes aparece dentro del lo-
garitmo. La presencia de la suma evita que el logaritmo acttie directamente sobre la
distribuciéon conjunta, lo que resulta en expresiones complicadas para la solucién de méa-

xima verosimilitud.

Ahora suponga que, para cada observacion en X, tenemos su valor correspondiente
en la variable latente o variable oculta Z. Llamaremos a {X, Z} el conjunto de datos
completo, y nos referiremos a los datos observados reales X como incompletos. La fun-
cion de verosimilitud para el conjunto de datos completo simplemente toma la forma
Inp(X, Z|©), y supondremos que la maximizacion de esta funcion de log —verosimilitud

de datos completos es sencilla.

En la practica, sin embargo, no se nos da el conjunto completo de datos {X, Z}, sino sdlo
los datos incompletos X. Nuestro conocimiento de los valores de las variables latentes
Z viene dado tnicamente por la distribucion posterior p(Z|X,0). Como no podemos
usar la funcién log —verosimilitud de datos completos, consideramos en su lugar su valor
esperado bajo la distribuciéon posterior de la variable latente, esto corresponde al paso
E del algoritmo EM. En el siguiente paso M, maximizamos esta esperanza. Si la estima-

cién actual para los pardmetros se denota ©°“¢, entonces un par de pasos sucesivos E y
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M dan lugar a una estimacion revisada ©™". El algoritmo se inicializa eligiendo algin

valor inicial para los parametros .

En el paso E, usamos los valores de los pardmetros actuales ©°¢ para encontrar la
distribucién posterior de las variables latentes dadas por p(Z|X,©°4). Luego usamos
esta distribucion posterior para encontrar la esperanza de la funciéon log —verosimilitud
de datos completos evaluada para algtn valor de pardmetro general ©. Esta esperanza,
denotada por Q(0,©°4) es dada por:

Q(0,0") = Egxeu |y Inp(X,Z|0)X, 0%

= Y p(Z1X, %) np(X, Z|6) (3.24)

En el paso M, determinamos la estimaciéon revisada del parametro ©™" maximizando
la funcién anterior:

O = argmix Q(O, Q') (3.25)

Tenga en cuenta que en la definicion de Q(©,0°4), el logaritmo actiia directamente
sobre la distribucion conjunta p(X, Z|©), por lo tanto la maximizacién del paso M co-

rrespondiente sera, por suposicion, tratable.

Ahora consideramos la aplicacion del algoritmo EM utilizando variable latente para el
caso especifico de un modelo de mezcla gaussiana. Recuerde que nuestro objetivo es
maximizar la funcién log —verosimilitud (Ecuacion , que se calcula utilizando el
conjunto de datos observados X, y como vimos anteriormente, esto era mas dificil que
para el caso de una soéla distribucion gaussiana debido a la presencia de la suma sobre
k que ocurre dentro del logaritmo. Supongamos, entonces, que ademas del conjunto de
datos observado X, también se nos dieron los valores de las variables ocultas discretas

correspondientes Z.

Ahora considere el problema de maximizar la probabilidad del conjunto de datos com-
pleto {X, Z}. De las ecuaciones [3.9|y [3.11] esta funcion de probabilidad toma la forma:

N K
p(X7Z|M7277T) = HH?TZ"kN({EnHJ,k,Ek)Z”k (326>

n=1k=1
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donde z,, denota la k—ésima componente de z,. Tomando el logaritmo, obtenemos:

N K
np(X, Z|w, 2, 7) = Y zuk {In e + N (|, Te)} (3.27)

n=1 k=1

La comparacion con la funcién log —verosimilitud (Ecuacion para los datos in-
completos muestra que la suma de k y el logaritmo se han intercambiado. El logaritmo
ahora actua directamente sobre la distribucién gaussiana, que es un miembro de la fa-
milia exponencial. No es sorprendente que esto conduzca a una solucién mucho més
simple para el problema de méaxima verosimilitud. Considere primero la maximizacion
con respecto a las medias y las covarianzas. Como z, es un vector K —dimensional con
todos los elementos iguales a 0, excepto un tinico elemento que tiene el valor 1, la funcién
log —verosimilitud de datos completos es simplemente una suma de K contribuciones
independientes, una para cada componente de la mezcla. Por lo tanto, la maximizacion
con respecto a una media o una covarianza es exactamente como para un solo Gaussiano,
excepto que involucra soélo el subconjunto de puntos de datos que estan “asignados” a
esa componente. Para la maximizacion con respecto a los coeficientes de mezcla, obser-
vamos que estos se acoplan para diferentes valores de k en virtud de la restriccion de
suma (Ecuacion . Una vez mas, esto puede hacerse cumplir usando un multiplicador

de Lagrange como antes, y conduce al resultado

1 N

tal que los coeficientes de mezcla sean iguales a las fracciones de los puntos de da-
tos asignados a las componentes correspondientes. Por lo tanto, vemos que la funcion

log —verosimilitud de datos completos se puede maximizar trivialmente en forma cerra-

da.

Usando las ecuaciones [3.9]y [3.11] junto con el Teorema de Bayes, vemos que esta distri-

bucién posterior toma la forma de:
N K
p(Z|X, p, S, ) H H (RN (20 gy S )77 (3.29)

y, por lo tanto, factoriza sobre n para que bajo la distribucion posterior, los {z,} sean

independientes. El valor esperado de la variable indicadora z,; bajo esta distribucion
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posterior viene dado por

> Znk TR N (0 g, X)) 7%

Elzns] = =&
S > P CATAR Y
N (2| g, Z
= pMElZ) (3.30)
ZIWjN(anj, )

que es solo la responsabilidad del componente k£ para el punto de datos z,,. Por lo tanto,
el valor esperado de la funcion log —verosimilitud de datos completos es por tanto, dado
por:

N K
Ez[Inp(X, Z|p, 2, 7)] = Z Z Y(znk) {In 7 + In N (2| pore, 2k) } (3.31)

n=1 k=1
Ahora podemos proceder de la siguiente manera. Primero elegimos algunos valores inicia-
les para los parametros p®?, ¥4 v 7%, v los usamos para evaluar las responsabilidades
(el paso E). Luego mantenemos las responsabilidades fijas y maximizamos (Ecuacion
3.31]) con respecto a py, i v 7 (el paso M). Esto conduce a soluciones de forma ce-

nuevo nuevo
, 2

rrada para p y w"e? Este es precisamente el algoritmo EM para mezclas

gaussianas derivadas anteriormente.



CAPITULO 4

APLICACION DEL ALGORITMO EM

En este capitulo aplicaremos la teoria del Algoritmo Esperanza-Maximizacion (EM) pa-

ra el caso particular de Mezclas Gaussianas, aplicado a la segmentacion de imégenes.

Para este fin, usaremos imagenes sintéticas y reales que presentaremos a continuacion.
El programa usado para implementar estos algoritmos, fue usado el Matlab 2019b (con
licencia de estudiante). En Matlab fue adoptado y programado el algoritmo EM, para

visualizar la segmentaciéon de imagenes.

Considere la imagen X = {z1,xs,...,2xy}, la cuél se ha vectorizado de longitud N,
asumimos que N es el nimero de pixeles dentro de la imagen. La parte oculta Z, puede
ser representada como un conjunto de N etiquetas Z = {z1, 29, ..., 2y} asociados a los

N pixeles, indicando a cuél grupo pertenece (sea K la cantidad de grupos presentes en

la imagen 2 = {w1,...,wk}). Cada etiqueta es un vector binario
1,2 K
zj= 25,25, .2 ]
tal que z;» =1,j=1,...,N,i=1,..., K siel pixel z; de X pertenece al i—ésimo grupo

y z; = 0 caso contrario.
Se aplica el algoritmo EM para encontrar el vector de parametros desconocidos © =

[0, ooy TR Ly - oy JUE, 21, - - - 5 2k] de la funcion de log —verosimilitud. En este trabajo,

los valores del vector de parametros © usado para inicializar el algoritmo EM, fueron
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adoptados por un simple procedimiento que consiste en dividir el histograma de X en

K regiones de igual longitud (Melgani, |2006):

max {z;} — min {z;}
A — j=1,...,.N Kj—l,.,.,N (41)

Después, las muestras comprendidas en la ¢—ésima region del histograma delimitado

%

por los valores xj,;, = r{n'nN{xj} + (i = 1) Y @lign = Tiepy + A son utilizados para

calcular los valores iniciales de los tres pardametros asociados con el i—ésimo grupo.

Después de la convergencia del algoritmo EM, las estimaciones finales de los parametros
definiran completamente las clases de datos gaussianos disponibles en X. Por ultimo
se transforma en un mapa de clasificacién con un error minimo mediante la conocida
regla de decision mazimum a posteriori probability (MAP). Dado que las estimaciones
finales de z; representan las estimaciones de las probabilidades posteriores P(w;|z;),
i=1,...,K,j5=1,...,N, se puede asignar a cada pixel z; de X la etiqueta del grupo
6ptimo, de modo que:

W = argmax P(w;|z;) (4.2)

wiEQ

4.1. Algunos resultados obtenidos

El primer ejemplo que presentamos para la segmentacion de imagenes es una imagen de
textura en escala de grises que se encuentra en la base de datos del albim de Brodatz.

La imagen tiene una longitud de 200 x 200 pixeles.
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(a) Imagen original (b) Segmentacion de la

Imagen

Figura 4.1: Segmentacién de la Imagen 1 de Textura

En la Figura4.1(a)| observamos la imagen original en escala de grises, en la parte 4.1(b)

hacemos uso del algoritmo EM con 5 grupos distintos para realizar la segmentacion.

El segundo ejemplo que presentamos para la segmentaciéon de imégenes también es una

imagen de textura en escala de grises que se encuentra en la base de datos del albim de

Brodatz. La imagen tiene una longitud de 200 x 200 pixeles.

(a) Imagen original (b) Segmentacion de la

Imagen

Figura 4.2: Segmentacion de la Imagen 2 de Textura

En la Figura|4.2(a)| observamos la imagen original en escala de grises, en la parte |4.2(b)

hacemos uso del algoritmo EM con 6 grupos distintos para realizar la segmentacion.

El tercer ejemplo que presentamos para la segmentacion de imégenes es una imagen real

en escala de RGB. La imagen tiene una longitud de 308 x 206 pixeles.
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(a) Imagen original (b) Segmentacion de la Ima-

gen

Figura 4.3: Segmentaciéon de una Imagen real

En la Figura 4.3(a)| observamos la imagen original en escala RGB, en la parte |4.3(b)|

hacemos uso del algoritmo EM con 7 grupos distintos para realizar la segmentacion.

El dltimo ejemplo que presentamos para la segmentacion de imagenes es una imagen
satelital, tomada sobre la region de Trentino, en el norte de Italia. La imagen usada en
este experimento representa una secciéon de una escena tomada por el sensor Landsat-7
ETM-+. La imagen es la banda 3 y tiene una longitud de 220 x 290 pixeles, adquirida en
septiembre del 2000. Los principales tipos de grupos presente en esta imagen son: area

urbana, agua, bosque, tierra, parto y vinedos

(a) Imagen original (b) Segmentacion de la Imagen

Figura 4.4: Segmentacion de una Imagen satelital
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En la Figura |4.4(a) observamos la imagen original en escala de grises, en la parte |4.4(b)|
hacemos uso del algoritmo EM con 4grupos distintos para realizar la segmentacion.



CAPITULO b

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un estudio sobre el algoritmo Ezpectation-Maximization,
se hice uso del algoritmo para el caso de mezclas Gaussianas, para la estimacion de los
valores de los parametros del vector de caracteristicas © en particular aplicado para la

segmentacion de imagenes.

El algoritmo EM fue utilizado para encontrar los estimadores de la funciéon de maxima
verosimilitud del modelo. Se observo que la introduccion de las variables ocultas, pro-
porcionan una ayuda significativa a la hora de la estimaciéon de los pardmetros. Ademas
se utilizo la informacion de las variables ocultas para realizar un mapa de clasificacion y
asi asignar a cada observacion (datos) a un grupo determinado. En nuestro caso, utili-
zamos como conjunto de datos una imagen determinada, donde cada pixel es asignado a
un grupo especifico, lo que nos permite la segmetacion de la imagen, que fue un objetivo

de este trabajo.

Para evaluar el desenvolvimiento del algoritmo, fueron procesadas diferentes iméagenes,
las imagenes segmentadas posteriormente pueden ser utilizadas en diferentes aplicacio-

nes, como por ejemplo, la reconstruccion de imégenes.
Se implemento6 el algoritmo FEzpectation-Maximization en el Software Matlab 2019b,

con licencia de estudiante gratuita otorgada por un mes, para el procesamiento de las

imagenes.
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5.1. Sugerencias para trabajos futuros

Algunas propuestas para la continuaciéon de la investigacion sobre el algoritmo EM son:

Estudiar la convergencia del algoritmo EM.

Estudiar métodos alternativos para la eleccion de los parametros iniciales.

» Comparacion del algoritmo K-means, con la segmentacion propuesta en este tra-

bajo.

Implementar el algoritmo en softwares libres, como por ejemplo R o Python.
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ANEXO A

FORMULAS ADICIONALES

En este anexo, vamos a incluir algunas formulas adicionales de matrices, su traza y sus

derivadas:

1. Si ¢ es un escalar, entonces es igual a su traza, tr denota la traza:

tr(c) =c (A.1)

2. Sean A y B dos matrices, tal que AB este bien definido, entonces:

(AB)T = BT A" (A.2)

3. Si dos matrices A y B son tales que, los productos AB y BA son ambos bien

definidos, entonces:
tr(AB) = tr(BA) (A.3)

4. Sea A una matriz cuadrada, |A| denota el determinante de la matriz A, entonces:
1

A7 =g (A.4)

5. La traza es un operador linear: Si A y B son dos matrices; y a y 3 son dos escalares,

entonces:

tr(aA + fB) = atr(A) + ptr(B) (A.5)
6. El gradiente de la traza del producto de dos matrices A y B con respecto a A es:

9 T
Str(AB) = B (A.6)
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7.

10.

El gradiente del logaritmo natural del determinante de A (|A|) es:

0

— In|Al=AHT A.
A = (A7) (A7)
Si x es un vector [ X 1 que no depende de A; y A es una matriz simétrica [ X [,

entonces:

%(xTAx) = 2Ax (A.8)

Sea x un vector [ X 1, A una matriz [ x | dimensional. Puesto que 27 Az es un

escalar, podemos tomar su traza, entonces se obtiene:

v" Az = tr(2’ Az) por la Ecuacion [A]]
= tr(za’ A) por la Ecuacién
= tr(Azz”) por la Ecuacion (A.9)

Multiplicador de Lagrange

Los multiplicadores de Lagrange se utilizan para encontrar los puntos estacionarios
de una funcién de varias variables sujeta a una o mas restricciones. Por ejemplo,
considere el problema de encontrar el maximo de una funcion f(z), sujeta a una
restriccion g(z) = 0. Un enfoque elegante y simple para solucionar este problema,

es introducir un parametro A llamado multiplicador de Lagrange.
Definimos la funcién Lagrangiana, dada por:

L(z,\) = f(x) + Ag(z) (A.10)

Para encontrar el maximo de la funcion f(x) sujeto a la restriccion g(z) = 0,
definimos la funcién Lagrangiana dada por la Ecuacion y luego encontramos

el punto estacionario de L(z, A) con respecto a x y A.



ANEXO B

ALGORITMO K-MEANS

El algoritmo k-means es uno de los algoritmos de agrupamiento batch més usados para
tratar problemas de clustering. La idea principal es definir K centroides (uno para cada
grupo) y luego tomar cada punto de la base de datos y situarlo en la clase de su cen-
troide mas cercano. El proximo paso es recalcular el centroide de cada grupo y volver
a distribuir todos los objetos segtn el centroide més cercano. El proceso se repite hasta
que ya no hay cambio en los grupos de un paso al siguiente. El problema del empleo
de estos esquemas es que fallan cuando los puntos de un grupo estan muy cerca del
centroide de otro grupo, también cuando los grupos tienen diferentes tamanos y formas
(Pascual, Pla, & Sanchez, 2007).

Un cluster es un conjunto o grupo de datos (observaciones) que presentan propiedades
comunes entre si y diferentes a las de otros clusters. Clustering se define como el pro-

cedimiento de agrupar los datos en grupos de acuerdo a algunos criterios (Herrero, [2015).

K-means es un algoritmo de clasificacion no supervisada, el cual agrupa los objetos en
K grupos, teniendo en cuenta sus caracteristicas. El algoritmo consiste en minimizar la
suma de distancias entre cada objeto y el centroide de cada grupo. Para minimizar esta

distancia, se utiliza con frecuencia la distancia euclidiana.

El primer paso, en el algoritmo k-means es fijar el nimero K a priori (cantidad de gru-

pos). Para cada grupo, definimos el centroide y; € R?, donde i € {1,2,..., K}.
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Dado un conjunto de observaciones Y = {y, 4, ...,yn}, dondey; € RP j € {1,2,...,N}.
El algoritmo k-means tiene como objetivo agrupar las N observaciones en K grupos,
donde cada observacion pertenece al centroide del grupo més cercano. Denotemos este

conjunto de grupos por:

S ={S1,S,..., Sk}

donde S;, i € {1,2,..., K} es el conjunto de observaciones pertenecientes al i—ésimo

grupo. El problema se formula de la siguiente forma:

K
J = arg msfnz > Nl — pall® (B.1)

=1 T €5S;

B.1. Pasos del algoritmo k-means

1. Inicializacién: Se eligen aleatoriamente K observaciones y se utilizan como cen-

troides iniciales (@ = {;\”, 1. .. ,,ug)} de los grupos.

2. Asignacioén: Se asigna cada observacion a un grupo, donde la suma de distanca

euclidiana sea la minima
S = {ay oy — P < My — p)% V2,1 < 2 < K} (B.2)

En cada iteracion n, cada observacion z; se asigna a un nico grupo Si(n) . Es decir,
se calcula la distancia euclidiana de cada observacién a cada centroide y cada

observacion sera asignada al grupo S; mas cercano.

3. Actualizacién: Se recalculan los centroides (las medias) de los grupos, teniendo

en cuenta las observacion asignadas a cada grupo, dado por:

n+1 1
T 7 Y (B.3)

ijSZ(n)

donde \SZ-(n)] es el nimero de observaciones en el 1—ésimo grupo.
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Una vez calculados estos nuevos centroides, se realiza de nuevo la asignacion de
las observaciones a los centroides mas cercanos. Los pasos de asignacion y actua-
lizacion se repiten iterativamente, hasta que no se produzcan cambios de posicion

de los centroides (,ugnﬂ) = ,ul(n)).



