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Resumen

La teoria del caos es una rama de las mateméticas que se centra en el estudio de sistemas
dindmicos en las cuales pequeiias diferencias en las condiciones iniciales, como las debidas
a errores en las mediciones o debido a errores de redondeo en el cdlculo numérico, pueden
producir resultados muy divergentes, lo que hace imposible la prediccion a largo plazo de su
comportamiento en general. Una de las propiedades del caos es la invariancia por conjugacio-
nes topologicas, o sea, que se puede determinar el caos de un sistema a partir de un sistema
conjugado a esta.

En este trabajo se busca determinar el caos de un sistema dindmico usando conjugaciones
topoldgicas. En particular se determina el caos del sistema dindmico asociado a la funcién
logistica y de sistemas que poseen intersecciones homoclinicas transversales. Para la primera
construimos una conjugacion topoldgica con un sistema dindmico simbdlico binario y para la
segunda usamos el Teorema de Smale, el cual proporciona el caos del sistema construyendo

una conjugacion topoldgica con un sistema dindmico simbdlico de n-simbolos.

Palabras clave: conjunto hiperbdlico; dindmica simbdlica; herradura de Smale; conjugacién

topoldgica; entropia; caos; punto homoclinico.



Abstract

Chaos theory is a branch of mathematics that focuses on the study of dynamical systems in which small
differences in initial conditions, such as those due to errors in measurements or due to rounding errors
in numerical computation, can yield widely diverging outcomes for such dynamical systems, rende-
ring long-term prediction of their behavior impossible in general. A well-known property of chaos is
invariance by topological conjugations, that is, the chaos of a system can be determined from a system
conjugated to it.

In this work seeks to determine the chaos of a dynamic system using topological conjugations. In par-
ticular, the chaos of the dynamic system associated with the logistic function and of systems that have
transversal homoclinic intersections is determined. For the first we construct a topological conjugation
with a binary symbolic dynamics system and for the second we use Smale’s Theorem, which provides
the chaos of the system by constructing a topological conjugation with a symbolic dynamics system of

n -symbols.

Keywords: hyperbolic set; symbolic dynamics; Smale’s horseshoe; topological conjugation; entropy;

chaos; homoclinic point.
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Introduccion

Para la formulacién matematica de un sistema dindmico se necesita un espacio de estados X el cual
generalmente es un espacio métrico, topolégico o una variedad riemanniana; y una ley de evolucién,
describiendo como el sistema evoluciona con respecto al tiempo, el cual puede ser tiempo discreto o

tiempo continuo.

El objetivo principal de los sistemas dindmicos es comprender el comportamiento asintético de los
sistemas para los cuales existe una regla determinista para la evolucion del estado. Los sistemas pue-
den involucrar muchas variables y generalmente no son lineales. A menudo ocurren comportamientos
dindmicos muy complicados, incluso generados por ecuaciones con una forma algebraica simple. Esto
se debe mayormente a la sensibilidad a las condiciones iniciales, es decir, la posibilidad de que estados
cercanos experimenten evoluciones muy diferentes, lo cual genera una situacién de caos en el siste-
ma. En estos casos, no podemos usar soluciones numéricas con total confianza, ya que hay errores de

calculo en el medio que pueden producir soluciones bastante diferentes.

En casos de comportamientos cadticos se busca entender el comportamiento de las 6rbitas de la ma-
yoria de puntos cuando el tiempo tiende al infinito. En el inicio de las investigaciones sobre este asunto,
Stephen Smale uno de los pioneros en sistemas dindmicos y los matemaéticos la época creian que la ma-
yoria de los sistemas dindmicos presentaban un comportamiento predecible y que de hecho el nimero
de drbitas periddicas eran finitas. Sin embargo, el matematico Levison en [[1], describié un resulta-
do de Cratwright-Littlewood que contenia un ejemplo de sistemas dindmicos con infinidad de puntos
periddicos, lo cual indica existencia de impredecibilidad de la evolucién de los estados. Intentando
entender las razones por las cuales esto ocurria, en la década de 1960, Stephen Smale introduce en
(8] un ejemplo de caracter geométrico de un sistema dindmico cadtico con infinitas orbitas periddicas,

actualmente llamada de Herradura de Smale.

III



Por otro lado, surgieron varias propuestas para cuantificar el caos de un sistema, es decir, formas de
medir la tasa de complejidad del sistema, que se traduce como la impredecibilidad de la evolucion del
sistema. Una es a través del uso de la nocién de entropia topoldgica, en este contexto, se puede decir
que un sistema es cadtico si su entropia topoldgica es positiva. Una de las principales propiedades de

entropia topoldgica es la invariancia por conjugaciones topolégicas.

En general determinar el caos de un sistema calculando la entropia topoldgica no es una tarea fécil, sin
embargo podemos usar la propiedad de que la entropia topolédgica (y por lo tanto el caos) es invariante
por conjugaciones topoldgicas, para calcular el caos construyendo una conjugacién topoldgica del
sistema con otro sistema para el cual la caoticidad sea conocida. Por lo tanto usando conjugaciones
topoldgicas, es posible obtener el caos de un sistema a partir de su conjugado. En este trabajo se busca

determinar el caos de un sistema por medio de conjugaciones topolégicas con una dindmica simbdlica.



Capitulo 1:

Preliminares

1.1 Nociones basicas

La hiperbolicidad representa un papel central en la teoria de sistemas dindmicos: es el paradigma de
los sistemas impredecibles(cadticos) a pesar de lo cual se tiene un descripcién bastante completa de su
dindmica. Comenzaremos estudiando transformaciones lineales hiperbdlicas donde, a pesar de que la

dindmica es trivial, varias de las ideas y métodos de la teoria se presentan de forma mas elemental.

Definicion 1.1. [6] Una transformacion lineal(invertible) A : R™ — R™ es hiperbdlica si todos sus

autovalores propios tienen modulo diferente de 1.

Sea A € My (R), el conjunto de todos los autovalores de A es llamado espectro de A y lo denotamos
por

Spec(A) = {A € C: X\ esautovalorde A}.

El ndmero
A) = S A
p(A) e A)\ |

es llamado de radio espectral de A.

Tomando la norma
A
| Al = sup{M cv e RF v #£0}.

loll~
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la férmula de Gelfand( ver [5]], pag. 349) afirma que
A)= lim [|AF|V*.
p(d) = lim A%

Lema 1.1. [6] Sea A : R* — RF lineal hiperbélica tal que todos sus autovalores propios tienen

mddulo menor que 1. Entonces existen C > 0y 0 < X\ < 1 tal que ||A™v| < CA"||v||, para todo

n>0yv e R*.
Demostracion. Con efecto, sea p(A) el radio espectral de A, entonces

lim A% = p(A) < 1,
k—o0

entonces existe ng > 1 tal que ||A™0||1/"0 < 1, o sea, ||A™|| < 1. Tomando ~ > 0 de tal manera que
A <y < 1.

Dado n € N, existen enteros k,r > 0 tales que n = kng +ry 0 < r < ng, entonces

1A™]| = At < AFefl A7) < AR Ar| < AF(1AT, (L.1)
tomando ¢ = méxo<j<n, || 47|, ast
1/no\r
n no\n 7 no\n
|4 < ey® = e(yt/moyrok - = %¢M£A¢/wok
C no \ N T
- (,yl/no)r( Y 0) okt
c no\n
- (vl/no);(Vl/ o).
€/ 1/ng\n
< S(ytmoy,
Sr)

Finalmente, tomando C = % y A =~ < 1, tenemos que
[A o] < [[A"[[-lvll < CA™[Jv]].
O
Lema 1.2. [6] Sea A : R™ — R" lineal hiperbdlica. Entonces existen subespacios E°, E" tales que
1. R"=FE*@ E%y A(E®) = E°, A(E") = E", es decir, E* y E" son invariantes por A.

2. Existe C > 0y0 < A < 1tal que: ||A™| < CA"|jv|l,n > 0,v € E* y ||[A7"v]| <
CA\"||v|l,n > 0,v € E™.
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Demostracion. 1. Tome el conjunto Spec(A) = {\ € C : Autovalor de A} y tome E el autoes-

pacio generado por los autovectores asociados a A\. Tomando
E°= P Es y E"= P En
[Al<1 [A|>1
Como A es isomorfismo, tenemos que R” = E* @ E". Ademds, como cada subespacio de

autovectores es invariante, o sea A(F)) = F) para todo A € Spec(A), entonces

AE) = AP E)=PAE)=PEr=F y

[A[<1 [A<1 [Al<1
AEY) = AP EN =P AEN = @ Ex=E"
[A>1 [A|>1 [A[>1

2. Sigue inmediatamente del Lema pues note que las restricciones A|gs y A~!|gu tienen
autovalores con modulo menor que 1, por lo tanto, existen C1,Cs y 0 < Ay, Ay < 1 tal que
|A™|| < C1AT||v|| paratodo v € E®y [|A"v|| < CaA5||v|| paratodo v € E*. Suficiente tomar
C = max{Cy,Ca} y A = max{ A1, Ao }.

Observacion 1.1. Note que si v° € E° y v € E" entonces

lim [|[A™°| = 0
n—-+o0o
lim [[A™%| = 0
n——oo

Note también que si v ¢ E* U E", ES y E" subespacios no triviales, como R" = E* @ E", entonces

existen v° € E° yov" € E" tal que v = v® + v", por lo tanto

[A"0]] = [|A"0" 4+ A" > ||| A"0"]| = [[A"0%]]

Por lo tanto lim,,_, 1 o ||A™0|| = +oc.

Lema 1.3 (Norma Adaptada). [6] Sea A : R™ — R"™ una transformacion hiperbdlica, R" = E* G E"
su descomposicion en subespacios estable e inestable respectivamente. Entonces existe una norma

|.]*:R" - Ry0 < a<1tal que

|Alps||* <a<1 y A m|* <a< 1.
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Figura 1.1: Comportamiento asintdtico en transformaciones hiperbdlicas

Demostracion. Supongamos primero que £° = R"™. Sabemos que existen C' > 0y 0 < A < 1 tal que
|A™|| < CA™. Consideremos ny tal que CA™ < 1. Fijando ng, definimos la norma ||.||* por

no—1

ol =" [|A7v].
§=0

Note que
ng—1 no—1
loll* =Y 1A%l < >~ Mol
§=0 j=0
no—1 '
= (X M)l
§=0
1 — "o
= (=)l
= Ko,
1—A\mo
donde K = < 1. Asi, tenemos que:

1-A
no

[Av]|* =" = v]|* + [[A™0]| = o]l < Jv]l® + (CA™ = 1)]v]|
j=1

C ™ —1
1+ =)

= allvf*.

IN
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En el caso que para A : R™ — R" la descomposicion R" = FE® @ E" es no trivial, procedemos de
la misma manera para E* tomando A~! en vez de A, construimos normas ||.||* y ||.||* en E% y E*
respectivamente tales que ||A|gs||* < a < 1y ||[A7}g«||* < a < 1 para algiin escalar positivo a € R.
Como cualquier v € R"™ puede ser escrito como v = v° 4+ v de forma dnica, donde v* € E°y

v* € E", podemos definir la norma ||.||* como

[[o][* = max{{|v]|®, o]}
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1.2 Dinamica topolégica y propiedades

Definicion 1.2. [6] Un sistema dindmico es una terna (X, G, F) donde X un espacio topoldgico o
métrico, G = R(J{ oG = ZaL y

F:GxX—-X

es una funcion continua tal que:
1. F(0,z) =z, paratodo x € X.
2. F(n,F(m,z)) = F(n+m,x), paratodon,m € G, x € X.

Cuando G = 7§, el sistema dindmico (X, G, F) es llamado sistema dindmico discreto y cuando

G =R{ (X, G, F) es llamado sistema dindmico continuo.

Observacion 1.2. = Cuando G = 77, tomando F,, = F(n,.)y f = F entonces F(n,z) =
f™(x) para todon € Za“ , por lo tanto un sistema dindmico discreto estd generado por una fun-
cion continua f = Fi. Por esta razon, dada una funcion continua f : X — X, nos referiremos
a f como un sistema dindmico. Cuando f = Fy es un homeomorfismo, el sistema dindmico

puede ser extendido para todo 7 con F(—n,x) = f~"(x) para todo n > 0.

s Cuando G = RJ, tomando Fy = F\(t,.), si para todo t la aplicacion F; : X — X es un
homeomorfismo entonces el sistema dindmico puede ser extendido para todo R con F(—t,z) =

F7Y(x) para todo t > 0. La nueva aplicacion
F:RxX—=X

es llamado de flujo.

= Note que, a partir de un flujo podemos obtener una dindmica discreta, de la siguiente manera:
si F: R x X — X es un flujo, entonces tomando f = F; obtenemos un sistema dindmico

discreto G : 7 x X — X donde G(n,z) = (F})"(z).

En los siguientes ejemplos veremos que las dindmica discretas surgen naturalmente en el estudio del

comportamiento asintético de modelos matematicos.
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Ejemplo 1.1 (Iteracion de funciones reales como sistemas dinamicos). Si estamos interesados en
estudiar la variacion en tiempo discreto, diario, mensual, anual, etc., estamos tratando con ecuaciones

de diferencias del tipo

Tomando x, = x(n), entonces

r1 = f(=xo)
z2 = f(z1) = f(f(x0)) = f*(w0)
x3 = f(z2) = f(f*(20)) = f*(z0)

wn = flea—) = [N z0)) = [M(20).
Por ejemplo si f(x) = px, tenemos que

Tn = f($n—1) = Uz, 1 = Nn$0~

Entonces, para cualquier valor de xg, si @ > 1, x,, converge asintoticamente a +o0, y si 0 < p < 1,
tenemos que [ es una contraccion y por lo tanto x,, converge a cero. El comportamiento dindmico de

estas iteraciones es muy similar al de las soluciones de la ecuacion diferencial lineal.

Ejemplo 1.2 (Estudio de soluciones de EDO’s con dinamica discreta). Para la mayoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias, no es posible obtener una expresion para la solucion, por lo que
es necesario calcular aproximaciones numéricamente. Considere el sistema x' = f(x) Con condicion
inicial X (0) = Xo. Cuando f es C! entonces esta ecuacion diferencial tiene una tinica solucion. En
este caso podemos aproximar las solucion discretizando el sistemas usando el método de Euler, para

el cual tomamos la funcion x(t) en series de Taylor, podemos aproximarlo como
x(tn + h) = z(t,) + h.2'(t,)

ycomo tyi1 =t, +hya'(t,) = f(x,), entonces tenemos que
x(tpy1) = x(tn) + h.f(x(tn)).

Note que si tomamos Fy(v) = x + hf(x) y xp, = x(ty), tenemos que x,1 = F}'(xo). Pero como

estamos interesados en estudiar el comportamiento asintotico de soluciones, o sea saber que pasa con
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la solucion x(t,xo) cuando t — oo, para eso es suficiente tomar h = 1y tomar F(z) = x + f(z).
Asi, para estudiar el comportamiento asintdtico de x(t,x) es suficiente estudiar el comportamiento
asintdtico de F™(x).

De la misma manera procedemos cuando tenemos un sistema del tipo

= fl(%y?'z)
y/ = fQ(ZL‘aya Z)
7z = fg(x,y,z).

Haciendo = (f1, f2, f3) y X = (x,y, 2), tenemos que X'(t) = f(X(t)), entonces para estudiar el

comportamiento asintdtico es suficiente estudiar el sistema X, 11 = X, + f(Xy), con X(0) = Xj.

Debido al observacién [I.2) estudiaremos nos restringiremos a estudiar sélo dindmicas discretas.

Definicion 1.3. [6] Sea X un espacio topolégico, f: X — X una aplicacion continua, y v € X.
Llamamos a drbita futura de x al conjunto Ot (x) = {f™(z) : n € ZJ }. Cuando f es un homeomor-
fismo, definimos a orbita pasada de x como el conjunto O~ (x) = {f"(x) : n € Z }. En este caso,

decimos que el conjunto O(x) = {f"(z) :n € Z} = OT(xz) UO™ () es la drbita de x.

Sea A C X. Decimos que A es positivamente f-invariante si f(A) C A, andlogamente decimos que
es negativamente f-invariante cuando A C f(A). El subconjunto A es f-invariante si es positivamente

y negativamente f-invariante, o sea, f(A) = A.

Caracterizamos en la siguiente definicién a los conjuntos de los puntos de acumulacién de la 6rbita.

Definicion 1.4. [6] Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continua. Dado
x € X, definimos

w(z, f) ={y € M : Iny — +ootal que ™ (x) — y},
llamado conjunto w-limite de x (para f). Cuando f es invertible, definimos
alz, f)={z€ M :Imy — +oo tal que ™™ (x) — z}.
el cual es llamado conjunto a-limite de x (para f).

Intuitivamente podemos pensar el conjunto a(z, f) como el conjunto del cual “nace” la 6rbita de x e

w(x, f) como el conjunto del cual “muere” la 6rbita de x.
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Observacion 1.3. Note que a(z, f) = w(z, f~!) y cuando X es compacto w(z, f) # (). Con efecto, la
secuencia (f"(x))nen posee una subsecuencia convergente a un ponto en X . Andlogamente, a(x, f) #
(). En este texto vamos denotar w(z, f) por w(x) y a(z, f) por a(x), se no existe duda con respecto a la
funcién que estamos trabajando. En el caso que f sea un homeomorfismo y p € M un punto periédico
tenemos que w(p) = a(p) = O(p). Los conjuntos w(z, f) y a(zx, f) claramente son conjuntos cerrados

y f-invariantes.

Definicion 1.5. [6] Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X un homeomorfismoy x € X
un punto. El punto x € X es llamado punto recurrente para el futuro (resp. para el pasado) si
x € w(x) (resp. x € a(x)). O de otra manera equivalente a decir que x es recurrente para el fu-
turo (resp. para el pasado) si para cualquier vecindad V de x existe n € N tal que f"(x) € V
(resp. existe m € N tal que f~™(x) € V). Si x es recurrente tanto para el futuro y el pasado, decimos

que x es recurrente, o sea, para toda vecindad V' de x existen n,m € N tal que

i), f (@) e V.
Denotamos el conjunto de los puntos recurrentes por R(f).

Notemos que, un ponto periédico p € X es recurrente, pues p € O(p) = w(p) = a(p), por la
Observacién

Definicion 1.6. [6] Sea X un espacio métrico compacto 'y f: X — X una aplicacion continua.
Decimos que © € X es un punto no-errante se para cada vecindad U de x, existe un enteron > 1 tal
que f"(U)NU # 0, caso contrario decimos que x es un punto errante. Denotamos al conjunto de los

puntos no errantes para f como:
Q=Q(f) ={x € M : xesnoerrante }.

Observacion 1.4. Observe que todo punto recurrente es no-errante. De hecho, la clausura del conjunto
de puntos recurrentes estd contenido en los conjuntos de puntos no errantes. Ademads, veremos que
Q(f) es positivamente f-invariante y w(z, f) C Q(f), cuando f es un homeomorfismo tenemos que

Q(f) es f-invariante y a(x, f) C Q(f).

Definicion 1.7. [6] Sea X un espacio métrico compactoy f: X — X un homeomorfismo. Definimos

el conjunto limite de f como:

L(f) = Ly (f) UL_(f), donde Lo (f) = | Jw(@) y L(f) = | a(2).

zeX zeX
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Note que L(f) es un compacto y f-invariante.

Proposicion 1.1. [9] Sea X espacio métrico compacto, entonces f : X — X un homeomorfismo,

entonces el conjunto Q) f) es un conjunto compacto e invariante.

Demostracion. Sea x € X un punto en la clausura de Q(f). Entonces, existe una sucesion (z, )pen
en Q(f) tal que lim,,_, 4o , = 2. Sea U C X un subconjunto abierto tal que = € U, entonces existe
no € N tal que x,, € U para todo n > ng, y como x,, € Uy x,, € (f) entonces existe un entero
m > 1tal que f™(U)NU # 0, por lo tanto = € (). Como el punto fue tomado arbitrario, tenemos
que €(f) es un conjunto cerrado. Como X es un conjunto compacto y (f) C X es un conjunto

cerrado entonces §2(f) es compacto.

Sea z € Q(f) y U un abierto tal que f(z) € U. Como f es un homeomorfismo, tenemos que f~(U)
es un conjunto abierto, tal que x € f~1(U) y como z € Q(f) existe n > 1 tal que f*(f~1(U)) N
f~HU) # 0, por lo tanto f™(u) N U # (), lo que implica que f(z) € Q(f) y como z € Q(f) fue
tomado arbitrariamente tenemos que f(£2(f)) C €(f). Ahora, de la misma manera, si V' C X es un
subconjunto abierto tal que f~1(z) € V entonces f(V) es un conjunto abierto tal que z € f(V)y
como z € Q(f) existe un entero m > 1 tal que f™(f(V)) N f(V) # 0, entonces f™(V) NV # 0,
por lo tanto f~1(z) € Q(f) y como = € Q(f) fue tomado arbitrariamente tenemos que f~(Q(f)) C
Qf). O

Proposicion 1.2. [9] Sea X un espacio métrico compacto, f: X — X un homeomorfismo, entonces
c(Per(f)) € L(f) € Q(f).

Demostracion. La primera inclusion es obvia pues Per(f) C w(f) U a(f) C L(f) (donde, w(f) =

U w@)yalf) = U a(x))ycomo L(f) es un conjunto cerrado, tenemos que cl(Per(f)) C L(f).
?’Zfa la otra inclusixo’enf(es suficiente demostrar que w(f) U a(f) C Q(f). Primero, sea y € w(f)
entonces existe x € X y una subsecion (ng)ren tal que limg_, o f™(x) = y. Sea U C X un
subconjunto abierto tal que y € U, entonces existe ¢ € N tal que " () € U para todo r > ¢, por lo
tanto fe1 =) (U) N U # 0, entonces y € Q(f), asi, w(f) C Q(f). Andlogamente, obtenemos que
a(f) C Q(f). De esta manera, obtenemos que w(f) U a(f) C Q(f) y como Q es cerrado tenemos
que L(f) C Q(f).

Definicion 1.8. [6] Un homeomorfismo f : X — X es expansivo si existe una constante o > 0 tal
que si d(f"(x), f"(y)) < «, para todo n € Z entonces x = y. El nimero o es llamada constante de

expansividad para f.
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La propiedad de expansividad nos dice que la dindmica es “impredecible”, en el sentido de que es im-
posible predecir el comportamiento de una 6rbita cuando cometemos un pequeiio error en la medicion

de la condicion inicial.

Definicion 1.9. [6] Sea f : X — X un homeomorfismo. Decimos que f es topolégicamente mezcla-
dora o mixing si dados U,V abiertos cualesquiera, existe m > 0 tal que f"(U) NV # () para todo

n>m.

Existe una manera de ver cuando dos sistemas son equivalentes, por medio de conjugaciones topolégi-

cas, las cuales pasamos a definir

Definicion 1.10. [6] Dada una aplicacion f : X — X, decimos que una aplicacion g : Y — Y es
topologicamente conjugada a f si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que ho f = go h, en

otras palabras, el siguiente diagrama conmuta

Note que, en la definicién anterior, el hecho de que h o f = g o h implica que:

ho f*=g" oh, paratodon € N.
ffoh™  =h 1o g", paratodon € N.

En el proximo teorema demostraremos que dindmicas topolégicamente conjugadas poseen las misma

propiedades.

Teorema 1.1. [6] Sean X e Y espacios métricos compactosy f: X — X, g: Y — Y homeomor-

fismos, h: X — Y una conjugacion de f con g y x € X un punto. Entonces:
1. h(Per(f)) = Per(g).
2. h(w(z, f)) = w(h(z),g).

3. ez, f)) = a(h(z), g).
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5. f es topoldgicamente mixing si, y solamente si, g es topoldgicamente mixing.
6. f es expansivo si, y solamente si, g es expansivo.
Demostracion. Item 1. Con efecto, sea x € Per(f) un punto periddico de f con periodo n. Asi,
9" (h(z)) = h(f"(x)) = h(z).

Luego, h(x) € Per,(g) C Per(g),donde Per,(g) de nota el conjunto de los puntos periddicos para g
de periodo n, por lo tanto podemos concluir que h(Per(f)) C Per(g). Por otro lado, sea z € Per(g)

un punto periédico de g con periodo m. Pongamos x = h~!(z) tenemos que
fix) = M (z) = K g™ (2) = h7H(2) =z

Luego, x € Pery,(f) C Per(f)yasiz = h(z) € h(Per(f)). Estoimplica que Per(g) C h(Per(f))
y por lo tantoh(Per(f)) = Per(g).

Item 2. Demostremos que h(w(z, f)) = w(h(x),g). Dado b € h(w(z, f)), existe un punto a €

w(z, f) tal que b = h(a). Luego, existe una sucesion de indices (nj)ken,nry — +00, tal que

= { nk
a kgrfoof (x). Por lo tanto,
= = { nk = { nk = { nk
b=h(a) =h( lim f*(z))= lm A(f"™(x))= lm g"(h(z)) € w(h(z),)-

Esto nos permite demostrar la inclusién h(w(z, f)) € w(h(x), g). Ahora, vamos a demostrar la otra
inclusién w(h(z),g) C h(w(z, f)). Sea y € w(h(z),g), entonces existe una sucesiéon de indices

(mg)gen, mr — +oo tal que

y= lim g™ (h(z)) = lim A(f™(2)) = h( lim ™ () € h(w(z, /).

k—+o0 k—+o0 k—+o0

Item 3. Dado que h es una conjugacién de f~!y g~!, por el Item 2 tenemos que

h(a(z, f)) = hw(z, f71) = w(h(z),g7") = a(h(z), g).

Item 4. Veamos h((f)) = Q(g). Para esto, dado y € h(§2(f)) hay un punto = € Q(f) tal que
y = h(x). Por lo tanto, tomando una vecindad abierta V' de y y el hecho de que h es un homeomorfismo,
tenemos que h~ ! (V) también es una vecindad abierta del punto 2. Como z es un punto no errante para

f, existe un ndmero natural ny € N tal que

ot (V) n i (V) £ 0.
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Por lo tanto, existe un punto b € X tal que b € f™(h=1(V))eb € h=1(V). Entonces h(b) € V y hay
un perfodo (tnico) a € V tal que b = f™(h~!(a)) e por lo tanto b = h~1(g™(a)). Se deduce que,
h(b) = g™ (a) € g" (V). Esto muestra que g™ (V) NV D {h(b)} # (). Mostrando que y € w(g) v,
por lo tanto, la inclusién h(Q2(f)) C Q(g).

Por otro lado, sea z € €(g). Debido a la inyectividad de h podemos tomar el punto z = h~!(z).
Dado U cualquier vecindad abierta de x, entonces h(U) es un vecindad abierta de z y este es un punto

no errante para g, pues existe un mg € N tal que
g™ (W(U)) N () # 0.

Por lo tanto, existe ¢ € X tal que ¢ € g™ (h(U)) N h(U) # 0. h o f™ = ¢g™0 o h. Es decir,
c € h(f™(U)) N h(U) y por lo tanto h~1(c) € f™(U) N U. Obtenemos = € (f) y, por lo tanto,
z = h(x) € h(2(f)). Porlo tanto, 2(g) C h(Q(f)).

Item 5. Suponiendo que f es topolégicamente mixing, resulta que si tenemos dos abiertos U y V
no vacios en Y, las imédgenes inversas h =1 (U), h~1(V), abierto no vacio en X y hay m € Ny tal que
por cada n > m que tenga

FHRTHO) NhTHV) £ 0.

Asi, existe z € X tal que z € f*(h~1(U))Nh~(V), luego h(z) € V y existe un punto = € U tal que

z = (f" o h™1)(z). Como h es una conjugacién de f y g tenemos que:
h(z) = (ho f*)(h™H(z)) = (¢" o h)(h ™} () = ¢"(x) € g"(V).

Luego, h(z) € ¢"(U) NV, paratodon > m. O sea, ¢"(U) NV # (), paratodon > m. Lo que ga-
rantiza que g es topolégicamente mixing. Reciprocamente, suponga que g es topoldgicamente mixing.
Dado dos abiertos U y V no vacios en X tenemos que i(U), h(V) son abiertos en Y y existe mq € Ny

tal que para todo m > mg tenemos que

g (RN O) N RNV £ 0.

~ ~ ~ ~

Entonces, existe z € Y tal que z € ¢"(h(U)) N h(V), luego z € g™ (h(U)) y z € h(V). Lue-
go, z € h(f(U)) y asi tenemos que h~1(z) € f*(U) N V. Demostrando de esta manera que

fr(U) NV # 0, paratodo n > mq y por lo tanto f é topolégicamente mixing.
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Item 6. Supongamos que f es expansivo. Sea o > 0 la constante de expansividad de f. Como
h~':Y — X es un homeomorfismo, en particular continua, y como Y es compacto tenemos que
h~! es uniformemente continua. Luego, existe 3 > 0 tal que para cada par de puntos 71,72 € Y con

dy (y1,y2) < [, implica que

dx(h™ (1), h (12)) < . (1.2)

Seay,z € Y tal que

dy (9" (y), 9" (2)) < B, paratodon € Z. (1.3)
Afirmacion: y = z
De y (T.3) tenemos que dx (h~(g"(y)),h *(9"(2))) < a, paratodon € Z. Luego tenemos
que dx (f*(h=(y)), f*(h~1(2))) < «a, paratodon € Z (pues como h es una conjugacién de f y g
tenemos h o f = go h, luego f* o h™! = h™! 0 g", paratodon € Z). Como « es una constante de
expansividad de f tenemos que h~'(y) = h™!(2) y por la inyectividad de h~! concluimos que y = z.

Por lo tanto g es expansivo con constante de expansividad 3.

Ahora, supongamos que g es expansivo. Como h: X — Y es una conjugacién de f y g tenemos que
h es un homeomorfismo y ho f = goh,luego h~': Y — X esun homeomorfismoy h~tog = foh™!
y por lo tanto h~! es una conjugacién de g y f. Asi que por la afirmacién anterior obtenemos que f

también es expansivo.

1.3 Resultados clasicos para puntos fijos hiperbélicos

Definicion 1.11. [6] Sea (X, d) un espacio métricoy f : X — X un homeomorfismo y x € X.

Definimos el conjunto estable de x como

W) = {y € X lm_d(f"(x), /")) = 0}

v la inestable como

Whz) ={y e X : lm d(f™"(x), /" (y)) = 0}.

n——+00
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Para € > 0, definimos el conjunto estable e inestable local de tamario €, como

Wi@) = {yeX: ln d(f(x)./"(y)) < ¢ paratodon > 0}
Wir) = {yeX: lm d(f )./ "(y)) < € paratodon >0}

En lo que sigue M denotara una variedad riemanniana compacta conexa y sin borde.

Definicion 1.12. [6] Sea f : M — M un difeomorfismo y p un punto fijo de f. Decimos que p es punto
fijo hiperbdlico si D f, : T,M — T,M no tiene autovalores de modulo uno. Un punto periédico de

periodo k se dice hiperbdlico si es un punto fijo hiperbélico de f*.

Ejemplo 1.3. Considere la aplicacion linear f : R?> — R? dado por una matriz hiperbolica A €
M>(R), o sea f(v) = Av. La matriz A tiene dos autovalores \, ju tales que 0 < |\ < 1 < |u|. Note
que el el punto p = 0 es un punto fijo, y como D f, = A, entonces p = 0 es un punto fijo hiperbdlico.

Tome v y u autovalores no nulos asociados a \ y u respectivamente entonces, dado cualquier elemento

de v € R tenemos que v = avy + [va, entonces
fM(v) = A"v = A" (av1 + Poa) = X" (awr) + " (Bv2)
Si v #£ 0 entonces
» 3 =0 siysolamente silim,_, f"(v) = 0.
» « = 0siy solamente silim,,_, o, f~"(v) = 0.

» a, 3 # 0siy solamente silim, o || f"(v)]| = co y limy, oo || (V)] = 0.

YA

Figura 1.2: Conjuntos W#(p) y W*(p).
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Por lo tanto, tenemos que

W=(p)
W*(p)

{av; : a € R}

{Bvy : a € R}

A continuacion enunciaremos(sin demostracion) en teorema de la variedad estable. Este resultado es
una herramienta bésica para la descripcion de las variedades estables e inestables de un punto fijo

hiperbdlico.

Teorema 1.2 (Teorema de la variedad estable para punto fijo hiperbédlico). [ Sea f : M — M un
difeomorfismo de clase C" y p € M un punto fijo hiperbdlico. Entonces, existe € > 0 tal que para se

verifica:
1. W2(p) es una subvariedad inmersa C" tal que T,W¢(p) = E*.
2. Wep) € W*(p).

3. W2(p) = U,>0 f " (WE(p)) es una subvariedad inmersa de clase C".

Eu

e

\

Figura 1.3: Variedad estable en el punto p.

Demostracion. (Ver [[7]], Capitulo 5). O
Tomando f~! en vez de f obtenemos un resultado andlogo para W ya que W*(p, f~1) = W¥(p, f).

Definicion 1.13. [4] Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un punto fijo hiperbélico T,M =

E?® © E" su descomposicion en subespacios estable y inestable de D f,,. Decimos que p es:

» Atractor si E° = T,,M(y por lo tanto E* = {0}).
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» Repulsor si E* = T, M(y por lo tanto E° = {0}).
« Sillasi B # {0}y E* # {0}.
Observacion 1.5. Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un punto fijo hiperbdlico.
» Sip es atractor = W*(p) es un abierto que contiene apy W"(p) = {p}.
» Sip es repulsor = W"(p) es un abierto que contiene apy W*(p){p}.

Teorema 1.3 (Kupka-Smale). [2] Existe un conjunto residual R en Dif f"(M) tal que si f € R

entonces:
1. Todo punto periddico de f es hiperbdlico.
2. W*(p) y W*(q) son transversales para cualquier punto p,q € Per(f).
Demostracion. (Ver [2]], Capitulo IIL.). ]

Como sucede a menudo en matematica, para estudiar un fendmeno estudiamos su aproximacion lineal
con la esperanza que esta nos de informacion relevante sobre el mismo. El siguiente teorema dice que
cuando p es un punto fijo hiperbdlico, la dindmica de f cerca de p es topoldgicamente indistinguible

de la dindmica de su aproximacioén lineal cerca del origen.

Teorema 1.4 (Teorema de Hartman Grobman). [3] Sea f : M — M un punto fijo hiperbdlico de f.
Entonces f y D f,, son localmente conjugados. Mas precisamente, existe U entorno de O en T,M y V'

entorno de p en M y un homeomorfismo h : U — V tal que

hoDf,= foh.

Es

Figura 1.4: Conjugacion topoldgica entre fy Df.
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Demostracion. (Ver [3]].).

El siguiente lema es esencial para probar transversalidad bajo iteraciones.

Lema 1.4 (Lema de inclinacion o A\-lemma). [4] Sea p un punto periédico de f : M — M y D" un
disco compacto en W"(p). Considerando un punto x € W*(p) y D un disco de la misma dimension
que W¥(p) tal que x € D y D es transversal a W*(p) en x. Entonces, dado € > 0 existe ng tal que

para todo n > ng existe D,, C D tal que f™(D,,) es un disco e-C* cercano a D*.

WH(p)

an (Dﬂ)
fr1Dy)
f”iz(D”)

We(p)

Figura 1.5: A-inclinacién.

Demostracion. (Ver [2]], pagina 142.).
O

Corolario 1.1. [{] Sean p,q y r tres puntos periédicos hiperbdlicos de f tal que W"(p) N W*(q) y
W(q) " W*(r). Entonces W*(p) N W#(r).

Como una generalizacién de punto hiperbdlico, surge la nocién de conjunto hiperbdlico, donde en vez

de ver hiperbolicidad en un punto fijo, vemos hiperbolicidad en un conjunto compacto invariante.

Definicion 1.14 (Conjunto hiperboélico). [4] Sea f: M — M un difeomorfismo, M una variedad
Riemanniana compacta y A C M un subconjunto f-invariante. Decimos que A es hiperbdlico si, para

cada x € A tenemos que:




1. Preliminares 23

i) Existen subespacios E, B C T, M tales que, Ty M = E3 & EY y varian continuamente para cada

x e A
ii) Existen constantes C' > 0y 0 < \ < 1 tal que:

IDfZ @) < CAM|lv?]],vo® € By, ¥n > 0.

DS (WO < OXYJo"|,vo* € By, ¥n > 0.

En este caso, decimos también que el subconjunto invariante A tiene estructura hiperbdlica.

Observacion 1.6. En la definicion anterior se puede observar facilmente que los subespacios estables

e inestables estdn caracterizados por:

E; = {veT;M:|Df ()| — 0, cuando n — +oo}

E} = {veT,M:|Df,"(v)|| — 0, cuando n — +o0}

Ademés, para el conjunto hiperbélico A existe una constante A" € (0, 1) u una norma adaptada ||.||*

como en el Lema|l.3] tal que para cada x € A tenemos que:

IDfE @I < ) I*II,Vo® € B3, ¥n > 0.

1D @I < ()" lo"]*, Yo" € By, Yn > 0.

Asf, obtenemos que D fy ., D f 1| g SON contracciones con respecto a la norma ||.||*.
x

Definicion 1.15. Un conjunto hiperbdlico A C M es llamado maximal si existe un abierto U C M tal

que A C Uy
A=) ).

nez
En la siguiente proposicion demostraremos la unicidad de la descomposicién D f-invariante del espacio

tangente en cada punto del conjunto hiperbdlico.

Proposicion 1.3. [4] Sea A un conjunto hiperbdlico para un difeomorfismo f en M. La descomposicion

T.M = ES & EY, x € A, que torna A hiperbdlico es tinica.
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Demostracion. SeaTy,M = ES®EY = F;®F)', x € A. Demostraremos que E; C F;. Supongamos
por absurdo que existe a® € EJ tal que o® ¢ F7;. Por la descomposicion de T, M existen v* € Fy

w" € FY,w" # 0 tales que o® = v® + w". Luego tenemos
0 <[[Df (w)|l = [IDf(a®) = DfE ()] < [Df ()| + (| Df3 ()]

Haciendo n — +o00, por la Observacién tenemos lim,, 4 ||Df2(w")|| = 0. Esto, implica
que w* € FiN FY = {0}, luego w" = 0, absurdo. Por lo tanto £ C F? y de manera andloga
obtenemos también que EY C F*. Ahora, por los mismos argumentos, desde que las descomposiciones
poseen las mismas propiedades, podemos invertir los papeles de E, F? y obtenemos que F; C E7.
Andlogamente, concluimos que F' C EY. Porlo tanto E; = F.y B = I

O]

Definicion 1.16. [[7] Dado un espacio vectorial W con producto interno 'y C C W, decimos que C es
un Cono en W si existe una forma cuadrdtica no degenerada B: W — R tal que C = {v € W :

B(v) < 0}.

En caso de que W posee una descomposicion, o sea, W = E @ F' entonces dada la forma cuadrati-
caB: E®F — R definida como: B(vg,vr) = —a?|vg|? + aljvr|/?,a > 0, tenemos el cono
C ={(vg,vr) : a|lvg| < a|lvr|}. Nos referimos como dimensién del cono a la dimensién del mayor

subespacio contenido en él.

El préximo resultado permite caracterizar los conjuntos hiperbélicos, via teoria de conos.

Teorema 1.5. [4] Sea f: M — M un difeomorfismo y A un conjunto compacto f-invariante. Las

siguientes condiciones son equivalentes:
1. A es hiperbdlico.
2. para cada x € A existen conos C; y C¥, y constantes ng > 0y p > 1 tal que:

i) Dfa(Cy) © Cy y DIHCR) C Chovgyy.

i) [[Dfzo(0)ll > pllol, siv e CyellDfm ()] > pllv

,siveCh.

iii) La dimension de los conos son complementares (la suma de las dimensiones es igual a la

dimension del espacio tangente) y son constantes en las orbitas.

Demostracion. (Ver [6], pagina 30.). ]
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Vamos a demostrar la existencia de una vecindad para un conjunto hiperbdlico de tal manera que el

conjunto invariante maximal, también es un conjunto hiperbdlico.

Teorema 1.6. [4] Sea f: M — M un C"-difeomorfismo y A C M un subconjunto f-invariante. Si
A hiperbdlico, entonces existe una vecindad V' de A de modo que, si A C U C V entonces el conjunto

invariante maximal Ay = () f*(U) es un conjunto hiperbélico.
1E€EL

Demostracion. En A tomamos una métrica adaptada, implicando que para cada z € A, D fgs es una
contraccion y D fru es una expansion. Por hipétesis tenemos que A es un conjunto hiperbélico y por

la continuidad existe una vecindad V' de A tal que:

Df;HCE) C Chnpyya [ () €V,
DS W) > pllo*]], 0" € CF,
D f; " (%) > pllv?],v* € C3.

Donde p2 > 1y ng es un entero positivo. Sea U C V' vecindad arbitraria de A e Ay = () fH(U) D A.
i€Z
Luego, para la vecindad U definimos los siguientes conjuntos.

“+o0 400
E; = (DSl (Chui) ¥ i = () DS fna)(Chona)-
n=0

n=0
Asi, tenemos que Df(E$) = ESy Df(EY) = EX.
Afirmacién: Existen constantes C' > 0y 0 < XA < 1 tal que si v € E¥, entonces ||[Df](v)] <
CA\".n > 0.
Sean > 0, entonces n = kng + 7,0 < r < ng. Tomando Cy = xl’él{/[{min{HDf;TwHHwH 0<r<
no}} tenemos que para v € E?, entonces w = Df}}(v) € E]""Ln () ¥ POr la invariancia de los conos

obtenemos:

loll = 1D @) = 1D (DI )| = ColDFES (w)]] > Cupak ]

T

0 -1
Luego, escribiendo C' = £ y A = p™ obtenemos || D f7(v)|| < CA"|jv||. Podemos demostrar una

afirmacion equivalente para £ de manera andloga. En particular, £ N C¥ = {0} e E¥ N CZ = {0}.
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Ahora, para cada n € N tomamos el subespacio E,, C Csn(w) de dimension mdxima y denotemos
Sy = Df;"(E,), andlogamente tomamos F,, C Cin () de dimensién maxima y denotamos U,, =
Df(F,). Sea S y U subespacios limites de S,, y F), respectivamente. Por lo tanto tenemos que
SCE*UCE*ySNU = {0}, obtenemos T, M = S @ U.Porlotanto S = E*y U = E“, pues si

fuese asi, tendriamos un elemento v € E* \ S. Escribiendo v = s + u tenemos que:
1Dz ) = [Df ()] = 1Dz (s)| — +o0, cuandon — +oc.

esto contradice el hecho de que v € E?. De forma andloga tendriamos una contradiccién si suponemos
que U ; E™. De eso concluimos que 7, M = E°® E" y tenemos asi que Ay es un conjunto invariante

hiperbdlico. O




Capitulo 2:
Dinamica simbolica y la herradura de

Smale

Una de las contribuciones de Stephe Smale, uno de los grandes matematicos que ayudé a desarrollar
la teoria cualitativa de los sistemas dindmicos, fue la construccién de lo que hoy se llama Herradura
de Smale, Este “objeto” es una transformacidn geométrica que proporciona una base para comprender
las propiedades cadticas de una clase de sistemas dindmicos y convertirse en una de las primeras
formas geométricas capaces de describir un sistema dindmico, mostrando la presencia de dindmicas
impredecibles a largo plazo, incluso cuando la ley de evolucién del sistema es totalmente determinista.
Nuestro objetivo en este capitulo es hacer un estudio detallado de este sistema dindmico relaciondndolo
con una dindmica simbdlica. Comenzaremos estudiando el sistema dindmico definido en el espacio de
secuencia de N-simbolos y el shift de Bernoulli. En segundo lugar, estableceremos un homeomorfismo
entre la herradura y el shift de Bernoulli del espacio de 2 simbolos, mostrando que son topolégicamente
conjugados. En este punto, a través de la dindmica simbdlica, extraemos propiedades importantes sobre
la herradura de Smale, como la existencia de puntos periddicos, drbitas densas y sensibilidad a las

condiciones iniciales.
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2.1 Dinamica simbdlica y sus propiedades

Introducimos ahora una clase de sistemas dindmicos de particular importancia para sistemas dindmi-
cos suaves. Una razén es que en muchos aspectos los sistemas simbdlicos sirven como modelo para
los sistemas suaves, muchas veces es mds fécil ver primero las propiedades para el caso simbdlico y
enseguida, transportarlos para el caso suave. Las restricciones de sistemas dindmicos suaves a ciertos
conjuntos invariantes se parecen mucho con sistemas simbdlicos, por lo tanto la dindmica simbdlica

pueden ser usada para “codificar” algunos sistemas suaves.
Definicion 2.1. /4] Para N > 2, definimos:
» FElespacio de las sucesiones unilaterales de N simbolos es el espacio métrico (Z]J(,, d"), donde
o ={(®j)j>0 = (wo,z1,...) 12, €{0,1,...,N =1} paraj € ZJ}, y

at ((:vj)jzo, (yj)jzo) — Z lzj — il

213l
720

» El espacio de las sucesiones bilaterales de N simbolos es el espacio métrico (X, d), donde
In={(zj)z=0(..,z_1,z0,21,...) 1 x; €{0,1,...,N — 1} paraj € Z},y
_ N 7wl
d((xj)z, (3/3')2) = Z ol
JEZ

Observacion 2.1. Dados w,n € L}, tenemos que d*(w,n) < 2(N — 1).
Proposicion 2.1. Los conjuntos ZE, X N no son enumerdbles.

Demostracion. Notemos que si Z} es no enumerable, automaticamente podemos concluir £ tam-
bién es no enumerable, pues podemos identificar va con el subconjunto de de todas las sucesiones de

Y v cuyos términos de indices negativos son todos iguales a cero.
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Por contradiccién, supongamos que ZE es enumerdble, entonces este conjunto puede ser expresado

como Z;{, ={n%ntn% ...,n/,...}, donde

n’ = (g nmd, .l
nt o= (0,
o= (T )
o= ()
Ahora considere & = (&9, &1, 69,...,&,...) € XL, donde
1, sint#1
& = '
0, sin =1,

claramente &; # 77% para todo ¢ = 0,1,2,..., pues si 772 # 1 entonces & = 1, y si nf = 1 también
tenemos que 7! # & = 0.

Como I = {n°,nt,n?,...,n%,...} entonces ¢ = n¥ para algiin k € Ny. Luego, como & = nF,
entonces &; = nf para todo ¢ = 0,1,2,..., en particular para ¢ = k deberiamos tener que &, = n,’j,

pero esto contradice el hecho de que &; # 7! para todo entero i € Ny. Por lo tanto Z;{, no es enumerable.

O]
Proposicion 2.2. (4, d")y (Zn,d) son espacios métricos compactos.

Demostracion. Veamos primero que (I}, d") es compacto. Sea (1™),>1 una secuencia en (£}, d),
por lo tanto

nt =g, m'snzs-..mj,...) donde 0 <nif <N —1.

Para demostrar que (ZE, d") es compacto, es suficiente encontrar una subsecuencia de (1™),>1 con-
vergente en (X}, d"). Para eso notemos que como (7}),>1 es una secuencia en {0,1,..., N — 1}
debe existir un elemento &y € {0,1,..., N — 1} que se repite infinitas veces, o sea existe un conjunto
infinito Nf; C N tal que nff = & para todo n € Nj,. Nuevamente para la subsucesion (ng)neN{) debe
existir un elemento & € {0,1,..., N—1} que se repite infinitas veces, o sea existe un conjunto infinito
N} C Nj tal que n} = &; para todo n € N/. continuando con este proceso inductivamente, para cada

k € N, encontramos un subconjunto infinito N}, y un elemento &, € {0,1,..., N —1} tal que " = &
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paratodon € N yque N, DN, _, D ... D Nj. Sea

i ={nt,n5,nk, .},

usando la técnica de la diagonal de Cantor, encontramos una subsucesion (1™#);>1 construida de la

siguiente manera:

ni = 77,1
no = n%
ng = ng

_ k+1
Nk = Ny

como N;c—i—l - N;, entonces ng < n’;i} entonces tenemos que n; < ng < ng < ...y que (n“k)kzl

es una subsecuencia de (7™),>1 tal que

lim (ng’“,n?k,ng’“,...,n?’“,...) = (&,&1,82, ..., &, ).

k—o0

Por lo tanto limy_,o 7™ = &, donde £ = (&o,&1,82,...,&,...) € EJJ(,. Por lo tanto (X7, d") es

compacto.

Ahora mostremos que (X, d) es compacto. Dada una sucesion (n"),>1 en (X, d), donde

77n = (777227777117761777711;773) € ENv

por lo que demostramos anteriormente, existe una subsucesion (ny)x>1 tal que

lim (’I’]gk,’l’}?k,’r]gk,...,n;k,...) = (50,51,52,...763‘,...) dondeO S fj S N —1.

k—o0
Tomando Ny = {nq,n9,ns,...}. Por el mismo argumento anterior existe una subsucesiéon N’ C N
con N' = {n),nf,nj, ...}, tal que

’
k

(e, ™) = (&, 68,60,€01) donde 0 < & < N — 1.

k—o0
. ! ., e /
Finalmente, como N; D N’ tenemos que (1) )>1 es una subsucesién de (7"),,>1 tal que limy,_, oo 7% =

& donde & = (..., 9, 1,&0,&1,&2,...) € L. Esto implica que (L, d) es compacto.




2. Dindmica simbdlica y la herradura de Smale 31

Proposicion 2.3. Los conjuntos X"]\}, X v son conjuntos perfectos.

Demostracion. Para mostrar que un conjunto es perfecto, o sea que todos sus puntos son puntos de
acumulacion, es suficiente mostrar que dado un elemento existe una sucesién no constante que conver-
ge a este elemento.

Sean € Ly,donden = (...,1n-1,m0,M1,72,---,0j,-..). Paracadan € N, tome a,, € {0,1,...,N —
1} tal que a, # 7 y tome §" = (§7) jez, donde 7' = 7); para todo entero j < ny I = a,, para todo

entero j > n, 0 sea

n
g = ( -5 N=1,70,M1,725 - - -, TIn—1, Gn, Gp, Qn,, - - ~)7

claramente lim,, ., £” = 7, e como (£"),>1 es una sucesion no constante convergiendo an € Iy,
tenemos que 7 es punto de acumulacién. Como 7 fue tomado arbitrariamente, tenemos que £ es un

conjunto perfecto.

De forma completamente andloga se demuestra que Z} también es perfecto. O

Proposicion 2.4. Los conjuntos Zj(,, X v son conjuntos totalmente disconexos, o sea, sus inicos sub-

COnjuntos conexos son puntos.

Demostracion. Haremos la demostracion para Xy, pues la demostracion para Z} es completamente
analoga. Sea A C X un subconjunto conexo. Por contradiccion, supongamos que A tiene mas de un
punto, o sea existen 7, & € A tal que n # £. Tomando n = (0;)jez Y & = (&;)jez, como 1) # &, existe

n € Z tal que n,, # &,. Considere los conjuntos

A= {(...,an_g,an_l,nn,an+1,an+2,...) :VjeZ—{n},a; €{0,1,...,N — 1}}

B= {(...,bn_Q,bn_l,gn,bn+1,bn+2,...) VjeZ—{n},bj€{0,1,.... N~ 1}}.

Como 7, # &,, entonces A N B = (). Ademds, tomando ¢ < para cualquier w = (wj)jcz € A

2In|
tenemos que se 0 = (0;)jez € XN, es tal que d(o,w) < €, entonces o € A. Con efecto, tenemos que

_ N o vl 1
d(O’,W) —ZT <e< ﬁ’
JEZ
entonces

lon — wnl
%<ﬁ:>\an—wn]<lz>an:wn:nn,
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por lo tanto, 0 € A para todo 0 € X tal que d(o,w) < €, y como w fue tomado arbitrariamente
entonces concluimos que A es abierto.

De forma completamente andloga, se puede demostrar que B es un abierto de X . Luego, tenemos dos
abiertos A, B C Ly talque ANB=0yA C AUB.

Finalmente, tomando A1 = AN Ay As = AN B, tenemos que A1 y A2 son abiertos disjuntos en A, tal
que A1 U Ao = A, o sea A tiene una cision no trivial, consecuentemente A no es conexo. Por lo tanto
los dnicos conjuntos conexos son de la forma A = {n}, o sea Xy es totalmente disconexo.

O]

Definicion 2.2. Un conjunto K es un conjunto de Cantor si es cerrado, totalmente disconexo y un

subconjunto perfecto de algiin espacio métrico o topologico.

Ejemplo: Los conjuntos £ y ZE son conjuntos de Cantor.

2.1.1 El shift de Bernoulli

Definicion 2.3. [4]] Sean Z} y X los espacios de secuencias unilaterales y bilaterales de N simbolos

respectivamente.
» El shift de Bernoulli unilateral es la aplicacion o™ : ZE — Z} definido como
ot (zg, 21, 20,...) = (T1,22,73,...).
» El shift de Bernoulli bilateral es la aplicacion o : Ly — Xy definido como
o((z)jez) = (yj)jez, donde yj = xjy1.
Proposicion 2.5. El Shift de Bernoulli bilateral es un homeomorfismo.

1 €
Demostracion. Dado w = (wj)jez € Zn. Dado € > 0 pequerio, digamos € < Jno’ tome § = 1 Per

lo tanto se n = (n;)jcz € L es tal que d(n,w) < 0, entonces

nj — wjl
d(nvw) = Z% < 57
JEL
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[7j — wj
217l
|7] < no + 1. Entonces

1
En particular < gnoT1 Para todo j € Z, por lo tanto n; = wj para todo j € Z tal que

nj —wj;l Inj — wjl
Z olil Z 92lil <9,
JEZ |7]|>no+1
Note que

d(G(n),G(w))zzw = > '"[W'

JEZ |7]>no+1
n; — wjl
< Wy It
— Z Q\j\fl
[4|>no+1
n; — wjl
< g @ Jh
< 2 2
[4|>no+1
< 20 <e.

Por lo tanto o es continua. Note que G es invertible y que 6~ (n;) ez = (wj)jez, donde wj = n;_1.
El mismo argumento que hicimos para mostrar que © es continua demuestra que o~ también es

continua, con esto concluimos que o es un homeomorfismo.

Observacion: Procediendo andlogamente como en la demostracién de la Proposicion podemos
demostrar que ot es continua. Notemos que 0 no es invertible pues, con efecto, 07 (1,1,1,1,...) =

(1,1,1,...) = 07(0,1,1,...).

Proposicion 2.6. [4] Los Shifts de Bernoulli poseen las siguientes propiedades:
(1) Son expansivosy
(2) topoldgicamente mixing.

Demostracion. Demostraremos solo para el shift bilateral, la demostracién para 6 es completamente

andloga.

1
(1) Tome € = 7 Sean n,w € Xy tal que

1
d(o™(n), 0" (w)) < 5 para todon € Z.

Luego, para cada n € Z tenemos 0" (&) = (§}) donde &; = ;n, por lo tanto

[Mj4n —wjn| 1
J

por lo tanto debemos tener que 7, = wy, paratodon € Z, 0 seaw = 1.
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(2) Dados dos abiertos U,V C ¥,,w € U,n € Vye > 0tal que B(w,e) C Uy B(n,e) C V.

Tome ng € N tal que

Ahora, dado un elemento n > n tome el elemento £ = (&;) jez tomado de la siguiente manera

0, sej < —n,
=9 n seljl<mn,

Wj—2n, Sej > n,

Por definicion, tenemos que d(n, &) < ey que d(w,0™(§)) < e,osea& € Vy 0™ (£) € U, esto implica

que
a"(V)NU # 0,
por lo tanto o es topolégicamente mixing. O
2.1.2 Cadenas de Markov
Z

Definicion 2.4. Sea A C X subconjunto invariantes y cerrado. La restriccion o|, es llamado de un

sistema dindmico simbdlico.

Sea A = (am)fj_:lo € My(R) una matriz de orden N x N cuyas entradas a; j son ceros o unos, A

también es llamada de 0-1 matriz. Sea
g = {w € XN : O, w,, = 1 paratodon € Z}.

En otras palabras, a matriz A determina todas las transiciones admisibles entre los simbolos 0, 1,2, ..., N—

1. El conjunto 3 4 es obviamente invariante por el Shift bilateral.

Ejemplo 2.1. Tome N = 3y la matriz A = (ai,j)?,j:o» dada por

ap,0 @p,1 @12 010
A= ao ail a22 =10 1 0

a0 a1 G22 1 01
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Dado un elemento w € Y4, w = (OJj)jEZ, es tal que

0, Si Wjr1 = 1
wj =491, si Wjy1r = 1
2, Si Wjr1 = 0, 2.

Definicion 2.5. [4] La restriccion oly,, := 04 es llamado de Cadena de Markov topologica deter-

minada por la matriz A. La aplicacion o 5 también es llamada de subshift de tipo finito.

Existe una representacion geométrica ttil para cadenas topoldgicas de Markov. Para eso identifiquemos
los simbolos 0,1,2,, N — 1 con los puntos xg, z1,Z2,...,Tn_1. Sea A una matriz 0-1 para Xy,
decimos que x; estd conectado con x; si 'y solamente si a;; = 1. De esta manera, obtenemos un grafo
G 4 con N vértices y una cierta cantidad de aristas orientadas.

Llamamos a una secuencia finita o infinita de vértices de (G4 un camino admisible o camino admisible
si cualquier vértice consecutivo de esta secuencia estdn conectados por una arista orientada. Un punto
de X 4 corresponde a un camino infinito en G 4 con un origen marcado. La cadena de Markov G 4

corresponde a mover el origen para el proximo vértice.

ﬁﬁ.xl

Ejemplo 2.2. La matriz A dado en el Ejemplo 2] produce el siguiente grafo:
Ga o

Sea N;i" el numero de caminos admisibles partiendo de x; a x; de tamafio m y denotemos A™ =

N-1
(CLZ'L)@',]‘:O'

Lema 2.1. [4] Para todo i,j € {0,1,...,N — 1} el numero de caminos admisibles de tamaiio m

partiendo de x; a x; es igual a af; e
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Demostracion. Demostraremos por induccidon sobre m. Para m = 1 sigue inmediatamente por defini-
4 1 ..

ciénde G4 que N; ; = aij.

Ahora supongamos que el lema es valido param € N, notemos que para cualquier & € {0,..., N —1},

todo camino admisible de tamafio m conectado con x; y ) produce exactamente un camino de tamaiio

m + 1 conectando z; con x; si y solamente si ag; = 1, por lo tanto
N—-1
m+1 __ m
Ny ™ = E Nk kg
k=0
. . . m_ m
y como por hipétesis de induccion tenemos que N;;' = aj}, tenemos que
N-1
m+1 _ m,_ . _ m+l
Nij = E Qg Okj = Qg5 -
k=0
O

Corolario 2.1. El niimero de puntos periddicos de periodo m de o 4 es igual a la traza de A™, o sea

#(Perp(04)) = trz(A™).

Demostracion. Encontrar la cantidad de puntos periédicos de periédo m es igual a encontrar la can-
tidad de caminos admisibles de tamafio m partiendo y llegando al mismo punto. Por el Lema [2.1] la

cantidad de caminos admisibles saliendo de z; y llegando a x; es igual a a]}; por lo tanto,

#(Pery,(04)) = al] +asy + .. .aﬁ_LN_l = trz(A™).

2.2 La Herradura de Smale

En esta seccion, describiremos brevemente la herradura de Smale([8]), recibe este nombre porque fue
introducido por Smale en 1965. La herradura de Smale es uno de los primeros ejemplos de dindmica
cadtica en un conjunto invariante que es un cantor. La herradura es un difeomorfismo que transforma
un conjunto de puntos en el plano, utilizando operaciones topolégicas basicas, que consisten en estirar
y doblar el conjunto inicial. El efecto de las sucesivas operaciones de estiramiento y flexion es obtener

un objeto de gran complejidad topoldgica, como veremos a continuacion.
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Construccion:

$SeaQ=[0,1]x[0, 1] el cuadrado unitario en R2. Tomemos los conjuntos Hy, H; C @, definidas de la

siguiente manera:

Hy = {(z,9) €Q:0<z <1y <y},
H = {(z,y)€Q:0<z <1yl <y}
con 0 < 39 <99 <y <yl < 1. Andlogamente definimos los conjuntos Vy, V4 C @, como
Vo = {(zy) €Q:0<y<1,a) <alf},
Vi = {(z,y) €Q:0<y<1a1 <uy}

con 0 < 29 < 29 < 2} < 2 < 1. Llamamos a Hy y H; de fajas horizontales, e a los conjuntos Vp y

V1 de fajas verticales.

Asumamos inicialmente que f es un difeomorfismo en R? tal que
(i) f(Hj)=Vj,paraj=0,1,
(i) QN f71(Q)=HoUHyy

(iii) Para cada punto p € Hy U Hi, se tiene que

a 0
Df, | " :
0 b

1
de tal manera que |a,| = p < 5y |bp] = A > 2.

El difeomorfismo f : Q — R? puede ser pensado como la composicién de dos aplicaciones f1, fa :
Q — R2, f = fyo f1,donde fi(z,y) = (ux, \y), o sea la aplicacién f; estira el cuadrado @ en la
direccién vertical hasta que f;(Q) tenga mas del doble de la altura que @ y, contrae en la direccion
horizontal hasta que el ancho de f1((Q) sea menor que la mitad del ancho de ). La segunda aplicacion

f2, toma el rectdngulo f(Q) dobldndolo formando una herradura, como en la siguiente figura:

Proposicion 2.7. El conjunto A = Njczf7(Q) es un conjunto de Cantor, o sea, A es no vacio, com-

pacto perfecto y totalmente disconexo.
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Q
Y
Y _
_

y3

y)

Figura 2.1: Imagenes de H; y Hs.

Demostracion. Primero analicemos los conjuntos A”, = N%, f7(Q). Por induccién tenemos que AP =
F(ASINHL)Uf (AL NH;) es launién de 2" fajas verticales de ancho ™. Por lo tanto, la interseccién
infinita,

o0
A =[] A5=C1x[0,1]
n=0
es un conjunto de Cantor de segmentos de recta verticales. Ademds, Qg° es el conjunto de los puntos

cuyos iterados negativos estan en ().
Anglogamente, tenemos que A” . es la unién de 2" fajas horizontales de ancho A~™, por lo tanto, la
interseccion infinita

A= (A%, =1[0,1] x C
n=0

es un conjunto de Cantor de segmentos de recta horizontales. Ademds, Ag° es el conjunto de los puntos
cuyos iterados positivos estdn siempre en (). Luego intersectamos los conjuntos Ay y A%, o sea,
intersectamos las 2" fajas verticales de ancho p™ con las 2" fajas horizontales de ancho A™", obtenemos
el conjunto A", el cual es la unién de 2" x 2" = 22" rectangulos de dimensiones " y A~". En efecto,
se n = 0 tenemos que AY = Q. Se n = 1 tenemos que A’ ; esla unién de 4 rectdngulos de dimensiones
py AL Luego para n = 2 tenemos que A%, es la unién de 16 rectdngulos de dimensiones p? y A=2.

Continuando con el proceso inductivo, tenemos que
A=A®_=AFNA"  =C xC

es el producto de dos conjuntos de Cantor, por lo tanto A también es un conjunto de Cantor. Ademas,
note que A es el conjunto de los puntos cuyos iterados, tanto positivos y negativos permanecen en

A. O
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f1 f2

Figura 2.2: Composicién de f y fo.

Proposicion 2.8. Sip € C; x Co = Ay q € [0, 1] x Cy tienen la misma coordenada y, entonces
17 (p) = (o) </, 520,y
q € comp,(W?(p) N Q) la componente conexa de W*(p) N Q tal que ¢ € W?(p).

Demostracion. Con efecto, como p y ¢ tienen la misma coordenada y, pongamos p = (xg,y) y ¢ =
(x1,y), entonces ambos estdn en el mismo segmento de recta horizontal contenido en Hy U H;. Luego,
cuando aplicamos f en esos puntos, f contrae las distancias en la direccién horizontal con un factor

de contraccion igual a ;1 y f expande distancias en la direccién vertical, con factor de expansion igual

fQ FAQ Q)

@

<

Figura 2.3: Construccién del conjunto Ag°.
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Figura 2.4: Construccién del conjunto A® __.

a A. Considere el camino « : [0, 1] — @, donde «(t) = p + t(q — p), usando la Desigualdad del valor

Al

A2,
| B | LN
[ B | LN
| N | HE
| N | HE

Figura 2.5: Aj N A°,,.

A2,
] ] ]
HHH HH
(1] ]
1] ]
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medio, tenemos que

1) = Fa)] = (7 0a)(0) = (f oa)(D)|

< sup [[(f7 o) (1)]10 -1
te(0,1]

= sup HDfi(t)a'(t)H

te(0,1]
= sup [[(Dfar)’ (0~ )l
te[0,1]
a{; 0
= sup | | (wo =21, 0)]]
t€[0,1] 0 b,

= sup |lad(zo — z1,0)]
te(0,1]

IN

1o — a;] < 1,

Por lo tanto,tenemos que | f/(p) — f7(q)| — 0 cuando j — oo, por lo tanto 1V *(p). Ademds, q estd

en la misma componente conexa que p en W#(p). O

Note que los segmentos de recta horizontal son las variedades estables locales de los puntos de A. De
forma andloga, se prueba que las variedades inestables locales de puntos de A son los segmentos de

recta verticales que pasan por esos puntos.

2.3 Equivalencia dinamica entre la herradura de Smale y el

Shift de Bernoulli

Demostraremos que la aplicacion f restricto a la herradura de Smale es topoldgicamente conjugado al

shift de Bernoulli bilateral del espacio de dos simbolos.

Proposicion 2.9. La aplicacion shift de Bernoulli bilateral o : Lo — X es topoldgicamente conjuga-

daa flp: A — A
Demostracion. Definamos la aplicacion h : A — X5, de la siguiente manera:
h(p) = (wj)jez donde f?(p) € H,, paratodo j € Z.

Veamos que h es una conjugacion topoldgica entre f| y o. Con efecto,
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= ho fl]n = 0o h: Conefecto, seap € A, h(p) = wy h(f(p)) = n. Entonces fi*1(p) € H,, .,
pero fit1(q) = f7 o f(p) € Hy,. Porlo tanto, wj11 = n; y o(w) = 1. Luego, o(h(p)) =

h(f(p)), en otras palabras, el siguiente diagrama conmuta

A f A

hl - lh

22 Z:2
(02

= / es continua. Considere p € Ay w = h(p). Dado € > 0, tome ng € N tal que
N
Z — < €.
213l
3>Inol
como f|A es homeomorfismo, existe § > 0 tal que para todo ¢ € A tal que ||p—g¢|| < J entonces
f7(q) € H,,, para todo j € {—ny,...,ng}. Porlo tanto, si h(q) = (1;);ez entonces 1; = w;

para todo j € {—ny,...,np}, por lo tanto

d(h(p),h(q)) = erQ—m

JEL
.S lwj —nj
213l
l71>n0
N
< Z ol
l71>n0
< €.

Esto implica que h es continua.

= h es inyectiva. Sean p,q € A, tal que h(p) = h(q) = w = (w;);ez. Dado cualquier j € Z,
tenemos que

f_j(p)7 f_](Q) € Hw_]'v

por lo tanto debemos tener que p, g € f7 (Hy_;). Como j fué tomado arbitrariamente, tenemos

que

pa€ ) F(Ha ),

j=1
esto implica que p y ¢ estdn en el mismo segmento de recta vertical. Andlogamente, tenemos que

p,q € ﬂ?:_ o f7 (Hy_;), y por lo tanto, p y ¢ estdn en el mismo segmento de recta horizontal.

Asi concluimos que p = q.
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= | es sobreyectiva. Dado w = (wj)jez € Lo, primero demostraremos por induccién que el
conjunto ﬂ?zl I (Hy,_;) es una faja vertical con ancho p". Con efecto, para n = 1, tenemos
que ﬂ;zl f/(H,_;) = f(Hy_,) = L,_,,la cual es una banda horizontal de ancho igual a /.
Abhora, supongamos que para n — 1 < 1 tenemos que ﬂ?;ll J (Hy_;) es una faja vertical de
ancho "1, y como

n

N P ) = ()P o) 0 F(Hos), y
j=1

j=1
por hipétesis de induccién ﬂ?zz I _1(Hw_j) es una banda vertical de ancho igual a "~ !, re-
sulta que (;_; J77(H,_,) es una banda vertical de ancho p". Luego, haciendo n tender al
infinito, concluimos que (72, J771(H,,_,) es un segmento vertical.
Anélogamente, ﬂ?:_ oo J771(H,_;) es un segmente de recta horizontal, y el conjunto (> f9~1(H,,_))
esta formado por un punto p. Para este punto p € A, tenemos que que h(p) = w y por lo tanto,

h es sobreyectiva.

Dado que el conjunto A es compacto y, h es continua y biyectiva, tenemos que h~' es continua y por

lo tanto h es un homeomorfismo. O

Note que en la demostracién de la Proposicién la conjugacion entre f|p e o fue obtenida codi-
ficando la trayectoria de cada punto x € A, donde a cada punto le correspondia un tnico “cédigo”
w € Z,. Existen unas dindmicas especiales definidas en el toro T? llamadas Anosov lineales, las cua-
les facilmente pueden ser relacionadas con una dindmica simbdlica por medio de semi-conjugaciones,

como veremos a continuacioén para un ejemplo especifico; pero antes entremos en contexto.

Dinamica simbélica para un automorfismo en el Toro

Sea SL(Z,n) el conjunto de las matrices con entradas enteras y determinante igual a 1. Note que
cuando A € SL(Z,n) entonces A(Z™) C Z", y como det(A) = 1, entonces A~ € SL(Z,n) asi
A=Y(Z™) c Z™, por lo tanto A(Z") = Z". Consecuentemente, la transformacioén lineal A induce un
difeomorfismo en el toro T = R™/Z™. Denotaremos este difeomorfismo por f4, llamado también
de Anosov lineal. O sea, tenemos que el siguiente diagrama conmuta, donde 7 : R®™ — T"™ es la

proyeccién candnica:
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T fa

Proposicion 2.10. Si f4 : T — T™ es un Anosov lineal, inducido por A € SL(Z,n), entonces

Per(fa) =T".

Demostracion. Para cada k € N, definamos el conjunto

Q) = w({%,...,%] i € 7}).

Asi, tenemos que Q(k) C T™ y que la cardinalidad de Q(k) es finita, para ser mas precisos tenemos

que #(Q(k)) = k™. Claramente tenemos que

O sea f4 restricto a Q(k) es una permutacion de los elementos de Q(k) y como todo elemento de por
medio de una permutacion regresa a el mismo después de una cantidad determinada de iterar la misma

permutacion, concluimos que todos los puntos de (k) son peridicos. Luego, tenemos que
oo
| Q&) € Per(fa).
k=1

Como U2, Q(k) es denso en T" concluimos que Per(f4) = T". O
Como Per(fa) C £2(fa), una consecuencia inmediata de esta proposicion es el siguiente corolario.
n

Corolario 2.2. El conjunto de los puntos no errantes Q(f4) = T".

Una distancia natural en T" es d : T x T™ — [0, +00), definido como

T™Z)=p,7\q)=Y

d(p,q) = min z —yl.
(P, q) (o i | |
Observacion 2.2. Note que con esta distancia, si f4 : T" — T™ es un Anosov lineal, inducido por
A € SL(Z,n), entonces 7(0) es punto fijo hiperbdlico con
W2(w(0), fa) = =(W?*(0,4)))
W(m(0), fa) = =(WH(0, 4))).
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Especialmente, para difeomorfismos de Anosov lineal pueden ser representados por una dindmica
simbdlica, como veremos a continuacién para una matriz A especifica. Fijemos A € SL(Z,2), da-

do por

A=
11

Note que det(A) = 1, por lo tanto induce un difeomorfismo f4 en T2, La matriz A tiene dos autova-

lores A1 < 1 < Ay, con

3-V5 3+V5

2 2T Ty

A1
Dos autovectores asociados a A1 y A2 son vy (1 — \/5, 2)yve(1+ \/5, 2) respectivamente. Por lo tanto
las rectas L1 y Lo que pasan por el origen y paralelas a v; y V5 respectivamente, son invariantes por A,
note también que como 0 < A\; < 1 entonces A contrae distancias en la direccion de v; y de la misma

manera, como 1 < Ay entonces A expande distancias en la direccion de vs.

Figura 2.6: Deformacion de un conjunto R por medio de una transformacion Hiperbdlica.

Note que la aplicacién lineal definido por A en R?, 0 sea A : R? — R? es tal que A(x,y) = (2 +

Y, x + y). Para esta matriz en particular, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.1. [4] La aplicacion fa : T? — T? es topoldgicamente semi-conjugada la cadena de
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Markov o : g — Xp, donde la matriz de transicion es dada por

101 10
10110
B=110110
01001
01001

Demostracion. Sea Ry 'y R; los rectangulos paralelos a los vectores propios de la matriz A como en

la siguiente ilustracion:

Figura 2.7: Imagen de los conjuntos Ry y R; por medio de 7.

Sea 7 : R? — T2 la proyeccién natural. Note que 7(Ro N Ry) = T2. Notemos que A(Ry) y A(R;)
son rectdngulos con lados paralelos a los autovectores de A. Las intersecciones fa(m(R;)) N w(R;)
con j = 0,1 definen cinco rectingulos Sy, S1,...,Ss en R2, los cuales tienen lados paralelos a los

vectores propios de A.

Notemos que Ry = So U .S1 U Sy y Ry = S35 U Sy, para abreviar la notacién, tomemos S,’c =7(Sk)y
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]RZ

R4

Figura 2.8: Reubicacion de las imagenes de los conjuntos Ry y [2; por medio de 7.

R} = m(Ry,), entonces

Ri = S{,US U S, R} =S50S,
fa(Ry) = Sy U Sy U S, fa(Ry) =51US),

Notemos también que A(Sp), A(S1) y A(S2) son rectangulos que se extienden por todo A(Rp) y que
A(S3) y A(S4) son rectangulos que se extienden por todo A(R;), como muestra la siguiente figura

Por lo tanto, si j = 0, 1, 2, tenemos que

= ==
«

=

Y

D

!
TR

N
)
2

I
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o

Figura 2.9: Eleccion de los conjuntos Sy, , Sy.

Cuando j = 3,4, tenemos que

fa(s;)nsy = 0,
fa(s;)nsy # 0,
fa(s;)nsy =0,
fa(S)Nsy = 0,y
fa(S)nsy # 0

Por lo tanto, tenemos que f4(S%) NSy, = 0sibjr, = 0,y f(S7) NS}, # Osiby = 1.

Finalmente para construir una conjugacién h : g — T2, entre 65 y f4, notemos que para cualquier
rectingulo R con lados paralelos a los autovectores de A entonces sus iteradas A™(S;) también son
rectdngulos con lados paralelos a los autovectores de A y que la altura de A”(R) tiende a cero cuando
n — o0, por lo tanto, la altura de 7(A"(R)) = f(7(R)) también tiende a cero cuando n — +o00. Lo

mismo sucede con el largo del rectangulo A™"(R) y fi(7(R)).
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]RZ

Figura 2.10: Imé4genes de los conjuntos S, , S;.

Notemos también que, dado w € X 4, con w = (wk)kez Yy wi € {0,1,2,3,4}, paran € N, el conjunto

k=—n

es un rectdngulo, el cual estd contenido en los rectingulos f,"(S!, )y fi(S., ). por lo tanto

lim diam(Q,) = 0.

n—-+o0o

Como para todo n € N tenemos que (), es compacto, pues es un rectangulo y

Q1D0Q2D0Q3DQ4D ...

es una sucesion decreciente de conjuntos compactos, entonces

Q= () fi(s.,) #0,
n=1

k=—o0
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y como lim,,_, 4~ diam(@,,) = 0, entonces N>, ), consiste de un solo punto, el cual lo denotamos

por h(w), o sea

h(w) =) @n.
n=1

Asi, finalmente obtenemos una aplicaciéon h : £g — T2, procediendo exactamente como en la herra-

dura de Smale tendremos que h es continua y que obviamente h o o0 = f4 o h. U




Capitulo 3:

Caos y condiciones para su existencia

Era un dia como otro cualquiera de 1963, Edward N. Lorenz se encontraba en su despacho del MIT
estudiando un modelo atmosférico mediante el cual pretendia comprender por qué los patrones clima-
toldgicos, que siguen pautas razonablemente periddicas, nunca se repiten exactamente. El modelo en

cuestion se trataba de un cdlculo numérico del siguiente sistema dindmico de tres ecuaciones no lineales

¥ = —10z + 10y
y = 28z —y—xz
2 = —§z +x

3 Y,

las cuales simulan el fenémeno de la conveccidn en la atmdsfera. Por aquel entonces la velocidad de
los ordenadores era muy baja, por lo que, tras introducir unas condiciones iniciales que ya habia usado
con anterioridad, Lorenz sali6 de su despacho en busca de una taza de café. Al regresar se sorprendi
de que los resultados fueran totalmente diferentes de los obtenidos en la ocasidn anterior; al principio
pensé que se trataba de un fallo del ordenador, pero después se dié cuenta de que los valores iniciales
que habia introducido en el ordenador no eran exactamente iguales que los usados con anterioridad,
mientras que los primeros constaban de seis digitos, los de ahora estaban redondeados a tres digitos.

Unos meses después de este suceso, aparecia un articulo firmado por Lorenz en el que se introducian
los conceptos de atractor cadtico y efecto mariposa. Un atractor es el conjunto de puntos hacia los
cuales tiende un sistema dindmico tras un nimero elevado -infinito seria el ideal- de iteraciones, el
apellido cadtico le viene por su gran sensibilidad a variaciones en las condiciones iniciales y a que los

valores obtenidos nunca se repiten exactamente.
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Atractor de Lorenz

Figura 3.1: Atractor de Lorenz.

El efecto mariposa es una metafora de la dependencia de las condiciones iniciales, de manera que una
perturbacién tan pequefia como el batir de unas alas de mariposa en Brasil puede producir un tornado

en Texas.

3.1 Entropia topolégica

La entropia topoldgica es una forma de medir la tasa de complejidad de un sistema dindmico, que
se traduce como la impredecibilidad de la evolucién del sistema. En este contexto, se puede decir
que un sistema es cadtico si su entropia topoldgica es positiva. Una de las propiedades de la entropia
es que es invariante bajo conjugacién topoldgica, de la cudl haremos uso para calcular entropia de
algunos sistemas por medio de conjugaciones. Definimos la entropia topoldgica solo para un sistema
dindmico en un espacio métrico compacto (X, d). La métrica d se usard en la definicién, pero luego
comprobaremos que la entropia depende solo de la topologia ya que las métricas equivalentes conducen

al mismo valor de la entropia topolégica.

Proposicion 3.1. Sea (X, d) un espacio métricoy f : X — X una aplicacion continua. Dado un

niimero entero positivo n, entonces dp, ¢ : X x X — [0, 00) definido por

dn,f(xvy) = sup d(fj(l‘)v f](y))
0<j<n-1

es una métrica en X.




3. Caosy condiciones para su existencia 53

Demostracion. Dados x,y, z € X, entonces

(i) como dy, f(x,y) > d(x,y), y como d es métrica en X, entonces d,, ¢(x,y) = 0 si y solamente

sid(z,y) =0,0sead, ¢(r,y) = 0siy solamente si z = y.
(ii) la simetria de d,, s es consecuencia inmediata de la simetria de d, pues

dnp(z,y) = sup  d(f/(z), ff(y) = sup d(f(y), [ (x)) = dns(y,z).

0<j<n—1 0<j<n—1

(iii) Como d es métrica, entonces d(f/(x), f7(z)) < d(f7(z), f7(y)) + d(f(y), f?(2)) para todo

7 <0, por lo tanto

dn’f(l‘,Z) = 0<§25_1d(fj($)’fj(z))
< 0<S_gp_1d(fj($), F ) +d(f (), 7 (2))
< sw dP@.Fu)+ sw df @), F)

= dps(z,y) +dny(y, 2).

Definicion 3.1. Dado K C X, € > 0y un entero n > 0, entonces

» Un subconjunto E C K es llamado (n, €)-separado si dy, ¢(x,y) > € para todo x,y € E,
T # .
» El niimero de drbitas distintas de longitud (n, €) para K es definido por el niimero
Tsep(n, €, K, f) := max{#(F) : E C K es un conjunto (n,€) — separado para f}.
» La tasa de crecimiento de rsep(n, €, K, f) conforme n aumenta, es definida como
log rsep(”a €, K7 f)

hsep(K, f,€) = limsup ,

n—+o00 n

L K
hsep(K, f) = lim limsup 0g rsep('fl,ﬁ, 7f) .

e—0t n—-+oo n

Note que 74¢p(n, €, K, f) mide la cantidad de drbitas de tamafio n con error € > 0. En otras palabras,
si O"(z) = {f’(x) : 0 < x <n — 1} es la orbita de tamafio n de x; para € > 0, las 6rbitas de tamafio
n de dos puntos z,y € K son e-indistinguibles si y solamente si d,, ¢(z,y) < €, entonces el nimero

rsep(n, €, K, f) representa la cantidad de 6rbitas indistinguibles para los puntos de K.
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Figura 3.2: 6rbitas de dos puntos e-indistinguibles.

Definicion 3.2. 4] Cuando K = X, definimos rscp(n, €, f) = rsep(n, €, X, f), hsep(€, f) = hsep(€, X, f)

Y hsep(f) = hsep(X, f). Llamamos entropia topoldgica de f al niimero hiop(f) = hsep(f), 0 sea

1 sep(T, €,
htop(f) = lim limsup ogrp—(nef)

e—0t n—-+o0o n

Observacion:

= Note que si e > €1 > 0, entonces todo conjunto (7, €2)-separado también es un conjunto

(n, €1)-separado, entonces

rsep(”a 627 f) S TSEP(TIH 617 f)7

por lo tanto hgep (€, f) es una funcién monétona decreciente en funcién de €, o sea, si ez > €1 >

0, entonces hgsep(€2, f) < hgep(€r, f). Por lo tanto el limite que define ., ( f) siempre existe y

0 < hiop(e, f) < hiop(f) < +oo, paratodo € > 0.

» Como lim,_,0 hsep(€, f) existe, entonces para cualquier subsucesion (e )xen tal que e > 0

paratodo k € Ny limg_. € = 0, se tiene que

lfm+ hsep(ﬁa f) = HIJPoo hsep(@m f) = htop(f)-

e—0 k—

Definicion 3.3. » Una aplicacion continua f : X — X es llamada de cadtica o dindmicamente

cadtica si existe un conjunto compacto e invariante A C X tal que hyop(f|p) > 0.

= Sea M una variedad riemanniana. Un flujo F' : R x M — M es llamado cadtico si existe un

conjunto compacto invariante A C M y tg € R tal que Fy)|A : A — A, x — F(to,x), tal que

htop(Fto |A) > 0.
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Proposicion 3.2. Si X es un conjunto finito, entonces la entropia de cualquier aplicacion continua

f: X — X es cero.

Demostracion. Es inmediato, pues, en este caso existe C' > 0, tal que para todo e > 0y n > 0 tal que

Tsep(n, f,€) < C, por lo tanto
log(C)

log rsep(n, €
lim sup 108 7sep (€, f) < limsup ——= = 0.
n—+o00 n n—+o00 n

O]

Teorema 3.1. [4] Sea X un espacio métrico compacto, f : X — X una aplicacion continua y un

entero k > 1. Entonces la entropia de f* es igual a k-veces la entropia de f, o sea

htop(fk) = khtop(f)'

Demostracion. Dado S C X un conjunto (n, €)-separado para f*, entonces S es un conjunto (nk, €)-
separado para f, pues

{ff(x):0<i<n}c{fi(z):0<i<nk},

por lo tanto rsep(n, €, f¥) < reep(nk, e, f), por lo tanto

k
htOP(fk) = lim limsup g Sep(na €, f )
e—0T n——+oo n

Se: k
< lim limsup logr p(n ¢ f)

e—0t n—+oo

i log ""sep(nka €, f)
B elircr)gr 1711135,_1;5) il nk )

| k
= k( lim limsup 08 Tsep (1 €, f)
e—0t n—-+oo nk

Ehiop(f)-

IN

Por otro lado, como X es compacto entonces f es uniformemente continua, asi, dado § > 0 existe € > 0
tal que se d(z,y) < & entonces d(f7(z), f?(y)) < e. Por lo tanto cualquier conjunto (nk, ¢)-separado
para f es también un conjunto (n,§)-separado para f*, por lo tanto 7sep(n, 6, f¥) > rsep(nk, e, f)

donde € es el mismo para todo n, luego

108 7'sep(Nk, €,
khiop(f) = Kk lim limsup 0g Tsep(nk, €, f)

e—0t n—+o0o nk

1 )
< lim hmsupk—Ogrsep(n’ f)
e—0t n—-4o0o nk

log rsep(n, €
= lim limsup 208 Tsepih: & /) sep(1: . f)
e—0t n—o+oo n

htozo(fk)‘

IN
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Por lo tanto, tenemos que hyop( ) = khiop(f). O

Teorema 3.2. [4] Sea X un espacio métrico compacto, f : X — X un homeomorfismo, entonces

htop(fil) = htop(f)'

Demostracion. Sea B un conjunto (n, €)-separado para f ! tal que rsep(n, €, f 1) = #(B). Paratodo
x,y € B tenemos que d(f~*(x), f*(y)) < e paratodo 0 < k < n — 1. Tomando A = f~"+1(B),

entonces para cada z, w € A existen z,y € B tal que f " "1(z) = zy f " (y) = w, luego

d(f5(2), fF(w)) = d(f*" (@), 7 (y)) = d(fF (@), TR (y) >,

por lo tanto A es un conjunto (n,€)-separado para f, y como f es homeomorfismo, tenemos que

#(A) = #(B), entonces
Tsep(n, €, f) > #(A) = #(B) = Tsep(n,e,f_l)

Por 1o tanto hiop(f) > hiop(f~1). Andlogamente, invirtiendo papeles de f y f!, obtenemos la otra

desigualdad, y por lo tanto

hiop(f) = haop(f 1)

Juntando los Teoremas[3.1]y 3.2} inmediatamente obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Sea X un espacio métrico compacto, f : X — X un homeomorfismoy k € Z, entonces

heop(f*) = [kl htop(f).

Teorema 3.3. [4] Sea f una aplicacion continua sobre un espacio métrico compacto X. Asuma que
X = XjU...UX}, es una descomposicion de X en subconjuntos compactos que estdn a una distancia

positiva. Entonces

h(f) = 11218/% htop(f‘Xi)-

Demostracion. Para ¢ > 0 suficientemente pequerio, de tal manera que para todo i # j, tengamos
que

ix d(X;, X
max (X5, Xj) <,

por lo tanto

k
Tsep(na €, f) = Z rsep(n7 ¢, f’Xz>
i=1
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Ast, para cadan > 0y cada j, deberiamos tener que

rsep(ny 67 f’X]) g Tsep(n7 6, f) S k 1rgfi<xk rsep(na 67 f|X1)

Luego hacemos n — oo, tenemos que

h’top(€7 f‘Xj) S htop(ea f)
10g Tsep(na €, f)

= limsup

n——+o0o n

i log(k méxi<;<i Tsen(n, €, flx.
< hmsup g( <i<k sep( ) 7f| 1))

n—00 n

log méx <i<kT n,e X log k

_ h'msup g 1<i<k sep( ) 7f’ z) +limsup g

n—+o00 n n—+oco N

log reep(n, € )
= méx limsup 8 7sep(m: € f1x:)
1<i<k n—s4o00 n

—  méx h ).
méx top(€: f1x,)

+0

Ast htop(ea f) = méXlSigk htop(e) f|X1)
1

Ahora tomemos €, = —. Como I;;, = {1,2,...,k} es un conjunto finito, podemos encontrar un
m

elemento jy € Iy tal que

glfgk htop(e) f|X1) = htop(erm f|XjO)

para una cantidad infinita de indices m. Asi, obtenemos una subsucesion (e, )ien tal que

121?236 htop(ea f|XZ) = htop(emla f|X]-O)7

o0 sea htop(emkv f) = htop(fmv f‘XjO ), luego
htop(f) = l—lf-r:loo htop(emlvf) = l—lf—ri-noo htop(fmp f|XjO) = htop(f’XjO)-

Note que como X; C X debemos tener que hiop(f|x,) < hiop([f) para todo i € Iy, esto implica que

1%15239 htop(f‘Xi) = htop(f‘on)7

e ast finalmente obtenemos que

heop(f %) = Kl htop(f)-

Teorema 3.4. [4] Sean X y Y dos espacios métricos, con métricas dX y d¥ respectivamente. Sea
f: X > Xyg:Y =Y, tal que existe una aplicacion continua ¢ : X — Y tal que po f = go ¢

entonces
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(a) Se ¢ es sobreyectiva, entonces hiop(g) < hiop(f)-
(b) Se ¢ es inyectiva, entonces hiop(g) > hiop(f)-

Demostracion. (a) Como X es compacto, entonces ¢ es uniformemente continua, por lo tanto,
dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que dX(z1,22) > & siempre que d¥ (¢(x1), d(72)) > e Sea
E(n,e,g) C Y un conjunto (n, €)-separado para g, tal que 7cp(n, €, g) = #E(n, ¢, f). Como
¢ es sobreyectiva, entonces para cada y € E(n,e¢,g) tome un dnico elemento x € ¢~ 1(y),
luego tome E(n,d, f) formado por estos puntos, por lo tanto #E(n,d, f) = #E(n,¢€,g). Se

x1,x2 € E(n,d, f), como

A" (6(f*(x,)), 6(f* (22))) = d" (9(¢" (1), 6" (6(22)))) > €

entonces por continuidad uniforme de ¢ tenemos que dX (f¥(x1), f*(x2)) > d para 0 < k <
n, por lo tanto E(n,d, f) es un conjunto (n,d)-separado para f. Por lo tanto rse,(€,n,g) <
Tsep(0, M, f), esto implica que

htop(ea g) S htop(6> f)

Claramente, si ¢ — 0" implica que § — 0T, por lo tanto
htop(g) = €£%1+ htop(€, 9) < 51_f>rél+ hiop(8, f) = Peop(f)-

(b) Dado € > 0, por la continuidad uniforme de ¢! existe § > 0 tal que para 1,792 € ¢(X),
d¥ (y1,y2) > 6 siempre que d* (¢~ (y1), ¢ ' (y2) > €. Sea E(n, ¢, f) C X un conjunto (n, €)-
separado para f, tal que rsep(n, €, f) = #E(n, ¢, f). Luego, tome E(n,d,g) = ¢(E(n,¢, f))
como ¢ es inyectiva #E(n, €, f) = #E(n, 0, g), procediendo como en el item anterior, tenemos

que E(n,d, g) es un conjunto (n, d)-separado para g, luego

Tsep(’nﬂ 67 g) 2 #E(?’L, 579) = #E(na €, f) = Tsep(nﬂ ¢, f)

Por lo tanto,

htop(ea 9) > htop(5> f)>

es claro, que si ¢ — 0T implica que § — 0™, por lo tanto

htOp(g) = GEI(% htOp(Q g) > 51_f>I(1;1+ hmp((sa f) = ht0p(f)'
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Corolario 3.2. Si dos aplicaciones f : X — X yg :Y — Y, son topolégicamente conjugadas,

entonces

htop(f) = htop(g)'

Demostracion. Como f e g son topolégicamente conjugados, existe un homeomorfismo ¢ : X — Y
tal que ¢ o f = g o ¢. Como ¢ es homeomorfismo, en particular ¢ es inyectiva y sobreyectiva, luego

por el Teorema [3.4] tenemos que
htop(f) - htOp (g) .

O

Corolario 3.3. Sea X un conjunto con dos métricas dy d'. Sea f : X — X una aplicacién continua

d

con cualquiera de las dos métricas, y denote hy,,

(f)y hf;p( f) las entropias topoldgicas de f con

respecto a las métricas d y d’ respectivamente. Si d y d’ son métricas equivalentes entonces

Wi (f) = hi, ().

Demostracion. Si dy d’ son equivalentes, la aplicacion Idx : (X,d) — (X,d’) es un homeomorfis-
mo, tal que

Joldx =Idxof,

osea f: (X,d) = (X,d)y f: (X,d) = (X,d') son conjugadas y por el Corolario [3.2] tienen la

misma entropia. O

3.1.1 Primer teorema de Bowen para entropia

El siguiente Resultado, fue dado por Bowen (1970), la cual dice que la entropia estd contenido en el

conjunto no errante, o sea, Orbitas errantes no contribuyen al caos.

Teorema 3.5. [4|] Sea f : X — X una aplicacion continua sobre un espacio métrico compacto X.

Sea Q) C X el conjunto de los puntos no errantes de f. Entonces

htop(f) = htop(f‘Q)'

Antes de demostrar este teorema, introducimos una forma equivalente de definir entropia topolégica.
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Definicion 3.4. Sea f : X — X una aplicacion continua, sobre el espacio métrico con métrica d y
K C X.Sean ¢ > 0yn € N, un subconjunto G C K es llamado (n, €)-generador para K si para
todo x € K existe un elemento y € G tal que
dyp(z,y) = sup d(f?(z), f(y)) <e.
0<j<n
El niimero rgen(n, €, K, f) es definido como el menor niimero de elementos que puede tener un con-

Jjunto (n, €)-generador de K, y

log(rgen(n, €, K,
hgen (€, K, f) = limsup 08(7gen (1, € f))

n—+00 n

Note que si e > €; > 0 entonces todo conjunto (n, €1)-generador también es un conjunto (n, €2)-
generador, por 1o tanto rge, (1, €2, K, f) < 1gen(n, €1, K, f), entonces hgen (€2, K, f) < hgen (€1, K, ),

o sea la aplicacion € — hgen (€, K, f) es monétona decreciente. Esto implica que siguiente limite existe
hgen(Ka f) = lim hgen(ea Kv f)v
e—0t
y hgen(€2> K, f) < hgen(Ka f)-
Para cualquier € > 0, entero positivo n, K C X, definimos Eye,, (1, €, ') un conjunto minimal (n, €)-

generador, o sea

#(Egen(n, €, K)) = rgen(n, e, K, f).
Definicion 3.5. Sea f : X — X una aplicacion continua, definamos hgen(f), como
hgen(f) = hgen(X, f).
Lema 3.1. Sea K C X. Entonces, para cualquier € > 0y entero n > 0, tenemos que
(a) rsep(n,26, K, f) < rgen(n, e, K, f) < roep(n, e, K, f).
(D) hsep(26, K, f) < hgen(€, K, f) < hgep(e, K, f).
(¢) hsep(K, f) = hgen(K, f), y por lo tanto

htOp(f) = hgen(f)-

Demostracion.  (a) Sea Fgep(n, €, K) un conjunto maximal (n, €)-separado para K. Entonces el

conjunto Ep(n, €, K) también es un conjunto (n, €)-generador para K, pues, caso contrario
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(b)

(c)

existirfa un elemento y € K tal que d,, s(y,x) > € para todo v € E,p(n, €, K), entonces el
conjunto S = {y} U Esep(n, €, K) serfa un conjunto (n, €)-separado con mas elementos que el
conjunto maximal Fg.,(n, €, I{), esto genera una contradiccién. Por lo tanto Ese,(n, €, K) es

un conjunto (n, €)-generador para K, entonces
Tsep(, €, K) = #(Egep(n, €, K)) > rgen(n, €, K). (3.1)

Ahora, sea Fsep(n,2¢, K) un conjunto maximal (n, 2¢)-separado para K, y Egen(n, €, ) un
conjunto minimal (n, €)-generador de K. Como z € E,p(n,2€, K) C K, para cada x €
Egep(n, 2¢, K) existe un elemento y = ¢(z) € Egen(n, €, K) tal que d,, ¢(z,y) < €, asi ob-
tenemos el mapa ¢ : Eqep(n,2¢, K) — Egen(n, €, K). Sean z,2’' € Esep(n, 26, K) tal que

o(x) = ¢(2') = y, entonces
Clmf(a}‘, .CC/) < dn,f(”? f)(xa y) + dn,f(y7 .73‘/) < 26;

Como Ejcp(n, 2¢, K) es un conjunto (n, 2¢)-separado entonces x = z’. Por lo tanto, la aplica-

cioén ¢ es inyectiva, asi, tenemos que

Toep(n, 26, K) = #(Esep(n,2¢, K))

< #(Egen(na €, K))
= ’I"gen(n, €, K) (32)
Finalmente de[3.1]y 3.2} tenemos que
Tsep(n, 2¢, K, f) < 7qgen(na 6K, f) < Tsep(na e, K, f). (3.3)
Por[3.3] tenemos que
lin sup log rsep(n, 26, K, f) < ltmsup log rgen(n, €, K, f)
n——+o0 n n——+o0 n
S llfm Sup ]‘Og TSEP(”? 67 K? f) ,
n—-+oo n
o sea,
hs@p(267 K7 f) S hgen(ﬁa Ku f) S hsep(€7 Ku f) (34)

Sigue inmediatamente de haciendo € — 0.
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Proposicion 3.3. Si X un espacio métrico compactoy K C X, entonces
hsep(e, K, f) < 4o00.

Demostracion. Dado ¢ > 0. Como X es compacto, existe un nimero finito N, tal que NV, es el
nimero mdximo de bolas disjuntas de radio € en X. Por lo tanto, para cualquier entero n > 0, el
nimero maximal de elementos de un conjunto (7, €)-separado es menor o igual que N, pues, no
puede haber dos 6rbitas con d,, ¢(x,y) < € f/(z)y f(y) en la misma e-bola para 0 < j < n.

Entonces, 7s¢p(n, €, K, f) < N, por lo tanto

hsep(€, K, f) < log(N{") < +o0.

Demostracion del Teorema 3.5t

Como Q = Q(f) C X, tenemos que hyop(f|2) < hiop(f). Por lo tanto, s6lo necesitamos demostrar
la otra desigualdad. Para esto, dado m > 0, construiremos conjuntos (n, 2¢)-separados para X con la
misma cardinalidad que un conjunto (m, €)-generador de €2, para un determinado n dependiendo de
m.

Fijemos un entero m > 1y e > 0 para el resto de toda la demostracion. Tomemos Eyc,, (m, €, 2) un

conjunto minimal (1, €)-generador para f|Q2. Considere el conjunto
U={ze€X :dpy(r,y) <eparaalgin y € Ege,(m,e,Q)}.

Como las orbitas en Egyep,(m, €, §2) también generan orbitas cercanas a {2 en X, U es un conjunto
abierto en X que contiene a 2. Como U es abierto y X es compacto, entonces U¢ = X\U es un
conjunto compacto y todo los puntos de U° son errantes. Puesto que cada x € U° es errante, entonces
existe B, > 0, tal que f7(B(x, B;)) N B(x, ;) = 0 para todo j > 1, pero como U*¢ es compacto, el

nimero 5 = min,cye B, es positivo, por lo tanto para todo z € U tenemos que
f7(B(x,8)) N B(x,3) = 0 para todo j > 1.
Ahora, tomemos un conjunto minimal (7, €)-generador Ege,(m, 5,U¢) para f en U¢, o sea
#(Egen<maﬁa Ue)) = Tgen(mvﬁv Us, f).

Consideremos el conjunto Gyen(m) = Egen(m, €,Q2) U Egen(m, 3, U¢). El conjunto Gyep, (m) clara-

mente es un conjunto (n, €)-generador para X, asi

#(Ggen(m)) < rgen(m, 6, X, f).
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Sea £ un entero positivo. Para estimar 7.y (1, 2¢, X, f), vamos a definir la siguiente aplicacién
0 X — Ggen(m)*
= (Yo, Ye-1)
donde:
() ys € Egen(m, €,9Q) y dpm (f*"(x),ys) < esi f*(x) €Uy
(i) ys € Egen(m, B,U°) y dm, s (f*"(2),ys) < Bsi f*"(x) € U*.

Como Eyep,(m, €, §2) es un conjunto (m, €)-generador para U y Eger, (m, 8, U€) es un conjunto (m, 3)-

generador para U¢, siempre es posible hacer esas elecciones para definir 1).

Afirmacion 3.6. Asumiendo que (yo,...,yr—1) = i(x) para algin © € X. Entonces un punto

Ys € Egen(m, 8,U°) no puede repetirse en esta (-upla.

Demostracion. Esta afirmacion es consecuencia de que bolas B(ys, /3) son errantes y por la eleccion

de y, tenemos que ys € Egen(m, B,U°). O

Nuevamente, tomemos un entero n € Z tal que n > mrgen(m, 8,U°, f)y Egep(n, 2¢, X) un conjunto
maximal (7, 2¢)-separado. Ahora tomemos un entero £ > 0, tal que (¢ — 1)m < n < ¢m. La siguiente

afirmacion dice ¢, es uno a uno en E.p,(ne, X ), asi podemos estimar 7., (1, 2¢, X, f) por medio de

#(@K(Esep(na 267 X)))
Afirmacion 3.7. La aplicacion 1 es uno a uno en Eqep(n, 2€, X).

Demostracion. Sean x,z € Egp(n,2e, X) tal que po(x) = wi(2) = (yo,...,ye—1). Luego, para

t,seZtalque 0 <t <my0 < s </ tenemos que

AT @), ST S () ) + g s, T (2)

< €4 €= 2.

El entero ¢ es escogido de tal manera que ¢m > n, asi tenemos d,, ¢(z, z) < €, por lo tanto = z, ya

que si x # z'y como x, z € Eyep(n, 2¢, X) tendriamos que d,, ¢(z, z) < €. O

Afirmacién 3.8. Sea ¢ = r4en(m, B,UC, ) y p = rgen(m, €,82, f). Entonces

#(0e(Bsep(n, 26, X))) < (g + 1)1,
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Demostracion. Sea I; el subconjunto de /-tuplas en @¢(Esep(n, 2¢, X)) tal que existen exactamente j
puntos y, que estdn en Ege, (m, 5, U¢). Puesto que ys € Egen(m, 5, U°) no puede repetirse en ¢y (x),

por lo tanto, deberiamos tener que j < ¢ (notemos que esto limite es independiente de n o £. También,
, . q . c
n > mgq asi £ > q). Para I, existen formas de escoger estos j puntos ys € Egen(m, 3, U¢); por

lo tanto existen

e.(z—1)...(€—j+1)—(€f!j)!

formas de organizarlos entre las posiciones en el orden de ¢-uplas; finalmente, existen a lo sumo
0—j 0—j ‘
Tsptm(maEaQaf) j:p ]Sp

formas de escoger los restantes y; a partir de Egc,, (m, €, 2). Por lo tanto

q 2

#(1;) < 7_1){
y
q
#(SDZ(ESEP(TL72€7X))) = #(IJ)
j=0
q 2! ’
< P
(j (£ =)
Para estimar este sumatorio, notemos que <qy
J
o (0—1)...(¢ 1) < <y
—=0(/-1)..{—7+1) <<
(£ —J)!

Por lo tanto,

q
#(‘Pé(Esep(na%:X))) = quqpé
=0

A\
=
+
=
=
<

i)
S

Esto, concluye demostracién de la afirmacion. O

Abhora, continuando con la demostracién del teorema, Por la afirmacién 2 y 3, tenemos que

T55p<n,2€,X,f) = #(WK(ESEP(T%zevX)))

< (g4 1)wpt,
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donde ¢ = 74en(m, B,U°, f) e p = rgen(m, €,Q, f).Entonces

, 1
hsep(Ze,X,f) = lilgilolg 5 10g(rsep(na 2€> X? f))
I 1! 1 1

< lmsup og((g +1)!) + qlog(¢) + Llog(p)

£—+o00 (K - 1)m
< log(p)

m
_ log(rgen(mv €, Q7 f))
m b

luego, hacemos m — 400, y obtenemos que

1 en M 7Q7
hsep(2€, X, f) < limsup 08(rgen(m, €2, f))

m——+oo m

= hgen(€7 Q7 f)
Finalmente, hacemos ¢ — 0 y obtenemos que
hiop(f) = Hm heep(2€6, X, f) < Hm hgen(€,Q, f) = hop(€2, f).
e—0t e—0t

Teorema 3.9. Sea f : X — X una aplicacion continua sobre un espacio métrico compacto X. Se

Q C X el conjunto de los puntos no errantes de f es finito, entonces
hiop(f) = 0.
Demostracion. Sigue inmediatamente del Teorema 3.5]y de la Proposicién 3.2} O
Ejemplo 3.1. Sea ¢ : R x S? — S? el flujo gradiente, dado por
X(x) = =V f(x)

donde f : S*> — R es la funcién altura con respecto al plano Z = 0, viendo el origen de R® como
el polo sur de S?. Note que el flujo definido por las soluciones sus trayectorias siguen la direccion de

—V f el cual indica el lugar a donde la funcion decrece con mayor rapidez, asi como indica la figura.
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Figura 3.3: Orbitas del Flujo gradiente .
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Entonces tenemos que () = {N, S}, el cual es finito, por lo tanto

htop(ﬁp) =0.

3.1.2 Segundo teorema de Bowen para entropia

El siguiente teorema dado Por Bowen en 1971, nos dice que no es necesario una conjugacién topoldgica

para obtener igualdad de entropia, es suficiente tener una semiconjugacién uniformemente finita.

Definicion 3.6. [4] Una aplicacion ¢ : X — Y es llamada de uniformemente finita si para todo

y €Y, ¢~ (y) es finito y existe una constante C' > 0 tal que SUp,cy #(o(y)) < C.

Teorema 3.10. /4] Sean f : X — X y g : Y — Y dos aplicaciones continuas, donde X e Y son
espacios métricos compactos con métricas d~ y d respectivamente. Si ¢ : X — Y es una semi-

conjugacion de f a g uniformemente finita, entonces

htop(f) = htop(g)'

Demostracion. Note que como ¢ es una semi-conjugacion, automaticamente tenemos que hyqp(f) <

hiop(9)-

La idea de esta demostracion es probar que, dado ¢ > 0, existe un 8 > 0 tal que existe un limite

superior para el tamaflo maximo de un conjunto (n, 3)-generador para g.

Fijemos un € > 0. Sea m > 1 un entero, entonces existe 3 > 0 tal que
1 1
hsep(2€7 f) S hspcm(ﬁaQ) + E log(C’) S htOp(f) + E log(C)
Dadoy €Y, sea
Uy =Uyme={w € X :dp, s(w,2) < e paraalgin z € ¢ (y)}.

Por la continuidad de f, U, es un conjunto abierto de ®~1(y). Por la continuidad de ¢ y la compacidad
de X, existe una vecindad abierta de W, C Y de y tal que ¢~ *(W,) C U,. Como el conjunto Y’

es compacto, existe una cobertura finita {W,,,..., W, }. Sea § > 0 el nimero de Lebesgue de la
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cobertura finita, el cual tiene la propiedad de que si y € Y existe algin elemento W, de la cobertura
finita tal que la bola cerrada de radio 3 estd contenida en W, 0 sea B (y,B) C W,,,. Ahora vamos a

probar que
1 1 1 1
E 10g(7'sep,2e,f)) < E log(rgen(nv B, g)) + E 10g(0) + E 10g(0)'

Para esto, necesitamos romper una 6rbita de f en segmentos de longitud m. Con efecto, dado un entero

positivo n, existe un entero positivo £ tal que
(L—1)m < n < ‘Im.
Sea Esep(n, 2¢, f) C X un conjunto (n, 2€)-separado para f con
#(Esep(n, 26, f)) = rsep(n, 2¢, f),
Y Egen(n, 8,9) C Y un conjunto minimal (n, §)-generador para g con
#(Egen(n, 8, 9)) = rgen(n, B, 9)-
Paray € Egen(n, B, 9),seaq(j,y) € {y1,...,yp} escogidos de tal manera que
B(f1(y), B) C Wy(jp)-
Para dar una estimativa de 7., (1, 2€, f) en términos de rgc,(n, 5, g), definimos el mapa
00 Bsep(n, 2¢, f) = Egen(n, B, 9) x X*
por y(x) = (y; zo, . . ., Teyy—1) donde

) ¥ (5, 6(2) < By y € Eyen(n, . f),

(i) 75 € ¢~ 1(q(sm,y)) satisfacen que dﬁf(fsm(a:),xs) < epara 0 < s < (. Note que esto

siempre es posible, pues

¢o fsm(l‘) = gsm o ¢(l‘) € B(gsm(y)’ ﬂ) C Wq(sm,y)a

f(x) € ¢_1(Wq(sm,y)) - U!I(Sm,y)ymyf

y esto siempre es posible elegir x.
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Afirmacion: El mapa @y restricto a Escp(n, 2€, f) es uno a uno.
Con efecto, si pp(w) = ¢u(2) = (y;xo,....2¢—1), entonces, para 0 < t < m,y 0 < s < { tenemos

que

IN

dX (fH (w), fH(2)) don, 1 (fT (W), 25) + dyn g (25, f*7(2))

< e+e€e=2e

Como n < m/, obtenemos que dfff(z,w) < 2e. Luego, como Egp(n, 2¢, f) es (n,2¢)-separado,

tenemos que w = z. O

Ahora usamos la afirmacion para finalizar la demostracién del teorema. Para y € Eye,(n, 5, g) fijo,

tenemos que
-1
#(0e(Baep(n, 26, )0 ({yh x X)) < T]# (67 alsm, )
s=0
<
Debido a que existe 7g4e, (12, 8, g) elecciones de y € Egen(n, 3, g),

Tsep(n, 26, f) = #(SOZ(Esep(naQEa f))

< rgen(n, B, 9)C".

Por lo tanto

1 1 1
—log(rsep(n, 2¢, f)) < ﬁlog(rgen(n,ﬁ,g))+ﬁlog(04)

1 Im
= - log(rgen(na /Ba g)) + % log(C)

—3

+m

< - log(rgen(na B, g)) + n IOg(C)

—3

1 1
S ; log(rgen(n, 5a g)) + E 10g(0) + E IOg(C)
Luego aplicamos lim sup cuando n tiende al infinito, obtenemos que

hsep(zea f) S hgen(67g) + %log(C) S htOP(g) + %log(C)

Como esta desigualdad vale para todo m > 1, tenemos que hgep(2€, f) < hiop(g). Finalmente,

htO;D(f) = GE%L hsep(QEa f) < htOp(g)'
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3.2 Sistemas caoticos clasicos

Se ha observado que en contextos mds complicados que las expansiones circulares, la construccién
de dindmicas simbdlicas es util y en muchos casos indispensable para analizar la dindmica en cues-
tién, como es el caso de la Herrradura de Smale, especialmente en relacion con propiedades bésicas
como la transitividad. y existencia (o nimero) de puntos periddicos, una vez que se ha establecido
una conjugacion topoldgica entre dos espacios, uno de ellos es un espacio de desplazamiento, todas
las propiedades y resultados obtenidos en la dindmica simbdlica se pueden transportar al otro sistema

dindmico en cuestion a través de la conjugacion.

3.2.1 Caos en dinamicas en S!

El circulo unitario es usualmente conocido como un subconjunto del palo R?:
St = {(z,y) e R¥|z% +y* = 1}.

Pero existen otras maneras de ver el circulo, y una de esas maneras serd bien conveniente para nuestros
propositos.

Vamos a considerar el circulo S' como el intervalo unitario cerrado [0, 1] pero con los puntos 0 y 1
identificados. Esto es, si vamos hacia la derecha partiendo desde el punto 0 y cuando llegamos a 1
automdticamente somos teletransportados hacia el punto 0. Una manera elegante de explicar eso es

que el circulo es el conjunto de los nimeros reales mddulo Z(simplemente mddulo 1), o sea
S' =R/Z.

Geométricamente, vamos a representar el circulo con el punto cero como “polo sur”’, con las coorde-
nadas aumentando en sentido anti-horario.

En el intervalo [0, 1], los punto 0 y 1 no son el mismo punto, de hecho la distancia usual entre ellos es
|1 — 0| = 1. Pero en el circulo, 0 y 1 representan el mismo punto, puesto que estos dos puntos estdn

identificados y por lo tanto la distancia entre ellos tendria que ser igual a cero. Note que si [ es un arco
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cerrado en S, este puede ser visto como subconjunto de [0, 1] pero como 0 y 1 representan el mismo
punto en S! entonces I como subconjunto de [0, 1] o es un intervalo cerrado o unién de dos intervalos
cerrados. Cuando I representado en [0, 1] es un intervalo [a, b] entonces la longitud de ese arco es igual
al tamafio del intervalo [a,b], o sea £(I) = b — a; en el segundo caso, cuando el arco I es unién de
dos intervalos cerrados [a, b] U [c, d] entonces la longitud del arco es ¢(I) = (b —a) + (d — ¢). Enel
caso de un arco abierto o semi abierto I, tome (1) = ¢(I). En base a lo anterior vamos a definir una
distanciaen S*, d : St x S — Rg de la siguiente manera: dados dos puntos z,y € S' automatica-
mente obtenemos dos arcos I y ¢ ambos con extremos en x e ¥, entonces definimos la distancia de x
Y, COMO

d(,y) = min{€(D), (1)} = min{ (1), 1 — £(I)}.
Claramente d es una distancia, de hecho:

(i) * = y si y solamente si el arco cerrado con extremos en z e y es todo S', esto ocurre si y

solamente si d(z,y) = min{¢(S1),1 - £(S')} = min{1,0} = 0.
(i) Seanx,y € S, ysean Iy I¢los dos arcos con extremos x € , por lo tanto

d(z,y) = min{€(D), (1)} = d(y, ).

(iii) Sean z,y, 2 € S',y sea I el arco con extremos e y tal que d(z,y) = £(I) y se y J el arco con
extremos y y z tal que d(y,z) = ¢(J), note que I U J es un arco conexo con extremos = y z,

por lo tanto

d(z,z) =min{l(ITUJ),1 —0(ITUJ)} <LIUJ)<lI)+L(])=d(z,y)+d(y,z).

Una clase de dindmicas definidas en S* son los Mapas Expansivos, definidos para cada entero m > 2
por la aplicacién f,,, : S' — S' donde f,,(x) = maz(mddl). Estas dindmicas tienen entropia positiva,
en realidad h¢op(frm) = log(m), aqui demostraremos para m = 2. La demostracion para los otros
valores de m es enteramente analogo. En las notaciones, cada vez que tomamos un punto = € S, la

suma y producto respectivo son tomados con médulo 1, el cual omitiremos.

Proposicién 3.4. Sea f : S* — S tal que f(x) = 2x, entonces

hiop(f) = log 2.




3. Caosy condiciones para su existencia 72

1 .
Demostracion. Tomando ¢, = ok Dado n > 0, dos puntos z,y € S' son (n,¢;)- separados si

d(fi(x), fi(y)) = d(2'z,2'y) > €, paratodo 0 < i < n — 1, entonces
d(:U,y) > €k27n+1 — 27n7k+1'

Por lo tanto un conjunto (7, € )-separado debe tener una cantidad menor de 1/27"**! elementos, o
1 1
2n+k—1 + 22(n+k—1) Y

sea rsep(n, ek, f) < 2" k=1 Tome a =

S(n,er) ={0,a,2a,3a,...,(2" "1 —2)a}.

Obviamente S(n, e;) es un conjunto (n, e;)-separado y, #S5(n, ;) = 2"F*~1 — 1. Entonces

k—1
Tsep(na Ekzaf) = 2"t -1,
por lo tanto

1 se 5 €,
htop(f) = lim lim sup M

E*}0+ n—-4oo n

log(2"h=1 — 1
~ lim limsup 8¢ )
ex—=0t n—4oo n

(n+k-1)

= lim limsup log(2 — 27"~ k+1h

k—+00 n—s+4oo

= lim log2

k——+oco

= log2.
Por lo tanto hy,,(f) = log2, o sea f es una aplicacion cadtica. O

A continuacion, demostraremos que todo homeomorfismo definido en S 1 tiene entropia nula, o sea,
sorprendentemente las dindmicas dadas por homeomorfismos en S! carecen de caos. Primero demos-

tramos un lema el cual ayudara en la demostracién del proximo teorema.

Lema 3.2. Sean z,z € S*, entonces si existe un arco I con extremos en x 'y z tal que ((I) < 1/4,

entonces

d(z,z) =¢(I).

Demostracion. Con efecto como ¢(I) < 1/4, entonces ¢([€) =1—4(I) > —,0sea {(]) < £(I°), por

= w

lo tanto

d(z, 2) = min{(I), £(I°)} = ¢(I).
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Teorema 3.11. Todo homeomorfismo f : S — S' tiene entropia topolégica igual a cero, o sea

hiop(f) = 0.

Demostracion. Considere (S!,d), o circulo con la distancia usual. Como f es homeomorfismo y
S1 compacto, entonces f~! es uniformemente continua, entonces existe un entero k > 0 tal que si

d(z,y) < k~!entonces d(f~1(z), f1(y)) < 1.

Afirmacién 1: Tomando ¢, = k!, entonces para todo n € N tenemos que
rgen(n, €, f) < n(k+1).

Con efecto, demostraremos por induccion. Paran = 1 es directo, pues si d;_¢(x,y) < € si'y solamente

sid(x,y) < e, entonces el conjunto
Gr={0, k7 2k (k= Dk7Y (B—1/2)k71)
claramente es un conjunto (1, €x )-generador, por lo tanto

Tgen(n, €, f) < #(G1) =k + 1.

Ahora supongamos que la afirmacion es verdadera para un entero n > 0, 0 sea que 7gen (1, €, f) <
n(k + 1), entonces debemos demostrar que 7gen, (7 + 1, €, f) < (n+1)(k + 1). Con efecto, tomemos

el conjunto Gp+1 = G, U f~"(G1),tenemos que
H#(Gpi1) S #GR) +#(G) =nk+ 1)+ (k+1)=(n+1)(k+1).

Ahora demostraremos que G, 1 s un conjunto (n+ 1, €, )-generador para S'. Con efecto, sea zg € S*
entonces como G, es un conjunto (n, €;)-generador, existe © € G, tal que d(f*(xo), fi(x)) < e
para todo i = 0,1,...,n — 1. Si d(f"(z0), f"(x)) > € tome el intervalo I de tamano ¢(I) < €
con extremos en f"1(xq) y f*1(x) como d(f"(xo), f*(z)) > e entonces el intervalo f(I) con
extremos f™(xzg) y f™(x) tiene longitud mayor que €, o sea ¢(f((I)) > ¢, luego tome y € G tal
quey € f(I)y d(zo,y) < €. Observe que como £(I) < e entonces £(f~1(I)) < i entonces por
el Lemmaﬁ(f_l(l)) = d(f"2(x0), f"2(x)) < €, de la misma manera como /(f~1(I)) < ¢
entonces £(f (1)) < i y por lo tanto £(f ~2(I)) < e, asi sucesivamente obtenemos que £(f /(1)) <

e, paratodo i = 1,2,...,n — 1. Notemos que como f~(y) € I entonces f~*(f~1(y)) € f~*(1),
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porlo tanto si z = f~"(y) y J = f~(»~1(I), entonces tenemos que f*(z), f*(xo) € f*(J) para todo

1=20,1,...,n— 1 por lo tanto

d(f'(2), f'(z0)) < L(f(J)) <€ paratodo i=0,1,...,n—1,

d(f"(2), f" (o)) = d(f" (7" (), ["(x0)) = d(y, ["(x0)) < €k

Por lo tanto d,,+1(xo,2) < €, donde obviamente z € G,1, como x( es un punto arbitrario de St

concluimos que G, +1 es un conjunto (n + 1, ;. )-generador. Esto concluye la afirmacion.

Regresando a la demostracién del teorema, tenemos que

log (rgen(n, €, f)>

hiop(f) = lim limsup

k—+00 n—+oo

log (n(k‘ + 1))

< lim limsup
< Ilim 0=0

k—+o0

Ejemplo 3.2. Sea F : R x S? — S? el flujo en S? como en el siguiente grdfico
Como QU(F) = D U {N, S}, entonces para cualquier tiempo to € R # 0 tenemos para Fy, : S* — S?
el conjunto no errante Q(Fy,) = D U {N, S}, entonces por el Teorema[3.3|tenemos que

htOP(Fto) = htop(FtO|D U {S, N})

Como {S, N'} es un conjunto finito hiop(Fi,|{S, N}) = 0; ademds Fy, restricto a D es un homeomor-
fismo en el circulo S' = D, entonces por el Teorema tenemos hiop(Fy,|D}) = 0. Finalmente,

como la distancia entre D 'y {S, N'} es positiva, por el Teorematenemos que

htop(Fro) = méx{hiop(Fto| D), haop(Fio[{S, N})} = méx{0,0} = 0.
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N

Q(F) =D U{S,N)

Figura 3.4: Orbitas del flujo F.

3.2.2 Caos en dinamica simbolica

Proposicion 3.5. Sean ZE el espacio unilateral de N-simbolos y ¥ el espacio bilateral de N -simbo-

los. Sean a,b € {0,1,..., N — 1}, considere la aplicacion delta, como
1, sia#b,
d(a,b) = #
0, sia=b

Dado \ > 1, entonces

(1) Siw,n € ZE las métricas d™ y d;\r definidas como
777 2] y by 777 AJ I
Jj=20 Jj=20

son equivalentes.




3. Caosy condiciones para su existencia 76

(2) Siw,n € Xy las métricas d y dy, definidas como
|wj — njl 6 (wj, 75)
d(w,mn) ZT y dx(w,n) = ZT’
JEL JEZ

son equivalentes.

Demostracion. (1) Dado € > 0, como \ > 1 entonces lim,_,ooc A\™" = 0, entonces existe ng € N
“no

tal que o1 < e Tome § = 27", entonces d*(w,n) < & implica que w; = n; para todo

3 =0,1,...,n9 + 2. Por lo tanto

dwn) = Y “’J’”J ZM* <« (3.5)

j>no+2 J>no

Por otro lado, Dado € > 0, como lim,, o, 27 = 0, entonces existe ng € N tal que 27" N < e.

Tome 6 = A", entonces dj\' (w,m) < & implica que w;j = n; para todo j = 0,1,...,ng. Por lo
tanto
dHwm) = Y M<Zﬂz2—"0N<e (3.6)
’ A\ 27 ' )
j>no+1 Jj>no

De y@ concluimos que d™ y d:{ son equivalentes.

—ng

, A
(2) La prueba del Item (2) es andloga. De hecho, dado € > 0, tome ng € N tal que 2( 3 1) <e

Tome § = 27", entonces d(w,n) < § implica que wj = n; para todo j = —(ng + 2), —(no +

1),...,n0 + 2. Por lo tanto
5((‘)'777') 1
dwm) = > =557 Z N
li|>no+2 jl>n
_ Zi
N Y
j>n
AT
= 2 . 3.7
R (3.7

Por otro lado, dado ¢ > 0, tome ng € N tal que 2~ N < ¢ Tomando § = A\, entonces

dx(w,n) < 6 implica que wj = n; para todo j = —ng, —ng + 11, ..., ng. Por lo tanto
dw,m) =Y |°"J’”J <2 Z — 9oty < ¢ (3.8)
, 5 : )
|71>n0+1 Jj>no

De[3:7y 3-8 concluimos que d y dy son equivalentes.

Lema 3.3. Sea Ly el espacio bilateral de N-simbolos con la métrica d = dy, 0 sea

d(w,n) = ZM

49
JEZ
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3
(i) d(w,n) > 1 siy solamente si wy # 1.

3
(ii) Dado un entero k > 2, entonces d(w,n) > =47F si y solamente si w; n; para algiin
4 J J

je{—k —k+1,... k).

3
Demostracion. (i) Con efecto, suponga primero que d(w,”n) > T y que wg = 7)o entonces
d(wj, m5) 1 1 2 3
wn=yam L, L8
lil>1 l71=1 j=1

obteniendose una contradiccion. Ahora, si wy # 1o es claro que

3
d(w,n) > 0(wo,m0) =1 > e

.. . 3 . .
(ii) Con efecto, primero supongamos que d(w,n) > 14_]“. Siwj = n; paratodo j € {—k,—k +

1,...,k}, entonces
o(w;s nj) o(w;s nj)
7]>0 l71>k+1
< 2 1
= 47
j>k+1
—k
3k
= 2—< -4
3 4
Ahora, supongamos que existe jo € {—k,—k +1,...,k} tal que wj, = 7;,, entonces

d(wvn) _ Z (5(00]'777]') > 5(0.)]'0,17j0) B 1 1 34716'

- = > e
47 4lJol 4ldol = 4k = 4

l71>0
0

Teorema 3.12. [4|] Sea 0 : X — X el shift de N-simbolos. Asuma que X C LN es un conjunto

cerrado e invariante. Sea L., el niimero de palabras de tamario n en X, o sea, si
Q, ={(s0,...,8n-1) : 855 =xjpara0 < j <n —1para algiin v € X},

tn = #(Qy,), entonces

1 n
h(o|x) = limsup og (/1 )

n——+o0o n
Demostracion. Para demostrar este teorema, vamos a construir una secuencia (e)ren de nimeros
positivos tal que

lim €, =0.
k—4o0
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3
Para k = 1, tome €1 = 1 Dados s,t € X, por el Lemma d(s,t) > €1 siy solamente si sg # tg.
Entonces, para cualquier j € N tenemos, que d(07(s), 07 (t)) > €; si y solamente ¢; # s; para algin

jtalque 0 < 5 < n.

Dado s € X, consideremos la proyeccién m,, donde 7, (s) = (so,51,---,5n-1), 8 = (5;)jez, ob-
viamente m,(s) € (2, para todo s € X. Sea S un conjunto (n, €)-separado, entonces la aplicacion
Tnls + S — Q, inyectiva. Con efecto, si s, € S, como S es un conjunto (n, €)-separado entonces
sjo 7 tj, para algin jo € {0,1,...,n — 1}, o sea m,(s) # my, (), entonces 7, |s es inyectiva, y como
consecuencia, tenemos que

#(S) < #(Qy). (3.9)

Ahora definamos el conjunto S(n, €1, o) tomando para cada elemento z € §2,, un tnico elemento 7,

de X tal que m,(n,) = z. Claramente S(n, €1, 0) es un conjunto (n, €1 )-separado tal que
#(S(n,€1,0)) = #(Qy). (3.10)

De[3.9)y[3.10] tenemos que 7sep(n, €1, X) = #(Qy,) = pin. Por lo tanto,

log (4t
hsep(€1, 0| X) = lim sup 08 (/n)

n—-+o0 n

(3.11)

3
Ahora, para k > 2 tome ¢ = 14_’“, luego por el Lemma tenemos que
dpo(s,t) >47F
siy solamente si s; # t; para algin j € {0,1,2,...,n+ k — 1}. Por lo tanto

Tsep(na €k, 0, X) = Tsep(n + k, €1,0, X),

y
log (rsep(n, €ks (Y,X))
hsep(€x, 0, X) = limsup
n—o00 n
log (rsep(n + k,€1,0, X))
= limsup
n—00 n
y n+ & log (rsep(n + k,e1,0, X))
= limsu
n—>oop( n ) n+k

= hsep(ela g, X)
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Asi,

htOP(O—’X) = klim hS@p(Ekuo—7 X) (3.12)

—00
= lim hgep(er, 0,X) (3.13)

k—oo
= hsep(er,0,X) (3.14)

log(in
= limsup og(p ) (3.15)
n—o0 n

J

Corolario 3.4. Sea X C Zj{, un conjunto cerrado e invariante, si
Qn ={(50,---,8n—-1) : s =z para0 < j < n — 1 para algin x € X},

Y i = #(2y,), entonces

log(pin
h(c"|X) = limsup ogfz,u )

n—oo
Demostracion. Suficiente demostrar el resultado andlogo del Lema [3.3]y luego proseguimos exacta-

mente como en el teorema anterior. De hecho, tomando d = df, tenemos que

(i) Como d(w,n) > §(wo,no), entonces wy # 1 si y solamente si d(wp, 179) = 1, 0 sea

dw,n) >1>

e~ w

3
(i) d(w,n) > 14_’“ si y solamente si w; = 7); para algin j € {0,1,...,k}. Con efecto, suponga-

mos primero que existe jo € {0,1,...,k} tal que wj, = 7;,, entonces
d(wjsnj) (Wi, Mjo) 1 1 3k
dwm=) =52 = w2 E >t
j=0
3 ko )

Ahora, supongamos que d(w,n) > 14 .Siw; = n; paratodo j = 0,1,...,k, entonces

(5(wj‘,7]j) 1 4=k 3 i

dwm) = > =S > G <t

J>k+1 j>k+1
Luego, la demostracion de este corolario es exactamente igual a la demostracion del Teorema[3.12] [
Corolario 3.5. Sean o : Iy — Zyyot: ZX, — Z]J(, el shift bilateral y unilateral respectivamente,

entonces:

htop(G) = htop<6+) = IOg N.
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Demostracion. Por el teorema[3.12] tomando X = Z,,, tenemos que

1 1 Q
htop(0) = lim  sup 08 {ttn) = lim sup m,
norteo n n—-+00 n
donde
Q, = {(s0,...,8n—1):sj=a;para0 < j <n—1lparaalginz € Ly}

= {(so,.--,8n-1):s;€{0,1,...,N—1},0<j<n-—1}

Por lo tanto, #(£2,,) es exactamente la cantidad de variaciones(con repeticion) de tamafio n de N

elementos, entonces

#(Q) = N™.

Por lo tanto,

log(N™ N
hiop(0) = lim sup log(N™) =lim sup nlOQ( ) = log(N).

n——+oo n n——+oo n

Finalmente, por el corolario[3.4] podemos concluir que

htop(G) = htop(0+) = logN

Corolario 3.6. Sea f|A : A — A la aplicacion definida sobre la herradura de Smale, entonces
htop(f|A) = 10g2'

Demostracion. Por el Teorema sabemos que f|[Ay o : o — I3 son topoldgicamente conjuga-
das. Luego por el Corolario tenemos que hop(f|A) = hiop(0). Finalmente por el Coralario
tenemos

hiop(f|A) = hiop(0) = log 2.

O

Definicion 3.7. Una matriz de transicion A es llamada eventualmente positiva si existe un entero

n>0talquea§?>Oparatodoi,j:(],l,...,N—1.

Sea A = (@ij)nxn, como las normas

" | Av]|
4l =3 Jaigl y 141 =sup{T o v € RE,v 20}
ij=1
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son equivalentes, por lo tanto la férmula de Gelfand vale también para la primera norma, o sea,
p(A) = lim || A"
k—o00
Note que si p(A) # 0, entonces la continuidad de la funcién logaritmo implica que
log || A¥|
1 A)) = lim ————.
og(p(4)) = lm —

Corolario 3.7. Si la matriz de transicion A es eventualmente positiva, entonces la entropia topologica
hiop(04) = log(p(A)),
donde p(A) es el radio espectral de la matriz A.

Demostracion. Con efecto, note que €2,,(X 4) representa exactamente los caminos admisibles de ta-

mafio n — 1, por el Lema[2.1] tenemos que

N-1 N-1
Ko = 3 Ny = 3t = e
1,j=0 1,7=0

Tomando el limite y usando la férmula de Gelfand, obtenemos

n—1
lim log(#(gn(ZA))) _ lim M
r—+o0 n n—+00 n
— 1, log [|A"!
e (o loslAn]
n—-+00 n n—1
= log(p(A).

Asi, finalmente por el Teorema [3.12]tenemos que

hiop(04) = log(p(A)).

3.2.3 Caos de la funcion Logistica

La ecuacion diferencial

7' (t) = ax(t)
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puede usarse para modelar diversas situaciones, por ejemplo, si a > 0, puede modelar el crecimiento de
una poblacién con recursos ilimitados. Cuando estd a < 0, puede modelar la desintegracién radiactiva.
La solucién para este ecuacion es

z(t) = zoe™,

donde z¢ es el valor inicial, o sea 2(0) = z¢. Si a > 0, la solucién converge para el infinito cuando ¢
tiende al infinito, y si @ < 0 converge para cero. El modelo anterior no es muy realista para describir el
crecimiento de una poblacién pobre en recursos, ya que predice una tasa de crecimiento constante y la
poblacidn crece infinitamente o disminuye a cero. Un modelo més sofisticado que tiene en cuenta los

limites del crecimiento utiliza la funcion
F.(z) =rz(l —x).

Para este caso asumimos que la tasa de crecimiento z’/z es constante, pero sin que esta cantidad

decrezca conforme z crece, 2/ /x = r(1 — x). Asi obtenemos la ecuacién
7' = (1 —x), donde v = x(t)

la cual tiene solucién
o

x(t) =

xog —e " (zg— 1)

Como podemos ver, si zg = 0 0 9 = 1, la solucién es constante en el tiempo. Estas soluciones son
llamadas estados estacionarios o puntos de equilibrio. Si x( se sitda entre 0 y 1, entonces ' > 0y la
solucidén crece con el tiempo y se aproxima asintéticamente al punto de equilibrio x = 1. Anéloga-
mente, si 29 > 1 entonces ' < 0y la solucién decrece con el tiempo, y se aproxima asintGticamente
al punto de equilibrio x = 1. Entonces x = 1 y note que en estos casos el comportamiento asintdtico

no depende de la condicion inicial zg > 0.

Como vimos en el ejemplo el método z,,+1 = 1 + F,(x,) € un método numérico para aproximar
o comportamiento asintético de las soluciones de ' = f(z). En el caso de la Ecuacién Logistica,

tenemos que 2’ = F.(x), entonces

Tpgl = Tp+rep(l— o) (3.16)
r

— (A4 re,(l— ——a, 3.17

(14 r)z,( 1+rx ) (3.17)

(3.18)
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Ahora cambiando variables y,, = %xn y 4 =1+ r, tenemos que
r
Ynt1 = (1 +1)yn(1 = yn) = Flu(yn)- (3.19)

Yn+1 = (L +7)yn(1 —yn) = Fu(?/n)

Debido a la ecuacién [3.19] para estudiar el comportamiento de las soluciones de la ecuacion logistica,

serd suficiente estudiar el comportamiento asintético de F),.

Definicion 3.8. La funcion F), : R — R definida como F,(x) = px(1l — x) es llamada de funcion

logistica.

Abhora, sea F, : R — R donde

Fu(w) = par(1 — ),

tenemos que, para cualquier p, F,(0) — F,(1) = 1 = 0, ademads, el tnico punto de equilibrio es
x =1/2con h(1/2) = p/4, entonces, si 0 < p < 4, F), aplica dentro del intervalo [0, 1] en si propio.
Por otro lado, se ;1 > 4, existe una parte del intervalo que se escapa del intervalo y sus iteraciones
convergen para +00. Vamos a verificar que el conjunto de puntos que quedan atrapados en el intervalo

[0, 1] es un conjunto de cantor. Sea
Ay ={z €[0,1]: Fj(x) € [0,1]}.
Note que el conjunto
oo
A=A

n=1
esta conformado por los puntos que se mantienen en [0, 1] para siempre.
Lema 3.4. Si 1 > 2 + /5 entonces existe X > 1 tal que |F,(z)| > X para todo x: € I N f~1(I).
Demostracion. Con efecto, sea x € I, F,(x)) < 1siy solamente si px(1 — x) < 1 siy solamente si

(= (1= VT—4/p)/2).(x — (1+ VI = 4/p)/2) < 1,

entonces tomando [y = [0,z_]y I} = [z4, 1], donde

1= (1= VI=4/0)/2 y 22 = (1+ /1= 4/n)/2.
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Y M 1
IO x_. 1/2 X4 11

Figura 3.5: Conjuntos [ y I; para la funcién logistica.

Entonces tenemos que F),(z) € I si y solamente si x € Iy U I;. Finalmente, si 1 > 2 + /5, tenemos
que

Fi(x-)>1y F,(zy) < -1,

Ademds como, Fj(r) = —2u < 0, luego F}, es estrictamente decreciente, entonces | f,,(x)| > 1, por

lo tanto, suficiente tomar A > 1 de tal manera que
A < min{|F) (@), [E) (e}
O

Teorema 3.13. [4] La funcion logistica F,(x) = px(1 — x), entonces si p > 2+/5, existe un conjunto
compacto invariante de [0,1] tal que F,|A es topologicamente conjugado a shift unilateral 6™ sobre
el espacio Z;‘.

Demostracion. Tomando Iy = [0,z_]y I_ = [z1,1], z_ y x4 como en el lema anterior, sabemos que
InF,/ L(I) = Iy U I . Definimos la secuencia de simbolos que corresponderd a una configuracién del

punto z € A, de la siguiente manera
wj=0 si Fi(z)el (3.20)
wj=1 si Fj(z)el. (3.21)

Entonces la aplicacién h : A — Xy definida por h(z) = w, donde w = (w;)j>0 y Fi(x) € L,

Demostremos que h es una conjugacion topoldgica:
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(@

(ii)

(iii)

hoF, = ot oh: Es claro pues si h(z) = w entonces Fl(z) € Iwj, o sea Fﬁ_l(FM(x)) €

Iwj. Luego, como Fi(z) e I, paratodo j = 0,q, ..., tenemos que
h(f(z)) = (w1,ws2,ws,...) = 0" (w) = oo h(z).

h es inyectiva: Supongamos que existan x,y € A tal que x # y y h(x) = h(y) = w. Por
definicién de w, tenemos que FJ(x) € L,y Fl(y) e I, 0 sea Fil(z), Fl(y) € I, para todo

J € N. Pero como la longitud de Iy y I; es menor que 1/2, entonces

. , 1 .
[F)(z) — F(y)| < 5 para todoj =0,1,2,....

Pero, como para todo z € I U I; tenemos que | F,(x)| > A > 1 entonces \Fi(z) — Fi(y)| >

M|z — y| para todo j, pero como A > 1 entonces M|z — y| tiende al infinito cuando j también
4 ; ; 1

tiende al infinito, pero note que esto contradice el hecho que M|z —y| < |F}(z) — Fi(y)| < =.

2
Por lo tanto x = y, o sea h es inyectiva.

h es sobreyectiva: Dado una secuencia de simbolos w € X9, con w = (wy, w1, w2, . ..) demos-

traremos que existe un punto z € A tal que h(z) = w.

Definamos

Iwowl...wn = {fC 1T E Iwan,u(x) € lea" . 7F;7(x) € Iwn}

= Loy NF; (1) NF 2 (L) N N E (1,
Ahora, solo combinando las definiciones vemos que, también

IUJow1--.wn = Iwo N Fll(Iwwz..-wn)

porque estos son exactamente los conjuntos de puntos para los cuales F; ﬁ (r) € 1y, para todo
0<j<n

Ahora usaremos el principio de induccién para probar que, si Iy, 4., €S un intervalo com-
pacto no vacio, entonces Fu_ 1(lewmwn) consiste de dos intervalos cerrados de tal manera
que I,, N E,; Y(1s,00s..0, ) €s exactamente uno de esos intervalos. Por lo tanto, inductivamente,
Lowr.wn, = Ly N F;j 1(lew%wn) es un intervalo cerrado para todo n € N. De esta manera
tenemos que

IO ) Iwowl D Iwow1w3 2...0 Iwowl...wn D) Iwowl...wn+1
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es una secuencia decreciente de conjuntos compactos encajados, por lo tanto

I, = r] Lm“wn§£®-

n=0

Por lo tanto, existe = € I, por lo tanto F}(z) € 1,y como h es inyectiva, entonces I, = {x}.
(iv) h es continua: Dado € > 0 tome n > 0 tal que € > 1/2". Sea x € A, como |F},(z)] > A > 1
y por la continuidad de F, podemos tomar § > 0 tal que |f/(x) — f7(y)| < 1/ para todo

j =0,1,2,...,n, por lo tanto, F’(x) y F7(y) € estan en el mismo intervalo Iy o I, o sea si

h(x) = wy h(y) = nentonces w; = n; paratodo j = 0,1,...,n. Asi,
[e.e]

1 1
j=n+1

Por lo tanto, h es continua.

O]

Corolario 3.8. Sea la funcion logistica dada por F,,(z) = px(1 — ), si p > 2/5, entonces:

hiap(FIA) = 0.
Demostracion. Por los Teoremas [3.13]y[3.2] tenemos que
htop(f,u’/\) = htop(0+)~
Finalmente, por el Corolario[3.3] tenemos que
hiop(fuln) = Tugp(0™) = log(2) > 0.

O]

Note que a pesar que F), parece ser una aplicaciéon muy simple, su comportamiento asinttico es com-

plejo. A raiz de esto, podemos concluir que:

- La naturaleza algebraica simple de una funcién no garantiza que la dindmica sea simple, sino

que exhibe propiedades cadticas.

- Laevolucion de un estado es determinista, es decir, hay una regla muy clara que determina el si-
guiente estado a partir del presente. Sin embargo, considerando muchas iteraciones, la evolucién

del estado puede ser errética.

- El comportamiento errdtico no necesariamente resulta de cambios en las fuerzas internas o efec-
tos estocdsticos, sino que también puede ser el resultado de la naturaleza no lineal del sistema

determinista.
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3.3 Existencia de caos para difeomorfismos con puntos

homoclinicos transversales

3.3.1 Orbitas homoclinicas

En la mayoria de aplicaciones podemos encontrar comportamientos “extrafios” en la dindmica como
por ejemplo, las variedades estable y la inestable intersectandose formando lo que llamamos una infer-

seccion homoclinica. Note que cuando p € M es un punto fijo hiperbdlico, tenemos que

Wop) = {zeM| lim f"(z)=p}y
Whp) = {zeM| lim f™(z)=p}

Definicién 3.9. [4] Sea f : M — M una aplicacion homoclinica de clase C* y p € M un punto fijo

hiperbdlico para f. Un punto q € M, q # p es llamado de punto homoclinico para p si
q € W*(p) " W*(p),

o sea, limy,_, 1~ f"(q) = p.

Un punto homoclinico q es llamado punto homoclinico transversal si W*(p) y W"(p) se intersectan

transversalmente en q, o sea
TqM = Tq(WS (p)) S3] Tq(Wu (P))

Aqui, T,(W?(p)) representa el espacio generado(en T,M) por los vectores W (p) en el punto g,

para o = s, u.

Observacion: Note que si ¢ es un punto homoclinico, entonces para todo ky € Z, el punto f*0(q)

también es un punto homoclinico, pues

m  f"(f*(q)) = lm_f"*(q) = p.

n—+oo n—+oo




3. Caosy condiciones para su existencia 88

W¥(p)

Figura 3.6: Punto homoclinico transversal.

Ejemplo 3.3. Tome o Anosov lineal f4 : T"™ — T" inducido por la matriz A € SL(Z,n) con
det(A) = 1, por la observacion 2.2 sabemos que el punto 7(0) es un punto fijo hiperbélico cuyas va-
riedades estables e inestables W*(m(0), fa)) y W*(mw(0), fa) son las proyecciones de las variedades

estables e inestables W*(0, A)) y W"(0, A) respectivamente, o sea

We(m(0), fa) = =(W*(0,A))) y
W (x(0), fa) = w(W*(0, 4))).

En este caso tenemos como W*(0, A)) y W"(0, A) son transversales entonces sus respectivas proyec-

ciones también son transversales.

Tz W=, A)
7
7
7
7
Ws(0, A) -
~ 7
~ 7
~ -
~
~
~
~
~
~
~
~ < q
~N

&\

n(0)>

RS ™

Ve ~ <
P ~ Punto homoclinico
s S transversal

Figura 3.7: Puntos homoclinicos de una transformacién hiperbdlica.
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Notemos también que existen infinitas intersecciones, o sea los puntos homoclinicos para el punto fijo
hiperbdlico p = m(0) forman un conjunto infinito (puede ser demostrado que en verdad forman un

conjunto denso en T™).

3.3.2 Teorema de Smale

El caos de un sistema esta estrechamente relacionado con la existencia de puntos hiperbdlicos, mas
precisamente cuando existen puntos homoclinicos transversales de puntos periddicos hiperbdlicos. El
teorema [1.2] caracteriza tanto los puntos que se aproxima y se alejan de un punto fijo hiperbdlico, los
cuales forman dos sub-variedades de M, W* y W*" tangentes a los sub espacios F° y E" respecti-
vamente, cuando estas variedades se intersectan transversalmente, es posible obtener un subconjunto
invariante por la dindmica, en el cual la dindmica es muy similar a la dindmica en la herradura de

Smale y por lo tanto podemos relacionarlo con una dindmica simbdlica por medio de conjugaciones

topolégicas.

En lo que sigue, cambiaremos de alfabeto, o sea, en ves de trabajar con oy = {0,1,...,N — 1}
trabajaremos con o = {1,..., N}, para que asi los indices de una matriz de transicién A empiecen
desde 1.

Teorema 3.14. [4|] Sea q € M es un punto homoclinico transversal para un punto periddico hiperboli-

co p € M para un difeomorfismo f : M — M.

(a) Para cada vecindad U de {p, q}, existe un entero positivo n tal que " tiene un conjunto in-
variante hiperbolico A C U con p,q € A para el cual f" es topoldgicamente conjugado a la

aplicacion shift bilateral en el espacio de dos simbolos, o en La. Asi, A C cl(Per(f)) C Q(f) e
q € cl(Per(f)).

(b) Sea V una vecindad de O(p) U O(q). Entonces existe una vecindad menor B = | J;__, B; de
O(p)UO(g) conn > 2, B CV,tal que Ap = (;ez f2(B) C V es un conjunto invariante
hiperbdlico para f 'y f|a, es topolégicamente conjugado con la aplicacion shift o 4 sobre un
sub-shift transitivo bilateral de tipo finito con n simbolos, £ 4 C X,,. Ademds si q € cl(Per(f))

¥ p es un punto fijo entonces la matriz de transicion A = (a; j) para el sub-shift de tipo finito es
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dada por

1 paraj=1,2

a17j =
0 paraj #1,2
1l paraj=i+1,2<i1<n

alu] =
0 paraj#i+1,2<i<n
1 paraj =1

anfld =

0 paraj # 1

Demostracion. Sea Ay, = O(p) U O(q), este conjunto obviamente es invariante y cerrado pues a(q) =
w(q) = O(p). El primer paso es demostrar que A, tiene una estructura hiperbélica. El segundo paso
es demostrar que si V' es una vecindad suficientemente pequefia de A, entonces el conjunto invariante
maximal definido a partirde V, Ay = (1,5, f ¢(V), también tiene estructura hiperbdlica. El tercer paso,
serda demostrar los items (a) y (b) usando cajas contenidas en los espacios respectivos, estas cajas son
similares a las utilizadas para la herradura de Smale. Para la parte (a), encontramos dos cajas disjuntas
Vo 'y Vi contenidos en V' 'y n > 0 de modo que cada una de las imdgenes f"(V;) intersectan V; y V5,
asi deducimos que f" restringidoa A = ()°____ f™"(V} U V42) es topologicamente conjugada con el
subshift bilateral de dos simbolos. Para el item (b), usamos cajas cerradas disjuntas B; C V' de modo
que la unién B = |J; B; es una vecindad de A,. Este vecindad B estd contenido dentro de V, por
loque Ap = (),,cz f"(B) C Ay tiene estructura hiperbdlica. Una de las diferencias del item (b) y
el ftem (a) es que es que la imagen de cada f(B;) no se cruza con los demds B;. Sin embargo, cada
interseccién no vacia f(B;) N B; atraviesa completamente 5;, por lo que se puede mostrar que Ap es
conjugado con un subshift de tipo finito.

Asumamos que p es punto fijo, para el caso en que p es punto periédico hacemos el mismo proceso
para f*o(p) donde k es el periodo de p y por lo tanto f°(p) es punto fijo hiperb6lico. Ahora como

estamos asumiendo que p es punto fijo, A; = O(q) U {p}, tomemos ¢, = f™(q).

= Hiperbolicidad de A:
Para cada punto x € A, y para 0 = s,u sea EJ = T,(IW7(p)). Como el conjunto O(q) =
{gn = f™(q¢) : m € Z} es un conjunto discreto, obviamente la descomposicién E7 =
T (W?(p)) es continua en O(q), pues O(q) es un conjunto discreto. Para verificar que esas
descomposiciones son continuas en A, = O(q) U {p} debemos probar que si z € O(q) se

aproxima a p entonces la descomposicién en el punto x se aproxima a la descomposicion en el
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W¥(p)

Figura 3.8: Construccion del conjunto Hiperbdlico A,,.

punto p. Con efecto, considere ¢,,, cuando m tiende al infinito, entonces ¢,, se aproxima a p y

como por el Teorema el conjunto W*(p) es una subvariedad de clase C*, entonces

lim T, W?*(p) =T,W*(p) =E;

m—r+00 p
por lo tanto lim,, 1 Egm = EZS). Por otro lado, por el Lema tenemos que el fibrado inesta-

ble Ej =T, (W*(p)) se aproxima a E, por lo tanto

lim T, FE' =E.

ntoo M T d-m P
Ahora verificaremos que los vectores en E*| A, son uniformemente contraidos. Podemos tomar
uma métrica adaptada para que en [E; la derivada sea una contraccién. || Df,[E5|| < A < 1.
Por continuidad, existe uma vecindad U, de p tal que ||Df,,, |E; || < A para todo ¢, € U,
luego como existe solo um nimero finito de ¢,,, € A, \ Up. Entonces existen enteros positivos
no, mo tales que Ag \ Up = {q—ng, G—no+1 - - - Gmy }» luego para cada z € Ay \ U, tenemos que

frotnotl e ) luego tomemos

— )\~ (mo+no+1) ‘ Dt
¢=2A _nax Dol

Por lo tanto, dado g, € A, \ Upyv e Ezm, entonces

1D S, @)l = 1D (Do)l = IDFE 0 (D iy V)]l

= HDf;L,:;Tl_mo_l(qu7m+m0+1v) H

< AT Dt
< xvrmemomostpg ol
< Antmemo=no=lcmotnotl |y |

CX\"||v]|.
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Por lo tanto | Df |[E7 || < CA" para cualquier g, € A,y todo entero n > 0. Las estimativas
para E*|A, son similares, solo debemos intercambiar f por f —1. Esto demuestra la hiperbolici-

dad de A,,.

= Hiperbolicidad de Ay :
Por simplicidad, tomamos la métrica adaptada en A, como en el Lema@ de tal manera que
C = 1, o sea, con la métrica adaptada tenemos para v € Ay, Df, es una contracdo en Ej y
una expansién en [EY. Extenderemos la descomposicion Ef, @ EY en A, a una descomposicién
continua (probablemente no invariante) IE;; D I@; en una vecindad V' de A,. Para eso usamos
conos C* y C* para demostrar que existe una descomposicién invariante que se aproxima a
IAE;, @ Eg y extiende la descomposicién ES & EY en A,. Usando la métrica adaptada, parax € V,

s€a

Co(x) = {(&,n) e EZ @ EY : |n| < plé}

~

C'(x) = {(&,n) € E3 KL : |¢] < plnl}

para algin 0 < p < 1. Por la hiperbolicidad en A, y la continuidad, existe uma vecindad V' de
A, tal que

Df,C%(x) C C*(f(x)) paraz, f(x) €V,

Df;IC* () € C*(f7 () parax, f~N(z) € V,

|Dfmyt| > A\~ |v%| para fi(z) € VparaQ <i<m, y

|Df; ™8| > A"™|v| para f~%(z) € VparaQ <i<m

para cualquier v* € C%(z) e v* € C*(z). Sea Ay = ;5 [*(V) D Aq, para este vecindad V

y z € Ay, definamos

Ef = () DfjinC*(f 7 ()

1>0

E; = () Df i,y C°(f'(2))

i>0
Devido a las estimativas de expansion, estos son sub espacios para cada x € Ay que dependen
continuamente de z, y tienen las propriedades usuales de invariancia e satisfacen E° ® EY =
T, M. Por las desigualdades para todos los vetores en los conos, los vectores en E¥ y E’ son
expandidos e contraidos, respectivamente, de modo que por el Teorema|[[.5} Ay es un conjunto

invariante hiperbdlico.
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» Existencia de una herradura de Smale:

Para obtener el conjunto invariante tal que f restricto a ese conjunto sea conjugado al subshift,
construimos cuidadosamente una vecindad menor de A4, B C V', como una unién finita de “ca-
jas”. Cada caja B; corresponde a um simbolo del subshift. Las transiciones permitidas en este
subshift son exatamente aquellas para las cuales f(B;) N B; # (). Las imdgenes de las cajas B;
estan correctamente alineadas de modo que una sucesién de simbolos es permitida si 'y solamen-
te si existe un punto cuya 6rbita pasa por esa secuencia de cajas. Como B C V, Agp C Ay, asi
A p tiene una estructura hiperbdlica.

Por el teorema [I.4 podemos tomar coordenadas préximas a p inducidas por la descomposicién
hiperbdlica. De hecho, podemos tomar coordenadas para que una vecindad pueda ser conside-
rada como um subconjunto de E; x E/, y las variedades locales estables y inestables son discos
en los subespacios dados por la descomposicion, o sea, localmente tenemos las siguientes iden-

tificaciones

Wi (p) = Ep(r) x {0} y Wi(p) = {0} x Ej(r).
Para ds, 6, > 0, sean D* = Wy (p) e D = Wit (p). Considerando también D* = IE;((SS) y
DY = Ef,(éu) y tomamos su produto cartesiano en coordenadas locales cerca de p. Podemos

tomar &, 0, > 0y k > 0 tal que

g € int[f~F(D*)\ f~*D(D?)]
g € mt[f*(D*) \ D (D?))],

donde el interior de los conjuntos son tomados en relacién a W#(p) y W*(p), respectivamente.
Ver Figura[3.10] Podemos también asegurar que D* x D" C V (resp. U) donde V (resp. U) es
la vecindad de A, (resp. {p, ¢}) dada en la afirmacién de la parte (b) (resp. en la parte (a)). Para
el mismo entero k trabajamos tanto para el tiempo futuro y para el tiempo pasado, los tamafos

relativos de &5 y d,, necesitan ser ajustados.

Como k es fijo, tome j; > 0 de tal modo que para j > ji, f*(D%) cruza f=%(D® x f=7(D"))
transversalmente en cada componente de la interseccién conteniendo a ¢ y p. Por transversal-
mente, queremos decir que cruza transversalmente cada “fibra horizontal” f ~*(D* x {y}) una

vez para cada y € f7(D"). Asi f¥(D") es un “disco vertical”pasando por ¢, ver Figura

Para 7 > 71, por el Lema de la inclinacion tenemos quer el conjunto

FHH o f7HD® x f(DY) = fMD* x f1(DY)
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£ (0

D* FrkH (Ds.) d/\/ f _Jk (07)
P| D? g '

V Jfr/\/ f*(DY)

Figura 3.9: Imagenes de discos D* e D"

es una vecindad mas fina de f*(D"). Por lo tanto, para j > j; lo suficientemente grande,
fFHi(D® x f~3(D™)) cruza transversalmente a f~¥(D* x f~7(D")) en dos componentes, una
conteniendo a p y la otra conteniendo a g. En particular, cada “fibra” f*7 ({z} x f=7(Dv))
cruza a cada f~%(D*® x {y}) solo una vez para cadaxz € D* ey € f~7(D"). Note la similitud

con la herradura de Smale:

Fijemos un j > j; suficientemente grande para satisfazer las condiciones mencionadas anterior-

mente. Sean = 2k + j,

Bl = szf_j(Du)7y

D = f¥B).

Haciendo comp, (B) la componente conexa de B pasando por z, junto con

Vi = comp,(Dn f"(D)) C By,
Vo = comp, (DN (D)), y
By = frlEi(1)

para 2 < i < n. El conjunto de cajas {V1, V2} es usado para la demostracién de la parte (a), y

el conjunto de cajas {B; : 1 < i < n} es usado en la prueba de la parte (b).

Demostracion del Item (b):
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/\/f" (D¥)

WDS X D*

D*x f7(D")

fH(D*x f71 (D))

Figura 3.10: Eleccién de f~%(D?® x f=3(Dv))

Sea B = Ulgz‘gn B;, ara j suficientemente grande, B C V. Luego tomamos
Ap=()F(B),
1€EZL
el conjunto A g es el conjunto invariante maximal en B, donde Ap C Ay C V, y ademds de eso Ap
tiene estrutura hiperbdlica.
Ahora demostraremos que las cajas B; pueden ser usadas como simbolos, asi Ap serd conjugado a un
subshift de tipo finito. Con efecto, por construccién, f~%(By) y f¥7(B;) = f*(D) cruzan V3, pero

fYB1) NV = () para —k < £ < k + j. Sigue que
() f(By)cruza By e f~*=3+1(V4) = By pero no cruza a B;, parai > 2,
(i) f5(Va) = fo f#+I717F=3(V5) = f(B,) pasa por B,y
(i) f*(Vo)N By =0 para—k —j </ < k,asi B; N By = fpara2 < i < n.

Asi, construimos las cajas disjuntas deseadas para los simbolos. El primer simbolo, B, va para el
mismo 0 Bs. Los otros simbolos solo pueden ir para el préximo simbolo: B;, va para B;;; para
2 <4 < ny B, vapara Bj. Por lo tanto, la matriz de transicién para el subshift es dado como en el
enunciado del teorema.

En la construccién de estas cajas, ellas estdn correctamente alineadas: cada una de esas cajas pueden
ser atribuidas coordenadas de modo que la imagen de un disco inestable en B; cruza B; 41 en la direcdo

inestable y las imdgenes inversas de um disco estable B; cruza B;_; en la direccion estable.
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s f1(D)

=
p

Figura3.11: Dy f*(D) = f?**J(D) para D = f~*(D* x f=3(D%)).

Definamos h : Ap — £ como la fungdo itinerério por h(z) = w donde f'(z) € B,, paratodo i € Z.
Como las cajas son disjuntas, i esta bien definido. Fije cualquier simbolo w € X 4. Para cualquier
m > 0, como las imagenes de las cajas tienen un alineamiento topolégico correcto, ()", fi(B._,)es
una subcaja no vacia de B, lo cual se extiende por todo el camino através de la direccién inestable. De
la misma forma, ﬂ?:_m f(B,,_,) es una sub caja nio vacia de B,,, que se extiende por todo el camino
através de la direccion estable. Por lo tanto, ﬂ?:_m f{(Buw_,) Y Niez f(B._,) son no vacias. Asi, h
es sobreyectiva. Por um argumento como usamos antes, h o f|Ap = o o h, entonces h es una semi-
conjugacion. La inyectividad de h es consecuencia del hecho de que f tiene una estrutura hiperbdlica
en Ap. La contraccién y expansion implican que para cualquier secuencia de simbolos w € 3 4 existe

solo un punto en la interseccion ;5 f’;(Bwﬂ.), 0 sea, existe solo un punto =z € A tal que f%(x) estd

en la V,,, para todo ¢, por lo tanto, h ¢ inyectiva.

Demostracion del Item (a):

Sea U una vecindad abierta de p y ¢ contenidas en el conjunto V' definido anteriormente. Ahora, fijemos
k,j,n =2k + j,ds,y 6, como anteriormente. Por las elecciones anteriores, V7 y V5 son dos conjuntos
correctamente alineados, y V3 U V, C U. Por el hecho de que las imdgenes de V; e Va por f" se
extienden verticalmente en D,

m—1 m

Sg =) f"(ViuVe) = () (D)

1=0 i=0
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— f(Bn)
Figura 3.12: Elecciéon de By, By, ..., B,_1

tiene 2™ componentes cada uno de los cuales se estiran verticalmente en D. Analogamente
-1 0
. A A
Sow= ) f"viuve) = [ (D)
i=—m 1=—m
tiene 2 componentes cada uno de los cuales se estiran horizontalmente en D transversalmente a las
fibras verticales. Combinando )
m—

STnzl = m fin(Vl U VQ)

i=—m
tiene 22 componentes. (Hasta ahora no demostramos que el maximo de los didmetros de esas compo-
nentes tiende para cero cuando m va para infinito). Por argumentos como los de la herradura de Smale,

existe una semi-conjugacioén h : A — X5, donde

o0

A= () Ffr(ViuWe),

i=—00
que es sobreyectiva y tal que h o f"|A = oo h.
La inyectividad de h es consecuencia de que f™ tiene estructura hiperbdlica en A: a contraccion y
expansion implica que para cualquier secuencia de simbolos s, existe un tnico punto x € A tal que

f™(x) estaen la caja V;,, para todo i € Z. O

Corolario 3.9. Supongamos que q € M es un punto homoclinico transversal para un punto periodico

hiperbdlico p € M de periodo m, para un difeomorfismo f : M — M. Entonces:

hiop(f) > 0.
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Demostracion. Por el Teorema existe un conjunto invariante A C M, para el cual f™|, es topo-

logicamente conjugado al shift de Bernoulli del espacio de dos simbolos ¢ : X — Xo, luego por los

Teoremas [3.2]y [3.5] tenemos que
hiop(f™) = Piop(f™[a) = htop(0) = log(2).
Finalmente, por el Teorema [3.1] tenemos que

log(2) > 0.

1 1
htop(f) = Ehtop(fm) > %

O]

Ejemplo 3.4. Sea el Anosov lineal f4 : T" — T, como en el Ejemplo entonces como tenemaos
existencia de intersecciones homoclinicas transversales para el punto fijo p = w(0), entonces por
el Teorema existe un conjunto compacto invariante A C Ty tal que f|A es topologicamente
conjugado con el shift bilateral de dos simbolos o : Ly — L, entonces por los Teoremas [3.2] y B.3]

tenemos que
htop(f|A) = htop(g) = IOg(2)

Luego, como A C T? entonces hiop(f) > hiop(f|A), por lo tanto, todo Anosov lineal es cadtica, pues

htop(f) Z 10g(2)




Capitulo 4:

Conclusiones

= Siempre es posible determinar la caoticidad de un sistema dindmico a partir de su conjugado.

= El sistema dindmico generado por la funcidn logistica es cadtica, pues existe una restriccion a
un conjunto invariante de este sistema que es topolégicamente conjugado a un sistema dindmico

simbdlico de dos simbolos.

= Cada vez que exista un punto homoclinico transversal para un punto periédico hiperbdlico de
una dinamica dada por un difeomorfismo, definido en una variedad Riemanniana compacta, se

concluye que:

 Existe una herradura de Smale invariante por una iterada de dicha dindmica, inmersa en la
variedad. Dicha iterada de la dindmica restricta a la herradura de Smale es topoldgicamente

conjugada al shift de Bernoulli de dos simbolos.

* Le entropia topolédgica del difeomorfismo es positiva, o sea, el difeomorfismo es cadtico.



Capitulo 5:

Sugerencias

Para estudios posteriores se sugiere tener en cuenta las siguientes interrogantes:

1. (Qué condiciones deberia tener un difeomorfismo con un punto homoclinico tangencial para

obtener el resultado andlogo al Teorema de Smale?

2. ;Qué relacién tiene la entropia topoldgica con el conjunto hiperbdlico que aparece en el Teorema

de Smale?

3. En el caso de dimension uno, ;Cuales serian las condiciones necesarias para obtener el caos de

un sistema haciendo conjugaciones con una dindmica simbdlica?

4. ;La caoticidad de una dindmica siempre esta relacionado con la existencia de un conjunto de

Cantor invariante?
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