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RESUMEN

Este trabajo de tesis, trata sobre como modelar matematicamente la dindmica de la transmision
intracelular (la que se produce entre células sanas y los viriones, asi como la que se produce
entre las células sanas y las células infectadas) del VIH (virus de inmunodeficiencia humano.)

El primer capitulo estd dedicado al marco tedrico, en el cual se incluyen: definiciones y
resultados tanto bildgicos (seccion 1.1) como matematicos (seccidn 1.2)

El segundo capitulo estd dedicado a los resultados principales del trabajo, en el cual se
deducen ambos modelos matematicos estudiado y ademads se establecen y prueban criterios,
bajos los cuales se obtiene la existencia y unicidad de las soluciones para los sistemas que
rigen ambos modelos.



ABSTRACT

This thesis work is about how to mathematically model the dynamics of intracellular
transmission (that between healthy cells and virions, as well as that between healthy cells and
infected cells) of HIV (human immunodeficiency virus).

The first chapter is devoted to the theoretical framework, which includes: definitions and
results, both biological (section 1.1) and mathematical (section 1.2).

The second chapter is devoted to the main results of the work, in which both mathematical
models studied are deduced and criteria are established and proved, under which the existence
and uniqueness of the solutions for the systems governing both models are obtained.
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MODELO MATEMATICO PARA LA DINAMICA CELULAR DEL VIRUS DE
INMUNODEFICIENCIA VIH

CAPITULO 1: PRELIMINARES

Este capitulo esta dedicado a las definiciones y resultados basicos necesarios, de modo
gue la tesis sea, en lo posible, autocontenida.

1.1. BASE TEORICA PARA EL MODELAMIENTO MATEMATICO

La seccidn estd dedicada a la base tedrica que se necesita para una cabal comprension de
lo que se estudia en este trabajo.

1.1.1. MODELO MATEMATICO

Definiciéon 1.1. Modelo: Es una representacion simplificada sobre un sistema ya sea bioldgico,
quimico, fisico, social o econdmico, mediante el cual se describen las caracteristicas mas
importantes que permitan estudiar su comportamiento bajo estimulos o condiciones
predeterminados.

La simplificacidn, sin embargo, no debe ser ambigua ni artificial, ya que debe servir para reconstruir
lo mas cercanamente posible el fendmeno que lo origind.

Definicion 1.2. Modelo Matematico: Es una representacion tedrica de un objeto o fenémeno (fisico,
bildgico, econdmico, social, etc.) mediante funciones, ecuaciones o férmulas que representan la
relacidn entre las distintas variables, pardmetros y restricciones usadas en la descripcién de dicho
objeto o fendmeno.

Objetivos del Modelamiento Matematico:

v' Comprender las relaciones entre los elementos del sistema (por ejemplo, los
mecanismos con que se propagan los virus, bacterias, etc.)

v" Comprender como se origina y evoluciona el fendmeno bajo estudio.

v' Determinar como atenuar las consecuencias de la evolucién del fendmeno
bajo estudio.

v' Proporcionar herramientas para la implementaciéon numérica del fendémeno bajo
estudio.

v Decidir las medidas a implementar para controlar el fendmeno bajo
estudio.



Requisitos del Modelamiento Matematico:

Deber considerar las caracteristicas mas relevantes del fendmeno bajo estudio,
previa evaluacion del papel de cada uno de ellos.

Debe tener sensibilidad a los parametros importantes y carecer de ella para

los pardmetros insignificantes.

Clases de Modelos Matematicos:

Existen dos clases de modelos matematicos.

Modelos de tipo Determinista: No consideran el azar, durante el desarrollo de un
proceso, por lo cual, bajo condiciones iniciales similares se obtienen resultados
idénticos.

Modelos de tipo Estocdsticos: Consideran el azar, durante el desarrollo de un
proceso, por lo cual, bajo condiciones iniciales similares es posible obtener
resultados diferentes.



1.1.2. MODELOS DE POBLACIONES

Definicion 1.3. Poblacion: Es un conjunto formado por individuos o por objetos que ocupan
un espacio comun, compartiendo alimentos o caracteristicas comunes.

Por ejemplo, para un modelo bioldgico, la poblacién puede estar conformada por los
organismos que habitan un lugar determinado, en el cual interactian, se alimentan y
reproducen. Mientras para un modelo social, la poblacién esta constituida por personas o
animales, cuyas relaciones se quieren estudiar, con el objetivo, por ejemplo, de controlar la
deforestacion del lugar donde ellos se establecen.

Las principales caracteristicas de una poblaciéon arbitraria son las siguientes:

v Se puede delimitar su ubicacién por lo cual es facil decidir cuando un
elemento pertenece o no pertenece a dicha poblacién.
v Estd conformada por elementos con las mismas caracteristicas.

A pesar que una poblacién este constituida por un nimero finito de integrantes, es casi
imposible y claramente poco aconsejable incluir los datos de todos ellos, a excepcidn que
el tamafio de la poblacién sea pequefio, por lo que en la prdctica se utilizan indicadores
globales para dicha poblacién, tales como las tasas de natalidad, crecimiento y mortalidad.

Hay que sefalar que, cuando en una poblacién, los nacimientos superan a los fallecidos
origina el crecimiento de la poblacién, mientras que cuando los fallecimientos superan a los
nacimientos causa el decrecimiento de la poblacién. Cuando se produce que los
nacimientos y los fallecimientos son iguales, se dice que el crecimiento de la poblacién es
nulo.

En teoria, bajo condiciones favorables, el crecimiento de una poblacién es de tipo
exponencial. Sin embargo, esto es atenuado tanto por las migraciones e inmigraciones,
como otros factores, por ejemplo, limitado alimento para toda la poblacién, plagas,
enfermedades, guerras, etc., o que hace que la poblacién se mantenga estable, durante un
periodo largo de tiempo.

Definicion 1.4. Densidad: Expresa el nimero de elementos de una poblacién que se
distribuyen sobre un espacio o sobre el volumen que ocupan. La densidad se expresa, por
ejemplo, cuando decimos hay 1000 personas por m? en la ciudad de Lima.

En general la regulacion de la densidad de una poblacién es importante, ya que una
densidad alta atrae a sus regulares naturales, es decir a los depredadores, la ausencia de los
depredadores origina una plaga de la poblacién, por ejemplo, ante la ausencia de los
depredadores de los zancudos se origina una plaga de los mismos, lo que es probable origina
una epidemia de dengue.



Una alta densidad de una poblacién dentro de un espacio reducido acarrea problemas de
toda indole, por ejemplo, en la mayoria de nuestras ciudades costefias la alta densidad hace
gue los servicios basicos sean insuficientes para satisfacer la demanda de sus poblaciones

Definicién 1.5. Natalidad, expresa cuantitativamente los nacimientos producidos dentro de
una poblacién, durante un periodo de tiempo determinado. Esta medicién se realiza
calculando la llamada tasa bruta de natalidad, la cual se define como el cociente entre el
numero de nacidos vivos durante un afio y la poblacidn total durante ese mismo afo,
generalmente se expresa en tanto por mil.

Definicidn 1.6. Mortalidad, expresa cuantitativamente las muertes ocurridas dentro de una
poblaciéon, durante un periodo determinado. Esta medicion se realiza calculando la llamada
tasa bruta de mortalidad, la cual se define como el cociente entre el nimero de fallecidos
durante un afio y la poblacidn total durante ese mismo afio, generalmente se expresa en
tanto por mil.

En lo que sigue definimos algunos términos bioldgicos que nos seran de utilidad mas adelante

Definiciéon 1.7. ADN: Es el responsable de transmitir genética hereditaria, al ser un acido
nucleico en el que se deposita la informacidon genética necesaria para el desarrollo y
funcionamiento tanto en los organismos vivos como en los virus.

Definiciéon 1.8. ARN: Es el responsable de trasladar la informacion genética, que posee el
ADN, para sintetizar las proteinas, segun funciones y caracteristicas sefialadas. Su presencia
se puede observar en el citoplasma tanto de las células procariotas como en las células
eucariotas.

Definicion 1.9. Enzima: Es una molécula producida por células vivas, conformada
mayormente por proteinas, su principal funcion es actuar como regulador y catalizador en
los procesos quimicos del organismo, por ejemplo, catalizando las reacciones bioquimicas
del metabolismo.

Definicion 1.10. Proteina: Es una molécula que estd compuesta por carbono y formada por
aminodcidos, cuyo orden y disposicion depende del cddigo genético del individuo. Los
aminodcidos estan unidos mediante los llamados enlaces peptidicos.

Definiciéon 1.11. LINFOCITOS: Se trata de una clase de globulo blanco, elaborado en Ia
medula ésea, que se encuentra en el tejido linfatico y en la sangre. Siendo de dos clases:
Linfocitos T, los cuales se encargan del control de la respuesta inmunoldgica, asi como de la
destruccion de las células cancerigenas, y los Linfocitos B, encargados de elaborar los
anticuerpos del organismo.



Definicion 1.12. CELULAS T CD4+: También es una clase de linfocito que coordina la respuesta
inmunolégica, mediante la estimulacion a los linfocitos TCD8, By a los macréfagos para que ataquen
la infeccion. Ademas, ayudan a eliminar las células del cancer.

Definicién 1.13. Virus, son microorganismos, compuestos de material genético (por una o
varias moléculas de ARN o ADN, pero nunca ambos a la vez), protegidos por una envoltura
proteica y capside. El dcido nucleico puede ser mono o bica ternaria, circular o lineal.

Definicion 1.14. Virus de inmunodeficiencia Humana (VIH): Existen dos clases (VIH-1y VIH-
2), ambos se transmiten por contacto con individuos infectados por el VIH, mediante el
contacto con fluidos corporales (semen, sangre, fluidos vaginales, leche materna), siendo
este virus el causante del SIDA.

Definicidn 1.15. Sindrome de inmunodeficiencia adquirida (SIDA): Se trata de una infeccién
del sistema inmune causada por el virus VIH, quien ataca y dafia a las células CDs4 + T,
dejando al organismo indefenso a toda clase de cancer e infecciones mortales, siendo esta
condicién la principal causa de muerte de los infectados por VIH. Si el recuento de las células
CD4+ T, en una persona, estda por debajo de 200/mm3 se le diagnostica con SIDA.

Definicién 1.16. Linfocitos T CDs: Son aquellos que identifican y extinguen a aquellas células
gue han sido infectadas por virus o bacterias.

Definicion 1.17. Transcriptasa Inversa del VIH: Se trata de una enzima, cuya funcidn
consiste en sintetizar, usando como molde el ARN monocatenario, el ADN de doble cadena
en una sola cadena. Ademas, participa en la creacién de una doble hélice de ADN, después
qgue el ARN ha sufrido una transcripcidn inversa en una sola cadena cDNA.

Definicion 1.18. ADN y ARN viral del VHI: Siendo el virus VIH un retrovirus, emplea la
enzima transcriptasa inversa para transformar el ARN en ADN, es decir es un tipo de virus
que utiliza como material genético el ARN.

Definicidn 1.19. La Integrasa del VIH: Se trata de una enzima, inicialmente alojada dentro
del VIH y que este virus utiliza para colocar su ADN viral dentro de la célula huésped CD4

Definicidon1.20. VIH -1: Generalmente es el que se usa cuando se hace referencia al VIH,
siendo el causante de los contagios VIH en todo el mundo.

Definicion 1.21. VIH - 2: Se trata de la otra clase de virus VIH, que ataca a un paciente que
padece de esta enfermedad.

Definicidn 1.22. Viridn: Es un virus expulsado fuera de una célula destruida, siendo capaz
de ir a infectar nuevas células, pero sélo cuando se encuentre en su interior ya que no tiene
metabolismo propio.



La vida media del virus: Es el tiempo transcurrido, denotada por t;/, , para que poblacién
V de viriones por mm3 se reduzca a la mitad(V/2) viriones por mm3.

Definicidon 1.23. Timo: Se trata de un érgano glandular linfoide primario especializado
perteneciente al sistema inmunolégico, sus células son estomacales timicos y aquellas
obtenidas de células de hematopoyéticas que se originan en la medula dsea.

Definicion 1.24. Proteina GP120: Se trata de una glucoproteina integrante de la cubierta del
VIH, al cual le sirve para fusionarse con la célula huésped, mediante su unidn, por ejemplo,
con la célula TCD4, iniciando con ello el proceso de ingreso del virus VIH a la célula huésped.

Definicidon1.25. Zidovudina, Azidotimidina o AZT: Se trata de un fdrmaco de la categoria de
los antirretrovirales, cuya misidn es retardar o suprimir la replicacién del virus, no cura la
enfermedad, pero disminuye la transmision del VIH.



1.1.2.1. TIPOS DE MODELO DE POBLACION

Modelo Tipo Exponencial:

Nuestro objetivo es estudiar el crecimiento de una poblacién P, considerando como
factores de crecimiento Unicamente los nacimientos y muertes de sus integrantes, los otros
factores como migracién, inmigracién, etc. no se consideran en ese modelo.

Para construir el modelo, se considera la cuantificacion de los individuos en dos instantes:
t y T=t+At, ahora usando la ley de la conservacién de la materia, se tiene que “el nimero de
individuos en el instante es igual al nimero de individuos en el instante t mas los nacidos y
fallecidos em el instante t+At”.

Si se denota por P(t) y P(t+At) al nimero de individuos en los instantes t y t+At
respectivamente, y por m, n las tasas de natalidad y mortalidad, entonces la ley de
conservaciéon de la materia se traduce en la siguiente ecuacion.

P(t+ At) = P(t) + m = P(t) *xAt- n * P(t) x At. (1.1)
Notemos que de (1.1) se obtiene
P(t + At) — P(t) = mP(t)At — nP(t)At
Dividiendo por At se obtiene

P(t + AAﬂt —PO ) — P

Si se hace tender At hacia cero, obtenemos:

lim Pt+49 - PO) =mP(t) —nP(t) (1.2)

At—0 At

Ahora, usando la definicion de derivada:
P'(t) = (m — n)P(t) (1.3)

Por lo que para hallar el nimero de individuos de la poblacién P en el instante t se debe resolver
la ecuacion diferencial de variables separables dada por la ecuacion (1.3)

Puesto que siempre se conoce la poblacion cuando se inicia el estudio, a ese instante se le



denota por t=0y al nimero de individuos se le denota por Po, por lo que el modelo matematico
viene dado por el siguiente problema de valor inicial (Ilamado problema de Cauchy)

P'(t) = (m—n)P(t)

MO po) = po (14)

Cuya solucién es de la forma
P(t) = Poem—mt

Razon por la cual el modelo se llama modelo de tipo exponencial.

/P ()

Grafica del modelo EXponencial



Modelo de tipo logistico:

El modelo exponencial tiene la debilidad que no considera la densidad de la poblacién, ante
cuya presencia los individuos desarrollan competencias intraespecificas ya que deben
competir tanto por su alimento como el espacio que ocupan. Eso obliga a buscar otro
modelo en el cual se considera esta realidad.

Si se define a la diferencia de la natalidad y la mortalidad como la tasa intrinseca de
crecimiento de una poblacién P, denotada porr.

Para construir el modelo, se considera la cuantificacidon de los individuos en dos instantes: t
y T=t+At, ahora usando la ley de la conservacion de la materia, se obtiene:

P(t + At) = P(t) + rP(t)At

Diremos que la capacidad de carga de la poblacién P, denotada por K, es el numero de
individuos de la poblacion P cuando su crecimiento es cero. Si consideramos que a medida
que transcurre el tiempo cada individuo obtiene del recurso disponible lo necesario para su
subsistencia, entonces se obtiene

rP(t)At

P(t + At) = P(t) + rP(t)At — T

De la ecuacién anterior se observa que, si la poblacién P estd muy cerca de K, la variacion de
la poblacidn, es decir su crecimiento es casi cero.

Para deducir el modelo logistico, se procede como sigue:

rP(t)At

P(t + At) — P(t) = rP(t)At — —x
Dividiendo la ecuacion anterior por At se obtiene:
P(t + At) — P(t rP(t)At
(C+80 =P _ oo, PO
At
. P(t + At) — P(t) P (1 P(b) e
=P~ (15)

Si se hace tender At hacia cero, obtenemos:

L P+ AD - P
At—0 At

P(t)
1-—1 (16

=rP(0) [



Ahora, usando la definicion de derivada:

P'(t) =rP(®) [ ]
K

El cudl es el modelo matematico para el crecimiento de una poblacién en la que se tiene en
cuanta la densidad. Como siempre es posible conocer la poblacidn inicial en estudio, es decir
P (0) =Po es conocido, el modelo de tipo logistico adopta la forma siguiente:

: P(®)
P =rP(®)[1-___]
(M2){ K

P(0) = Po



1.1.3. VIRUS DE INMUNODEFICIENCIA HUMANA (VIH)

Desde la década de 1980 se ha realizado un enorme esfuerzo en la modelacién del virus
inmunodeficiencia humana (VIH), el cual causa el Sindrome de Inmunodeficiencia adquirida
(SIDA). La investigacién se da en dos direcciones: en la epidemiologia del SIDA como una
enfermedad y la inmunologia del VIH como un patégeno (una sustancia perjudicial para el
cuerpo), la cual estudiamos en este trabajo a la inmunologia del VIH. Nuestro objetivo es
pues, entender mejor la interaccién del VIH y el sistema inmunolégicohumano con el fin de
probar estrategias de tratamiento, que se describe a continuacion.

Cuando se introduce una sustancia extrafia, llamada antigeno, en el cuerpo, se produce una
respuesta inmune en un intento de eliminar el objeto del cuerpo lo mas rdpido posible. Esta
respuesta se caracteriza de dos maneras: una respuesta inmune celular y unarespuesta
inmune humoral. El antigeno se encuentra primero en los macréfagos, células que eliminan,
envuelven y examinan particulas extrafias, y luego presentan sus hallazgos alos linfocitos T
positivos para CD4 (células T CDa4).

El CD4 denota un marcador de proteina en la superficie de la célula T (esta letra se refiere
al timo), el érgano responsable de la maduracion de estas células después de que emigran
de la médula ésea (en donde se fabrican). Estas células, mas cominmente conocidas como
células auxiliares T (que normalmente tienen un promedio de 1,000 por mm cubico de
sangre), sirven como centro de comando para el sistema inmunoldgico.

Sin que consideren una respuesta inmune necesaria, se emite una respuesta inmune
primaria. En primer lugar, las células T auxiliares reproducen a acumular fuerzas de
comando, que pueden causar respuestas humorales y celulares. Ademas de esta
acumulacion activa un segundo tipo de célula T, los linfocitos T CDs positivos (CD%célulasT
asesinas, una vez dado un objetivo, que buscan y destruyen las células infectadas con estos
patdégenos.

En la respuesta inmune humoral, (mds comunmente conocida como la respuesta de
anticuerpos) las células auxiliares T sefialan un tercer conjunto de células, llamadas
linfocitos B (células B), estas son las células de la sangre que producen las armas quimicas
llamadas anticuerpos. Los anticuerpos se han disefiado especificamente para destruir el
patégeno en cuestién y por lo tanto la ayuda como dispositivos de muerte directa de
antigenos.



Una vez que la respuesta inmune tiene éxito, las células de cada tipo conservan
conocimiento de dicho ataque.

Denominadas células memoria. Si se conoce este mismo patdgeno (o un primo cercano), en
el cuerpo de nuevo, una campaia mucho mas rapida y mucho mas agresivo puede ser
lanzado y el antigeno se erradica con mucha mas precisidn y a un ritmomucho mas rdpido.
Si la persona se infecta con el patégeno mas agresivo, la respuesta es inmediata.

Infeccion por VIH

Como la mayoria de los virus, el VIH es una criatura muy simple. Los virus no tienen la
capacidad de reproducirse en forma dependiente, Por lo tanto, deben confiar en un
huésped para la reproduccién. La mayoria de los virus llevan copias de su ADN (el plano de
si mismo), que introducen en el ADN de su célula huésped. Entonces, si la célula huésped T
es estimulada para reproducirse (a menudo a través de la presencia del mismo patégeno),
se reproduce copias del virus. Cuando el VIH infecta el cuerpo, su objetivo es atacar a T
CDs.

Una proteina (GP120) en la superficie del virus tiene una alta afinidad con la proteina CD4
en la superficie de la célula T. La unién tiene lugar, y el contenido del VIH se inyecta en la
célula huésped. VIH difiere de la mayoria de los virus en que se trata de un retrovirus: lleva
una copia de su ARN, que primero debe ser transcrito en ADN (utilizando una enzima
llamada transcriptasa inversa). Uno de los misterios para la comunidad médica es la razén
por esta clase de virus ha evolucionado para incluir este paso adicional.

Después de que el ADN del virus ha sido duplicado por la célula huésped, se vuelve a
ensamblar y los nuevos granulos de virus brotan de la corteza de su célula hospedadora.
Esta brotacion puede tener lugar lentamente, evitando la célula huésped; o rapidamente,
reventando y matando ala célula huésped.

El camino de la infeccion con el VIH no estd claro. Los expertos aun estan discutiendo sobre
qué causa el colapso final del sistema inmunoldgico, que conlleva a la muerte del enfermo.
Sin embargo, lo que se acepta ampliamente es que hay cuatro etapas principales de la
progresion de la enfermedad.

La 1ra, es cuando se introduce el virus en el cuerpo, la 2da etapa es cuando tanto la
poblacién de células T y poblacion de virus estdan en gran flujo, que es un periodo
relativamente corto de tiempo inicial. A esto le sigue la tercera etapa, la latencia clinica: un
periodo de tiempo en el que hay un nimero extremadamente grande de virus y células



T que experimentan una dindmica increible, cuyo resultado general es una aparicién de la
latencia (estado estable de la enfermedad).

Finalmente, la Ultima etapa, ocurre cuando ya existe el SIDA, que se caracteriza porque las
células T disminuyen a nimeros muy bajos (o cero) y el virus crece sin limite, lo que provoca
la muerte. Las transiciones entre estas cuatro etapas no se entienden bien, y actualmente
existe controversia sobre si el virus mata directamente a todas las células Ten esta etapa
final o si hay algun otro mecanismo en funcionamiento.

Protocolo para contagiados con VIH

Hay cuatro farmacos que se usan en el protocolo para contagiados por VIH: AZT
(Zidovudina). DDC, DDI, y D4T. Todos estos medicamentos realizan el trabajo como
inhibidores de la transcriptasa inversa. El papel de estos inhibidores de la transcriptasa
inversa es interferir con la transcripcion del ARN a ADN, la infeccidn celular de la detencion
y la propagacion viral. Por desgracia, estosfarmacos no son la cura para la infeccién, sino
que sirven sélo como un programa de mantenimiento para evitar temporalmente un mayor
progreso del virus.

A pesar de este inconveniente, hay mucha evidencia clinica para apoyar el uso de estas
guimioterapias en individuos infectados por el VIH. Aparte de la posibilidad de prolongar la
vida de un individuo VIH — positivo. Existe controversia entre los médicos, la forma de la
historia, en cuanto a quien debe ser tratado, cuando deberian ser tratados, y que esquema
de tratamiento se debe de utilizar. Hay mucha informacidn disponible sobre el tratamiento,
muchos laboratorios y clinicas mantienen la idea de cerrar cuentas de cursos de
tratamientos del paciente con respecto a la eficacia y los resultados. Estasproporcionan
pruebas contradictorias como a la que se tienen en un comienzo del tratamiento (definido
como CD4 + recuentos de células T entre 200 — 500mm3 de la sangre) o tratamiento en
una etapa posterior (por debajo de 200 mm3).

Una de las preguntas en quimioterapia es qué tratamiento es “mejor”, entendiéndose como
“mejor”, cuando los efectos secundarios son menores y la retencion o aumento dela T
CDa4de células aumenta sustantivamente mejora. Otras interrogantes se refieren a la dosis
suministraday a su periodicidad en cada paciente, a la duracién del tratamiento, etc.



EVOLUCION DEL VIH-SIDA EN EL PERU HASTA OCTUBRE 2018

De acuerdo con el boletin oficial del Ministerio de Salud del Perd (mes octubre 2018), la
evolucién del VIH (Hasta el 31 de octubre de 2018) es como sigue:

>

>

Se han diagnosticado 119042 infectados por VIH y de ese total hay 42436 pacientes
con SIDA.

Entre los infectados por VIH hay 3.7 hombres por cada mujer y entre los pacientes
con SIDA hay 4.7 hombres por cada mujer.

Los individuos con VIH se infectaron en un 97,6% directamente a través de contacto
sexual, el 1,9% por transmisién madre-hijo y el 0,4% mediante el uso de inyecciones
contaminadas.

Entre los afos 2013-2018 la transmision del VIH por contacto sexual fue de 98,9%
mientras que la transmision madre-hijo fue de 0.7%

La infeccion por VIH en los nifios disminuyé entre los afios 2014-2018

Para mayores detalles visitar www.dge.gob.pe


http://www.dge.gob.pe/

1.1.4. DESARROLLO DE LA POBLACION VIH - 1 SIN TRATAMIENTO

En esta situacion, el crecimiento de la poblacion no esta relacionado con el nimero de sus
integrantes, mds bien depende de los integrantes de otra poblacidn con distintas
caracteristicas, por lo que la destruccion natural y la produccién del virus son factores
importantes para el crecimiento de esta poblacién.

La tasa de mortalidad equivale a lo que se llama destruccion natural, la que se denota por
d, se define como sigue:

Ln2 X X i
d =__,donde t1/ representa la vida media del virus
t1 2
/2

En cuanto a la produccion del virus, denotada por L es de 50 viriones célula al dia
aproximadamente, es decir es una constante dependiente del nimero de células infectadas
TCD4 que posee el individuo por metro cubico.

Es decir
L = 50(Namero de células TCD4)

De acuerdo con lo anterior la variacion de la poblacién P, entre el instante ty t + At, viene
dada por la siguiente relacién:

P(t + At) = P(t) + LAt — dP(t)At
De donde se sigue que el modelo viene dado por:

P'(t) =L —dP(t)
M3 peoy = po



1.2. TOPICOS ELEMENTALES DE ECUACIONES DIFERENCIALES

En la siguiente seccion se dan las definiciones y resultados que seran de utilidad para
determinar el modelo de la interaccidn celular de células sanas y viriones, asi como también
entre las células sanas y las células infectadas.
Definicién 1.28. Ecuaciones Diferenciales: Es una ecuacién en la cual las incégnitas son
funciones.
Son de dos tipos:
» Ordinarias, se llama asi cuando la funcidn, que hace el papel de incdégnita en la
ecuacion, depende de una variable.
» Parciales, se llama asi cuando la funcién, que hace el papel de incégnita en la
ecuacion, depende de dos o mas variables.
En ambas definiciones, a la mayor derivada o derivada parcial que aparece en la ecuacion
de le llama orden, mientras que a | exponente al cual esta elevado esta derivada o derivada

parcial se le grado de la respectiva ecuacién diferencial.

Ejemplo 1.2.1: Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y de primer grado es la

siguiente

y
— = sen(x
I (%)

Ejemplo 1.2.2: Una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden y de primer grado es

la siguiente

dzy
Y
Ejemplo 1.2.3: Una ecuacién diferencial parcial de primer orden y de primer grado es la

siguiente

0
G_}t] = sen(t)



Ejemplo 1.2.4: Una ecuacion diferencial parcial de segundo orden y de primer grado es la

siguiente

0%y Oy
2 —=sen(t)

Atz ot
Definicion 1.29. Solucion de Ecuacion Diferencial

Una funciéon que satisface a la ecuacién diferencial (ordinaria o parcial) dada se le llama solucién
de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 1.2.5.: La funcién f(x) = — cos(x) es solucion de la ecuacién diferencial
y
— =sen(x
dx (%)
Puesto que si derivamos f(x) = — cos(x), con respecto a la variable x obtenemos
y
— = sen(x
I (%)

1.2.1. PROBLEMA DE VALOR INICIAL
Llamado también Problema de Cauchy, consiste en lo siguiente

Dados h:R2—R;yo€R. Hallar una funcién y tal que: y'=f(t, y),y(0)=yo (2)

Definicion 1.30. Solucion del problema de Cauchy: A una funcién F que satisface la

ecuacion (2), se le llama solucién del problema de Cauchy.

Definicion 1.31. Sistema de ecuaciones diferenciales: Es un sistema formado por

ecuaciones diferenciales.

> Silos elementos del sistema son ecuaciones diferenciales ordinarias, se llama

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

» Si los elementos del sistema son ecuaciones diferenciales parciales, se le llama

sistema de ecuaciones diferenciales parciales.



Definicion 1.32. Solucidon de un sistema de ecuaciones diferenciales: Al conjunto de
funciones y1, y2, -+, yn que satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales, se le llama

solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales.

Para probar tanto la existencia como la unicidad del problema de Cauchy (2), se necesita
del siguiente resultado.
TEOREMA 1.4. Sea D un subconjunto cerrado y acotado de R2y F: D € R2 — R una funcién

continua sobre D, entonces existe por lo menos una solucién de la ecuacion (2), definida en el
intervalo ] = [—A4,A],donde 0 < A = Min{a,b/N},

Con N > C > Max{|F(x,t)|: (x,t) € D}
Demostracion, Por el Teorema de Stone-Weierstrass se garantiza la existencia de una sucesién
de funciones polinomiales (Fm)men tal que Fm — F uniformemente en D; es decir: VE >
03Ko > 0 tal que:Ym = Ko
|Fm(x,t) — F(x, )| <K E,V (1) ED o (D
De donde se sigue que
|[Fm(x, )] < €+ N,V (x,t) €D, Ym = Ko...........cco........ (2)
Eligiendo L > C —» 3&1 >0 talque L> &1 +C
Sea € = &1, de (2) se tiene que:
|Fm(x,t)| < €1 +C <L,V (x,t) € D,Yym = Ko

Definamos el Problema de valor inicial o de Cauchy
U'(t) = Fm(x, t), (x,t) en R2
{ U(0) = Uo b ((2))
Puesto que ¥Ym = Ko las hipdtesis del teorema de Picard son satisfechas, se sigue que ((2)")
tiene una unica solucién dada por:
Ym: [—A, A] - [xo — b, x0 + b]
Que forma una secuencia (Ym)m=k, S C[—A, A] tal que:

t

lpm(t) = Uo + me(l/Jm(S),S)dS

0

A continuacion, se muestra que la familia: M = (Ym)m=k, esacotada

Dado t € [—a, a] se tiene:



t t

[Ym(O)] = |uo + [ Fn(Pm(s),s)ds| < |Uo| + [|Fm(Pm(s),s)| ds

0 0
= |Ym(t)| < |Uo| + L|t| < |uo] + LA < |Uo| + b
= |Ym(t)| < |Uo|l + b, Vit € [—A A],Vm = Ko
= ||Ymllcl-aal < |[Uo| + b, Ym = Ko
DE donde se obtiene que M = (¥m)m=k, es ACOTADA.
Ahora se prueba que M = (Ym)m=k, es equicontinua:

En efecto, para to, t € [—a, a] se tiene:

[m(®) = Ym(to)| = | Fn(pm(s), )ds — [ Fn(ipm(s),s)ds| = || Fm(m(s), s)ds|
0 0 to

De donde:
= |Ym(t) — Pm(to)| < Lt — to|
Porlo que dado € > 0 es suficiente escoger: § = E/L > 0 tal quesi: to,t € [—A,A]y |t — to] <
& entonces se tiene que: |Ym(t) — Ym(to)| < E,VYm € M
De modo que se ha probado que M es equicontinua.
Puesto que M es equicontinua y acotada, se sigue del teorema de Arzela-Ascoli que existe
una subsucesion (Y, )k, en De (P, )m=k, convergente en C[—A,A], es decir P €
C[—a, a] tal que Yk, — P uniformemente en [—a, a]
Notese que fr, — f uniformemente en [xo — b, xo + b] X [—A4, A]
= Fk,o(Pk,, Id) = F-(i, Id) uniformemente en [—A4, A]

Por otra parte:
t
Vi, () = uo+ [ Fr, W, (s), s)ds Ym = Ko, Vt € [—A4, A]
0
Sim — +oo deducimos
t
Y(t) = uo + [ F(YP(s),s) ds Vt € [—A4, A]
0

Por lo tanto ¢ es la solucion buscadam



TEOREMA 1.5. Supongamos que se cumplen las hipdtesis del Teorema 1.4. Entonces el
problema (2) tiene solucién Unica.

Demostracién consideremos que f y g son dos soluciones del problema (2), entonces se cumple:
t 0 t

f(o) = U0+f F(f(s),s)ds y g (t) = U0+f F(g(s),s)ds
0 0

= |(f(s),s) = (f(0),0)| = Cy [(g(s),s) — (g(0),0)| = C
Eligiendo 6 > C se deduce

[(@(s),5) = (9(0),0)| <8y [P(s),s) — ¥(0),0)] <& ... .. (@)
Ahora como f(0) = Uo = g(0) podemos escribir

F(f(s),s) — F(f(s),s) = F(f(s),s) — F(£(0),0) + F(g(0),0) — F(g(s),s)
= [ IF(f(s),s) — F(g(s),s)| ds
0

< [ IF(f(s),8) = F(f(0), 0| ds + | |F(g(s),s) — F(g(0),0)| ds
0 0

= [ |F(f(s),s) — F(g(s),s)| ds < 2|t|e (b)
0

De otro lado, sea B = |f(t) — g(t)| de (b) se obtiene:
B = [ F(f(s),5) = F(f(0),0) ds — [ F(g(s), ) = F(g(0),0) ds] =

IS F(F(s),5) — F(g(s),8)| ds < 2Ne )
Asi obtenemos que
0<|f(t) —gt)| <2Ce,Ve>0
= |If — gllc-aa = 0 > f(t) — g(t) = 0,Vt € [-4, A]
= f(t) = g(t),Vt € [-A4, 4]

Concluimos que la solucién del problema (2) es tUnicam



CAPITULO 2:

MODELAMIENTO MATEMATICO PARA LA DINAMICA INTRACELULAR DEL VIRUS DE
INMUNODEFICIENCIA HUMANO VIH.

2.1. UN MODELO MATEMATICO PARA LA DINAMICA ENTRE LOS VIRIONES Y LAS
CELULAS T CD4SANAS

El capitulo trata sobre la deduccién y el estudio de un modelo matemadtico para el contagio
entre las células sanas T CDasvy los viriones, por lo que en la siguiente seccién revisamos el
modelo matematico con produccidn constante.

Iniciamos definiendo dos leyes (una quimica y la otra fisica), que nos ayudaran en la
deduccion de nuestros modelos matematicos

Definicion 2.1. Ley de accion de masas, es una ley quimica, la cual establece que: Dada una
reaccion quimica reversible. que esta en equilibrio y sometida a una temperatura constante.
Entonces existe, entre las concentraciones de los productos y de los reactivos, una relacién

constante

Definicion 2.2. Ley de conservacion de la energia: Es un principio fisico, el cual indica que,
en cualquier sistema aislado, que no interactla con otro sistema, la cantidad total de su
energia permanece sin variacién en el tiempo, aunque si puede cambiar de forma.

MODELO DE LA DINAMICA, SIN TERAPIA DEL VIRUS VH - 1, CON PRODUCCION CONSTANTE
= Hipotesis del modelo
» Lacantidad de integrantes de la poblacion no influye en su reproduccion
» La reproduccién de la poblacién estd influenciada por los integrantes, con
caracteristicas distintas, de otra poblacion.
» La concentracidn del virus por metro cubico de plasma no influye en la produccién.
» Lavida media del virus presente en cada paciente, sin ninguna terapia, permite
calcular la destruccién natural.
Cuando no hay terapia, la dinamica de la poblacion de virus VIH — 1, como ya hemos dicho,

estd relacionada con la destruccién natural y la produccién del virus.

De acuerdo con las hipdtesis anteriores se tiene que, entre los instantes ty t + At, la
poblacién N satisface la siguiente ecuacion:

P(t + At) = P(t) + LAt — dP(t)At



De donde se sigue que el modelo viene dado por:

P'(t) = L —dP(t)
M "oy = Po

MODELO DE LA DINAMICA, SIN TRATAMIENTO DEL VIH, COSIDERANDO PRODUCCION DE
CELULAS

A diferencia del modelo anterior, en este nuevo modelo queremos incluir la variacion de las
células que reproducen al virus, es decir las células TCD4 varian con el tiempo.

Consideremos las siguientes poblaciones
= x(t) células sanas T CDa,
»  y(t) célulasinfectadas T CD4
* V(t)virusVIH -1

Debemos considerar que la poblacién y(t) varia, cada paciente tiene su propia tasa de
mortalidad, que denotamos por ¢, produccién de células TCD4 es de dos células por metro
cubico al dia y la tasa de mortalidad natural diaria para estas células es igual d=0,01. El
contacto tanto con las células infectadas como con los viriones produce el contagio de las
células sanas TCD4, este contagio se da a una tasa constante denotada por £ y que es igual
0,004 metros cubicos por viridn por dia. Mientras que las células infectadas mueren a una
tasa a = 0,33 por dia

HIPOTESIS DEL MODELO

La poblacién de células y(t) en el instante t varia,

La produccién de viriones por parte de las células infectadas es de cincuenta por dia.
Cada paciente tiene su propia tasa de mortalidad para el virus VIH — 1

La tasa de mortalidad de las células TCD4 es constante, y se denota por d,

La tasa de mortalidad de la célula infectada es constante, y se denota por a,

VvV V. V V VY V

El contagio del virus VIH — 1 se produce entre células sanas y viriones, con la tasa

de contagio constante, denotada por £3.



Ahora usando la ley de masas, se tiene que las densidades de las tres poblaciones entre el
instante tyt + At, viene dado por las ecuaciones siguientes:

x(t + At) = x(t) + (tasa de produccion) = At — (tasa de muerte)x(t) * At
— (tasa de contacto entre x y v)At

y(t + At) = y(t) — (tasa de muerte)y(t) = At + (tasa de contacto entre x y v)At
v(t + At) = v(t) + (tasa de produccién)y(t) * At — (tasa de muerte)v(t) * At
Luego usando la ley de masas se tiene que Sx(t)v(t) denota la tasa de contacto entre la célula
sana y el virus y denotando por A; P las tasas de reproduccion para las células susceptibles e
infectadas respectivamente, se obtiene que las ecuaciones anteriores se escriben como sigue:
x(t+ At) = x(t) + A x At — d » x(t) * At — [ * x(t) * v(t) * At,
y(t+ At) = y(t) + B = x(t) * v(t) *x At — a = y(t) * At,

v(t + At) = v(t) + P = y(t) * At — ¢ = v(t) * At.
Luego, dividiendo por At

x(t + At) — x(t)
At

=A—dx*x(t)*A— B *x(t)v(t)

y(t + At) — y(t)
At

=B *x(v(t) — d = x(t)

v(t + At) — v(t)
At

= Pv(t) — c * x(t)

Si se hace tender At hacia cero, se obtiene

x(t) = 4 — dx(t) — px(Dv(b),
{ Y(® = Bx(®Ov(t) — ay(®),
v(t) = Py(t) — cv(t)

Si se consideran las condiciones iniciales

x(0) = x0; y(0) = yo; v(0) = vg



Se obtiene que el modelo se escribe como sigue:

| X = 2= dx(®) — px(t)v(D),
y'(@) = Bx(®)v(t) — ay(t),

(M4) v'(t) = Py(t) — cv(d),
x(0) = xo,
y(0) = yo
| U(O) =7V

2.1.1. ANALISIS CUALITATIVO DEL MODELO MATEMATICO DEL CONTAGIO ENTRE LAS
CELULAS SANAS T CD4 Y LOS VIRIONES

En esta seccidn se estudia bajo qué condiciones se garantiza la existencia y la unicidad
para la solucién del sistema (M4).

Definiciéon 2.4. Cuando en un espacio normado E se tiene que toda sucesion de Cauchy
converge en el mismo espacio a tal espacio se le llama completo.

Definicion 2.5. Sea (xn)nen una sucesién en espacio normado E, esta se dice que es deCauchy,
sidado & > 0,3 no € N tal que, paratodom,n € N se cumple [|xm — x| < €

Definicidn 2.6. Sea E un espacio normado, se dice que F: E — E es Lipschitziana, si existe
una constante positiva k tal que ||F(x) — F(Y)I| < kllx — yl|,V x,y € E.

Definicion 2.7. Sea E un espacio normado, se dice que F: E — E es una contraccion, si
existe una constante 0 < k < 1 tal que ||F(x) — F(Y)|| < kllx — yll,Vx,y € E.

Definicion 2.8. Sea E un espacio normado, se dice que F: E — E, se dice que x € E es un
punto fijo de F si se cumple que F(x) = x

Teorema 2.1. Considéreseunespaciode Banach E y seaF:E — E una contraccidn
en E. Entonces la ecuacién F(x) = x tiene una Unica solucion.

DemostracionExistencia
Para xo € E, definase la sucesion
yo = xo0; yn = F*(x0),n = 1
Usando el hecho que F es una contraccion en E, se tiene:
ly2 = y1ll = [IF(F(x0)) = F(x0)|l < kI[F(x0) — xol|

En forma similar se obtiene
lys — yall = [IF(F?(x0)) — F(F(x0)|| < kllF2(x0) — F(xo)|| = kllyz — y1ll

llys — y2ll < k2||F(x0) — xoll



De donde se deduce que m;n € N para talquem =2 n
lym — ynll < k7| F(x0) — xol|
Puestoque 0 < k <1

k—+o0

De donde se sigue que la sucesion (yn)nen una sucesidon de Cauchy en E, y como es Banach

entonces existe x € E tal que lim vy, =x
n—+oo

Puesto que

x = lim yn= lim F*(x0) = lim F(F"1(x0)) = F ( lim Fr-1(x0)) = F(x)
n—+oo

n—-+oo n—+oo n—-+oo
De donde se sigue que existe x € E tal que F(x) = x

Unicidad

Supongamos que existe x,y € E tal que F(x) = x; F(y) =y, entonces por ser F una
contraccion se tiene que:

IFG) = FOOIl < kllx =yl < llx = yli

De donde se sigue que

llx = yll = lIF(x) = FO)Il < [lx =yl

Entonces

llx = yll <llx =¥l
Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto x = y.
En lo que sigue x1(t) = x(t); x2(t) = y(t); x3(s) = v(t)
EL ESPACIO VECTORIAL Knxm(R)
De la teoria elemental de algebra lineal, se sabe que el conjunto de matrices Mnxm(R) con
las operaciones usuales de suma y producto escalar es un espacio vectorial de dimensién n

xXm.

Lema 1: El espacio vectorial de las matrices de orden n X m sobre R, denotado por
Mnxm(R) es homeomorfo a Rnxm,



Prueba

En efecto, sea A = [aij] € Mnxm(R); 1 < i < n;1 < j < m. Definase G como sigue:

G: MnXm(R) — [Rnxm
G(A) = (A1, ..., Arm, A21, ..., A2m, ..., An, ..y Anm)
Probaremos que f es un isomorfismo

En efecto, sea A, B € Mnuxm(R) :

Ay v Am By = Bim
A= [A2,1 AZ,m];B — [32,1 BZ,m]
Ap1 o B,1 .. Bunm

An,m

1. Supdngase que G(A) = G(B) entonces por definicion de G se tiene

(A1, ..., A1m, A, ..., A2m, ..., Ang, ..., Anm) = (B11, ..., Bim, b2, ..., B2m, ..., Bn1,

= A1k = B1j; Aok = B2k ...;Ank = Baiy 1 <k <m
Asi
A=B
Entonces G es inyectiva.

2. Considere x = (x1,x2, X3, ..., Xn) € Rnxm

Puesto que Rmxm = R" X (m — veces) X R"
| e

Entonces x se puede reescribir en la forma siguiente
X = (X1,1, o)y X1,m, X2,1, wev )y X2,m,y <oy X015 wev, Xnym)

Si se define la matriz A como

Al,l Al,m
amplas
Ap1 o Apnm

Es claro que G(A) = x, de donde se sigue que G es sobreyectiva.

3. Puesto por definicion se suma de matrices se tiene que

e, Brm)



A1+ By v Aym T Binm

A+p=phatBa T Aem B,

Ap1+By1 . Apm+ Bym

Entonces, por definicion de la funcién G se tiene que

G(A + B) = (A11 + B1y, ..., Aum + B, A21 + B23, ..., A2m + B2m, ..., An
+ Bn,b LLL An,m + Bn.m)
Luego
G(A + B) = (Al,ll ey Al,m, AZ,lF ey Az,m, LLLI ] An,l: ey An,m)
+ (Bl,l, ey Bl,m, BZ,l, ...,BZ,m, ,Bn,l, ey Bn,m)
Por lo tanto

G(A + B) = G(A) + G(B)

4. Sea A € R, entonces

/1A1,1 AAl,m
=> 1A= [’1‘42'1 AAZ,m]
My e Ay

Luego usando la definicién de la funcidn G se obtiene
G(A A) = (A1, ..., AA1im, AA2a, ..., A2m, ..., AAng, ..., AAnm)
= G4 A) = A(A11, ..., A1m, A21, ..., A2m, ..., Ang, ..., Anm)
= G(A.A) = 1G(A)

De donde se sigue que G es un isomorfismo lineal y como la inversa de una transformacién lineal
es también lineal se sigue por definicion G es un homeomorfismo.

Por lo tanto Mnxm(R) ~ Rnxm,

Considérese sobre Muxm(R) la norma de la suma. Es decir

m n

1Al = 32 Xl au,]

j=1i=1

Usando el lema anterior, junto con el hecho que R™m™m es un espacio de Banach, se deduce que
Mnxm(R) la norma de la suma es también un espacio de Banach.m



El siguiente procedimiento servira para poder aplicar el Teorema 2.2 punto fijo al sistema
(M6).

REFORMULACION DE (M4) COMO UNA ECUACION MATRICIAL

x(t) A d 0 —Bx(t)
Definamos: X = [y(t)]; A = [0]; A(t) = [Bv(t) -a 0 ]
v(t) 0 0 P —c
x'(t)
De donde se tiene: X' = [y'(¢)]
v'(0)

Entonces el sistema (M4) es equivalente a la siguiente ecuacién matricial:
X)) =A+AX(@) ....... (M4

Por lo que un candidato a solucién (M4"), viene dada por:

X() = ft[A + A(s)X(s)]ds, t € [to, T]

to
Dados T, to, tal que T > to, definase para t € [to, T]

E={XeM @R:X(® =/[[A+AEX(S)]ds, t € [t,L];X(E) =0} ...(%)
3x1 to 0 0

ai(t)
Considérese sobre M3x1(R) la norma de la suma. Es decir si A(t) = [a2(t)] se tiene que su

as(t)
norma viene es |[A(t)|| = X3 |ai(t)]
i=1

i=1

Lema 2: E con la norma de la suma es un conjunto cerrado en M3x1(R) .



Prueba

Sea X € E entonces existe (Xn(t))nen € E tal que lim Xn(t) = X(t)

n—>co

Puesto que (Xn(t))nen € E, entonces para cadan € N se tiene

Xa(t) = [ t[A + A(s)Xn(s)]ds, t € [to, T]

to

Por otra parte como para cada t € [to, T]: (Xn(t))nenson sucesiones de Cauchy en R, el
cual es un espacio de Banach, de donde se sigue que estas sucesiones convergen para

cadat € [to, T]. Es decir:

lim Xn(t) = X(t),Vt € [to, T]

n—oo
Nos resta probar que X(t) € E

En efecto, puesto [to, T] es un conjunto compacto, esta convergencia es uniforme para
cadat € [to, T], de donde se sigue que:

lim Xa(t) = ft[A + A(s) lim Xn(s)] ds,

n—>oo n—oo

to

Xt =/ t[A + A(s)X(D)]ds .... (i)

to

) = [P[A+ A(X(O)]ds = 0 .... (i)

Puesto que X (to 0

De (i) y (ii) se sigue que X(t) € E

Por lo tanto E es un conjunto cerrado enM3x1(R) y por lo tanto E asi definido es un
espacio de Banach.

En lo que sigue definimos un operador para el cual usando el teorema del punto fijo
garantizamos la existencia de un punto fijo, que serd la solucidn del sistema (M4).



DEFINICION DEL OPERADOR T SOBRE EL ESPACIO DE BANACH E

Sean A,X, Ay E como antes. Definase el operador T: E — E del modo siguiente:
t
TX() = [ [A+ A(s)X(s)]ds, t € [to, L] ..... (*1)

to

Lema 3: El operador T estd bien definido
Prueba

En efecto:
t t

[ A+ AGS)TX(s)]ds = [ [A+ A(s)T(X(s))]ds

to to

=/ t[A + A(s) | S[A + A(MX(r)dr]] ds

to to
Puestoque X(t) €EE = X'(r) = A+ A(r)X(r)

= ft [A + A(S)T(X(s))]ds = ft [A + fSX’(r)dr] ds

= ft[A + A(s)T(X(s))]ds = ft[A + A(s)[X(s) — X(to)]]ds
Puestoque X € E = X(to) = 0, entonces:

t

[[A+AGS)TX(s)]ds = [ t[A + A(s)X(s)]ds

= t[A +AS)TX(s)]ds = [ t[A + A(s)X(s)]ds = T(X(t))

= TX () = ft[A + A(S)T(X(s)]ds

= TX(t) €E

Por lo tanto, T esta bien definido.m



Construccién de un subconjunto cerradoen E

. [A = dx(r) = px(ryv(r)ldr,

SeaX(t) €E = X(t) = [ IFxrv() — ay()]dr
Hmm—w®m~;

to

= IXOIl = 1f [A - dx(@) = px(Pv(]dr| + |f [Bx@)v() — ay@)]dr]

to

+ | [Py(r) — cv(r)] dr|

to

Definiendo:

M = max {|x(®)|; ly®;|lv®)|};R=[A+(a+d+ P+ )M+ 2BM?]L .... (*2)
]

te([to;L
E integrado sobre [to; t] se obtiene: [|[X()|| < [A + (a + d + P + c)M + 28M?]|t — to]
Luego de la definicidén de R se sigue que [|X(t)|| < R

De donde se puede definir el subconjunto cerrado en E, llamada bola cerrada de radio R,
denotada por B, como sigue:

B={A(t) EE:||A(t)| <R} E
La cual es también un espacio de Banach.m
El siguiente resultado muestra que la restriccién del operador T sobre la bola cerrada B

contenida en E es una contraccion

Lema 4: Sea T el operador definido en (*1) . Supdngase que para todo r € [to; t] se cumple:
ClL: |y2(r) — yi(M)| < ly2(0) — 1O v1 € {x1,y1,v1}; v2 € {x2, y2, v2}

Y ademas también se cumple:

C2: 0 <y = Max{L[d + 2pM]; L[a + P]; L[c + 28M]} < 1;

Con M = max {|x(t)|; |[y(t)|; lv(t)|}. Entonces el operador T es una contraccion.
te[to;L]



Prueba

En efecto, sean X(t); Y(t) € B, entonces

TX() — T(Y ()
FI A —dxi(r) — Bxi(P)vi(r)]drl  Ff [A — dx2(r) — ﬁxz(r)vz(r)]drlI

I to I I to
I t I 1 t |
=1 [[pxi(MDvi(r) — I—1 [ [Bx2(r)v2(r) — ay2(r)]dr 1
ayi(r)]dr
to I T ¢ |
I t I 1 t I
I [ [Pyi(r) — I 1 [ [Py2(r) — cva(r)]dr |
cvi(r)]dr
to ] [ to ]

De donde:

FI {d[x2(r) — x1(r)] + B[x2(r)v2(r) — Xl(T)Ul(T)]}dT'lI

to

I ¢ I
TX(®) - TY®) = 1 {Blxi(Mvi(r) — x2(r)v2(1)] + a[y2(r) — y1(r)]}drl

to I
I t I
I[ J Plyr1(r)=y2(N] + c[v2(r) — v1(r)]}ds }

Luego usando definicién de norma y propiedades de la integral se obtiene:

ITX(®) — T(Y(t))ll t
<d[ |x2(r) — xi(0)| dr + 2B [ |x2(r)v2(r) — x1(r)va(r)| dr

to to

+ (a+P) [ |[y2(r) — yi(M)|dr + ¢ [ |v2(r) — va(r)| dr

to to

Nétese que:

x2(r)y2(r) — x1(r)y1(r) = x2(r)[[v2(r) — vi()] + y1(r) [x2(r) — x1(1)]

De donde se sigue que:

ITX@®) =TI < d [ |x2(r) —xa@)| dr + 28 [ |x2()|lv2(r) — va(r)| dr +

to to

28 [ [viMlx2(r) — xa(m)| dr + (@ + P) [ |[y2(r) — y1(r)| dr + ¢ [ |v2(r) — va(r)| dr

to to to

Usando C1, junto con la definicion de M se obtiene:



ITX(®) = TN < [d + 28M] [ |x2(r) — xa()] dr +

to

[a + P] ftlyz(r) —y1(r)| dr + [c + 2BM] ftlvz(r) —vi(r)| dr

to to

Luego usando C2 e integrando, se obtiene

ITX(@®) — T @)l
< ulx2(t) — x1(t)||t — to| + 2B8M|y2(t) — y1(t)||t — tol
+ 28M|x2(t) — x1(t) ||t — to] + (u + v)|y2(t) — y1(t)||t — to]

= ITX@) =TI < [d + 28M]|x2(t) — x1(D)][t — to] +

+[a + Plly2() — y1(DIlt — tol + [c + 28M]|y2(t) — y1(O)||t — to
Puesto que |t — to| < L, se sigue:
ITX@) = T ) < L[d + 28M]|x2(t) — x1(t)| + L[a + P]|y2(t) — y1(6)]

+L[c + 28M]|v2(t) — vi(t)|
Seay = Max{L[d + 28M]; L[a + P]; L[c + 28M]} entonces
ITX(@) =TI < y{lx2(t) — x1(D)] + |y2(t) — y1(O] + |v2(t) — v1(D[}

= [ITX@) =TI < vliX(® - Y®ll

Y como por hipotesis se tiene que 0 <y < 1 se concluye que T es una contraccion.m

ANALISIS CUALITATIVO DE LA SOLUCION DEL SISTEMA (M4)

Para el estudio cualitativo (existencia y unicidad) de la solucién del sistema (M4) se prueba el
siguiente resultado.

Teorema 1: Sean E y T (definido sobre la bola cerrada B) como en (*) y en (*1),
respectivamente, con B = {A(t) € E: ||A(t)|| < R} ¢ E . Ademds, sean M, L, Ry y las
constantes definidas previamente. Si 0 <y < 1y se cumple C1 y C2 del lema 4. Entonces el
sistema (M4) tiene una Unica solucion.

Prueba

Como se cumplen las hipdtesis del lema 4, se sigue del Teorema 2.1. que hay un Unico X(t) €
E, tal que:



TX() = X (1)

De donde se sigue:

J t[/1 — dx(r) = Bx(r)v(r)]drl

F
[
[
= X(t) = T(X(0) II J [Bx()v(r) — ay(]dr
I
I
[

J [Py(r) = cv(r)]dr

to

ft[/1 — dx(r) — Bx(r)v(r)]drl

0
t

F
I
I
= X(t) = ; J [Bx(r)v(r) — ay()]dr
I
I
[

J Py() = cv(]ldr

to

= X satisface la ecuacidon matricial (M4’). Entonces existe una unica solucidn para el sistema
(M4’).

Por lo tanto, existe una Unica solucion para el sistema (M4).m

2.2.  UN MODELO MATEMATICO PARA EL CONTAGIO ENTRE LAS CELULAS SANAS Y
LAS CELULAS INFECTADAS T CD4

Hipétesis del modelo

La poblacién de células y(t) en el instante t varia,

La produccidén de viriones por parte de las células infectadas es de cincuenta por dia.
Cada paciente tiene su propia tasa de mortalidad para el virus VIH — 1

La tasa de mortalidad de las células TCD4 es constante, y se denota por d,

La tasa de mortalidad de la célula infectada es constante, y se denota por a,

VvV V V V VY V

El contagio del virus VIH — 1 se produce entre células sanas y viriones, con la tasa

de contagio constante, denotada por £3.

Ahora usando la ley de masas, se tiene que las densidades de las tres poblaciones entre el
instante tyt + At, viene dado por las ecuaciones siguientes:

x(t + At) = x(t) + (tasa de produccion) = At — (tasa de muerte)x(t) * At



— (tasa de contacto entre x e y)At
y(t + At) = y(t) + (tasa de contacto entre x e y)At — (tasa de muerte)y(t) = At
v(t + At) = v(t) + (tasa de produccion)y(t) = At — (tasa de muerte)v(t) = At
Luego usando la ley de masas, donde Sx(t)y(t), representa el contacto entre una célula

sanay una célula infectada y denotando por A4; P las tasas de reproduccién para las células
susceptibles e infectadas respectivamente, se obtiene que las ecuaciones anteriores se

escriben como sigue:

x(t+At) = x(t) + A x At — d * x(t) * At — B = x(t) * y(¢t) * At,
y(E+ AL = y(8) + B+ x(t) * y(t) * At —a » y(t) * At,

v(t + At) = v(t) + P = y(t) * At — ¢ = v(t) * At.

Luego, dividiendo por At

x(t + At) — x(t)
At

=A—dxx(t) x A= B *x()y(t)

At) —

v(t + At) — v(t)
At

= Pu(t) — c * x(t)

Si se hace tender At hacia cero, se obtiene

x(t) = A —dx(t) — Bx(t)y(b),
{ y@® = px(®)y(t) — ay(v),
v'(t) = Py(t) — cv(t)

Por lo que el modelo obtenido, viene dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
no lineal:
x(£) = 1 — dx(¢) — Bx(O)y (D),

Y'(®) = px(Oy(t) — ay(0),

gy PO = PY© - (o),
( x(0) = x,,
I y(0) = o
| V() =V,



2.1.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA LA SOLUCION MODELO MATEMATICO PARA EL
CONTAGIO ENTRE LAS CELULAS SANAS Y LAS CELULAS INFECTADAS T CD4 Y LOS
VIRIONES

REFORMULACION DE (M8) COMO UNA ECUACION MATRICIAL

x(t) A d —px(t) 0
Definamos: X = [y(£)]; A = [0]; A(t) = [By(b) —a 0]
v(t) 0 0 P —C
x'(6)
De donde se tiene: X' = [y'(¢)]
v'(0)

Entonces el sistema (M8) es equivalente a la siguiente ecuacidon matricial:
X =A+A0)X(®) .......(M8")

Por lo que un candidato a solucién (M8"), viene dada por:
t
X(t) = [ [A+ A(s)X(s)]ds, t € [to, T]
to

Dados T, to, tal que T > to, definase para t € [to, T]

E={xemM [R:X(®) = T IA+ A(S)X()]ds, t € [t L1 X (e ) = 0} ... (=)

to

ai(t)
Considérese sobre M3x1(R) la norma de la suma. Es decir si A(t) = [az(t)] se tiene que su

as(t)
norma viene es |[A(t)|| = X3 |ai(t)]
i=1

Lema 5: E con la norma de la suma es un conjunto cerrado en M3x1(R) .

Prueba, se procede de manera similar al lema 2.



DEFINICION DEL OPERADOR T SOBRE EL ESPACIO DE BANACH E

Sean A, X, Ay E como antes. Definase el operador T: E — E del modo siguiente:
t
TX() = [ [A+ A(s)X(s)]ds, t € [to, L] ..... (x*1)

to

Lema 6: El operador T estd bien definido

Prueba, se procede de manera similar al lema 3

Construccidn de un subconjunto cerrado en E

fU—dﬁﬂ—ﬁMﬂﬂﬂMq

Fto
SeaX(t) €E = X(t) = [ IFxMy(r) —ay()ldr
[Py (r) = cv(r)]dr ;

to

= IXOI = 1f [A = dx(r) = Bx()y@]dr| + |f [Bx@)y (@) — ay@)]dr]|

to to

+1J [Py(r) — cv(m)] dr|

to

Definiendo:

M = max {|x(®O)|; |y |lv®)|};R=[A+(a+d+ P+ c)M + 2BM?]L .... (x*2)
]

te[to;L
E integrado sobre [to; t] se obtiene: |[X(t)|| < [A+ (a+d + P + c)M + 23MZ]|t — to|
Luego de la definicién de R se sigue que || X(t)|| < R

De donde se puede definir el subconjunto cerrado en E, llamada bola cerrada de radio R,
denotada por B, como sigue:

B={A(t) EE:||A(t)| <R} E
La cual es también un espacio de Banach.

El siguiente resultado muestra que la restriccién del operador T sobre la bola cerrada B
contenida en E es una contraccion.



Lema 7: Sea T el operador definido en (**1) . Supdngase que para todo r € [to; t] se cumple:
ClL: |y2(r) — yi(M)| < ly2(®) —y1(©; v1 € {x1, y1,v1};v2 € {x2, 2, v2}

Y ademads también se cumple:

C2:0 <y = Max{L[d + 28M]; L[a + P + 28M]; Lc} < 1;

Con M = max {|x(t)|; [y(t)|; lv(t)|}. Entonces el operador T es una contraccion.
te[to;L]

Prueba

En efecto, sean X(t); Y(t) € B, entonces

TX(@®) —TY (@) t t
FI A —dxi(r) — Bxi(M)y1(D)]drl  Ff [A — dx2(r) — Bx2(r)y2(r)]drl

to I I to I
I t I 1 t I
=1 [ [Bxi(Myi(r) — -1 [ [Bx2(r)y2(r) — ay2(r)]dr 1
ayi(r)]dr
to I | to I
I t I 1 t I
| [ [Py1— I 1 [ [Py2(r) — cva2(r)]dr I
cvi(r)]dr
to ] [ to ]
De donde:
IFf t{d[XZ(T) — x1()] + Blr2(r)y2(r) — m(T)}/l(T)]}dTlI
I (; I
TX(@®) — T (®) = 1If Blxi(yi(r) — x2()y2()] + aly2(r) — y1()]}dr II
1 I
1[ J {Py1i()=y2(N] + c[v2(r) — vi(M)]}dr }

Luego usando definicién de norma y propiedades de la integral se obtiene:

ITX(®) — T(Y(t))llt t
<d/[ |x2(r) — xa()| dr + 2B [ |x2(r)y2(r) — xa(v)y1(r)| dr

to to

+ (a+P) [ |[y2(r) = yr1()| dr + ¢ [ |v2(r) — vi(r)| dr

to to

Nétese que:

x2(r)y2(r) = x1()y1(r) = x2(r)[[y2(r) = y1()] + y1(r) [x2(r) — x1(r)]



De donde se sigue que:

ITX®) =TI < @[ lx2(r) = xa@ldr + 2B [ lx2(r)ly2(r) — ya () dr +

to to

28 [ Iy1Mllx2(r) — xa@)l dr + (@ + P) [ |[y2(r) — 1) dr + ¢ [ |v2(r) — va(r)| dr

to to to

Usando C1, junto con la definicion de M se obtiene:

ITX®) =TI < [d + 28M] [ |x2(r) — xa()] dr +

to

[a + P + 2M] ftlyz(r) —yi(r)|dr + ¢ ftlvz(r) — vi(r)| dr

to to

Luego usando C4 e integrando, se obtiene

ITX(@) — T I
< ulx2(t) — x1(t) ||t — to] + 2B8M|y2(t) — y1(t)||t — to]
+ 2BM|x2(t) — x1() ||t — to] + (u + v)|y2(t) — y1(t)||t — to]

= ITX@) =TI < [d + 28M]|x2(t) — x1(O)][t — to] +

+[a + P + 2M]|y2(t) — y1 (O]t — to| + cly2(t) — y1 (D)t — to]
Puesto que |t — to| < L, se sigue:
ITX@) — T DI < Lld + 28M]|x2(t) — x1(®)| + Lla + P + 2BM]|y2(t) — y1(t)]

+Lelva(t) — ()|
Seay = Méax{L[d + 2BM]; L[a + P + 28M]; Lc} entonces
ITX@) = T < y{lx2(®) — x1(D] + ly2(6) — y1()] + |v2(0) — vi(D}
= ITX®) =TI < vlIIX@® - YOl

Y como por hipotesis se tiene que 0 <y < 1 se concluye que T es una contraccion.m



ANALISIS CUALITATIVO DE LA SOLUCION DEL SISTEMA (M8)

Para el estudio cualitativo (existencia y unicidad) de la solucion del sistema (M4) se prueba el
siguiente resultado.

Teorema 1: Sean E y T (definido sobre la bola cerrada B) como en (x %) y en (*x1),
respectivamente, con B = {A(t) € E: |[A(t)|l £ R} ¢ E . Ademds, sean M, L, Ry y las
constantes definidas previamente. Si 0 <y < 1y se cumple C1 y C2 del lema 7. Entonces el
sistema (M4) tiene una Unica solucion.

Prueba

Como se cumplen las hipdtesis del lema 4, se sigue del Teorema 2.1. que hay un unico X(t) €
E, tal que:

T(X(1) = X(®)

De donde se sigue:

J 12 = dx(r) = Bx(r)y(r)]dr

F
[
[
= X(t) =TX() = II J [Bx()y(@) = ay()]dr
[
I
[

J IPy(r) = cv(r)]dr

to

el ot b e e e

J A= dx(r) = Bx(r)y(r)]drl

0
t

F
I
I
= X(0) = ; J [Bx()y () = ay(m)]dr
I
I
[

J Py() = cv(m]dr

to

= X(t) Satisface la ecuacién matricial (M8’). Entonces existe una Unica solucion para el sistema
(m8’).

Por lo tanto, existe una Unica solucion para el sistema (M8).m



1)

2)

3)

4)

5)

CONCLUSIONES

Si la tasa de contacto entre las células sanas y los viriones () , las tasas de mortalidad
de: las células sanas, infectadas y los viriones, denotadas por d, a y ¢, respectivamente,
son constantes entonces es posible deducir un sistema no lineal, dado por (M4), el cual
rige la dinamica de la interaccidn intracelular entre las células sanas y los viriones.

Si ademas de la conclusion (1) se cumplen las hipdtesis del teorema 1 entonces el
sistema (M4) admite una Unica solucion.

Si la tasa de contacto entre las células sanas y los viriones () , las tasas de mortalidad
de: las células sanas, infectadas y los viriones, denotadas por d, a y c, respectivamente,
son constantes entonces es posible deducir un sistema no lineal, dado por (M8), el cual
rige la dindmica de la interaccion intracelular entre las células sanas y las células
infectadas.

Si ademas de la conclusion (3), las hipdtesis del teorema 2 se cumplen. Entonces,
el sistema (M8) admite una Unica solucion.

De acuerdo con los sistemas (M4) y (M8) es posible implementar tratamientos
adecuados para cada paciente VIH.
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