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Resumen

En esta tesis, se hace una revision bibliogréafica acerca de la existencia y unicidad de la
solucién para el problema de Cauchy asociado a una ley de conservacion en el espacio
unidimensional.

En el primer capitulo, se estudia la Teoria Clasica para el siguiente Problema de Cauchy

en un espacio unidimensional,

' (t) = f(z,t), (z,t) en R?

(1.1)
$(t0) = 29

y haciendo uso del Teorema de Arzela-Ascoli se demuestra que el Problema de Cauchy
tiene solucién tnica cuando la funcién f : R? — R o funcién del lado derecho, es una

funcién continua.

En el segundo capitulo, estudiaremos la teoria referente a las Soluciones Generalizadas
para el Problema de Cauchy con discontinuidad en el lado derecho en un espacio unidi-
mensional, iniciamos definiendo las funciones de Caratheodory, que juntamente con la
definicién de funciéon absolutamente continua nos permiten definir las soluciones en el
sentido de Caratheodory. Ademas estudiaremos las funciones multivaluadas e inclusio-

nes diferenciales que serviran para definir las soluciones en el sentido de Filippov.

En el tercer capitulo, presentaremos condiciones y resultados que garantizan la existencia
y unicidad del Problema de Cauchy en un espacio unidimensional en el sentido de
Caratheodory. También presentaremos resultados mediante los cuales la existencia de
solucién del Problema de Cauchy en un espacio unidimensional en el sentido de Filippov
queda garantizada, aqui sin embargo la unicidad solo es posible para un caso particular,

en cuya demostracién usaremos leyes de conservacion para el caso escalar.
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Capitulo 1

Teoria Clasica del Problema de Cauchy

en un Fkspacio Unidimensional

SECCION 1.1
Problema de Cauchy: Teorema de Cauchy-Peano

Dado el siguiente Problema de Cauchy:

Sea f : R? — R2, como se sabe el llamado Problema de Cauchy consiste en hallar una

funcién z(t) que verifique

2(t) = f(z,t) (x,t) en R?

CL’(to) = X

(1.1)

Si f(x,t) es una funcién discontinua, no se puede aplicar el Teorema de Peano, Para
hallar una soluciéon al Problema de Cauchy.

Para solucionar el problema anterior se necesita la nociéon de las llamadas “soluciones
generalizadas”, antes de definirlas se hard un breve recorrido por las definiciones y
resultados que seran de utilidad para entender de mejor manera la definicion de las
“soluciones generalizadas”.

El siguiente resultado sirve para demostrar que una funciéon continua definida en un

compacto en R” puede ser aproximada por polinomios.

Teorema 1.1. Para una funcién continua f definida sobre el intervalo [0, 1] la sucesién
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de polinomios
n k\ (n
Bn — v k 1 — n—k
D@ =37 (3) (1)a-»
converge uniformemente hacia la funcion f.

Demostracién. Denotando por ri(z) = (})z*(1 — z)"7* de donde se tiene

=

Bu(x)(z) = ; (5) ri(z) = ;:o (S) (Z) (1 )k
R

ECED> (%) o = ) () I
- 1xj:: n ! 1 (n i 1)$j(1 —a)" %g (" ; 1)331(1 gyl
Sl P B

Con lo cual se muestra que el teorema se cample si f =1, f = z; f = 22

A continuaciéon se muestra que el teorema es valido para una funcién continua f arbi-
traria.

Por ser el intervalo [0, 1] un compacto en R entonces es uniformemente continua en [0, 1],
luego dado ¢ > 0, 3 > 0: | — y| < 0 entonces |f(x) — f(y)| < . Sean = € [0,1] y

n € N cualesquiera y considérese los conjuntos

L={k:0<k<m < d}; L=L={k:0<k<n;

k

-1 (%)

k
x__
n

Entonces, usando el hecho que Y_,_,ri(x) = 1, se tiene
3 (f(x) .y (%) rk<x>) < Y li) -1 (g) @)+
k=0

kely kels
k
s -1 (%)

()

ri(z)

< €+Z

kels
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sea M una cota superior de la funcién f en [0, 1].

De la definicién de I, se tiene que k € I si y solamente si 1 < 5% (x — %)2

Usando estos hechos se tiene que

>t - (5| < 203 (o 5) e

kels

IA
[\
S
[]=
VN
=
|
3|
N——
[N}
-
ol
=

IN
|

Ahora como % — 0, cuando n — oo se tiene que % < %5 independiente de .

De lo cual sin pérdida de generalidad se tiene
k
D@1 (5)

kels
Por lo tanto ‘Zzzo (f(a:) — f (k) rk(x))} < ¢, de lo cual se deduce que la sucesién B, (f)

n

r(z) <e

converge uniformemente hacia f.
Ahora se generaliza hacia el compacto [a, b].

Sea g : [a,b] — R una funcién continua y definase la funcién
ox)=(b—a)xr+a

De donde: f(x) = g(¢(z)). Si B,(f), entonces B,(g) = B,(f) o ¢ ™! converge uniforme-

mente a g y de donde se obtiene

Teorema 1.2. Cada funcién continua f : K C R®" — R" definida sobre un subcon-
junto compacto K de R™ puede ser aproximado uniformemente en el compacto por un

polinomio.
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Demostracién. Se define f = (fi, f2,..., fn), donde cada f; es una funcién real de

variable real, usando el Teorema 1.1 se concluye la demostracién del teorema. O

Teorema 1.3 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto y sea
F un subconjunto acotado de C'(K'). Suponga que F es uniformemente equicontinua; es

decir: Ve >0, 36 > 0 tal que:
d(l‘l,l'g) <0 = |f([[‘1) — f(l’g)l <e VfeF
entonces F es relativamente compacto en C(K).

Demostracién. Sea (f,)nen C F, luego por hipétesis dado que € > 0, 3 § > 0: si
d(z,y) <6 = |[fulz) = faly)| <&, VneN (1.2)

Consideremos un cubrimiento abierto de K, formado por bolas abiertas centradas en
cada punto z € K, denotadas por B(z,) es decir K C |J,cx B(,9), usando el hecho
que K es compacto, se tiene que existe xy, o, ..., z, € K tal que K C |J,_, B(xy,9).
De la compacidad de K, se deduce también, la existencia de un subconjunto denso
numerable, . C K. Por la densidad de L, podemos elegir los puntos x; en L y de
la numerabilidad de L, deducimos que (f,),en posee una subsucesion (fy,)ien, la cual
converge en cada punto de L.

Definamos ¢; = f,, i € N, en lo que sigue demostraremos que la subsucesién (g;)ien C
(fn)nen es uniformemente convergente en K.

En efecto, (g;())ien s convergente en L, de lo cual deducimos que (g;(zx));en es también
convergente, para cada i € N, de donde se sigue que (g;(zx))ien es una sucesién de
Cauchy, para cada i € Ny para cada k = 1,2,...,n, es decir dado € > 0, existe N, > 0:

siit> Ni, j > N, k=1,2,...,n entonces
|gi(2k) — gj(zr)| <€
Sea N = méaxy, N, k=1,2,...,n, entonces si i > N, 7 > N se tiene que
lgi(xr) — gj(zp)| <e, k=1,2,....,n (1.3)

Sea x € K, entonces existe k € {1,2,...,n} tal que z € B(x,0) — d(x,zx) < 6, se
sigue de (1.2)
|9i(z) — gi(zx)| < e (1.4)
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Ahora, usando la desigualdad triangular, juntamente con (1.3) y (1.4), para i > N,

j > N, obtenemos

19:(2) = g;(2)] < gi(x) = g5(zi)| + lgi(zr) = g (wr)| + lgi(wr) — g5 ()] < 3¢

De donde, se sigue |g;(z) — gj(x)| < 3¢, por lo cual (g;(x)):en es una sucesién de Cauchy
en R, luego por la completitud de R, se deduce que la subsucesién (g;(z));en converge
en cada punto x € K, por lo cual (g;);eny converge uniformemente. Por lo tanto F es

relativamente compacto en C'(K), con lo cual el teorema queda demostrado. O

El siguiente teorema garantiza la solucion del problema (1.1) sobre conjuntos compactos

de R?

Teorema 1.4 (Teorema de Cauchy-Peano). Sea R = [to,a| X [zo,b] un subconjunto
compacto en R? y f : R € R? — R una funcién continua sobre R, entonces existe por

lo menos una solucién de la del problema de Cauchy (1.1).

Demostracién. Puesto que la funcién h(s) = sto + (1 — s)a, s € [0,1] define un
homeomorfismo entre los intervalos [0, 1] v [to,a], sin pérdida de generalidad, en la
demostracién usaremos el intervalo [0, 1] en lugar del intervalo [ty, al.
Definamos sobre [0, 1] una familia de funciones del modo siguiente:
I1<t) = Xy, t e [0, 1]
o, 0<t<1/2

$2(t) =
T +f0t_1/2 f(s,z2(s))ds, 1/2<t<1

De manera sucesiva, para definir z4(t) se divide el intervalo [0, 1] en k subintervalos del
mismo tamano, y en cada uno de ellos se define zx(t) a partir de los valores ya definidos

en el subintervalo anterior, de la forma
Zo, 0<t<1/k
o+ fg_l/k f(s,xp(s))ds, i/k<t<i+1/k, i=1,2,...;k—1

La familia F = (x)ren satisface las hipdtesis del teorema de Arzela-Ascoli, como se
muestra a continuacion:

F = (z1)ren es acotada: dado t € [0, 1] se tiene:

t—1/k t—1/k
2 (8)] = |0 + / F(ea(s), s)da| < |xo] + / F(z(s), 5)|ds
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de donde se obtiene:

|z ()] < |zo| + Mt —1/k| < |2o| + M
con M = méx{|f(z,t)|: (z,t) € R}

|z (t)| < |xo| + M Vte[0,1], VE>1

Por lo tanto: F = (zx)ren es acotada.

F = (xp)ken es equicontinua: dados tg,t € [0,1] y k € N se tiene:

(1) =i (to)| =

[ st

o—1/k

/0 T paas), s — /O T a(s). 5)ds

de donde:
|2k (t) — an(to)| < Mt — 1o

Luego dado € > 0 basta elegir: § = ¢/M tal que si: ¢, t € [0,1] y |t — to| < I entonces
se tiene que: |z (t) — xp(ty)| < &, V ap € F.
Por lo tanto F es equicontinua.
Ahora usando el teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesion (z,, )men de (Tx)ren
convergente en C[0, 1], es decir 3 x € C[0,1] tal que xy,, (t) — x(t) uniformemente en
[0, 1] Nétese que cada subsucesion xy, se puede escribir en la forma

xy, (1) = x0 + /tf(xk.m(s), s)ds — / f(zg, (s),s)ds (1.5)

0 t—1/km

Puesto que f es continua en [0,1], y zy,, (f) — x(t) uniformemente en [0, 1] se deduce

que cuando m — oo . .
/0 Fn (s), 5) — /O F(a(s), 5)ds (1.6)

Por otra parte, se tiene que

1
< M——
> .

/t_l/km [z, (s),s)ds

entonces cuando m — 0o

[ oo sis

—1/km

—0 (1.7)
Luego, usando (1.6) y (1.7) en (1.5) se sigue que cuando m — oo

x(t) = xg —i—/o f(z(s),s)ds

es decir z satisface (1.1) y por lo tanto z es la solucién buscada. O
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Teorema 1.5 (Unicidad). Bajo las mismas hipdtesis del teorema de Cauchy-Peano, y

si ademas para todo t € [ty, a] y para todo x1, x9 € [xg, ] se verifica que
|f(z1,t) = f@2, )] < Lljzy — a2
entonces el problema (1.1) tiene solucién tnica.
Demostracién. Sea o = min{a,b/M,1/2L}, con M = méx{|f(z,t)| : (z,t) € R};
E=C([to—a,to+al,[xro — b,xo + b))

con norma ||z|| = méaxycp,,q) |2(t)|, no es dificil comprobar que (E, || - ||) es un espacio
de Banach.

Definamos el operador T": £ — E, con

t
T()(0) =20+ [ Flals),)ds
to
Primero, veamos que esta bien definido

[ T(x)(t) = xo| =

/t:f(x(s),s)ds

t
< / |f(x(s),s)|ds < M|t —to] < M«
to
Entonces, por definicion de «, se sigue que
T (x)(t) — xo] < Ma < M(b/M) =1b

y como por construccién 1" es un operador continuo, entonces 1" esta bien definido. Por

otra parte, sean x1, ro € E, entonces

T(x1)(t) = T(22) ()] =

/t: F(@r(s), s)ds /t: f(z2(s), s)ds
/t[f(ﬂfl(s)a s) — f(xa(s), s)]ds

to

de donde .
T@)(O) = Te)(O] < [ 1f@i(6),9) = Faa(s),s)
to
usando la hipotesis adicional, se sigue que

T (1) (t) = T(z2)(t)] < |71 — z2l[t — 20| < Larf|wy — 2]

y asi obtenemos

T (21)(t) = T(2) ()] < Laflzy — o]
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Por construcciéon de « se tiene que
1
a < I = La<l1

Lo cual implica que T" es una contraccién, luego se satisfacen las hipdtesis del teorema
del punto fijo, por lo tanto la solucién para la ecuacién T'r = x es Unico, lo cual implica

que la solucion del problema de Cauchy es tnica. O

Observacion 1.

(1) Por construccién x € Cl—a, o
(1) z = f(x(t),t) entonces z' € C[—a, ]

(111) De (i) y (ii) se tiene que z € C[—a, o]

SECCION 1.2
Funciones Absolutamente Continuas

En esta seccion se presentan definiciones y resultados béasicos de la teoria de Funciones
Absolutas Continuas que seran de utilidad para el posterior estudio de las soluciones

generalizadas de Caratheodory.

Definicién 1.1 (Funcién absolutamente continua). Una funcién f : [a,b] — R es abso-

lutamente continua sobre [a,b] si dado e > 0, 3 6 > 0 tal que:
>l = fla)l <e
i=1

Para cada coleccién finita {(x;, «})} de subintervalos no superpuestos con:

n
Z 2, — x| <8
i=1

Proposiciéon 1.1. Toda funcién absolutamente continua es continua.

Demostracién. Sea f una funcién absolutamente continua sobre [a, b], y € > 0.
Sean x y x¢ en [a,b]. Entonces el subintervalo |z, xo[C [z, 0], el cual es compacto,

luego podemos construir por el axioma de elecciéon una coleccion de subintervalos no
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superpuestos {]z;,z}[} de modo que |z, z0[C [z, zol{]xi, x}[}, de donde se sigue que

|z, 2o[C {]zs, 5[} una coleccién finita de subintervalos no superpuestos con

n
Z 2, — x| <0
i=1

de donde |z — xo| < Y1, |2} — x;] < d entonces |z — x| < 4.

Por ser f una funcién absolutamente continua sobre [a, b], se tiene que
n
Yo Ifah) = fla) <e
i=1

de donde [f(x) — f(xo)| < 2252y [f(2}) — f(2:)| < € entonces | f(z) — f(zo)| <e.

Es decir dado ¢ > 0 se tiene que existe > 0 tal que si:
[z =zl <6 = |f(z) = flzo)| <e

Luego f es continua en un punto arbitrario xy de [a, b].

Por lo tanto f es continua en [a, b]. O
En lo que sigue dado A C FE, a su medida se le denotara por mA

Proposicion 1.2. Sea f una funcién no negativa integrable sobre un conjunto E. En-

tonces, dado € > 0, existe > 0 tal que para cada subconjunto A C E con mA < ¢ se

/Afdm<€

Demostracién. Si f es acotada entonces f(z) < k, V & € E entonces fA fdm <
[y kdm = kmA.

De donde dado € > 0, 3§ = £ tal que si mA < = £ se cumple

cumple que:

/fdmgkmA<£ = /fdm<6
A A

Si f no es acotada, para cada n € N, definase:

n, de otra manera
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Notese que por construccién cada f, es acotada y ademas también cada f, converge
hacia f en cada punto, entonces se cumplen las hipotesis del teorema de la convergencia

monotona, por lo tanto existe N tal que

/Edem>/Efdm—%

9
[ = fyim < 5

De donde

Escogiendo § < 55 si mA < < 55 se tiene que

€ €
/Afdm—/A(f—fN)dm—f—/Adem</E(f—fN)dm—kNmA<§+§—6
de donde fAfdm<5. O

Ejemplo 1.1. Sea g : R — R una funcién integrable positiva, I un intervalo real no

trivial y f; — R una funcién tal que:

(@) - ()] < / gt Vayel

Entonces f es una funcién absolutamente continua en I ademads, para algin z € [z, z+h]

se tiene que f’'(z) < g(z) para casi todo = € I.

Demostracion. Usando la proposicién anterior se tiene que dado ¢ > 0, 3 § > 0 tal

que
/gge vV E C R medible
E
tal que |E| <.
Entonces si z1 < y1 < x5 <y < -+ < x, < ¥y, son un conjunto finito de puntos de I,
tales que

S lyi—wi <06
i=1
tenemos que:
n n Yi
Sliw - <Y [Cona— [ g<e
i=1 i=1 Y i Ur[zi,yi]

de donde se sigue que

D 1fwi) = flz)| <e.

i=1
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por lo cual f es absolutamente continua. Por otra parte, si en la hipdétesis hacemos

y = x + h, y luego dividimos por h, obtenemos

x+h
Al = faemi<y [ g )

Luego, usando el teorema del valor medio para integrales, existe z € [z, x + h] tal que

De lo cual obtenemos que
1
@) = S+ B < g(2)
Por ultimo pasando al limite cuando h — 0 tenemos que
f'(@) < g(2)
[

Para obtener una cota de una funcién integrable se necesita las siguientes definiciones:

Definicion 1.2. Sea A C R y considérese una coleccién enumerable de intervalos abier-
tos {I,} que cubren al conjunto A, es decir A C UI,, se llama medida exterior de
A, denotada por m*A al infimo de todas las sumas de cada coleccién {I,,} que cubre al

conjunto A. Es decir:

Ejemplo 1.2. Sea A = (), entonces considérese I = (a,a) luego A C I. Puesto que
0 cJ,VJCR, entonces inf gz, Y. I(I1,) <I(I) =a—a =0 entonces m*A = 0.

Nota. Si A C B entonces m*A < m*B

Definicién 1.3. Una coleccién ¢ de intervalos se dice que cubre al conjunto E en el
sentido de Vitalli, si para cada € > 0 y cualquier x € E C R existe un intervalo I € ¢

tal quex € ly I(]) < e.

Lema 1.1 (Lema de Vitalli). Sea E un conjunto con m*E < oo e ¢ una coleccién de
intervalos que cubren a F en el sentido de Vitalli. Entonces dado ¢ > 0 existe una

coleccién disjunta finita {Iy, I, ..., Ix} C ¢ tal que:

N
m* <R— U In) <e
n=1




1.2. Funciones Absolutamente Continuas 12

Demostracion. Sera suficiente probar el lema cuando cada intervalo en ( es cerrado,
puesto que si no es asi se reemplaza cada intervalo por su cerradura y como el conjunto
de los extremos de I, I», ..., Iy tiene medida exterior cero, el resultado es valido.

Sea O un conjunto abierto de medida exterior finita conteniendo al conjunto E. Por
hipdtesis se tiene que ¢ es un cubrimiento de Vitalli, se asume sin perdida de generalidad
que cada [ de ( esta contenido en O.

Se escoge una sucesién (I,,) de intervalos disjuntos de ¢ por induccién como sigue:

Sea [; cualquier intervalo en ( y supongase que [, I, ..., Iy ya se han elegido. Sea k,
el supremo de las longitudes de los intervalos de ¢ que no son ninguno de los intervalos
I, I, ..., In. Como cada [ esta contenido en O se tiene que k, < m*0O < oc.

A menos que E C |J;_, I; se puede hallar I,y en ¢ con I(I,41) > %kn y 1,41 disjunto
de Iy, I, ..., Iy.

Asi se obtiene una sucesién (I,) de intervalos disjuntos de ¢ y como (J,cyIn C O
entonces Y I(1,) < m*O < oo de donde se puede hallar un entero N tal que

i I(I,) <

N+1

ot O

Sea R=FE— U\, I.

De lo anterior se tiene que el lema queda probado si m*R < €.

En efecto

Sea x un punto arbitrario de R. Como U7]j:1 I, es un conjunto cerrado que no contiene
a x se puede hallar un intervalo I de ¢ que contenga a x y cuya longitud es tan pequena
que por lo tanto I no es ninguno de los intervalos Iy, I, ..., Iy. SiINIL =0, < n,
debemos tener

I(I) < Ky < 20(Ipsr)

Ahora como lim,, . [(I,,) = 0 se tiene que el intervalo I debe ser alguno de los intervalos
I,,. Sea n el menor entero tal que I es I,. Se tiene que n > N y I(I) < k,—1 < 2I(1,).

Como z € I, entonces I tiene un punto en comun con I, de lo cual se sigue que la
distancia de z hacia el punto medio de I, es como méximo I(I) + 3I(1,) < 2I(I,),
asi x pertenece al intervalo .J,, teniendo el mismo punto medio que [,, y cinco veces su

longitud. Por lo tanto hemos demostrado que

RcGJn
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de donde m*R < > T, I(Jn) =53 31 1(Jn) <e. O

Para hablar de derivada de una funcién f, primero se definen un conjunto de cuatro

cantidades llamadas derivadas de f como sigue:

f@+h) - fz)

DYf(x) = lim

h—0t

h
_ —f(x) = f(z = h)
D™ f(z) = lim .

h—0t

Dif(z) = lm

h—0t

D f(z) = lim?

h—07t
Claramente se tiene DT f(x) > D, f(x) y D™ f(z) > D_f(z).
Si DT f(x) = Dyf(x) = D™ f(x) = D_f(x) # £oo se dird que f es diferenciable en x y

se define f(x) como el valor comin de los derivados en z.

El siguiente resultado proporciona una cota para una funcién integrable.

Teorema 1.6. Sea f : [a,b] — R una funcién creciente. Entonces f es diferenciable

c.t.p. en [a,b]. La derivada f’ es medible y se cumple

/ @)z < f(b) — f(a)

Demostracion. Vamos a demostrar que los conjuntos donde cualquiera de los dos de-
rivados son distintos tiene medida cero.

Considérese solo el caso en que D f(z) > D_ f(z), las otras combinaciones de los deri-
vados se trabajan de manera similar. Sea E = {z : DT f(x) > D_f(x)}. Nétese que el
conjunto E es la unién de los conjuntos E,, = {x: DY f(z) > u >v > D_f(x)} para
todo racional u y v, de donde es suficiente probar que m*E,, , = 0.

Sea s = m*E,, y escogiendo € > 0 se incluye E, , en un conjunto abierto, que denota-
remos por O, con m*0 < s + ¢ para cada z € F,,, existe un intervalo arbitrariamente

pequeno [z — h,z] C O tal que

flz)— f(x —h) <vh

Por el Lema de Vitalli se puede escoger de ellos una coleccién finita de intervalos

{1, I,...,IN} cuyos interiores cubren un subconjunto A de E' de medida exterior mayor
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que s — ¢, luego sumando sobre estos subintervalos se tiene que

Z[f(il?n) — flxy —hy)] < thn < om0 < v(s —e)

Ahora cada punto y € A es el extremo izquierdo de un intervalo (y,y + k) arbitraria-

mente pequeno el cual esta contenido en algin I,, y tal que

fly+k)—fly) > uk

Usando nuevamente el Lema de Vitalli se puede elegir una coleccién finita {Jy, Jo, ..., Jy }
de tales intervalos tal que su unién contenga un subconjunto de A de medida exterior

mayor que s — 2¢, entonces sumando sobre estos intervalos se tiene

Zf(yi+ki)—f(yi) >uY k> u(s - 22)

Cada intervalo J; esta contenido en algin intervalo I,, y si se suma sobre estos ¢ para

los cuales J; C J, se tiene

Zf(yz+kl)_f(yz) < f(wn) = f(wn — hy)

Puesto que f es creciente se tiene

N M

Zf(xn>_f<xn_hn) ZZf(yz‘f’kz)_f(yz)

i=1 i=1
luego

N M

v(s—e) > fwn) = flen—hn) =D flyi+ ki) = f(y:) > uls —2e)

i=1 =1
de donde v(s — ) > u(s — 2¢), ¥ ¢ > 0 entonces vs > us y como se tiene ademds que

u > v se deduce que s debe ser cero, esto muestra que

_ o fle+h) - f(z)
9(x) = Jim h

esta definido en casi todo punto y que f es diferenciable donde ¢ es finita.

Sea g, =n [f (:1: + %) — f(x)}, donde f(z) = f(b), x > b. Entonces g,(z) — g(z) c.t.p.
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x y por lo tanto g es medible, ahora como f es creciente, se tiene que g, > 0 de donde

por Lema de Fatuo se tiene

/a "y@)ds < limn / b {f (as + %) - f<:v>] 4z

[ b % a %
-t |n [ " e —n / ' f(x)dx]
b a

— 1tm | f(b) —n/a+" f(x)da:] < f(b) - f(a)

Esto prueba que g es integrable y por lo tanto finita casi todo punto (c.t.p), asi f es

diferenciable c.t.py g = f' c.t.p ]

SECCION 1.3
Funciones de variacion Acotada

El objetivo de esta seccion es conseguir condiciones més débiles para la existencia de una
integral indefinida, para lo cual se hace necesaria la definicién de funciones con variacién

acotada las cuales se estudian a continuacién.

Definicién 1.4. Sea f una funcién real valuada definida sobre el intervalo [a,b] y sea
a=xy<x <- <z =>b cualquier subdivisién de [a, b]. Se define

k

p o= D)~ )’

k

n = Z[f(l‘z) - f($i—1)]_

=1

k

t:n+p=Z|f(CEi)—f($i71)|

i=1

r, >0

donde r* = yr~ =|r|—rT, ademés f(b) — f(a) =p—n

0, <0
P = sup|p|, llamada Variacién positiva de f sobre [a, D]
N = sup[n], llamada Variacién negativa de f sobre [a, 0]

T = sup|t], llamada Variacién total de f sobre [a, b]

donde el supremo se toma todas las posibles subdivisiones de [a, b].
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Claramente se tiene P <T < P+ N.
Algunas veces se escribirda P, N’ T° para denotar la dependencia sobre el intervalo
[a,b].

Si T < oo se dice que f es de Variacién Acotada sobre [a, b].
Lema 1.2. Si f es de variacién acotada sobre [a, b] entonces
T, =P + Ny f(b) = fla)=F/— N,
Demostracién. Para cualquier subdivisién de [a, b] se tiene
p=n+f(b) = fla) <N+ f(b) — f(a)
Ahora tomando el Supremo sobre todas las posibles subdivisiones se obtiene
P <N+ f(b) - f(a)
De otro lado como N < T < oo entonces

P—N< f(b) = f(a)
Analogamente
N —P < f(b) - f(a)
y por lo tanto P — N = f(b) — f(a)
AsiT >p4+n=p+p—(f(b)— f(a)) =2p+ N —P
y entonces T' > 2P + N — P = P + N, de otro lado se tiene que T < P + N. Por lo
tanto T'= P+ N O

Teorema 1.7. Una funcién f es de variacién acotada sobre [a, b] si y solamente si es la

diferencia de dos funciones monétonas real valuadas sobre [a, b].

Demostracion.

(=) Suponga que f es de variacién acotada sobre [a, b]. Definase
g(x) =F;;  hx) =Ny

Primero demostraremos que g y h son funciones crecientes real valuadas.

En efecto, si < y entonces g(x) = P* < g(y) = PY; h(x) = NF < h(y) = NY.

a
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Por lo tanto g y h son funciones crecientes. Ademds como: 0 < P* < T* < TP <
00; 0 < N* < T® < T < oco. Entonces son funciones real valuadas. Ahora,
verifiquemos que f es la diferencia de dos funciones monoétonas crecientes.

En efecto, por Lema 1.2 f(z) = g(z) —h(z)+ f(a) y como h— f(a) es una funcién

monotona, entonces f es la diferencia de las funciones monétonas g y h — f(a).

(<) Sea Ahora f(z) = g(z) —h(x) con g y h crecientes en [a, b], entonces para cualquier

subdivision se tiene

D) = fla) < lg(e) = glaa)] + ) [hla:) = hia] = g(b) + h(b) = h(a)

de donde
T, < g(b) + h(b) — g(a) — h(a) < oo

Por lo tanto f es de variacién acotada sobre [a, b].

]

Corolario 1.1. Si f es de variacién acotada sobre [a, b] entonces f(z) existe c.t.p. = en

[a,b].

Demostracién. Por el Teorema 1.7, f es una funcién mondtona sobre [a,b], luego

usando el teorema 1.6 se tiene que f es diferenciable c.t.p. x en [a, b]. O]

Lema 1.3. Si f es una funcién integrable sobre [a, b], entonces la funcién F' definida

por:
Fla) = / oy

es una funcién continua de variacién acotada sobre |a, b].

/az f(t)dt — /;0 f(t)dt‘ = /x: f(t)dt‘ < /m: |f(t)|dt

Ahora como |f(t)| es una funcién positiva integrable sobre [a, b] entonces por la Propo-

Demostracion.

F(x) — F(x9) =

sicién 1.2 se tiene que dado € > 0; 3 6 > 0 tal que para A = [z¢;2] C E = [a,b] con
m([zo, x]) = |z — x¢| < & entonces |F(x) — F(xg)| < f;} |f(t)|dt < e.

De lo cual se sigue que F' es continua en [a, b].
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A continuacién se prueba que F es una funcién de variacién acotada sobre [a, b].

Sea a = xy < x1 < --- < xp = b una subdivisién arbitraria de [a, b] entonces

Z|F x11|_ / £t dt' Z/ ()|t = /|f J|dt < oo

De donde )
1< [ 1l < oo

]

Lema 1.4. Si f es una funcién integrable sobre [a,b] y [ f(t)dt = 0, para todo z € [a, D],
entonces f(t) =0 c.t.p. en [a, b].

Demostracién. Supéngase que f(z) > 0 sobre un conjunto E de medida positiva,

entonces dado € > 0 existe un conjunto cerrado F' C E con
m(E—-—F)<e = 0<m'E=m"(E-F)+m'E<e+m'E = m'F>0

Sea O =|a,b[—F = {r : r €|a,b],r ¢ F} entonces fabf #0000 = f;f = [ f+ /o1
luego [, f=— [ f#0.

Por otra parte, O se puede escribir como la unién disjunta de una coleccién numerable
{Jan, by[} de intervalos abiertos y de donde [, f =3 fabn I

Asi para algtiin n se tiene f f # 0y por lo tanto o

L%f#O o L%f¢o

En cualquier caso se ve que si f es positiva sobre un conjunto de medida positiva entonces

AV#&

Si f(x) < 0 se procede de forma andloga. O

para algin z € [a, b] se tiene que

Lo cual es una contradiccion.

Lema 1.5. Si f es acotada y medible sobre [a, ] y

_ /xf(t)dtJrF(a)

entonces F'(z) = f(x) c.t.p. en [a, b].
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Demostracién. Por Lema 1.3, F' es una funcién de variacién acotada sobre [a, b] y, por
lo tanto F”(x) existe para casi todo z € [a, b].

Sea |f| < K. Entonces escribiendo

i) = F(x—l—h]z—F(x)7 conhzl

n

Se tiene f,(x) = %ffrh f(t)dt entonces | f,| < K.
De la definicién de f,(x) se tiene que f, — F’ c.t.p.

Luego usando el Teorema de la convergencia acotada se tiene
C & 1 C
/ Fl(z)dz — lim / £ (2)dz — lim © / (F(z + h) — F(z))dz
a a h—0h J,
1 c+h 1 at+h
= lim |:El F(x)dx — E/a F(:c)d:c}
~ FlO-Fa)= [ 1)

Como F es continua por lo tanto [*{F(z) — f(z)}dz = 0 para todo ¢ € [a,b] y por lo
tanto F'(z) = f(x) c.t.p. en [a, b]. O

Teorema 1.8. Sea f una funcién integrable sobre [a, b], y supéngase que:
F(z) = Fla) + / F()dt
entonces F'(x) = f(x) c.t.p. en [a, b].

Demostracion. Sin pérdida de generalidad asima que f > 0.

Sea

Entonces f — f, > 0y si G,(z) = fax f — fn entonces es una funcion creciente que tiene

derivada no negativa c.t.p., ahora por el Lema 1.5 se tiene que

e AT

Luego, podemos reescribir F(z) = F(a) + Gy (z) + [ fu(t)dt.
de donde se sigue F' = LG, + L [* £ > f,(2) c.t.p.
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Como n es arbitrario, F'(z) > f(z) c.t.p.

/F’ da:>/f Fla) — F(b)

Por el Teorema 1.6 se tiene f F'(x)dz < F(a) — F(b) De donde se tiene

/a R = Fla)— F(b) = / )

/ (F'(z) — f(z))dz = 0

Consecuentemente

como (F'(z) — f(z)) > 0 esto implica que

(F'(z) — f(z))=0ctp. = F(z)=f(z) ct.p.
0

El siguiente lema relaciona una funcién absolutamente continua con una funcién de

variacién acotada

Lema 1.6. Si f es una funcién absolutamente continua sobre [a,b] entonces f es de

variacién acotada sobre [a, b].

Demostracién. En efecto por ser f absolutamente continua sobre [a, b], para ¢ = 1,
existe 0 > 0. Entonces para cualquier subdivisién de [a, b] se puede dividir, insertando,
si es necesario nuevos puntos de division, en K conjuntos de intervalos, cada uno de
longitud total menor que §, donde K es el entero mas grande menor que 1+ (b —a)/J,

asi para cualquier subdivisién se tiene que t < K y por lo tanto T' < K. O

Corolario 1.2. Si f es una funcién absolutamente continua sobre [a, b], entonces f tiene

derivada en c.t.p. en [a, b].

Demostracién. Por ser f una funcién absolutamente continua sobre [a, b] entonces por

el Lema 1.6 f es de variacién acotada, luego por Teorema 1.6, f es diferenciable c.t.p

en |a, b]. O

El siguiente resultado servird para demostrar el teorema mas importante de esta seccion,

que mas adelante enunciaremos
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Lema 1.7. Si f es una funcién absolutamente continua sobre [a,b] y f'(z) = 0 c.t.p. en

[a, b] entonces f es constante sobre [a, b].

Demostracién. Se demostrara que f(a) = f(c) para cualquier ¢ € [a, b].

Sea E Cla,c[ el conjunto de medida ¢ — a en el cual f'(z) = 0 y sean € y 1 nimeros
arbitrarios positivos. Puesto que f'(x) = 0 en E, entonces para cada x € E existe un
intervalo arbitrariamente pequeno [z,z + h] C [a,c| tal que |f(z + h) — f(z)| < nh:
Por otra parte, como f es absolutamente continua en [a,b], para ¢ > 0 existe 6 > 0
garantizandose asi que existe una coleccién finita de intervalos no superpuestos { [z, yi] },
los cuales cubren E excepto un conjunto de medida menor que 9, puesto que xp < Tjq
se tiene

Y=a<x; <Yy <Ty<- <Y, <Cc=Tpy

Yy ZZ:O |zr+1 — yr| < J entonces
D 1 f(xhi) = flu)| <e (1)
k=0

Por otra parte, por la forma en que los intervalos {[xy, yx|} fueron construidos se tiene

Z’f(yk) — flz)] <772(yk_37k> <n(c—a) (2)

Combinando (1) y (2) se obtiene

n n

1£(0) = F(@)| = D[ @ren) = Fu)] + D _1F (i) — F@w)]] < e +n(b—a)

k=0 k=1

Como ¢ y 1 son nimeros positivos arbitrarios, se tiene que

1f(e) = fla)] = 0
fle) = fla) = 0
fle) = fla)

]

El siguiente es el resultado que caracteriza las funciones absolutamente continuas y por

ende es el resultado mas importante de esta seccion.
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Teorema 1.9. Una funcién F es una integral indefinida si y solamente si es una funcién

absolutamente continua.

Demostraciéon. Supdngase que F' es una integral indefinida:

Es decir

F(x) = / f(t)dt
Dado ¢ > 0y {(z;,2})} una coleccién finita de subintervalos no superpuestos de [a, b].
Noétese que si se escribe A; = [z, 23] C E = [a,b] y se usa la Proposicién 1.2, para e > 0,

401 > 0 tal que:

i

fl'l c
F(t)|dt < —
| e <

con m(A; = [x;, x;]) = |x} — x;] < 1, de donde se obtiene

n @ -
F(t)|dt —
Z/ ()it < £

Con m(A; = [z, 2}]) = |2f — x| < 0y

Xn:/ \F(t)|dt < i%
i=1 v Ti i=1

De donde se obtiene

Con:
n n
Dl —mil <) 4
i=1 i=1

es decir, dado un € > 0, 3 9 = nd; > 0 tal que:

Z/ |F()|dt < e
i=1 Y Ti
con

n
Z 2 — ;| <0
i=1

Por lo tanto F, es absolutamente continua sobre [a, b].
Supongase ahora que F' es absolutamente continua, entonces por el Lema 1.3 F es de

variacion acotada, luego por Teorema 1.7, se tiene:

F(z) = Fi(z) — Fy(x)
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Donde las funciones F; y F, son funciones mondétonas crecientes, y como F' de variacion
acotada aplicando el Corolario del Lema 1.6 se tiene que existe F'(x) c.t.p. en [a,b],
donde:

F'(z) = F{(x) — Fy(z) c.t.p. en [a, b]

Usando desigualdad triangular y ademaés que tanto F; como F, son funciones crecientes

y, por lo tanto, sus derivadas son funciones positivas, se tiene que
|F'(z)] < F{(x) + Fy(x) c.t.p. en [a, b]
integrando la desigualdad anterior se obtiene:
[l < [iF@ [1F@e
Luego aplicando el Teorema 1.6 se obtiene:
[ 101t < Fie) + Fat) - Fla) - Fala)

de donde se concluye que: F'(z) es integrable sobre [a, b].

Por otro lado si se escribe:
xX
G(z) = / F'(t)dt (%1)
a
Entonces por la primera parte de la prueba se tiene que G es una funcién absolutamente
continua.
Si ahora se define: f = F' — G se tiene que f también es absolutamente continua.

Aplicando a la ecuacion () el Teorema 1.8 se obtiene:
G'(z) = F(z) c.t.p. en [a, b]

de donde
f'(z) = F'(x) — G'(z) = 0 c.t.p. en [a, b]

y por lo tanto segin el Lema 1.7 se concluye que f es constante en [a,b], es decir
f=F — G =cte en [a,b].

Luego sin perder generalidad se obtiene que:
F — G = cte = F(a)

Es decir
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de donde

Luego

por lo tanto F' es una integral indefinida.




Capitulo 2

Soluciones generalizadas para el problema

de Cauchy en un espacio unidimensional

SECCION 2.1
Solucién en el sentido Caratheodory

En el capitulo anterior se vio que la solucion para el problema 1.1 no tiene solucién cléasica
si la funcién f no es una funcién continua, la solucién a este problema necesita de nuevas
definiciones de soluciones llamadas soluciones generalizadas para esto necesitamos la

siguiente definicién.

Funciones Caratheodory

Definicién 2.1. Sea €2 C R un conjunto abierto, una funciéon f : 2 x R — R se llama

funcién Caratheodory si cumple las tres condiciones siguientes:

1. Para casi todo valor de ¢, la funcién f(z,t) estd definida y es continua como funcién

de x.
2. Es medible en t para cada valor de .

3. Para cada compacto contenido en el dominio de definicién de f, se cumple |f(z, )| <

m(t), donde m(t) es integrable.

Si en la ecuacién (1.1), la funcién f satisface la definicién anterior se dice que es una

ecuacion de Caratheodory.

25
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Solucidén en el sentido Caratheodory

Definicién 2.2. Dado el problema (1.1), con f una funcién de Caratheodory, se dice
que u es solucién en el sentido de Caratheodory del problema (1.1) en un intervalo
(abierto o cerrado) si y solamente si u satisface (1.1) casi todo punto ¢ y ademas u es

absolutamente continua en todo subintervalo cerrado.

Ejemplo 2.1. Considérese el siguiente problema de Cauchy:

1, sit>0
' = sgn(t) = ;oa(=1) =1 (*)
-1, sit<O0
es claro que la funcién del lado derecho es una funcién discontinua en ¢ = 0.
Veamos que la funcion
1, sit>0

sgn(t) =

-1, sit<O0

es una funcién de Caratheodory, pues satisface:

1. f(x,t) = sgn(t), estd definida excepto para el valor ¢ = 0, ademés f(x,t) es una

funcion continua con respecto a la variable z.

2. f(z,t) = sgn(t) es medible en ¢, ya que el inico punto de discontinuidad es ¢ = 0,

cuya medida es cero.

3. |f(z,t)] <1V teR,; de donde para cada compacto K C R tiene que m(t) = xx

(funcién caracteristica de K) es integrable.
Note que la solucién del problema de Cauchy anterior, viene dada por:
x(t) = t|

la cual es una funcién continua, que no es derivable en t = 0.
Nos resta demostrar que la funcién z(t) es absolutamente continua; para lo cual haremos

uso del Teorema 1.9 del capitulo anterior, x(t) satisface: z(t) satisface:

z(t) =1+ /_1 f(z(s),s)ds

excepto para t = 0, de donde x(t) es la solucién de Caratheodory de (*).
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Ejemplo 2.2. Considere el siguiente problema, sin condicion inicial

1, sit>0

' = sgn(t) =
—1, sit<0
Si procedemos como en el ejemplo (2.1) no es dificil mostrar que la funcién f(x,t) es de

Caratheodory y que su solucién viene dada por:
x(t) = |t| + &
La cual es una funcién continua, que no es derivable en ¢ = 0.

Notese que por la izquierda la solucion se aproxima a la discontinuidad en ¢ = 0; mientras

que por la derecha la solucion se aleja de la discontinuidad en ¢ = 0.

SECCION 2.2
Funciones Multivaluadas

En esta seccion se presentan los conceptos tedricos, como por ejemplo la nociéon de

funciones multivaluadas que permiten estudiar las inclusiones diferenciales.

Definicién 2.3 (Funciones Multivaluadas). Sean X e Y dos conjuntos arbitrarios, con
X #0,Y # 0, una funcién F : X — Y que asocia a cada z € X con un subconjunto de

Y, denotado por F(x), se le llama funcién multivaluada.

Los subconjuntos F'(x) son llamados imégenes de los valores de F'.
El subconjunto Dom(F) = {z € X : F(z) # 0} es llamado dominio de F.
Si Dom(F') = X se dice que F' es ESTRICTA.

Ejemplo 2.3. Sea sgn : R — R definida por:
-1, <0
sgn(t) = 40, r=0
1, x>0
se tiene que la funcién multivaluada Sgn(z) viene dada por:
{-1}, <0
Sgn(t) = [~1,1], =0

{1}, x>0
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En lo que sigue se presentan las condiciones y definiciones que permitiran solucionar el
problema (1.1), cuando f es una funcién discontinua, como en los siguientes ejemplos:

-1, t<0
Ejemplo 2.4. Sea u' = sgn(t) =

1, t>0

Noétese que sgn(t) es discontinua en ¢ = 0.

-1, <0
Ejemplo 2.5. Sea v’ =1 — sgn(t) =

1, x>0

En este caso 1 — sgn(x) es discontinua en la variable x.

Es claro que las EDO de los ejemplos anteriores no tienen solucion para la teoria clésica,
es por eso que se necesitan extender la nocién de solucién del problema (1.1), y eso es

lo que se abordara en la siguiente seccién.

SECCION 2.3
Inclusion diferencial

El desarrollo de la teoria del control, ha motivado el impetu para estudiar las inclusiones
diferenciales.

Como se sabe, la teoria de control, viene dada por el estudio de los sistemas dinamicos:

2'(t) = f(x(t), t,u(t), =(0) =z (*)

“controlado” por pardmetros u(t) (los “controles”).

Si se define la funcién Multivaluada

F(ZL‘, t) = {f(:L‘(t),t, u(t))}ueU

A la relacion:

¥ € F(z,t), z(0) = (**)

se le llama inclusién diferencial; entonces las soluciones de (*) son soluciones de la
inclusién diferencial (**) en los cuales los controles no aparecen explicitamente. Un
ejemplo de inclusiones lo constituye el problema (1.1), cuando la discontinuidad de la

funcién f(z,t) se da en la variable z.
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El mayor interés de las distintas definiciones de la funcién F'(x,t) en los puntos de
discontinuidad, consiste en dar sentido fisico a las soluciones de los problemas reales
(como son los referentes a modelos de friccién seca).

Si f(z,t) es una funcién continua en un dominio G y discontinua en un conjunto S
de medida cero, se define F(z,t) = f(x,t), para todo valor (z,t) € G. De otro lado si
(z,t) € S hay que definir F'(x,t) como un conjunto apropiado.

Una manera sencilla de definir F'(x,t) es considerar para cada (z*,t*) € S que F(z*,t*)
sea el menor convexo cerrado que contiene a todos los puntos adherentes de f(z,t) con

(z,t) — (z*,t%).

SECCION 2.4
Soluciones generalizadas en el sentido de Filippov o

Multivaluada

Definicién 2.4. Dado el problema (1.1), con f una funcién discontinua, en la variable
x; se dice que x es solucién en el sentido de Filippov del problema (1.1) si y solamente
si x es absolutamente continua, y si ademés: 2’ € F(x,t), u(ty) = ug; donde F(z,t) es
la funcién multivaluada definida como la envoltura convexa cerrada de todos los limites

de f(z,t). Es decir:
F(z,t) :m{y cR: y= 1fmf(x,t)},:c ceR-%
T—T
Aqui ¥ denota el conjunto de discontinuidades.

Ejemplo 2.6. Considere el siguiente problema

—1, six>0
¥’ =1-—2Sgn(x) =
3, siz <0

cuya soluciéon viene dada por:
—t 4+ k’l, siz >0
3t+ ke, sizx<O

Todas las soluciones, cuando el tiempo crece, alcanzan la recta x = 0, sin embargo alli no

se verifica la ecuacién diferencial, ni siquiera para casi todo tiempo t, de alli la necesidad
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de la definicién de soluciones en el sentido Filippov.

Esta solucién debe satisfacer

{-=1}, siz>0
v’ € F(r,t) =< [-1,3], siz=0

{3}, six <0

En el intervalo: [—1, 3], la funcién x(t) no es integrable, y como dicho intervalo no tiene
medida nula, se sigue que el problema no tiene solucién en el sentido de Caratheodory.
De alli la necesidad de la definicién de solucién en el sentido de Filippov. Es decir sur-
ge la necesidad de establecer criterios que nos permitan determinar de manera precisa
la existencia de soluciones: tanto en el sentido de Caratheodory como en el sentido de
Filippov.

Una vez establecidos estos criterios abordaremos el problema de la unicidad de las so-

luciones (en caso ellas existan).

Ejemplo 2.7. Dada la siguiente funcién Multivaluada:
F:R—R

Definida como sigue:
—lx|, |x|], sixF#0
pay = | eIl sie
{0}, sizx=0
Si se tiene 2’ = f(x,t) = F(x), x(ty) = o jexiste solucién al problema anterior? ;Y si

existe ella es tnica?

Ambas situaciones seran tratadas con mayor detenimiento en el capitulo siguiente.




Capitulo 3

Existencia de soluctones generalizadas del
Problema de Cauchy en el Espacto

Unidimensional

En este capitulo se presentan los resultados, que caracterizan tanto la existencia; asi co-

mo a la unicidad de soluciones en el sentido de Caratheodory y en el sentido de Filippov

SECCION 3.1
Existencia de Soluciones en el sentido de Caratheodory

Las condiciones de Caratheodory son suficientes para asegurar que, dada una funcién
continua z, la funcién f(¢;xz(t)) es localmente integrable. Esto es de hecho necesario
para que la ecuacién 2’ = f(t;x) pueda tener solucién en el sentido de la definicién de
funcion de Caratheodory.

Los siguientes lemas sirven, para demostrar el teorema que caracteriza a las Soluciones

en el sentido de Caratheodory.

Lema 3.1. Sea [ un intervalo real acotado y H : I x I — R una funcién tal que

t — H(t,s) es medible para todo s € I fijo

s — H(t,s) es continua para casi todo t € [ fijo

entonces la funcién

h:I—R

31
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h(t) = H(t,t)
es medible.

Demostracion. Dado n natural, definimos la funcién h,, : I — R como

H(1, 1) sit=1

Que es medible porque H es medible en ¢ para todo s fijo. La sucesién de funciones h,,
Converge puntualmente en casi todo punto a la funcién t — H(t,s) (converge en todo

punto t para el que H(t,.) es continua), luego dicha funcién es medible. H

Lema 3.2. Sea D C R x R" un subconjunto cualquiera f : D — R" una funciéon que
cumple las condiciones de Caratheodory en D.
Siz: I — R"escontinuay (¢,z(t)) € D para todo t € I, entonces cada componente de

la funcién
h:I—R"

t— f(t,z(t))

(3.1)

es localmente integrable.

Demostracion. Basta demostrarlo en el caso en que f: D — R, ya que esto se aplica

a cada componente de f. Supongamos por tanto N = 1. La funcién

H: IxI - R
H(t,s) = f(t x(s))

Esté en las condiciones del Lema , luego h (definida en (3.1), con N = 1) es medible.
Ademas, dado un compacto j C I, consideramos el compacto K = J x z(.J) y la funcién
Integrable my proporcionada por las condiciones de Caratheodory.

Entonces,

L] = [ft,z(t)| <mk(t) VieJ
luego h es integrable en J. O]

El siguiente teorema, garantiza las condiciones bajo las cuales, existe solucién para la

ecuacion (1.1), con el lado derecho discontinuo
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Teorema 3.1 (Equivalencia de la ecuacién integral). Sea D un subconjunto de R™,
f D — R, una funcién que cumple las condiciones de Caratheodory.

Una funcién x : I — R” definida en un intervalo no trivial I es una solucién de (1.1) si
y solo si x es continua (¢,x(t)) € D para todo ¢t € I y x cumple la siguiente ecuacién

integral

t
z(t) = xo +/ f(s,z(s))ds  Vtel
to
Demostracion.

(=) Si x es solucién, por definicién es continua y (¢, z(t)) € D para todo t € 1.
La ecuacién integral se obtiene integrando en los dos miembros y usando el teorema

fundamental del célculo.

(<) Sea x : I — RY una funcién continua tal que (¢,z(t)) € D para todo t € I, cada
componente de la funcién s — f(t,z(s)) es localmente integrable gracias al Lema
3.2, luego la ecuacion integral tiene sentido. Si x satisface esta ecuaciéon integral,
usando el teorema fundamental del calculo, se deduce que x es absolutamente
continua y ademds también obtenemos z’(t) = f(¢,z(t)) c.p.d en I, y como también

se tiene que x cumple la condicién inicial, se concluye que = es solucién de (1.1).

]

SECCION 3.2
Limites de soluciones

Algunas de las propiedades mas usadas en relacion con las ecuaciones diferenciales, ya
sean ordinarias o parciales, son las propiedades de paso al limite. Este tipo de resultados
hablan sobre la aproximacion de las soluciones de una cierta ecuacion por las de otra
ecuacién que sea aproximada a la original en un cierto sentido, especificando precisa-
mente en qué sentido. Contestan a la pregunta de “si varia un poco la ecuacién, ;cuanto
varia la solucion?”. Esta pregunta aparece detras de tantas otras por razones funda-
mentales, y el intento de responderla es el motivo de una variedad enorme de teorias
que estan en el centro del estudio de las ecuaciones diferenciales. jPor qué surge esta

pregunta? ;Por qué hay que responderla?
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Una razén es que las ecuaciones diferenciales surgieron como modelos de cosas que ocu-
rren en el mundo real. Extraer consecuencias del comportamiento de cierto objeto, como
por ejemplo el vuelo de un avién, requiere conocer al menos datos iniciales sobre él, en
este caso posiblemente su posicion y su velocidad. Requiere también conocer la influen-
cia de cosas externas: la atraccion de la Tierra, el rozamiento con el aire, el empuje de
los motores, etc

Es un hecho que no podemos medir todas estas cosas con absoluta precision, ni siquiera
en teoria. ; Es entonces valida la ecuacion que estamos usando? ;Se parecera su solucion
a la trayectoria real del avién? Peor ain: aunque pudiésemos asegurar que la ecuacion
es perfectamente aplicable, en la inmensa mayoria de los casos simplemente no sabemos
cOmo es su solucion.

La tnica forma de calcularla en cuanto la complicacion del modelo es minimamente rea-
lista es intentar aproximarla con un ordenador, el cual tampoco da una solucién exacta,
pero que proporciona una solucién obtenida por métodos mas o menos ingeniosos, la

cual se parece en algo a la solucion abstracta de la ecuacién inicial.

Proposicion 3.1. Sea D C R x R™ un conjunto cualquiera, I C R un intervalo. Sea f :
D — R™ una funcién que cumple las condiciones de Caratheodory en D,y paran € N,
sea x, una solucién de 2’ = f(t,z). Supongamos que {z,} converge uniformemente en

I a una cierta funcién x : I — R". Entonces x es también solucién de 2’ = f(¢, x).

Demostracién. Como {z,} es una sucesién uniformemente convergente, en compactos
de funciones continuas, x es continua.
Sea J C [ un intervalo compacto cualquiera, y tq € J. Demostrar que = es solucién en

J equivale a demostrar que, para t € J
t
o) =at0) + [ (s.0(5)ds
to
Por hipétesis, cada z,, satisface 2’ = f(t, z), luego para t € J, se tiene

o (t) = 2,(to) +/t f(s,z,(s))ds,

de forma que el problema consiste en pasar al limite en esta ecuacion.

Consideremos, para cada n € N, la funciéon

hy:J—R"
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ha(s) = f(s,xn(s))
Como x,(s) converge (en particular) puntualmente y f es contintia en la variable x,
la sucesién de funciones {x,} converge puntualmente a la funcién f(.;z(.)) gracias a
la continuidad de x y de nuevo a la convergencia uniforme de la sucesion, existe un
compacto C' C R™ tal que z,(J) C C ¥V n € N, y si usamos la cota m en el compacto

J x C dada por las condiciones de Caratheodory sobre f,
[hn(s)lo <ml(s)  VselJ

El teorema de la convergencia dominada nos permite pasar al limite y asegurar entonces
que z es solucién en J. Por tanto, x es solucién en I, ya que J era un subintervalo

compacto arbitrario de I. O

De hecho, no es dificil encontrar condiciones que garantizan que una sucesion de solu-

ciones como las anteriores tiene una parcial que converge uniformemente

Proposicion 3.2. Sea D C R x R™ un conjunto cualquiera, J C R un intervalo com-
pacto.
Sea f : D — R™ una funcion que cumple las condiciones de Caratheodory globalmente

en D,y paran € N, sea x,, : J — R". Una solucién de 2’ = f(t,z) con condicién inicial
x(to) =

Supongamos que {z{} es una sucesién acotada, entonces {z,} tiene una subsucesién
que converge uniformemente en J a una solucién x de 2’ = f(¢, z).

Para demostrar esto conviene separar dos resultados que son de por si interesantes, aun-
que elementales.

Es conocido que las funciones absolutamente continuas son, en particular, uniformemen-
te continuas. Decimos que una sucesiéon de funciones vy, : I — R, con I un intervalo,
es absolutamente uniformemente continua cuando cada y,es absolutamente continua y
ademas sus derivadas estan acotadas por una funcién integrable independiente de n; es

decir, cuando hay una funcién m integrable en R tal que
ly, () <m(t) pet.tel, VneN

Lema 3.3. Sea {y, }neny una sucesion uniformemente absolutamente continua de fun-

ciones reales definidas en un intervalo I C R. Entonces, {y,} es equicontinua.
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Demostracién. Sea m una cota de y, independiente de n. Para t > t' € I, por el

Teorema Fundamental del Célculo

t/
/ yn(t")ds
¢

donde hemos fijado ¢y € I y definimos

lyn(t') — yn(t)| =

g/t |yn(s’)\dx§/t m(s)ds = |M(#') — M(D)|

M(r) = /t:m@ds

una funcién continua en 1.
Esto prueba que la continuidad de y,, es independiente de n, y por tanto la sucesion es

equicontinua. O

Lema 3.4. Sea {y,} una sucesién absolutamente uniformemente continua de funciones
reales definidas en un intervalo I C R.
Si para algin ty € I ocurre que {y,(to)} es una sucesién acotada, entonces ¥, esta aco-

tada uniformemente en compactos de I.

Demostracién. Sea M una cota de y,(t) independiente de n, y m(s) una cota Inte-

grable de la derivada de y,, también independiente de n. Si J C I compacto, no tenemos

t
/ . ()ds
to

la cual es una cota independiente de n. O

mas que escribir, parat € J, n € N,

mito) + [ y(s)ds

to

|yn(t)| = < |yn(t0)|+

< ynlto)| + / 1y (s)|ds < M+ / m(s)ds

Demostracion de la Proposicion 3.2. Las funciones x,, son absolutamente continuas; y
como son solucién de la ecuacién z’ = f(t,x) ocurre que para cada componente (z,);

de z, (1 =1,...,N), para casi todo t € J y cualquier n € N

[(@n)i ()] < [l (O = [f (¢ za(t))] < m(2)

Con m una cota de Caratheodory de f. Ademés, {x,(to)} esta acotada por hipétesis,
luego podemos aplicar los lemas 3.3 y 3.4, para ver que {z,} es una sucesién de funciones
uniformemente acotada y equicontinua en J (ya que todas sus componentes lo son). Por
el teorema de Arzela-Ascoli, {z,} tiene una subsucesién que converge uniformemente en

J, y su limite es solucién de 2/ = f(¢,x) gracias a la Proposicién 3.1. m
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Este resultado puede extenderse de varias formas: una de ellas es considerar que las
soluciones x,, en lugar de ser soluciones de la misma ecuacién, lo son de ecuaciones
aproximadas en cierta forma. Entonces, un tipo adecuado de convergencia es necesaria.

Un ejemplo de este resultado es la siguiente

Proposicion 3.3. Sea D C R x R™ un conjunto cualquiera, un intervalo I C R y
f D — R" una funcién que cumple las condiciones de Caratheodory en D.

Para cada n € N, sea r, : D — R". Supongamos que las funciones r, cumplen las
condiciones de Caratheodory de forma que en cada compacto, las integrales de sus cotas
tienden a cero; dichas mas exactamente, suponemos que para cada compacto I C R

existen funciones reales integrables {m,, },en tales que [|r, (¢, z)|| < m,(t) V (t,x) € K y
lim/ my(s)ds =0 (3.2)
" JR
Para cada n € N, sea x,, una solucién, en I de la ecuacién
= f(t,x) +ru(t,x)

Supongamos que {z,} converge uniformemente en compactos de I a una cierta funcién

x : I — R"™ entonces x es también solucion de 2’ = f(¢;z) en I.

Demostracion. Se trata de repetir la prueba de la proposicion 3.1, pasando ahora al

limite en

2a(t) = o (te) + /t F(s,2(s))ds + / o (5, 20 (5))ds (3.3)

to

El tinico término nuevo es la segunda integral, que converge a cero gracias a la hipdtesis
(3.2), usando las cotas correspondientes en el mismo compacto J x C' de la demostracion

de la Proposicion 3.1. O

Proposiciéon 3.4. Sea D C R x R™ un conjunto cualquiera, I C R un intervalo com-
pacto, to € J Y f: D — R"” una funcién que cumple las condiciones de Caratheodory
globalmente en D.

Para cada n € N, sea r, : D — R", y supongamos que las funciones r,, cumplen las

condiciones de Caratheodory globalmente en D con cotas m,,, de forma que

h’m/ my(s)ds =0
" JR
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Para n € N, sea z, : J — R una solucién de 2’ = f(t;z) + r,(t,z) con condicién
inicial z(ty) = xf. Supongamos que {z{} es una sucesién acotada. Entonces z, tiene

una subsucesién que converge uniformemente en J a una solucién x de 2’ = f(t; z).

Demostracion. La demostracién sigue los mismos pasos que la de la Proposicién 3.2,
pero se necesita un detalle técnico: probemos que existe una subsucesiéon de {r,} (a la

que llamamos igual) y una funcién real R integrable tal que
lrn(t, z)|| < R(t) V(t,x) € D

De hecho, si tomamos una subsucesién tal que

y definimos R := )"°, m,, (posiblemente infinita en algunos puntos), entonces

=1
R(s)ds < — =1
| R <3y

Como su integral es finita, R es finita en casi todo punto y ademéas cumple lo que
queriamos.
Usando esta subsucesion podemos entonces llevar a cabo el mismo razonamiento que en

3.2. Teniendo en cuenta que si m es una cota de Caratheodory de f en J,
|z, ()| < m(t) + R(t) ctpted, VneN

Los lemas 3.3 y 3.4 prueban que la sucesién {z,} esta uniformemente acotada y es
equicontinua. Por el teorema de Arzela-Ascoli, {x,} tiene una subsucesién que converge
uniformemente en J, y su limite es solucién de 2’ = f(t,z) gracias a la Proposicién

3.3. O

Observacién 2. Estos teoremas de convergencia no son suficientes para algunas aplica-
ciones muy naturales. Por ejemplo, frecuentemente resulta 1til aproximar las soluciones
de una ecuacién por soluciones de ecuaciones més regulares, con mejores propiedades.

Una forma de hacer esto para aproximar soluciones de ' = f(¢,x) es considerar solu-
ciones de la ecuacién regularizada por convolucién ' = f * ¢, (t,x), donde {¢, }, es una

sucesién regularizante en R x R™ (una sucesién de funciones diferenciables con integral
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uno y con soporte contenido en entornos del origen cada vez mds pequenos). Pues bien:
los teoremas anteriores, hasta donde sabemos, no bastan para probar que una parcial de
las soluciones regulares converja a la (o a una) solucién de la ecuacién original. En reali-
dad, tampoco sabemos si esto es verdad en condiciones generales (por ejemplo, cuando
f cumple las condiciones de Caratheodory), y sospechamos que tal vez sea necesario

anadir alguna otra hipdtesis sobre f.

SECCION 3.3
Existencia global y local de soluciones de Caratheodory

Teorema 3.2 (Existencia global). Si I es un intervalo real no trivial y f : I x R™ — R",
si f satisface las condiciones de Caratheodory globalmente en I x R", entonces para
cualquier condicién inicial z(ty) = x¢ con tg € I, existe una solucién de (1.1) definida

en /.

Demostracion. Sea x; : I — R” una funciéon continua. Consideramos la sucesién de

funciones {x, },en definida recursivamente por

Ty (t) = xo + /t f(s,zn(s))ds, tel, neN (3.4)

La expresion de la derecha tiene sentido. Para esta sucesion de funciones no podemos
aplicar directamente la Proposicion 3.4, pero la idea es la misma. Para demostrar que
{x,} es uniformemente acotada y equicontinua en compactos no tenemos méas que tomar
un compacto J C [ cualquiera y, esencialmente, repetir los calculos que ya hicimos: Para

neN teJ,

[Znia @) < lzoll +

/t:ﬂs,xn(s))ds

< ol + / 1 (5, 2a(s)) s

< 00

< ol + / m(s)

Por otra parte, para t,t’ € J, con m una cota de Caratheodory de f en algin entorno
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compacto de {(t,z(t)) : t € J},

/t f(s,xn(s))ds — /t/ f(s,x,(8))ds

[2n1(t) = T ()] <

= f s, Tn(8))ds f s, xn(8))|lds
< ) m(s)ds: /t m(s)ds—/t m(s)ds| = |[M(t) — M(t')|

donde M (t j; s)ds para t € J.
Por el teorema de Arzela—Ascoli, {z,} tiene una parcial uniformemente convergente En
compactos de I a una cierta funciéon x. Pasando al limite en (3.4) de la misma forma

que en la demostracién de la Proposicién 3.3, x es una solucién en [ de 2/ = f(t,z). O

Este teorema global se enuncia méas frecuentemente en su versién local, que demostramos
a continuacion. Aunque la demostracién del resultado local podria hacerse de forma muy

parecida a la del anterior resultado.

Teorema 3.3 (Existencia local). Sea (o, z9) € D un subconjunto cualquiera de R x R™,
y supongamos que (tg, 7o) es un punto de su interior. Si f : D — RY satisface las
condiciones de Caratheodory en D, entonces existe una solucién de (1.1) definida en un

entorno de tg.

Demostracién. Sea (to;x9) € D, y tomemos K un entorno compacto de (to;xg) y
U C D un abierto relativamente compacto que contenga a K y tal que U C D.

Se sabe entonces que existe una funcion positiva ¢ : R x R™ — R diferenciable tal que
¢ vale 1 en K y 0 fuera de U, y |¢| siempre < 1. Definimos f:R como f := fé fuera
de U. Esta f cumple las condiciones de Caratheodory (tiene la misma regularidad que

f y es siempre < f), y ademds las cumple globalmente:
If (@, Ol <mg(t) V() eR xR

Donde mg es la cota que da la condicién (3.1) para el compacto U. Podemos entonces

aplicar el Teorema 3.2 al problema
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y deducir que tiene una soluciéon z definida en R, como es continua podemos tomar
J C R un entorno compacto de ty, no trivial, tal que (t;x(t)) € K V t € J. Entonces,

como f = f en K, x cumple el problema de valores iniciales (1.1) en J. O]

SECCION 3.4
Prolongacién de soluciones

Lema 3.5. Sea D un subconjunto cualquiera de R x R™ y f: D — R" una funcién que
cumple las condiciones de Caratheodory globalmente en D. Supongamos que x es una
solucién de xy = f(t; x) definida en un intervalo [a; b|.

Si z tiene un cierto limite x(b) en b y ocurre que (b;x(b)) estd en el interior de D,

entonces x puede prolongarse a una solucién en un intervalo [a; b+ ¢[, para cierto € > 0.

Demostracién. El teorema de existencia local nos da una solucién y de 2/ = f(¢; z) con
valor inicial y(b) = x(b), definida en un entorno de b. Si extendemos entonces z(t) := y(t)
para t > b, x es también una solucién de 2’ = f(¢; x) ya que es continua en b; y cumple

la ecuacion. n

Lema 3.6. Sea D C R x R™ un abierto, f : D — R” una funcién que cumple las con-
diciones de Caratheodory en D. Cualquier intervalo maximal de definicién de cualquier

solucién de ' = f(t; x) es abierto.

Demostracién. Supdngase lo contrario, es decir que x tiene limite en el extremo (las
soluciones son continuas) y el Lema 3.5 prueba que es posible extenderla. El siguiente re-
sultado dice que si f cumple las condiciones de Caratheodory globalmente, las soluciones

siempre tienen limite en sus extremos. O

Lema 3.7. Sea D un subconjunto cualquiera de R x R™ y f : D — R" una funcién que
cumple las condiciones de Caratheodory globalmente en D. Supongamos que x es una
solucién definida en un cierto intervalo |a;b[ de la ecuacién ' = f(¢; x) Entonces, z(t)

tiene limite (posiblemente infinito) cuando ¢ tiende a cualquiera de los extremos a; b.

Demostracion. Lo probaremos para uno de los extremos, por ejemplo, el extremo b.
Si limt — bx(t) existe y es infinito, hemos terminado. De lo contrario, podemos tomar

una sucesion t,, en |a;b[, que tienda a b, tal que {z(¢,)}, esta uniformemente acotada;
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tomando una subsucesién suya podemos suponer que z(t,) tiene un cierto limite finito
a e R™.

Para t €]a; b y cualquier n € N podemos escribir
lz(t) — al| < [|=(t) — z(tn)[| + [|=(t) — o

Por otra parte, si m es una cota de Caratheodory de f

sttt < | [ misyas

b
M@—WS[m@M

esto prueba que x tiene limite o en b. O

< /t bm(s)ds

() — ()] < <

Por tanto, paran € Ny t €]a, b],

Lema 3.8. Sea D un subconjunto cualquiera de R x R™ y f : D — R"™ una funcién que
cumple las condiciones de Caratheodory en D. Supongamos que z es una solucién de
x' = f(t; x) definida en un intervalo |a; b con a < b.

Si hay una sucesién {t,} de puntos de Ja; b[ que tiende a by tal que (,;z(t,)) tiende a
un punto del interior de D, entonces x tiene limite en b.

Se tiene también un resultado analogo en el extremo a.

Demostracion. No podemos aplicar directamente el lema anterior, porque f no cumple
las condiciones de Caratheodory globalmente; sin embargo, veamos que para t cerca de
b, (t;z(t)) se queda dentro de un entorno compacto de (b; z), donde las condiciones de
Caratheodory si se cumplen globalmente.

Tomemos h > 0, r > 0 tales que K = [b — h;b] X B(z;r) C D. Sea n suficientemente

grande para que t,, € [b — h,b[, ||z(t,) — z|| < § y ocurra que

b r
/ m(s)ds < =
b 2

con m una cota de Caratheodory de f en K.
Veamos que (t,z(t)) € K para t € [t,,b], de lo contrario, tomemos ¢ € [t,,b] tal que
z(t') € VB(z,r). Entonces

lz(t') =2l < (o) = 2() | + [lo(tn) — 2I| < £+/t 1/ (2, 2(s))llds

, ¢ , b
< z —l—/ m(s)ds < = —|—/ m(s)ds <r
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Luego z(t') esta en el interior de B(z,r), una contradiccion.
Por tanto (t,z(t)) € K parat € [t,,b] y podemos aplicar el lema anterior para decir que
limz(t) = 2. O

t—b
Corolario 3.1. Sea D un subconjunto cualquiera de R x RY y f : D — RY una funcién
que cumple las condiciones de Caratheodory en D. Supongamos que x es una solucién
de 2’ = f(t; x) definida en un intervalo maximal I, y que el extremo derecho [izquierdo]
de I es un numero finito t*.

Sea {t,} una sucesion en I tal que t,, — t* entonces o bien ||z,| — oo o bien {t,} tiene

una subsucesion {t,,} tal que (t,,;x(ts,)) tiende a un punto de la frontera de D.

Demostracion. Supongamos por el contrario, que hay una cierta sucesion ¢, — t* tal
que (t,;x(t,)) converge a un punto (t*, z) del interior de D. El Lema 3.8 prueba que z
tiene limite en t*, y teorema de existencia local 3.3 nos permite entonces prolongar la
solucién més alla t*, de lo cual contradice que el intervalo de definiciéon de la solucién

fuera maximal. N

Una forma de ver el resultado anterior es pensar que en las mismas hipdtesis, (¢;z(t))

“tiende a la frontera de D¢uando t — t*, con el siguiente significado

Definicién 3.1. Sea I un intervalo real, t* un punto de la cerradura de I, D C R x RV
un abierto y a una funcién « : I — D. Decimos que «a(t) tiende a la frontera de D
cuando t — t*, si para cualquier compacto K C D existe un cierto e > 0 tal quesit € [

con |t —t*| < e entonces a(t) ¢ K.

Si I no es acotado a la derecha, decimos que «(t) tiende a la frontera de D cuando
t — oo si para cualquier compacto K C D existe un cierto M > 0 tal que si t > M,
entonces «a(t) ¢ K.

Se tiene también la definicién analoga para —oo. Es decir una funcién tiende a la frontera
de D si a partir de un cierto punto se queda fuera de cualquier compacto de D que

elijamos.

Observacién 3. Obsérvese que si D es acotado, entonces « tiende a la frontera de D
en el sentido usual de convergencia hacia un conjunto: la distancia entre a y la frontera

de D tiende a cero.
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El corolario anterior demuestra este comportamiento

Corolario 3.2. Sea D un subconjunto cualquiera de R x RY y f : D — RY una
funcién que cumple las condiciones de Caratheodory en D. Supongamos que z es una
solucién de o’ = f(t;x) definida en un intervalo maximal I =]a;b[, donde a; b pueden
ser posiblemente infinitos. Entonces, (¢;z(t)) tiende a la frontera de D cuando t — b (y

también cuando t — a).

Demostracion. Lo demostraremos para b. Supongamos que no ocurre esto. Entonces
hay un cierto compacto K C D y una sucesién de puntos t,, € I tal que t,by (t,;x(t,)) €
K. Como K es acotado, esto implica que b debe ser finito. Entonces el Corolario 3.1
da dos posibilidades: o bien |x,| — oo (lo cual no es posible de nuevo porque K es
acotado), o bien una subsucesién de (t,;z(t,)) tiende a un punto de la frontera de D,
pero esto tampoco es posible porque esta sucesion estda en K y la cerradura de K (el

propio K') no tiene interseccién con la frontera de D. O

A veces es 1til tener una cota inferior de la longitud del intervalo hasta donde puede
definirse la solucién cuya existencia demostramos antes, es decir saber de qué depende.

El siguiente resultado consigue esto:

Teorema 3.4 (Existencia local, segunda versién). Sean ¢y, € R, 29 € RY, y C es
rectangulo [to, to+a]x B(xg;r). Sea f : C' — RY una funcién que satisface las condiciones

de Caratheodory en C' con cota m, y sea > 0 tal que

/ o m(s)ds

to

Entonces cualquier solucién del p.v.i.
= f(t,z)
ZE(tQ) = X9
puede extenderse al menos a [to; ty + a] con a = min{c, £}.

Demostraciéon. Supongamos que no se puede extender, luego la solucién estard defi-

nida en un intervalo [tg, t*[ maximal a la derecha, con t* <ty + «, t* < tg + 3, como C
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es acotado, el Corolario 3.1 (ver también la observacién anterior) dice que z(t) tiende a

la frontera de B(zg,r) cuando t — t*. Pero esto no es posible, ya que para t € [to, t*[,

t t to+p3
l(t) — zo] < / 1z, (s))ds < / m(s)ds < / m(s)ds < r

to

]

Lema 3.9. Sea D un abierto de R x RV y f : D — R" una funcién cualquiera, y sea
x una solucién de =’ = f(¢,z) definida en un intervalo [a; b[. Entonces se da el reciproco
del Corolario 3.1. Es decir, si para cierta sucesion {t,} Con t,, — b ocurre que lim z(t,)
es infinito o (¢,; x(¢,)) tiende a un punto de la frontera de D, entonces [a; b| es maximal

a la derecha.

Demostracion. La conclusién es evidente si el limite es infinito. En el otro caso, por
continuidad cualquier posible extension a la derecha de x cumple que (b; x(b)) pertenece

a la frontera de D, fuera de D, en contradiccién con la definicién de solucién. O]

SECCION 3.5
Unicidad de soluciones en el sentido Caratheodory

La siguiente version del Lema de Gronwall esta tomada de [5]

Teorema 3.5 (Lema de Gronwall). Sean o > 0,  un intervalo real y t, € I. Sean

x, it I — R funciones no negativas, con x continua e u integrable. Si se cumple que

z(t) <a+ Vtel

/ t u(s)z(x)ds

to

entonces

2(t) < aexp (/t:p(s)ds) Vtel

Definicién 3.2 (Lipschitz con constante integrable). Una funcién f : D — RY definida
en un subconjunto D C R¥*! (de la que denotamos las variables como f = f(t,z)) se
dice que es localmente Lipschitz con respecto a x con constante integrable cuando para

cada compacto K C D existe una funcién ki € L'(R) tal que:

|f(t,z) — f(t,y)| < kx(t)|lr —y|  para (t,2), (t,y) € K
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Decimos que f es globalmente Lipschitz con respecto a x con constante integrable cuando
se cumple la condicién anterior para cierta k € L*(R) independiente del compacto; esto

es, existe k € L'(R) tal que

[f(t,2) = f(t,y)] < k(t)|x —y| para (¢, 2), (t,y) € D

Teorema 3.6 (Unicidad). Sea D un abierto de R x RY. Si f : D — R satisface las
condiciones de Caratheodory en D y es localmente Lipschitz con constante integrable,

entonces para cualquier (tg, o) € D la solucién (1.1) es tnica.

Demostracién. Supongamos que z, y son dos soluciones de (1.1) definidas en I; e
I, respectivamente. Recordemos que, por definicién de solucién de (1.1), el punto tg €
I, N I, por lo tanto, x(ty) = y(to) = wo.

Sea ahora t; # ty tal que t; € I1 N1, supongamos que ty < t1, en tal caso [to, t1] C I1 N1y

y en consecuencia para todo t € [tg, 1]

z(t) = £E0+/t f(s,z(s))ds
W) = w0t [ flspo)is

Ahora denotemos por K = {(s,z(s)); s € [to,t1]} U{(s,y(s)); s € [to,t1]}, evidente-

mente, K es compacto. Por lo tanto

z(t) —y(t)] =

A}@ﬂw—éﬁ@mmﬁ

< lNu@w@»—ﬂaM@ww
sl[nw@mﬂ@—y@ww

Aplicando el lema de Gronwall se tiene |x(t) — y(t)| <0, V ¢ € [to, t1]. En consecuencia
|z(t) — y(t)| = 0, entonces z(t) = y(t). Por lo tanto la solucién es tinica en un entorno

de to. ]

SECCION 3.6
Existencia de soluciones en el sentido de Filippov

Definicién 3.3. Sea B la bola unitaria en C((0,7"),R") y F' definida sobre algin sub-

conjunto abierto 2 C R x R" y consideremos un punto (xg,%y) en €. Planteamos las
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siguientes hipdtesis:

Existe I = [t — Tito + 1)y M tal que:
(1) I x {zg+ TMB} esta contenido en €2
(11) ||F(x,t)|| < M en I x {zg+ TMDB}

Definicién 3.4. Sea H = {x € C(I) : z es lipschitziana con constante M en x(ty) =

xo} para cualquier z en H se define el conjunto
J(x)={z€ H : 2(t) € F(z(t),t) c.t.p. en I}

Definicién 3.5. Sea F' una funcién semicontinua superior de 2 C R x R"™ en R"™.

Entonces
1. Existe I y M tal que se cumplen las hipétesis de la Definiciéon 3.4
2. Para cada x € H se tiene que J(z) es no vacio.

El siguiente teorema, proporciona una caracterizaciéon para la existencia de soluciones

en el sentido de Filippov.

Teorema 3.7. Supongamos que F' es semicontinua superior, con valores en un convexo

compacto. Entonces:

(1) Para z en H, J(x) es convexa

(11) La aplicacién x — J(z) es semicontinua superior
(111) Existe un punto fijo 2* € J(z*)
Demostracion.

1. Sean z; y z9 en J(x); entonces zi; 2, € F(x(t),t) c.t.p. t € I.
De donde az} 4+ (1 — )z} € F(x(t),t), a € [0,1], es decir az; + (1 — a)zy € J(x);

por lo tanto J(z) es convexo.

2. Se mostrard que J, tiene su grafico cerrado, en efecto sea z,, € H, z, € J(x) y

asumase que xr, — I; z, — Z, llamese y, a la aplicacion

t— 2z,
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Las cuales pertenecen a la bola de radio M de L*(I) de donde por el teorema de
Alougle existe una subsucesion que converge hacia algin 3 en o(L>(I), L'(I)). En

particular para cada aplicacién ¢ € L*®(I)

[%M%[m@

Es decir por un lado (y,) converge en o(L>(I), L'(I)) y por el otro lado

%@ZL%%LQ

es decir y = z aplicando el Teorema de la Convergencia se infiere que z(t) €
F(x(t),t); de donde el grafico de J es cerrado, como los valores estan contenidos

en H se concluye que J es semicontinua superior.
3. Usando el Teorema de Kakutani, se obtiene la existencia de un punto fijo.
O

Como consecuencia del teorema anterior se obtiene el siguiente corolario, qué caracteriza

la existencia de soluciones del tipo Filippov

Corolario 3.3. Bajo las hipdtesis del teorema 3.4, el problema z’ € F(x(t),t); z(ty) =

2o admite al menos una solucién definida en 1.

SECCION 3.7
Un caso particular de unicidad de soluciones en el sentido de

Filippov

La unicidad de una solucion de Filippov ain es un problema abierto, en este trabajo
monografico, mostramos la unicidad para el caso particular de la ley de conservacién

escalar siguiente

p(0,2) = po()

(3.5)

En donde f es la funcién flujo, la cual satisface la siguiente hipdtesis (H)
La funcién flujo f tiene un punto de inflexién en p = p; es concava en el intervalo

] — 00, p] v convexa en [p, +00].
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Donde py es un dato inicial conveniente, la funcién flujo f es asumida lo suficientemente
suave.
Para (3.5) asociamos un problema de Cauchy para una ecuacién diferencial ordinaria,

es decir

p = wipt,p)) (3.6)
p(0) = po (3.7)

Donde w es una funcién diferenciable adecuada dependiendo de la solucién p para (3.5),
v po es un dato inicial. Consideremos las soluciones de Filippov (3.6) definida en el inter-
valo [0,7], T > 0. Mas precisamente, asumimos que p(t,.) tiene definida localmente la
variacién total para todo t > 0. Denotamos por I]a, b el intervalo cerrado més pequeno
conteniendo a, b € R.

Definimos p como una solucién para (3.6) y (3.7) en [0, 7] si esta es una funcién abso-

lutamente continua tal que p(0) = poy y su derivada p satisface la inclusién diferencial

p(t) € co{w(p) = p e Ip(t, p(t)=), p(t, p(1)+)1} (3.8)

Para casi todo ¢ € [0,T]. Aqui ¢o denota la cascara convexa cerrada y p(t,z—), p(t, x+)

son respectivamente, los limites izquierdos y derechos de p(t,.) en x.

Definicién 3.6. Sea I C R un intervalo. Una funcién v : I — R"™ se dice una variacién

total limitada si
N

Tot.Var(u) = sup {Z lu(z;) —u(zimg)| ca €1, o <o <+ - <ay-g < xN} < 400
i=1

El conjunto de las funciones con valores en R™ y con variaciéon total limitada sobre [

serd indicado por BV(/; R™).

Ejemplo 3.1. Toda funcién monétona limitada es una funciéon con variaciéon total li-

mitada.
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3.7.1 Unicidad para el caso particular de la Ley de

Conservacion Escalar

Teorema 3.8. Asuma que (H) se cumple. Sea T > 0 y sea w una funcién suave satis-

faciendo
w(p) > f'(p) Vo (3.9)

Sea pg € L°(R) N L'(R) un dato inicial para (11) tal que la correspondiente solucién p
satisface

TotVar(p(t,.)) <4+oo  ¥Yt>0 (3.10)

Entonces los problemas (3.6) y (3.8) admiten una unica solucién de Filippov en [0, 7.
Ademds si p'(.) y p?(.) solucionan (3.6) con el dato inicial p}, p? respectivamente entonces

tenemos la dependencia de Holder
p'(t) = p* ()] < Clpg —ppl*,  t€[0,T] (3.11)
Para algin o]0, 1]y C' > 0.

Demostracion. La prueba del teorema se hard en etapas:

Etapa I: PRUEBA DE CONDICIONES

Ahora nos dedicaremos a ver si el problema de Cauchy definido por las ecuaciones (3.6)
y (3.7), satisface las condiciones de Caratheodory. en efecto

Sea w una funcién diferenciable adecuada entonces es continua en p para casi todo ¢
fijo, ahora supongamos que p cumple esta condicion también. Entonces tendriamos que
la compuesta w o p es continua en p para casi todo t fijo.

Ya que w es una funcién continua en p entonces es medible en ¢, para cada p fijo; ahora
supongamos que p cumple esta condicion también entonces tendriamos que la compues-
ta w o p es medible en ¢, para todo p fijo.

Ahora admitamos que w es una funcién localmente acotada; ya que p(t, .) tiene localmen-
te definida la variacién total limitada para todo t > 0 entonces también es localmente

acotada; de donde la compuesta w o p es localmente acotada para t > 0.
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Por lo tanto la compuesta w o p cumple las condiciones de Caratheodory.

ETAPA II: Ahora probemos la existencia de (3.6) y (3.7)
Sea p; : I — RY una funcién continua. Consideramos la sucesién de Funciones {p, }nen

definida recursivamente por:

T
Pri1(t) = po —|—/ w o p(s,pa(s))dx tel,neN, (*)
0

La expresion de la derecha tiene sentido. Para esta sucesién de funciones no podemos
aplicar directamente la Proposicién 3.4, pero la idea es la misma. Para ver que {p,}
es uniformemente acotada y equicontinua en compactos, no tenemos mas que tomar un

compacto J C I cualquiera.

[P (O < llpoll +

/OTw o p(s,pn(s))ds

T
< lnoll + / w0 p(s, pa(s))lds
0

< 00

T
< ol + | [ ms)ds
0

Por otra parte, para t; t' € J, con m una cota de Caratheodory de wo p en algin entorno

compacto de {(t,p(t)) | t € J}, se tiene:

[ wostemionis [ wostenion

1Pns1(t) = paa (F)]| < ‘

< || wostssmionas| < | [ o pts. ot
< /OT/ m(s)ds = /OTm(S)ds—/OT,m(S)dS = |M(T) — M(T")|

Donde M(t) := fOT m(s)ds para t € J.
Por el teorema de Arzela-Ascoli, {p,} tiene una subsucesién uniformemente convergente
en compactos de I a una cierta funcién p. Pasando al limite en (*), de la misma for-

ma que en la demostracién de la proposicién 3.4, p es una solucién en I de p’ = wop(t, p).

ETAPA 3: Ahora probemos si existe una tnica solucién de (3.6) y (3.7)

Supongamos que p, ¢ son dos soluciones definidas en un cierto intervalo compacto J.
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Entonces, usando una constante de Lipschitz k(¢) de w o p en un compacto K tal que

tanto J X p(J) como J x ¢(J) estan contenidos en K,

p(t) — q(t)] < / 0 (s, p(s)) — w o (s, g(s))]

< i m(s)|[p(s) —q(s)||ds

Aplicando la desigualdad de Graonwall, se sigue que |p(t) — ¢(t)| < 0, de donde se sigue
Ip(t) — q(t)| = 0, de lo cual deducimos que p(t) = q(t).

Por tanto la solucién es tinica en un entorno de 0. O




Conclusiones

. La existencia de soluciones para la ecuacién (1.1), en el sentido de Caratheodory,
se obtuvo bajo las siguientes hipdtesis.

a) f es una funcién de Caratheodory.

b) x — f(x(t),t) es continua para cada t € I.
. La unicidad de las soluciones para la ecuacién (1.1), en el sentido de Caratheodory,
se obtuvo bajo las siguientes hipdtesis:

a) f es una funcién de Caratheodory

b) x — f(x(t),t) es localmente Lipschitz para cada t € I
. La existencia de soluciones para la ecuacién (1.1), en el sentido de Filippov, se
obtuvo bajo la siguiente hipotesis:

F(z,t) = f(z(t),t) es una funcién Multivaluada, semicontinua superior, convexa

cerrada y acotada V x € R.

. La unicidad de las soluciones para la ecuacién (1.1), en el sentido de Filippov, se
obtuvo para el caso particular de la ley de conservacion escalar, bajo las siguientes
hipétesis:

a) La funciéon flujo f tiene un punto de inflexién en p = p.

b) La funcién flujo f es céncava en el intervalo | — 0o, p| y convexa en [p, +00|
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Recomendaciones

. En el presente trabajo de tesis se desarrollo el anélisis de funciones con disconti-
nuidades en el lado derecho. Discontinuidades que producen incertidumbre en la
medicién, consecuencia de no tener acceso al vector de salida en todos los instantes

de tiempo.

. Se evidencia la importancia del problema de Cauchy para funciones discontinuas ya
que hace posible resolver sistemas que presentan estas discontinuidades tales como:

Sistemas mecanicos, Eléctricos, Hidraulicos, ecolégicos, sociales y econémicos.

. Ahora es posible utilizar para su tratamiento la teoria de inclusiones diferenciales,
que ha sido desarrollado en las ultimas décadas y que permite darle un enfoque

matematico a las no linealidades.

. La observacién de sistemas discontinuos o multivaluados ha sido poco explorada,

razén por la cual nosotros hemos trabajado en este campo de investigacién
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