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2016



Agradecimiento

Agradecemos en primer lugar a Dios quien nos da

la vida y la ha llenado de bendiciones en todo este

tiempo, a él que con su infinito amor nos ha dado la
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Resumen

En esta tesis, se hace una revisión bibliográfica acerca de la existencia y unicidad de la

solución para el problema de Cauchy asociado a una ley de conservación en el espacio

unidimensional.

En el primer caṕıtulo, se estudia la Teoŕıa Clásica para el siguiente Problema de Cauchy

en un espacio unidimensional, x′(t) = f(x, t), (x, t) en R2

x(t0) = x0

 (1.1)

y haciendo uso del Teorema de Arzela-Ascoli se demuestra que el Problema de Cauchy

tiene solución única cuando la función f : R2 → R o función del lado derecho, es una

función continua.

En el segundo caṕıtulo, estudiaremos la teoŕıa referente a las Soluciones Generalizadas

para el Problema de Cauchy con discontinuidad en el lado derecho en un espacio unidi-

mensional, iniciamos definiendo las funciones de Caratheodory, que juntamente con la

definición de función absolutamente continua nos permiten definir las soluciones en el

sentido de Caratheodory. Además estudiaremos las funciones multivaluadas e inclusio-

nes diferenciales que servirán para definir las soluciones en el sentido de Filippov.

En el tercer caṕıtulo, presentaremos condiciones y resultados que garantizan la existencia

y unicidad del Problema de Cauchy en un espacio unidimensional en el sentido de

Caratheodory. También presentaremos resultados mediante los cuales la existencia de

solución del Problema de Cauchy en un espacio unidimensional en el sentido de Filippov

queda garantizada, aqúı sin embargo la unicidad solo es posible para un caso particular,

en cuya demostración usaremos leyes de conservación para el caso escalar.
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Caṕıtulo 1

Teoŕıa Clásica del Problema de Cauchy

en un Espacio Unidimensional

SECCIÓN 1.1

Problema de Cauchy: Teorema de Cauchy-Peano

Dado el siguiente Problema de Cauchy:

Sea f : R2 → R2, como se sabe el llamado Problema de Cauchy consiste en hallar una

función x(t) que verifique x′(t) = f(x, t) (x, t) en R2

x(t0) = x0

 (1.1)

Si f(x, t) es una función discontinua, no se puede aplicar el Teorema de Peano, Para

hallar una solución al Problema de Cauchy.

Para solucionar el problema anterior se necesita la noción de las llamadas “soluciones

generalizadas”, antes de definirlas se hará un breve recorrido por las definiciones y

resultados que serán de utilidad para entender de mejor manera la definición de las

“soluciones generalizadas”.

El siguiente resultado sirve para demostrar que una función continua definida en un

compacto en Rn puede ser aproximada por polinomios.

Teorema 1.1. Para una función continua f definida sobre el intervalo [0, 1] la sucesión

1



1.1. Problema de Cauchy: Teorema de Cauchy-Peano 2

de polinomios

Bn(f)(x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k

converge uniformemente hacia la función f .

Demostración. Denotando por rk(x) =
(
n
k

)
xk(1− x)n−k de donde se tiene

Bn(f)(x) =
n∑
k=0

rk(x)f

(
k

n

)
Luego

Bn(1)(x) =
n∑
k=0

rk(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = (x+ (1− x))n = 1

Bn(x)(x) =
n∑
k=0

(
k

n

)
rk(x) =

n∑
k=0

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k

= x
n∑
k=0

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−k = x

Bn(x2)(x) =
n∑
k=0

(
k

n

)2

rk(x) =
x

n

n∑
k=0

k

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−k

=
n− 1

n
x
n−1∑
j=0

j

n− 1

(
n− 1

j

)
xj(1− x)n−1−j +

x

n

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
xj(1− x)n−1−j

=
n− 1

n
x2 +

1

n
x

Con lo cual se muestra que el teorema se cumple si f = 1, f = x; f = x2.

A continuación se muestra que el teorema es válido para una función continua f arbi-

traria.

Por ser el intervalo [0, 1] un compacto en R entonces es uniformemente continua en [0, 1],

luego dado ε > 0, ∃ δ > 0: |x − y| < δ entonces |f(x) − f(y)| < ε. Sean x ∈ [0, 1] y

n ∈ N cualesquiera y considérese los conjuntos

I1 = {k : 0 ≤ k ≤ n;

∣∣∣∣x− k

n

∣∣∣∣ ≤ δ}; I2 = I1 = {k : 0 ≤ k ≤ n;

∣∣∣∣x− k

n

∣∣∣∣ > δ}

Entonces, usando el hecho que
∑n

k=0 rk(x) = 1, se tiene∣∣∣∣∣
n∑
k=0

(
f(x)− f

(
k

n

)
rk(x)

)∣∣∣∣∣ ≤ ∑
k∈I1

∣∣∣∣f(x)− f
(
k

n

)∣∣∣∣ rk(x) +
∑
k∈I2

∣∣∣∣f(x)− f
(
k

n

)∣∣∣∣ rk(x)

≤ ε+
∑
k∈I2

∣∣∣∣f(x)− f
(
k

n

)∣∣∣∣ rk(x)
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sea M una cota superior de la función f en [0, 1].

De la definición de I2 se tiene que k ∈ I2 si y solamente si 1 < 1
δ2

(
x− k

n

)2
.

Usando estos hechos se tiene que

∑
k∈I2

∣∣∣∣f(x)− f
(
k

n

)∣∣∣∣ rk(x) ≤ 2M

δ2

∑
k∈I2

(
x− k

n

)2

rk(x)

≤ 2M

δ2

n∑
k=0

(
x− k

n

)2

rk(x)

=
2M

δ2

(
x2 − 2x2 +

n− 1

n
x2 +

1

n
x

)
=

2M

δ2n
x(1− x)

≤ 2M

δ2n

Ahora como 1
n
→ 0, cuando n→∞ se tiene que 2M

δ2n
≤ 2M

δ
ε independiente de x.

De lo cual sin pérdida de generalidad se tiene∑
k∈I2

∣∣∣∣f(x)− f
(
k

n

)∣∣∣∣ rk(x) ≤ ε

Por lo tanto
∣∣∑n

k=0

(
f(x)− f

(
k
n

)
rk(x)

)∣∣ ≤ ε, de lo cual se deduce que la sucesión Bn(f)

converge uniformemente hacia f .

Ahora se generaliza hacia el compacto [a, b].

Sea g : [a, b]→ R una función continua y def́ınase la función

ϕ(x) = (b− a)x+ a

De donde: f(x) = g(ϕ(x)). Si Bn(f), entonces Bn(g) = Bn(f) ◦ ϕ−1 converge uniforme-

mente a g y de donde se obtiene

Bn(g)(x) =
1

(b− a)n

n∑
k=0

f

(
(b− a)

k

n
+ a

)
(x− a)k(b− x)n−k

Teorema 1.2. Cada función continua f : K ⊂ Rn → Rn definida sobre un subcon-

junto compacto K de Rn puede ser aproximado uniformemente en el compacto por un

polinomio.
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Demostración. Se define f = (f1, f2, . . . , fn), donde cada fi es una función real de

variable real, usando el Teorema 1.1 se concluye la demostración del teorema.

Teorema 1.3 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto y sea

F un subconjunto acotado de C(K). Suponga que F es uniformemente equicontinua; es

decir: ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tal que:

d(x1, x2) < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε, ∀f ∈ F

entonces F es relativamente compacto en C(K).

Demostración. Sea (fn)n∈N ⊂ F , luego por hipótesis dado que ε > 0, ∃ δ > 0: si

d(x, y) < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε, ∀n ∈ N (1.2)

Consideremos un cubrimiento abierto de K, formado por bolas abiertas centradas en

cada punto x ∈ K, denotadas por B(x, δ) es decir K ⊂
⋃
x∈K B(x, δ), usando el hecho

que K es compacto, se tiene que existe x1, x2, . . . , xn ∈ K tal que K ⊂
⋃n
k=1B(xk, δ).

De la compacidad de K, se deduce también, la existencia de un subconjunto denso

numerable, L ⊂ K. Por la densidad de L, podemos elegir los puntos xk en L y de

la numerabilidad de L, deducimos que (fn)n∈N posee una subsucesión (fni
)i∈N, la cual

converge en cada punto de L.

Definamos gi = fni
, i ∈ N, en lo que sigue demostraremos que la subsucesión (gi)i∈N ⊂

(fn)n∈N es uniformemente convergente en K.

En efecto, (gi(x))i∈N es convergente en L, de lo cual deducimos que (gi(xk))i∈N es también

convergente, para cada i ∈ N, de donde se sigue que (gi(xk))i∈N es una sucesión de

Cauchy, para cada i ∈ N y para cada k = 1, 2, . . . , n, es decir dado ε > 0, existe Nk > 0:

si i > Nk, j > Nk, k = 1, 2, . . . , n entonces

|gi(xk)− gj(xk)| < ε

Sea N = máxkNk, k = 1, 2, . . . , n, entonces si i > N , j > N se tiene que

|gi(xk)− gj(xk)| < ε, k = 1, 2, . . . , n (1.3)

Sea x ∈ K, entonces existe k ∈ {1, 2, . . . , n} tal que x ∈ B(xk, δ) → d(x, xk) < δ, se

sigue de (1.2)

|gi(x)− gi(xk)| < ε (1.4)
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Ahora, usando la desigualdad triangular, juntamente con (1.3) y (1.4), para i > N ,

j > N , obtenemos

|gi(x)− gj(x)| ≤ |gi(x)− gj(xk)|+ |gi(xk)− gj(xk)|+ |gi(xk)− gj(x)| < 3ε

De donde, se sigue |gi(x)− gj(x)| < 3ε, por lo cual (gi(x))i∈N es una sucesión de Cauchy

en R, luego por la completitud de R, se deduce que la subsucesión (gi(x))i∈N converge

en cada punto x ∈ K, por lo cual (gi)i∈N converge uniformemente. Por lo tanto F es

relativamente compacto en C(K), con lo cual el teorema queda demostrado.

El siguiente teorema garantiza la solución del problema (1.1) sobre conjuntos compactos

de R2

Teorema 1.4 (Teorema de Cauchy-Peano). Sea R = [t0, a] × [x0, b] un subconjunto

compacto en R2 y f : R ⊂ R2 → R una función continua sobre R, entonces existe por

lo menos una solución de la del problema de Cauchy (1.1).

Demostración. Puesto que la función h(s) = st0 + (1 − s)a, s ∈ [0, 1] define un

homeomorfismo entre los intervalos [0, 1] y [t0, a], sin pérdida de generalidad, en la

demostración usaremos el intervalo [0, 1] en lugar del intervalo [t0, a].

Definamos sobre [0, 1] una familia de funciones del modo siguiente:

x1(t) = x0, t ∈ [0, 1]

x2(t) =

x0, 0 ≤ t ≤ 1/2

x0 +
∫ t−1/2

0
f(s, x2(s))ds, 1/2 < t ≤ 1

De manera sucesiva, para definir xk(t) se divide el intervalo [0, 1] en k subintervalos del

mismo tamaño, y en cada uno de ellos se define xk(t) a partir de los valores ya definidos

en el subintervalo anterior, de la formax0, 0 ≤ t ≤ 1/k

x0 +
∫ t−1/k

0
f(s, xk(s))ds, i/k < t ≤ i+ 1/k, i = 1, 2, . . . , k − 1

La familia F = (xk)k∈N satisface las hipótesis del teorema de Arzela-Ascoli, como se

muestra a continuación:

F = (xk)k∈N es acotada: dado t ∈ [0, 1] se tiene:

|xk(t)| =

∣∣∣∣∣x0 +

∫ t−1/k

0

f(xk(s), s)dx

∣∣∣∣∣ ≤ |x0|+
∫ t−1/k

0

|f(xk(s), s)|ds
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de donde se obtiene:

|xk(t)| ≤ |x0|+M |t− 1/k| ≤ |x0|+M

con M = máx{|f(x, t)| : (x, t) ∈ R}

|xk(t)| ≤ |x0|+M ∀ t ∈ [0, 1], ∀ k ≥ 1

Por lo tanto: F = (xk)k∈N es acotada.

F = (xk)k∈N es equicontinua: dados t0, t ∈ [0, 1] y k ∈ N se tiene:

|xk(t)−xk(t0)| =

∣∣∣∣∣
∫ t−1/k

0

f(xk(s), s)ds−
∫ t0−1/k

0

f(xk(s), s)ds

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ t−1/k

t0−1/k

f(xk(s), s)ds

∣∣∣∣∣
de donde:

|xk(t)− xk(t0)| ≤M |t− t0|

Luego dado ε > 0 basta elegir: δ = ε/M tal que si: t0, t ∈ [0, 1] y |t − t0| < δ entonces

se tiene que: |xk(t)− xk(t0)| < ε, ∀ xk ∈ F .

Por lo tanto F es equicontinua.

Ahora usando el teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesión (xkm)m∈N de (xk)k∈N

convergente en C[0, 1], es decir ∃ x ∈ C[0, 1] tal que xkm(t) → x(t) uniformemente en

[0, 1] Nótese que cada subsucesión xkm se puede escribir en la forma

xkm(t) = x0 +

∫ t

0

f(xkm(s), s)ds−
∫
t−1/km

f(xkm(s), s)ds (1.5)

Puesto que f es continua en [0, 1], y xkm(t) → x(t) uniformemente en [0, 1] se deduce

que cuando m→∞ ∫ t

0

f(xkm(s), s)→
∫ t

0

f(x(s), s)ds (1.6)

Por otra parte, se tiene que∣∣∣∣∫
t−1/km

f(xkm(s), s)ds

∣∣∣∣ ≤M
1

km

entonces cuando m→∞ ∣∣∣∣∫ t

t−1/km

f(xkm(s), s)ds

∣∣∣∣→ 0 (1.7)

Luego, usando (1.6) y (1.7) en (1.5) se sigue que cuando m→∞

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(x(s), s)ds

es decir x satisface (1.1) y por lo tanto x es la solución buscada.
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Teorema 1.5 (Unicidad). Bajo las mismas hipótesis del teorema de Cauchy-Peano, y

si además para todo t ∈ [t0, a] y para todo x1, x2 ∈ [x0, b] se verifica que

|f(x1, t)− f(x2, t)| ≤ L‖x1 − x2‖

entonces el problema (1.1) tiene solución única.

Demostración. Sea α = mı́n{a, b/M, 1/2L}, con M = máx{|f(x, t)| : (x, t) ∈ R};

E = C ([t0 − a, t0 + a], [x0 − b, x0 + b])

con norma ‖x‖ = máxt∈[t0,α] |x(t)|, no es dif́ıcil comprobar que (E, ‖ · ‖) es un espacio

de Banach.

Definamos el operador T : E → E, con

T (x)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(x(s), s)ds

Primero, veamos que está bien definido

|T (x)(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(x(s), s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

t0

|f(x(s), s)|ds ≤M |t− t0| ≤Mα

Entonces, por definición de α, se sigue que

|T (x)(t)− x0| ≤Mα ≤M(b/M) = b

y como por construcción T es un operador continuo, entonces T está bien definido. Por

otra parte, sean x1, x2 ∈ E, entonces

|T (x1)(t)− T (x2)(t)| =

∣∣∣∣∫ t

t0

f(x1(s), s)ds−
∫ t

t0

f(x2(s), s)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

t0

[f(x1(s), s)− f(x2(s), s)]ds

∣∣∣∣
de donde

|T (x1)(t)− T (x2)(t)| ≤
∫ t

t0

|f(x1(s), s)− f(x2(s), s)|

usando la hipótesis adicional, se sigue que

|T (x1)(t)− T (x2)(t)| ≤ ‖x1 − x2‖|t− t0| ≤ Lα‖x1 − x2‖

y aśı obtenemos

|T (x1)(t)− T (x2)(t)| ≤ Lα‖x1 − x2‖
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Por construcción de α se tiene que

α <
1

L
⇒ Lα < 1

Lo cual implica que T es una contracción, luego se satisfacen las hipótesis del teorema

del punto fijo, por lo tanto la solución para la ecuación Tx = x es único, lo cual implica

que la solución del problema de Cauchy es única.

Observación 1.

(i) Por construcción x ∈ C[−α, α]

(ii) x = f(x(t), t) entonces x′ ∈ C[−α, α]

(iii) De (i) y (ii) se tiene que x ∈ C1[−α, α]

SECCIÓN 1.2

Funciones Absolutamente Continuas

En esta sección se presentan definiciones y resultados básicos de la teoŕıa de Funciones

Absolutas Continuas que serán de utilidad para el posterior estudio de las soluciones

generalizadas de Caratheodory.

Definición 1.1 (Función absolutamente continua). Una función f : [a, b]→ R es abso-

lutamente continua sobre [a, b] si dado ε > 0, ∃ δ > 0 tal que:

n∑
i=1

|f(x′i)− f(xi)| < ε

Para cada colección finita {〈xi, x′i〉} de subintervalos no superpuestos con:

n∑
i=1

|x′i − xi| < δ

Proposición 1.1. Toda función absolutamente continua es continua.

Demostración. Sea f una función absolutamente continua sobre [a, b], y ε > 0.

Sean x y x0 en [a, b]. Entonces el subintervalo ]x, x0[⊂ [x, x0], el cual es compacto,

luego podemos construir por el axioma de elección una colección de subintervalos no
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superpuestos {]xi, x′i[} de modo que ]x, x0[⊂ [x, x0]{]xi, x′i[}, de donde se sigue que

]x, x0[⊂ {]xi, x′i[} una colección finita de subintervalos no superpuestos con

n∑
i=1

|x′i − xi| < δ

de donde |x− x0| <
∑n

i=1 |x′i − xi| < δ entonces |x− x0| < δ.

Por ser f una función absolutamente continua sobre [a, b], se tiene que

n∑
i=1

|f(x′i)− f(xi)| < ε

de donde |f(x)− f(x0)| <
∑n

i=1 |f(x′i)− f(xi)| < ε entonces |f(x)− f(x0)| < ε.

Es decir dado ε > 0 se tiene que existe δ > 0 tal que si:

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Luego f es continua en un punto arbitrario x0 de [a, b].

Por lo tanto f es continua en [a, b].

En lo que sigue dado A ⊂ E, a su medida se le denotará por mA

Proposición 1.2. Sea f una función no negativa integrable sobre un conjunto E. En-

tonces, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada subconjunto A ⊂ E con mA < δ se

cumple que: ∫
A

fdm < ε

Demostración. Si f es acotada entonces f(x) ≤ k, ∀ x ∈ E entonces
∫
A
fdm ≤∫

A
kdm = kmA.

De donde dado ε > 0, ∃ δ = ε
k

tal que si mA < δ = ε
k

se cumple∫
A

fdm ≤ kmA < ε ⇒
∫
A

fdm < ε

Si f no es acotada, para cada n ∈ N, def́ınase:

fn(x) =

f(x), f(x) ≤ n

n, de otra manera
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Nótese que por construcción cada fn es acotada y además también cada fn converge

hacia f en cada punto, entonces se cumplen las hipótesis del teorema de la convergencia

monótona, por lo tanto existe N tal que∫
E

fNdm >

∫
E

fdm− ε

2

De donde ∫
E

(f − fN)dm <
ε

2

Escogiendo δ < ε
2N

si mA < δ < ε
2N

se tiene que∫
A

fdm =

∫
A

(f − fN)dm+

∫
A

fNdm <

∫
E

(f − fN)dm+NmA <
ε

2
+
ε

2
= ε

de donde
∫
A
fdm < ε.

Ejemplo 1.1. Sea g : R → R una función integrable positiva, I un intervalo real no

trivial y fI → R una función tal que:

|f(x)− f(y)| ≤
∫ y

x

g(t)dt ∀ x, y ∈ I

Entonces f es una función absolutamente continua en I además, para algún z ∈ [x, x+h]

se tiene que f ′(x) ≤ g(z) para casi todo x ∈ I.

Demostración. Usando la proposición anterior se tiene que dado ε > 0, ∃ δ > 0 tal

que ∫
E

g ≤ ε ∀E ⊆ R medible

tal que |E| ≤ δ.

Entonces si x1 < y1 < x2 < y2 < · · · < xn < yn son un conjunto finito de puntos de I,

tales que
n∑
i=1

|yi − xi| ≤ δ

tenemos que:
n∑
i=1

|f(yi)− f(xi)| ≤
n∑
i=1

∫ yi

xi

g(t)dt =

∫
∪I [xi,yi]

g ≤ ε

de donde se sigue que
n∑
i=1

|f(yi)− f(xi)| ≤ ε,
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por lo cual f es absolutamente continua. Por otra parte, si en la hipótesis hacemos

y = x+ h, y luego dividimos por h, obtenemos

1

h
|f(x)− f(x+ h)| ≤ 1

h

∫ x+h

x

g(t)dt (*)

Luego, usando el teorema del valor medio para integrales, existe z ∈ [x, x+ h] tal que

g(z) =
1

h

∫ x+h

x

g(t)dt

De lo cual obtenemos que
1

h
|f(x)− f(x+ h)| ≤ g(z)

Por último pasando al ĺımite cuando h→ 0 tenemos que

f ′(x) ≤ g(z)

Para obtener una cota de una función integrable se necesita las siguientes definiciones:

Definición 1.2. Sea A ⊂ R y considérese una colección enumerable de intervalos abier-

tos {In} que cubren al conjunto A, es decir A ⊂ ∪In, se llama medida exterior de

A, denotada por m∗A al ı́nfimo de todas las sumas de cada colección {In} que cubre al

conjunto A. Es decir:

m∗A = ı́nf
A⊂∪In

∑
l(In)

Ejemplo 1.2. Sea A = ∅, entonces considérese I = 〈a, a〉 luego A ⊂ I. Puesto que

∅ ⊂ J , ∀ J ⊂ R, entonces ı́nfA⊂∪In
∑
l(In) ≤ l(I) = a− a = 0 entonces m∗A = 0.

Nota. Si A ⊂ B entonces m∗A ≤ m∗B

Definición 1.3. Una colección ζ de intervalos se dice que cubre al conjunto E en el

sentido de Vitalli, si para cada ε > 0 y cualquier x ∈ E ⊂ R existe un intervalo I ∈ ζ
tal que x ∈ l y l(I) < ε.

Lema 1.1 (Lema de Vitalli). Sea E un conjunto con m∗E < ∞ e ζ una colección de

intervalos que cubren a E en el sentido de Vitalli. Entonces dado ε > 0 existe una

colección disjunta finita {I1, I2, . . . , IN} ⊂ ζ tal que:

m∗

(
R−

N⋃
n=1

In

)
< ε
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Demostración. Será suficiente probar el lema cuando cada intervalo en ζ es cerrado,

puesto que si no es aśı se reemplaza cada intervalo por su cerradura y como el conjunto

de los extremos de I1, I2, . . . , IN tiene medida exterior cero, el resultado es valido.

Sea O un conjunto abierto de medida exterior finita conteniendo al conjunto E. Por

hipótesis se tiene que ζ es un cubrimiento de Vitalli, se asume sin perdida de generalidad

que cada I de ζ está contenido en O.

Se escoge una sucesión 〈In〉 de intervalos disjuntos de ζ por inducción como sigue:

Sea I1 cualquier intervalo en ζ y supóngase que I1, I2, . . . , IN ya se han elegido. Sea kn

el supremo de las longitudes de los intervalos de ζ que no son ninguno de los intervalos

I1, I2, . . . , IN . Como cada I está contenido en O se tiene que kn ≤ m∗O <∞.

A menos que E ⊂
⋃n
i=1 Ii se puede hallar In+1 en ζ con l(In+1) > 1

2
kn y In+1 disjunto

de I1, I2, . . . , IN .

Aśı se obtiene una sucesión 〈In〉 de intervalos disjuntos de ζ y como
⋃
n∈N In ⊂ O

entonces
∑
l(In) ≤ m∗O <∞ de donde se puede hallar un entero N tal que

∞∑
N+1

l(In) <
ε

5

Sea R = E −
⋃N
n=1 In.

De lo anterior se tiene que el lema queda probado si m∗R < ε.

En efecto

Sea x un punto arbitrario de R. Como
⋃N
n=1 In es un conjunto cerrado que no contiene

a x se puede hallar un intervalo I de ζ que contenga a x y cuya longitud es tan pequeña

que por lo tanto I no es ninguno de los intervalos I1, I2, . . . , IN . Si I ∩ Ii = ∅, i ≤ n,

debemos tener

l(I) ≤ kn < 2l(In+1)

Ahora como ĺımn→∞ l(In) = 0 se tiene que el intervalo I debe ser alguno de los intervalos

In. Sea n el menor entero tal que I es In. Se tiene que n > N y l(I) ≤ kn−1 ≤ 2l(In).

Como x ∈ I, entonces I tiene un punto en común con In, de lo cual se sigue que la

distancia de x hacia el punto medio de In es como máximo l(I) + 1
2
l(In) ≤ 5

2
l(In),

aśı x pertenece al intervalo Jn teniendo el mismo punto medio que In y cinco veces su

longitud. Por lo tanto hemos demostrado que

R ⊂
∞⋃
N+1

Jn
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de donde m∗R ≤
∑∞

N+1 l(Jn) = 5
∑∞

N+1 l(Jn) < ε.

Para hablar de derivada de una función f , primero se definen un conjunto de cuatro

cantidades llamadas derivadas de f como sigue:

D+f(x) = ĺım
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h

D−f(x) = ĺım
h→0+

f(x)− f(x− h)

h

D+f(x) = ĺım
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h

D−f(x) = ĺım
h→0+

f(x)− f(x− h)

h

Claramente se tiene D+f(x) ≥ D+f(x) y D−f(x) ≥ D−f(x).

Si D+f(x) = D+f(x) = D−f(x) = D−f(x) 6= ±∞ se dirá que f es diferenciable en x y

se define f(x) como el valor común de los derivados en x.

El siguiente resultado proporciona una cota para una función integrable.

Teorema 1.6. Sea f : [a, b] → R una función creciente. Entonces f es diferenciable

c.t.p. en [a, b]. La derivada f ′ es medible y se cumple∫ b

a

f ′(x)dx ≤ f(b)− f(a)

Demostración. Vamos a demostrar que los conjuntos donde cualquiera de los dos de-

rivados son distintos tiene medida cero.

Considérese solo el caso en que D+f(x) > D−f(x), las otras combinaciones de los deri-

vados se trabajan de manera similar. Sea E = {x : D+f(x) > D−f(x)}. Nótese que el

conjunto E es la unión de los conjuntos Eu,v = {x : D+f(x) > u > v > D−f(x)} para

todo racional u y v, de donde es suficiente probar que m∗Eu,v = 0.

Sea s = m∗Eu,v y escogiendo ε > 0 se incluye Eu,v en un conjunto abierto, que denota-

remos por O, con m∗O < s + ε para cada x ∈ Eu,v, existe un intervalo arbitrariamente

pequeño [x− h, x] ⊂ O tal que

f(x)− f(x− h) < vh

Por el Lema de Vitalli se puede escoger de ellos una colección finita de intervalos

{I1, I2, . . . , IN} cuyos interiores cubren un subconjunto A de E de medida exterior mayor
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que s− ε, luego sumando sobre estos subintervalos se tiene que

N∑
n=1

[f(xn)− f(xn − hn)] < v

N∑
n=1

hn < vm∗O < v(s− ε)

Ahora cada punto y ∈ A es el extremo izquierdo de un intervalo 〈y, y + k〉 arbitraria-

mente pequeño el cual esta contenido en algún In y tal que

f(y + k)− f(y) > uk

Usando nuevamente el Lema de Vitalli se puede elegir una colección finita {J1, J2, . . . , JM}
de tales intervalos tal que su unión contenga un subconjunto de A de medida exterior

mayor que s− 2ε, entonces sumando sobre estos intervalos se tiene

M∑
i=1

f(yi + ki)− f(yi) > u
∑

ki > u(s− 2ε)

Cada intervalo Ji esta contenido en algún intervalo In y si se suma sobre estos i para

los cuales Ji ⊂ Jn se tiene∑
f(yi + ki)− f(yi) ≤ f(xn)− f(xn − hn)

Puesto que f es creciente se tiene

N∑
i=1

f(xn)− f(xn − hn) ≥
M∑
i=1

f(yi + ki)− f(yi)

luego

v(s− ε) >
N∑
i=1

f(xn)− f(xn − hn) ≥
M∑
i=1

f(yi + ki)− f(yi) > u(s− 2ε)

de donde v(s − ε) > u(s − 2ε), ∀ ε > 0 entonces vs ≥ us y como se tiene además que

u > v se deduce que s debe ser cero, esto muestra que

g(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

está definido en casi todo punto y que f es diferenciable donde g es finita.

Sea gn = n
[
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

]
, donde f(x) = f(b), x ≥ b. Entonces gn(x)→ g(x) c.t.p.
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x y por lo tanto g es medible, ahora como f es creciente, se tiene que gn ≥ 0 de donde

por Lema de Fatuo se tiene∫ b

a

g(x)dx ≤ ĺımn

∫ b

a

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]
dx

= ĺım

[
n

∫ b+ 1
n

b

f(x)dx− n
∫ a+ 1

n

a

f(x)dx

]

= ĺım

[
f(b)− n

∫ a+ 1
n

a

f(x)dx

]
≤ f(b)− f(a)

Esto prueba que g es integrable y por lo tanto finita casi todo punto (c.t.p), aśı f es

diferenciable c.t.p y g = f ′ c.t.p

SECCIÓN 1.3

Funciones de variación Acotada

El objetivo de esta sección es conseguir condiciones más débiles para la existencia de una

integral indefinida, para lo cual se hace necesaria la definición de funciones con variación

acotada las cuales se estudian a continuación.

Definición 1.4. Sea f una función real valuada definida sobre el intervalo [a, b] y sea

a = x0 < x1 < · · · < xk = b cualquier subdivisión de [a, b]. Se define

p =
k∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]+

n =
k∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]−

t = n+ p =
k∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

donde r+ =

r, r ≥ 0

0, r ≤ 0
y r− = |r| − r+, además f(b)− f(a) = p− n

P = sup[p], llamada Variación positiva de f sobre [a, b]

N = sup[n], llamada Variación negativa de f sobre [a, b]

T = sup[t], llamada Variación total de f sobre [a, b]

donde el supremo se toma todas las posibles subdivisiones de [a, b].
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Claramente se tiene P ≤ T ≤ P +N .

Algunas veces se escribirá P b
a , N b

a, T
b
a para denotar la dependencia sobre el intervalo

[a, b].

Si T <∞ se dice que f es de Variación Acotada sobre [a, b].

Lema 1.2. Si f es de variación acotada sobre [a, b] entonces

T ba = P b
a +N b

a; f(b)− f(a) = P b
a −N b

a

Demostración. Para cualquier subdivisión de [a, b] se tiene

p = n+ f(b)− f(a) ≤ N + f(b)− f(a)

Ahora tomando el Supremo sobre todas las posibles subdivisiones se obtiene

P ≤ N + f(b)− f(a)

De otro lado como N ≤ T <∞ entonces

P −N ≤ f(b)− f(a)

Análogamente

N − P ≤ f(b)− f(a)

y por lo tanto P −N = f(b)− f(a)

Aśı T ≥ p+ n = p+ p− (f(b)− f(a)) = 2p+N − P
y entonces T ≥ 2P + N − P = P + N , de otro lado se tiene que T ≤ P + N . Por lo

tanto T = P +N

Teorema 1.7. Una función f es de variación acotada sobre [a, b] si y solamente si es la

diferencia de dos funciones monótonas real valuadas sobre [a, b].

Demostración.

(⇒) Suponga que f es de variación acotada sobre [a, b]. Def́ınase

g(x) = P x
a ; h(x) = Nx

a

Primero demostraremos que g y h son funciones crecientes real valuadas.

En efecto, si x < y entonces g(x) = P x
a < g(y) = P y

a ; h(x) = Nx
a < h(y) = Ny

a .
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Por lo tanto g y h son funciones crecientes. Además como: 0 ≤ P x
a ≤ T xa ≤ T ba <

∞; 0 ≤ Nx
a ≤ T xa ≤ T ba < ∞. Entonces son funciones real valuadas. Ahora,

verifiquemos que f es la diferencia de dos funciones monótonas crecientes.

En efecto, por Lema 1.2 f(x) = g(x)−h(x) +f(a) y como h−f(a) es una función

monótona, entonces f es la diferencia de las funciones monótonas g y h− f(a).

(⇐) Sea Ahora f(x) = g(x)−h(x) con g y h crecientes en [a, b], entonces para cualquier

subdivisión se tiene∑
|f(xi)− f(xi−1)| ≤

∑
[g(xi)− g(xi−1)] +

∑
[h(xi)−hi−1] = g(b) +h(b)−h(a)

de donde

T ba ≤ g(b) + h(b)− g(a)− h(a) <∞

Por lo tanto f es de variación acotada sobre [a, b].

Corolario 1.1. Si f es de variación acotada sobre [a, b] entonces f(x) existe c.t.p. x en

[a, b].

Demostración. Por el Teorema 1.7, f es una función monótona sobre [a, b], luego

usando el teorema 1.6 se tiene que f es diferenciable c.t.p. x en [a, b].

Lema 1.3. Si f es una función integrable sobre [a, b], entonces la función F definida

por:

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

es una función continua de variación acotada sobre [a, b].

Demostración.

F (x)− F (x0) =

∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt−
∫ x0

a

f(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(t)|dt

Ahora como |f(t)| es una función positiva integrable sobre [a, b] entonces por la Propo-

sición 1.2 se tiene que dado ε > 0; ∃ δ > 0 tal que para A = [x0;x] ⊂ E = [a, b] con

m([x0, x]) = |x− x0| < δ entonces |F (x)− F (x0)| ≤
∫ x
x0
|f(t)|dt < ε.

De lo cual se sigue que F es continua en [a, b].
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A continuación se prueba que F es una función de variación acotada sobre [a, b].

Sea a = x0 < x1 < · · · < xk = b una subdivisión arbitraria de [a, b] entonces

k∑
i=1

|F (xi)− F (xi−1)| =
k∑
i=1

∣∣∣∣∫ xi

xi−1

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ k∑
i=1

∫ xi

xi−1

|f(t)|dt =

∫ b

a

|f(t)|dt <∞

De donde

T ba ≤
∫ b

a

|f(t)|dt <∞

Lema 1.4. Si f es una función integrable sobre [a, b] y
∫ x
a
f(t)dt = 0, para todo x ∈ [a, b],

entonces f(t) = 0 c.t.p. en [a, b].

Demostración. Supóngase que f(x) > 0 sobre un conjunto E de medida positiva,

entonces dado ε > 0 existe un conjunto cerrado F ⊂ E con

m∗(E − F ) < ε ⇒ 0 < m∗E = m∗(E − F ) +m∗E < ε+m∗E ⇒ m∗F > 0

Sea O =]a, b[−F = {r : r ∈]a, b[, r /∈ F} entonces
∫ b
a
f 6= 0 o 0 =

∫ b
a
f =

∫
F
f +

∫
O
f ,

luego
∫
O
f = −

∫
F
f 6= 0.

Por otra parte, O se puede escribir como la unión disjunta de una colección numerable

{]an, bn[} de intervalos abiertos y de donde
∫
O
f =

∑∫ bn
an
f .

Aśı para algún n se tiene
∫ bn
an
f 6= 0 y por lo tanto o∫ an

a

f 6= 0 o

∫ bn

a

f 6= 0

En cualquier caso se ve que si f es positiva sobre un conjunto de medida positiva entonces

para algún x ∈ [a, b] se tiene que ∫ x

a

f 6= 0,

Lo cual es una contradicción.

Si f(x) < 0 se procede de forma análoga.

Lema 1.5. Si f es acotada y medible sobre [a, b] y

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt+ F (a)

entonces F ′(x) = f(x) c.t.p. en [a, b].
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Demostración. Por Lema 1.3, F es una función de variación acotada sobre [a, b] y, por

lo tanto F ′(x) existe para casi todo x ∈ [a, b].

Sea |f | ≤ K. Entonces escribiendo

fn(x) =
F (x+ h)− F (x)

h
, con h =

1

n

Se tiene fn(x) = 1
h

∫ x+h

x
f(t)dt entonces |fn| ≤ K.

De la definición de fn(x) se tiene que fn → F ′ c.t.p.

Luego usando el Teorema de la convergencia acotada se tiene∫ c

a

F ′(x)dx = ĺım

∫ c

a

fn(x)dx = ĺım
h→0

1

h

∫ c

a

(F (x+ h)− F (x))dx

= ĺım

[
1

h

∫ c+h

c

F (x)dx− 1

h

∫ a+h

a

F (x)dx

]
= F (c)− F (a) =

∫ c

a

f(x)

Como F es continua por lo tanto
∫ c
a
{F (x) − f(x)}dx = 0 para todo c ∈ [a, b] y por lo

tanto F ′(x) = f(x) c.t.p. en [a, b].

Teorema 1.8. Sea f una función integrable sobre [a, b], y supóngase que:

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t)dt

entonces F ′(x) = f(x) c.t.p. en [a, b].

Demostración. Sin pérdida de generalidad asúma que f ≥ 0.

Sea

fn(x) =

f(x), f(x) ≤ n

n, f(x) > n

Entonces f − fn ≥ 0 y si Gn(x) =
∫ x
a
f − fn entonces es una función creciente que tiene

derivada no negativa c.t.p., ahora por el Lema 1.5 se tiene que

d

dx

∫ x

a

fn = fn(x)

Luego, podemos reescribir F (x) = F (a) +Gn(x) +
∫ x
a
fn(t)dt.

de donde se sigue F ′ = d
dx
Gn + d

dx

∫ x
a
fn ≥ fn(x) c.t.p.
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Como n es arbitrario, F ′(x) ≥ f(x) c.t.p.

Consecuentemente ∫ b

a

F ′(x)dx ≥
∫ b

a

f(x)dx = F (a)− F (b)

Por el Teorema 1.6 se tiene
∫ b
a
F ′(x)dx ≤ F (a)− F (b) De donde se tiene∫ b

a

F ′(x)dx = F (a)− F (b) =

∫ b

a

f(x)dx∫ b

a

(F ′(x)− f(x))dx = 0

como (F ′(x)− f(x)) ≥ 0 esto implica que

(F ′(x)− f(x)) = 0 c.t.p. ⇒ F ′(x) = f(x) c.t.p.

El siguiente lema relaciona una función absolutamente continua con una función de

variación acotada

Lema 1.6. Si f es una función absolutamente continua sobre [a, b] entonces f es de

variación acotada sobre [a, b].

Demostración. En efecto por ser f absolutamente continua sobre [a, b], para ε = 1,

existe δ > 0. Entonces para cualquier subdivisión de [a, b] se puede dividir, insertando,

si es necesario nuevos puntos de división, en K conjuntos de intervalos, cada uno de

longitud total menor que δ, donde K es el entero mas grande menor que 1 + (b− a)/δ,

aśı para cualquier subdivisión se tiene que t ≤ K y por lo tanto T ≤ K.

Corolario 1.2. Si f es una función absolutamente continua sobre [a, b], entonces f tiene

derivada en c.t.p. en [a, b].

Demostración. Por ser f una función absolutamente continua sobre [a, b] entonces por

el Lema 1.6 f es de variación acotada, luego por Teorema 1.6, f es diferenciable c.t.p

en [a, b].

El siguiente resultado servirá para demostrar el teorema más importante de esta sección,

que más adelante enunciaremos
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Lema 1.7. Si f es una función absolutamente continua sobre [a, b] y f ′(x) = 0 c.t.p. en

[a, b] entonces f es constante sobre [a, b].

Demostración. Se demostrara que f(a) = f(c) para cualquier c ∈ [a, b].

Sea E ⊂]a, c[ el conjunto de medida c − a en el cual f ′(x) = 0 y sean ε y η números

arbitrarios positivos. Puesto que f ′(x) = 0 en E, entonces para cada x ∈ E existe un

intervalo arbitrariamente pequeño [x, x + h] ⊂ [a, c] tal que |f(x + h) − f(x)| < ηh:

Por otra parte, como f es absolutamente continua en [a, b], para ε > 0 existe δ > 0

garantizándose aśı que existe una colección finita de intervalos no superpuestos {[xk, yk]},
los cuales cubren E excepto un conjunto de medida menor que δ, puesto que xk ≤ xk+1

se tiene

y0 = a ≤ x1 < y1 ≤ x2 < · · · ≤ yn ≤ c = xn+1

y
∑n

k=0 |xk+1 − yk| < δ entonces

n∑
k=0

|f(xk+1)− f(yk)| < ε (1)

Por otra parte, por la forma en que los intervalos {[xk, yk]} fueron construidos se tiene

n∑
k=1

|f(yk)− f(xk)| < η
∑

(yk − xk) < η(c− a) (2)

Combinando (1) y (2) se obtiene

|f(c)− f(a)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

[f(xk+1)− f(yk)] +
n∑
k=1

[f(yk)− f(xk)]

∣∣∣∣∣ ≤ ε+ η(b− a)

Como ε y η son números positivos arbitrarios, se tiene que

|f(c)− f(a)| = 0

f(c)− f(a) = 0

f(c) = f(a)

El siguiente es el resultado que caracteriza las funciones absolutamente continuas y por

ende es el resultado más importante de esta sección.
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Teorema 1.9. Una función F es una integral indefinida si y solamente si es una función

absolutamente continua.

Demostración. Supóngase que F es una integral indefinida:

Es decir

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

Dado ε > 0 y {(xi, x′i)} una colección finita de subintervalos no superpuestos de [a, b].

Nótese que si se escribe Ai = [xi, x
′
i] ⊂ E = [a, b] y se usa la Proposición 1.2, para ε > 0,

∃ δ1 > 0 tal que: ∫ xii

xi

|F (t)|dt < ε

n

con m(Ai = [xi, xi]) = |x′i − xi| < δ1, de donde se obtiene

n∑
i=1

∫ x′i

xi

|F (t)|dt < ε

n

Con m(Ai = [xi, x
′
i]) = |x′i − xi| < δ1

De donde se obtiene
n∑
i=1

∫ x′i

xi

|F (t)|dt <
n∑
i=1

ε

n

Con:
n∑
i=1

|x′i − xi| <
n∑
i=1

δ1

es decir, dado un ε > 0, ∃ δ = nδ1 > 0 tal que:

n∑
i=1

∫ x′i

xi

|F (t)|dt < ε

con
n∑
i=1

|x′i − xi| < δ

Por lo tanto F , es absolutamente continua sobre [a, b].

Supóngase ahora que F es absolutamente continua, entonces por el Lema 1.3 F es de

variación acotada, luego por Teorema 1.7, se tiene:

F (x) = F1(x)− F2(x)
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Donde las funciones F1 y F2 son funciones monótonas crecientes, y como F de variación

acotada aplicando el Corolario del Lema 1.6 se tiene que existe F ′(x) c.t.p. en [a, b],

donde:

F ′(x) = F ′1(x)− F ′2(x) c.t.p. en [a, b]

Usando desigualdad triangular y además que tanto F1 como F2 son funciones crecientes

y, por lo tanto, sus derivadas son funciones positivas, se tiene que

|F ′(x)| ≤ F ′1(x) + F ′2(x) c.t.p. en [a, b]

integrando la desigualdad anterior se obtiene:∫
|F ′(t)|dt ≤

∫
|F ′1(t)|dt+

∫
|F ′2(t)|dt

Luego aplicando el Teorema 1.6 se obtiene:∫
|F ′(t)|dt ≤ F1(b) + F2(b)− F1(a)− F2(a)

de donde se concluye que: F ′(x) es integrable sobre [a, b].

Por otro lado si se escribe:

G(x) =

∫ x

a

F ′(t)dt (∗1)

Entonces por la primera parte de la prueba se tiene que G es una función absolutamente

continua.

Si ahora se define: f = F −G se tiene que f también es absolutamente continua.

Aplicando a la ecuación (∗1) el Teorema 1.8 se obtiene:

G′(x) = F (x) c.t.p. en [a, b]

de donde

f ′(x) = F ′(x)−G′(x) = 0 c.t.p. en [a, b]

y por lo tanto según el Lema 1.7 se concluye que f es constante en [a, b], es decir

f = F −G =cte en [a, b].

Luego sin perder generalidad se obtiene que:

F −G = cte = F (a)

Es decir

F (x)−G(x) = F (a)
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de donde

F (x) = F (a) +G(x) = F (a) +

∫ x

a

F ′(t)dt

Luego

F (x) = F (a) +

∫ x

a

F ′(t)dt

por lo tanto F es una integral indefinida.



Caṕıtulo 2

Soluciones generalizadas para el problema

de Cauchy en un espacio unidimensional

SECCIÓN 2.1

Solución en el sentido Caratheodory

En el caṕıtulo anterior se vio que la solución para el problema 1.1 no tiene solución clásica

si la función f no es una función continua, la solución a este problema necesita de nuevas

definiciones de soluciones llamadas soluciones generalizadas para esto necesitamos la

siguiente definición.

Funciones Caratheodory

Definición 2.1. Sea Ω ⊂ R un conjunto abierto, una función f : Ω× R → R se llama

función Caratheodory si cumple las tres condiciones siguientes:

1. Para casi todo valor de t, la función f(x, t) está definida y es continua como función

de x.

2. Es medible en t para cada valor de x.

3. Para cada compacto contenido en el dominio de definición de f , se cumple |f(x, t)| ≤
m(t), donde m(t) es integrable.

Si en la ecuación (1.1), la función f satisface la definición anterior se dice que es una

ecuación de Caratheodory.

25
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Solución en el sentido Caratheodory

Definición 2.2. Dado el problema (1.1), con f una función de Caratheodory, se dice

que u es solución en el sentido de Caratheodory del problema (1.1) en un intervalo

(abierto o cerrado) si y solamente si u satisface (1.1) casi todo punto t y además u es

absolutamente continua en todo subintervalo cerrado.

Ejemplo 2.1. Considérese el siguiente problema de Cauchy:

x′ = sgn(t) =

1, si t > 0

−1, si t < 0
; x(−1) = 1 (*)

es claro que la función del lado derecho es una función discontinua en t = 0.

Veamos que la función

sgn(t) =

1, si t > 0

−1, si t < 0

es una función de Caratheodory, pues satisface:

1. f(x, t) = sgn(t), está definida excepto para el valor t = 0, además f(x, t) es una

función continua con respecto a la variable x.

2. f(x, t) = sgn(t) es medible en t, ya que el único punto de discontinuidad es t = 0,

cuya medida es cero.

3. |f(x, t)| ≤ 1 ∀ t ∈ R; de donde para cada compacto K ⊂ R tiene que m(t) = χK

(función caracteŕıstica de K) es integrable.

Note que la solución del problema de Cauchy anterior, viene dada por:

x(t) = |t|

la cual es una función continua, que no es derivable en t = 0.

Nos resta demostrar que la función x(t) es absolutamente continua; para lo cual haremos

uso del Teorema 1.9 del caṕıtulo anterior, x(t) satisface: x(t) satisface:

x(t) = 1 +

∫ t

−1

f(x(s), s)ds

excepto para t = 0, de donde x(t) es la solución de Caratheodory de (*).
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Ejemplo 2.2. Considere el siguiente problema, sin condición inicial

x′ = sgn(t) =

1, si t > 0

−1, si t < 0

Si procedemos como en el ejemplo (2.1) no es dif́ıcil mostrar que la función f(x, t) es de

Caratheodory y que su solución viene dada por:

x(t) = |t|+ k

La cual es una función continua, que no es derivable en t = 0.

Nótese que por la izquierda la solución se aproxima a la discontinuidad en t = 0; mientras

que por la derecha la solución se aleja de la discontinuidad en t = 0.

SECCIÓN 2.2

Funciones Multivaluadas

En esta sección se presentan los conceptos teóricos, como por ejemplo la noción de

funciones multivaluadas que permiten estudiar las inclusiones diferenciales.

Definición 2.3 (Funciones Multivaluadas). Sean X e Y dos conjuntos arbitrarios, con

X 6= ∅, Y 6= ∅, una función F : X → Y que asocia a cada x ∈ X con un subconjunto de

Y , denotado por F (x), se le llama función multivaluada.

Los subconjuntos F (x) son llamados imágenes de los valores de F .

El subconjunto Dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅} es llamado dominio de F .

Si Dom(F ) = X se dice que F es ESTRICTA.

Ejemplo 2.3. Sea sgn : R→ R definida por:

sgn(t) =


−1, x < 0

0, x = 0

1, x > 0

se tiene que la función multivaluada Sgn(x) viene dada por:

Sgn(t) =


{−1}, x < 0

[−1, 1], x = 0

{1}, x > 0
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En lo que sigue se presentan las condiciones y definiciones que permitirán solucionar el

problema (1.1), cuando f es una función discontinua, como en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.4. Sea u′ = sgn(t) =

−1, t < 0

1, t > 0

Nótese que sgn(t) es discontinua en t = 0.

Ejemplo 2.5. Sea u′ = 1− sgn(t) =

−1, x < 0

1, x > 0
.

En este caso 1− sgn(x) es discontinua en la variable x.

Es claro que las EDO de los ejemplos anteriores no tienen solución para la teoŕıa clásica,

es por eso que se necesitan extender la noción de solución del problema (1.1), y eso es

lo que se abordará en la siguiente sección.

SECCIÓN 2.3

Inclusión diferencial

El desarrollo de la teoŕıa del control, ha motivado el ı́mpetu para estudiar las inclusiones

diferenciales.

Como se sabe, la teoŕıa de control, viene dada por el estudio de los sistemas dinámicos:

x′(t) = f(x(t), t, u(t)), x(0) = x0 (*)

“controlado”por parámetros u(t) (los “controles”).

Si se define la función Multivaluada

F (x, t) = {f(x(t), t, u(t))}u∈U

A la relación:

x′ ∈ F (x, t), x(0) = x0 (**)

se le llama inclusión diferencial; entonces las soluciones de (*) son soluciones de la

inclusión diferencial (**) en los cuales los controles no aparecen expĺıcitamente. Un

ejemplo de inclusiones lo constituye el problema (1.1), cuando la discontinuidad de la

función f(x, t) se da en la variable x.
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El mayor interés de las distintas definiciones de la función F (x, t) en los puntos de

discontinuidad, consiste en dar sentido f́ısico a las soluciones de los problemas reales

(como son los referentes a modelos de fricción seca).

Si f(x, t) es una función continua en un dominio G y discontinua en un conjunto S

de medida cero, se define F (x, t) = f(x, t), para todo valor (x, t) ∈ G. De otro lado si

(x, t) ∈ S hay que definir F (x, t) como un conjunto apropiado.

Una manera sencilla de definir F (x, t) es considerar para cada (x∗, t∗) ∈ S que F (x∗, t∗)

sea el menor convexo cerrado que contiene a todos los puntos adherentes de f(x, t) con

(x, t)→ (x∗, t∗).

SECCIÓN 2.4

Soluciones generalizadas en el sentido de Filippov o

Multivaluada

Definición 2.4. Dado el problema (1.1), con f una función discontinua, en la variable

x; se dice que x es solución en el sentido de Filippov del problema (1.1) si y solamente

si x es absolutamente continua, y si además: x′ ∈ F (x, t), u(t0) = u0; donde F (x, t) es

la función multivaluada definida como la envoltura convexa cerrada de todos los limites

de f(x, t). Es decir:

F (x, t) = CO
{
y ∈ R : y = ĺım

x̄→x
f(x, t)

}
, x ∈ R− Σ

Aqúı Σ denota el conjunto de discontinuidades.

Ejemplo 2.6. Considere el siguiente problema

x′ = 1− 2 Sgn(x) =

−1, si x > 0

3, si x < 0

cuya solución viene dada por:

x(t) =

−t+ k1, si x > 0

3t+ k2, si x < 0

Todas las soluciones, cuando el tiempo crece, alcanzan la recta x = 0, sin embargo alĺı no

se verifica la ecuación diferencial, ni siquiera para casi todo tiempo t, de alĺı la necesidad
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de la definición de soluciones en el sentido Filippov.

Esta solución debe satisfacer

x′ ∈ F (x, t) =


{−1}, si x > 0

[−1, 3], si x = 0

{3}, si x < 0

En el intervalo: [−1, 3], la función x(t) no es integrable, y como dicho intervalo no tiene

medida nula, se sigue que el problema no tiene solución en el sentido de Caratheodory.

De alĺı la necesidad de la definición de solución en el sentido de Filippov. Es decir sur-

ge la necesidad de establecer criterios que nos permitan determinar de manera precisa

la existencia de soluciones: tanto en el sentido de Caratheodory como en el sentido de

Filippov.

Una vez establecidos estos criterios abordaremos el problema de la unicidad de las so-

luciones (en caso ellas existan).

Ejemplo 2.7. Dada la siguiente función Multivaluada:

F : R→ R

Definida como sigue:

F (x) =

[−|x|, |x|], si x 6= 0

{0}, si x = 0

Si se tiene x′ = f(x, t) = F (x), x(t0) = x0 ¿existe solución al problema anterior? ¿Y si

existe ella es única?

Ambas situaciones serán tratadas con mayor detenimiento en el caṕıtulo siguiente.



Caṕıtulo 3

Existencia de soluciones generalizadas del

Problema de Cauchy en el Espacio

Unidimensional

En este caṕıtulo se presentan los resultados, que caracterizan tanto la existencia; aśı co-

mo a la unicidad de soluciones en el sentido de Caratheodory y en el sentido de Filippov

SECCIÓN 3.1

Existencia de Soluciones en el sentido de Caratheodory

Las condiciones de Caratheodory son suficientes para asegurar que, dada una función

continua x, la función f(t;x(t)) es localmente integrable. Esto es de hecho necesario

para que la ecuación x′ = f(t;x) pueda tener solución en el sentido de la definición de

función de Caratheodory.

Los siguientes lemas sirven, para demostrar el teorema que caracteriza a las Soluciones

en el sentido de Caratheodory.

Lema 3.1. Sea I un intervalo real acotado y H : I × I → R una función tal que

t 7→ H(t, s) es medible para todo s ∈ I fijo

s 7→ H(t, s) es continua para casi todo t ∈ I fijo

entonces la función

h : I → R

31
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h(t) = H(t, t)

es medible.

Demostración. Dado n natural, definimos la función hn : I → R como

hn(t)

H
(
t, p−1

n

)
, si p−1

n
≤ t < p

n
(p = 1, . . . , n)

H(1, 1), si t = 1

Que es medible porque H es medible en t para todo s fijo. La sucesión de funciones hn

Converge puntualmente en casi todo punto a la función t 7→ H(t, s) (converge en todo

punto t para el que H(t, .) es continua), luego dicha función es medible.

Lema 3.2. Sea D ⊆ R × Rn un subconjunto cualquiera f : D → Rn una función que

cumple las condiciones de Caratheodory en D.

Si x : I → Rn es continua y (t, x(t)) ∈ D para todo t ∈ I, entonces cada componente de

la función h : I → Rn

t 7→ f(t, x(t))
(3.1)

es localmente integrable.

Demostración. Basta demostrarlo en el caso en que f : D → R, ya que esto se aplica

a cada componente de f . Supongamos por tanto N = 1. La función

H : I × I → R

H(t, s) = f(t, x(s))

Está en las condiciones del Lema , luego h (definida en (3.1), con N = 1) es medible.

Además, dado un compacto j ⊆ I, consideramos el compacto K = J×x(J) y la función

Integrable mK proporcionada por las condiciones de Caratheodory.

Entonces,

|h(t)| = |f(t, x(t))| ≤ mK(t) ∀ t ∈ J

luego h es integrable en J .

El siguiente teorema, garantiza las condiciones bajo las cuales, existe solución para la

ecuación (1.1), con el lado derecho discontinuo
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Teorema 3.1 (Equivalencia de la ecuación integral). Sea D un subconjunto de Rn,

f : D → R, una función que cumple las condiciones de Caratheodory.

Una función x : I → Rn definida en un intervalo no trivial I es una solución de (1.1) si

y solo si x es continua (t, x(t)) ∈ D para todo t ∈ I y x cumple la siguiente ecuación

integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds ∀ t ∈ I

Demostración.

(⇒) Si x es solución, por definición es continua y (t, x(t)) ∈ D para todo t ∈ I.

La ecuación integral se obtiene integrando en los dos miembros y usando el teorema

fundamental del cálculo.

(⇐) Sea x : I → RN una función continua tal que (t, x(t)) ∈ D para todo t ∈ I, cada

componente de la función s 7→ f(t, x(s)) es localmente integrable gracias al Lema

3.2, luego la ecuación integral tiene sentido. Si x satisface esta ecuación integral,

usando el teorema fundamental del cálculo, se deduce que x es absolutamente

continua y además también obtenemos x′(t) = f(t, x(t)) c.p.d en I, y como también

se tiene que x cumple la condición inicial, se concluye que x es solución de (1.1).

SECCIÓN 3.2

Ĺımites de soluciones

Algunas de las propiedades más usadas en relación con las ecuaciones diferenciales, ya

sean ordinarias o parciales, son las propiedades de paso al ĺımite. Este tipo de resultados

hablan sobre la aproximación de las soluciones de una cierta ecuación por las de otra

ecuación que sea aproximada a la original en un cierto sentido, especificando precisa-

mente en qué sentido. Contestan a la pregunta de “si varia un poco la ecuación, ¿cuánto

varia la solución?”. Esta pregunta aparece detrás de tantas otras por razones funda-

mentales, y el intento de responderla es el motivo de una variedad enorme de teoŕıas

que están en el centro del estudio de las ecuaciones diferenciales. ¿Por qué surge esta

pregunta? ¿Por qué hay que responderla?
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Una razón es que las ecuaciones diferenciales surgieron como modelos de cosas que ocu-

rren en el mundo real. Extraer consecuencias del comportamiento de cierto objeto, como

por ejemplo el vuelo de un avión, requiere conocer al menos datos iniciales sobre él, en

este caso posiblemente su posición y su velocidad. Requiere también conocer la influen-

cia de cosas externas: la atracción de la Tierra, el rozamiento con el aire, el empuje de

los motores, etc

Es un hecho que no podemos medir todas estas cosas con absoluta precisión, ni siquiera

en teoŕıa. ¿Es entonces válida la ecuación que estamos usando? ¿Se parecerá su solución

a la trayectoria real del avión? Peor aún: aunque pudiésemos asegurar que la ecuación

es perfectamente aplicable, en la inmensa mayoŕıa de los casos simplemente no sabemos

cómo es su solución.

La única forma de calcularla en cuanto la complicación del modelo es mı́nimamente rea-

lista es intentar aproximarla con un ordenador, el cual tampoco da una solución exacta,

pero que proporciona una solución obtenida por métodos más o menos ingeniosos, la

cual se parece en algo a la solución abstracta de la ecuación inicial.

Proposición 3.1. Sea D ⊆ R×Rn un conjunto cualquiera, I ⊆ R un intervalo. Sea f :

D → Rm una función que cumple las condiciones de Caratheodory en D, y para n ∈ N,

sea xn una solución de x′ = f(t, x). Supongamos que {xn} converge uniformemente en

I a una cierta función x : I → Rn. Entonces x es también solución de x′ = f(t, x).

Demostración. Como {xn} es una sucesión uniformemente convergente, en compactos

de funciones continuas, x es continua.

Sea J ⊆ I un intervalo compacto cualquiera, y t0 ∈ J . Demostrar que x es solución en

J equivale a demostrar que, para t ∈ J

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

Por hipótesis, cada xn satisface x′ = f(t, x), luego para t ∈ J , se tiene

xn(t) = xn(t0) +

∫ t

t0

f(s, xn(s))ds,

de forma que el problema consiste en pasar al ĺımite en esta ecuación.

Consideremos, para cada n ∈ N, la función

hn : J → Rn
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hn(s) = f(s, xn(s))

Como xn(s) converge (en particular) puntualmente y f es continúa en la variable x,

la sucesión de funciones {xn} converge puntualmente a la función f(.;x(.)) gracias a

la continuidad de x y de nuevo a la convergencia uniforme de la sucesión, existe un

compacto C ⊆ Rm tal que xn(J) ⊆ C ∀ n ∈ N, y si usamos la cota m en el compacto

J × C dada por las condiciones de Caratheodory sobre f ,

‖hn(s)‖∞ ≤ m(s) ∀ s ∈ J

El teorema de la convergencia dominada nos permite pasar al ĺımite y asegurar entonces

que x es solución en J . Por tanto, x es solución en I, ya que J era un subintervalo

compacto arbitrario de I.

De hecho, no es dif́ıcil encontrar condiciones que garantizan que una sucesión de solu-

ciones como las anteriores tiene una parcial que converge uniformemente

Proposición 3.2. Sea D ⊆ R × Rn un conjunto cualquiera, J ⊆ R un intervalo com-

pacto.

Sea f : D → Rn una función que cumple las condiciones de Caratheodory globalmente

en D, y para n ∈ N, sea xn : J → Rn. Una solución de x′ = f(t, x) con condición inicial

x(t0) = xn0

Supongamos que {xn0} es una sucesión acotada, entonces {xn} tiene una subsucesión

que converge uniformemente en J a una solución x de x′ = f(t, x).

Para demostrar esto conviene separar dos resultados que son de por si interesantes, aun-

que elementales.

Es conocido que las funciones absolutamente continuas son, en particular, uniformemen-

te continuas. Decimos que una sucesión de funciones yn : I → R, con I un intervalo,

es absolutamente uniformemente continua cuando cada ynes absolutamente continua y

además sus derivadas están acotadas por una función integrable independiente de n; es

decir, cuando hay una función m integrable en R tal que

|y′n(t)| ≤ m(t) p.c.t. t ∈ I, ∀n ∈ N

Lema 3.3. Sea {yn}n∈N una sucesión uniformemente absolutamente continua de fun-

ciones reales definidas en un intervalo I ⊆ R. Entonces, {yn} es equicontinua.



3.2. LÍmites de soluciones 36

Demostración. Sea m una cota de yn independiente de n. Para t > t′ ∈ I, por el

Teorema Fundamental del Cálculo

|yn(t′)− yn(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ t′

t

yn(t′)ds

∣∣∣∣∣ ≤
∫ t′

t

|yn(s′)|dx ≤
∫ t′

t

m(s)ds = |M(t′)−M(t)|

donde hemos fijado t0 ∈ I y definimos

M(t) =

∫ t

t0

m(s)ds

una función continua en I.

Esto prueba que la continuidad de yn es independiente de n, y por tanto la sucesión es

equicontinua.

Lema 3.4. Sea {yn} una sucesión absolutamente uniformemente continua de funciones

reales definidas en un intervalo I ⊆ R.

Si para algún t0 ∈ I ocurre que {yn(t0)} es una sucesión acotada, entonces yn está aco-

tada uniformemente en compactos de I.

Demostración. Sea M una cota de yn(t0) independiente de n, y m(s) una cota Inte-

grable de la derivada de yn también independiente de n. Si J ⊆ I compacto, no tenemos

más que escribir, para t ∈ J , n ∈ N,

|yn(t)| =
∣∣∣∣yn(t0) +

∫ t

t0

y′n(s)ds

∣∣∣∣ ≤ |yn(t0)|+
∣∣∣∣∫ t

t0

y′n(s)ds

∣∣∣∣ ≤ |yn(t0)|+
∫ t

t0

|y′n(s)|ds ≤M+

∫
J

m(s)ds

la cual es una cota independiente de n.

Demostración de la Proposición 3.2. Las funciones xn son absolutamente continuas; y

como son solución de la ecuación x′ = f(t, x) ocurre que para cada componente (xn)i

de xn (i = 1, . . . , N), para casi todo t ∈ J y cualquier n ∈ N

|(xn)i(t)| ≤ ‖x′n(t)‖ = |f(t, xn(t))| ≤ m(t)

Con m una cota de Caratheodory de f . Además, {xn(t0)} esta acotada por hipótesis,

luego podemos aplicar los lemas 3.3 y 3.4, para ver que {xn} es una sucesión de funciones

uniformemente acotada y equicontinua en J (ya que todas sus componentes lo son). Por

el teorema de Arzela-Ascoli, {xn} tiene una subsucesión que converge uniformemente en

J , y su ĺımite es solución de x′ = f(t, x) gracias a la Proposición 3.1.
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Este resultado puede extenderse de varias formas: una de ellas es considerar que las

soluciones xn, en lugar de ser soluciones de la misma ecuación, lo son de ecuaciones

aproximadas en cierta forma. Entonces, un tipo adecuado de convergencia es necesaria.

Un ejemplo de este resultado es la siguiente

Proposición 3.3. Sea D ⊆ R × Rn un conjunto cualquiera, un intervalo I ⊆ R y

f : D → Rn una función que cumple las condiciones de Caratheodory en D.

Para cada n ∈ N, sea rn : D → Rn. Supongamos que las funciones rn cumplen las

condiciones de Caratheodory de forma que en cada compacto, las integrales de sus cotas

tienden a cero; dichas más exactamente, suponemos que para cada compacto I ⊆ R

existen funciones reales integrables {mn}n∈N tales que ‖rn(t, x)‖ ≤ mn(t) ∀ (t, x) ∈ K y

ĺım
n

∫
R
mn(s)ds = 0 (3.2)

Para cada n ∈ N, sea xn una solución, en I de la ecuación

x′ = f(t, x) + rn(t, x)

Supongamos que {xn} converge uniformemente en compactos de I a una cierta función

x : I → Rn entonces x es también solución de x′ = f(t;x) en I.

Demostración. Se trata de repetir la prueba de la proposición 3.1, pasando ahora al

ĺımite en

xn(t) = xn(t0) +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds+

∫ t

t0

rn(s, xn(s))ds (3.3)

El único término nuevo es la segunda integral, que converge a cero gracias a la hipótesis

(3.2), usando las cotas correspondientes en el mismo compacto J×C de la demostración

de la Proposición 3.1.

Proposición 3.4. Sea D ⊆ R × Rn un conjunto cualquiera, I ⊆ R un intervalo com-

pacto, t0 ∈ J Y f : D → Rn una función que cumple las condiciones de Caratheodory

globalmente en D.

Para cada n ∈ N, sea rn : D → RN , y supongamos que las funciones rn cumplen las

condiciones de Caratheodory globalmente en D con cotas mn, de forma que

ĺım
n

∫
R
mn(s)ds = 0
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Para n ∈ N, sea xn : J → RN una solución de x′ = f(t;x) + rn(t, x) con condición

inicial x(t0) = xn0 . Supongamos que {xn0} es una sucesión acotada. Entonces xn tiene

una subsucesión que converge uniformemente en J a una solución x de x′ = f(t;x).

Demostración. La demostración sigue los mismos pasos que la de la Proposición 3.2,

pero se necesita un detalle técnico: probemos que existe una subsucesión de {rn} (a la

que llamamos igual) y una función real R integrable tal que

‖rn(t, x)‖ ≤ R(t) ∀ (t, x) ∈ D

De hecho, si tomamos una subsucesión tal que∫
R
mn(s)ds ≤ 1

2n

y definimos R :=
∑∞

i=1mn (posiblemente infinita en algunos puntos), entonces∫
R
R(s)ds ≤

∞∑
i=1

1

2n
= 1

Como su integral es finita, R es finita en casi todo punto y además cumple lo que

queŕıamos.

Usando esta subsucesión podemos entonces llevar a cabo el mismo razonamiento que en

3.2. Teniendo en cuenta que si m es una cota de Caratheodory de f en J ,

‖x′n(t)‖ ≤ m(t) +R(t) c.t.p t ∈ J, ∀n ∈ N

Los lemas 3.3 y 3.4 prueban que la sucesión {xn} esta uniformemente acotada y es

equicontinua. Por el teorema de Arzela-Ascoli, {xn} tiene una subsucesión que converge

uniformemente en J , y su ĺımite es solución de x′ = f(t, x) gracias a la Proposición

3.3.

Observación 2. Estos teoremas de convergencia no son suficientes para algunas aplica-

ciones muy naturales. Por ejemplo, frecuentemente resulta útil aproximar las soluciones

de una ecuación por soluciones de ecuaciones más regulares, con mejores propiedades.

Una forma de hacer esto para aproximar soluciones de x′ = f(t, x) es considerar solu-

ciones de la ecuación regularizada por convolución x′ = f ∗φn(t, x), donde {φn}n es una

sucesión regularizante en R× Rn (una sucesión de funciones diferenciables con integral
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uno y con soporte contenido en entornos del origen cada vez más pequeños). Pues bien:

los teoremas anteriores, hasta donde sabemos, no bastan para probar que una parcial de

las soluciones regulares converja a la (o a una) solución de la ecuación original. En reali-

dad, tampoco sabemos si esto es verdad en condiciones generales (por ejemplo, cuando

f cumple las condiciones de Caratheodory), y sospechamos que tal vez sea necesario

añadir alguna otra hipótesis sobre f .

SECCIÓN 3.3

Existencia global y local de soluciones de Caratheodory

Teorema 3.2 (Existencia global). Si I es un intervalo real no trivial y f : I×Rn → Rn,

si f satisface las condiciones de Caratheodory globalmente en I × Rn, entonces para

cualquier condición inicial x(t0) = x0 con t0 ∈ I, existe una solución de (1.1) definida

en I.

Demostración. Sea x1 : I → Rn una función continua. Consideramos la sucesión de

funciones {xn}n∈N definida recursivamente por

xn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, xn(s))ds, t ∈ I, n ∈ N (3.4)

La expresión de la derecha tiene sentido. Para esta sucesión de funciones no podemos

aplicar directamente la Proposición 3.4, pero la idea es la misma. Para demostrar que

{xn} es uniformemente acotada y equicontinua en compactos no tenemos más que tomar

un compacto J ⊆ I cualquiera y, esencialmente, repetir los cálculos que ya hicimos: Para

n ∈ N, t ∈ J ,

‖xn+1(t)‖ ≤ ‖x0‖+

∥∥∥∥∫ t

t0

f(s, xn(s))ds

∥∥∥∥
≤ ‖x0‖+

∣∣∣∣∫ t

t0

‖f(s, xn(s))‖ds
∣∣∣∣

≤ ‖x0‖+

∣∣∣∣∫ t

t0

m(s)

∣∣∣∣ <∞
Por otra parte, para t, t′ ∈ J , con m una cota de Caratheodory de f en algún entorno
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compacto de {(t, x(t)) : t ∈ J},

‖xn+1(t)− xn+1(t′)‖ ≤

∥∥∥∥∥
∫ t

t0

f(s, xn(s))ds−
∫ t′

t0

f(s, xn(s))ds

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

t′
f(s, xn(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∣∣∣∣∫ t

t′
‖f(s, xn(s))‖ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

t′
m(s)ds =

∣∣∣∣∣
∫ t

t0

m(s)ds−
∫ t′

t0

m(s)ds

∣∣∣∣∣ = |M(t)−M(t′)|

donde M(t) :=
∫ t
t0
m(s)ds para t ∈ J .

Por el teorema de Arzela-Ascoli, {xn} tiene una parcial uniformemente convergente En

compactos de I a una cierta función x. Pasando al ĺımite en (3.4) de la misma forma

que en la demostración de la Proposición 3.3, x es una solución en I de x′ = f(t, x).

Este teorema global se enuncia más frecuentemente en su versión local, que demostramos

a continuación. Aunque la demostración del resultado local podŕıa hacerse de forma muy

parecida a la del anterior resultado.

Teorema 3.3 (Existencia local). Sea (t0, x0) ∈ D un subconjunto cualquiera de R×Rn,

y supongamos que (t0, x0) es un punto de su interior. Si f : D → RN satisface las

condiciones de Caratheodory en D, entonces existe una solución de (1.1) definida en un

entorno de t0.

Demostración. Sea (t0;x0) ∈ D, y tomemos K un entorno compacto de (t0;x0) y

U ⊆ D un abierto relativamente compacto que contenga a K y tal que Ū ⊆ D.

Se sabe entonces que existe una función positiva φ : R × Rn → R diferenciable tal que

φ vale 1 en K y 0 fuera de U , y |φ| siempre ≤ 1. Definimos f̃ : R como f̃ := fφ fuera

de U . Esta f̃ cumple las condiciones de Caratheodory (tiene la misma regularidad que

f y es siempre ≤ f), y además las cumple globalmente:

‖f̃(x, t)‖ ≤ mŪ(t) ∀ (t, x) ∈ R× Rn

Donde mŪ es la cota que da la condición (3.1) para el compacto Ū . Podemos entonces

aplicar el Teorema 3.2 al problema x
′ = f(t, x)

x(t0) = x0
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y deducir que tiene una solución x definida en R, como es continua podemos tomar

J ⊆ R un entorno compacto de t0, no trivial, tal que (t;x(t)) ∈ K ∀ t ∈ J . Entonces,

como f = f̃ en K, x cumple el problema de valores ińıciales (1.1) en J .

SECCIÓN 3.4

Prolongación de soluciones

Lema 3.5. Sea D un subconjunto cualquiera de R×Rn y f : D → Rn una función que

cumple las condiciones de Caratheodory globalmente en D. Supongamos que x es una

solución de x0 = f(t;x) definida en un intervalo [a; b[.

Si x tiene un cierto ĺımite x(b) en b y ocurre que (b;x(b)) está en el interior de D,

entonces x puede prolongarse a una solución en un intervalo [a; b+ ε[, para cierto ε > 0.

Demostración. El teorema de existencia local nos da una solución y de x′ = f(t;x) con

valor inicial y(b) = x(b), definida en un entorno de b. Si extendemos entonces x(t) := y(t)

para t ≥ b, x es también una solución de x′ = f(t;x) ya que es continua en b; y cumple

la ecuación.

Lema 3.6. Sea D ⊆ R × Rn un abierto, f : D → Rn una función que cumple las con-

diciones de Caratheodory en D. Cualquier intervalo maximal de definición de cualquier

solución de x′ = f(t;x) es abierto.

Demostración. Supóngase lo contrario, es decir que x tiene ĺımite en el extremo (las

soluciones son continuas) y el Lema 3.5 prueba que es posible extenderla. El siguiente re-

sultado dice que si f cumple las condiciones de Caratheodory globalmente, las soluciones

siempre tienen ĺımite en sus extremos.

Lema 3.7. Sea D un subconjunto cualquiera de R×Rn y f : D → Rn una función que

cumple las condiciones de Caratheodory globalmente en D. Supongamos que x es una

solución definida en un cierto intervalo ]a; b[ de la ecuación x′ = f(t;x) Entonces, x(t)

tiene ĺımite (posiblemente infinito) cuando t tiende a cualquiera de los extremos a; b.

Demostración. Lo probaremos para uno de los extremos, por ejemplo, el extremo b.

Si ĺım t→ bx(t) existe y es infinito, hemos terminado. De lo contrario, podemos tomar

una sucesión tn en ]a; b[, que tienda a b, tal que {x(tn)}g esta uniformemente acotada;
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tomando una subsucesión suya podemos suponer que x(tn) tiene un cierto ĺımite finito

α ∈ Rn.

Para t ∈]a; b[ y cualquier n ∈ N podemos escribir

‖x(t)− α‖ ≤ ‖x(t)− x(tn)‖+ ‖x(t)− α‖

Por otra parte, si m es una cota de Caratheodory de f

‖x(t)− x(tn)‖ ≤
∣∣∣∣∫ tn

t

‖f(s, x(s))‖dx
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ tn

t

m(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

t

m(s)ds

Por tanto, para n ∈ N y t ∈]a, b[,

‖x(t)− α‖ ≤
∫ b

t

m(s)ds

esto prueba que x tiene ĺımite α en b.

Lema 3.8. Sea D un subconjunto cualquiera de R×Rn y f : D → Rn una función que

cumple las condiciones de Caratheodory en D. Supongamos que x es una solución de

x′ = f(t;x) definida en un intervalo ]a; b[ con a < b.

Si hay una sucesión {tn} de puntos de ]a; b[ que tiende a b y tal que (tn;x(tn)) tiende a

un punto del interior de D, entonces x tiene ĺımite en b.

Se tiene también un resultado análogo en el extremo a.

Demostración. No podemos aplicar directamente el lema anterior, porque f no cumple

las condiciones de Caratheodory globalmente; sin embargo, veamos que para t cerca de

b, (t;x(t)) se queda dentro de un entorno compacto de (b; z), donde las condiciones de

Caratheodory si se cumplen globalmente.

Tomemos h > 0, r > 0 tales que K = [b − h; b] × B(z; r) ⊆ D. Sea n suficientemente

grande para que tn ∈ [b− h, b[, ‖x(tn)− z‖ < r
2

y ocurra que∫ b

tn

m(s)ds <
r

2

con m una cota de Caratheodory de f en K.

Veamos que (t, x(t)) ∈ K para t ∈ [tn, b[, de lo contrario, tomemos t′ ∈ [tn, b[ tal que

x(t′) ∈ ϑB(z, r). Entonces

‖x(t′)− z‖ ≤ ‖x(t′)− x(tn)‖+ ‖x(tn)− z‖ < r

2
+

∫ t′

tn

‖f(x, x(s))‖ds

≤ r

2
+

∫ t′

tn

m(s)ds ≤ r

2
+

∫ b

tn

m(s)ds < r
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Luego x(t′) está en el interior de B(z, r), una contradicción.

Por tanto (t, x(t)) ∈ K para t ∈ [tn, b] y podemos aplicar el lema anterior para decir que

ĺım
t→b

x(t) = z.

Corolario 3.1. Sea D un subconjunto cualquiera de R×RN y f : D → RN una función

que cumple las condiciones de Caratheodory en D. Supongamos que x es una solución

de x′ = f(t;x) definida en un intervalo maximal I, y que el extremo derecho [izquierdo]

de I es un numero finito t∗.

Sea {tn} una sucesión en I tal que tn → t∗ entonces o bien ‖xn‖ → ∞ o bien {tn} tiene

una subsucesión {tσn} tal que (tσn;x(tσn)) tiende a un punto de la frontera de D.

Demostración. Supongamos por el contrario, que hay una cierta sucesión tn → t∗ tal

que (tn;x(tn)) converge a un punto (t∗, z) del interior de D. El Lema 3.8 prueba que x

tiene ĺımite en t∗, y teorema de existencia local 3.3 nos permite entonces prolongar la

solución más allá t∗, de lo cual contradice que el intervalo de definición de la solución

fuera maximal.

Una forma de ver el resultado anterior es pensar que en las mismas hipótesis, (t;x(t))

“tiende a la frontera de Dçuando t→ t∗, con el siguiente significado

Definición 3.1. Sea I un intervalo real, t∗ un punto de la cerradura de I, D ⊆ R×RN

un abierto y α una función α : I → D. Decimos que α(t) tiende a la frontera de D

cuando t→ t∗, si para cualquier compacto K ⊆ D existe un cierto ε > 0 tal que si t ∈ I
con |t− t∗| ≤ ε entonces α(t) /∈ K.

Si I no es acotado a la derecha, decimos que α(t) tiende a la frontera de D cuando

t → ∞ si para cualquier compacto K ⊆ D existe un cierto M > 0 tal que si t > M ,

entonces α(t) /∈ K.

Se tiene también la definición análoga para −∞. Es decir una función tiende a la frontera

de D si a partir de un cierto punto se queda fuera de cualquier compacto de D que

elijamos.

Observación 3. Obsérvese que si D es acotado, entonces α tiende a la frontera de D

en el sentido usual de convergencia hacia un conjunto: la distancia entre α y la frontera

de D tiende a cero.
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El corolario anterior demuestra este comportamiento

Corolario 3.2. Sea D un subconjunto cualquiera de R × RN y f : D → RN una

función que cumple las condiciones de Caratheodory en D. Supongamos que x es una

solución de x′ = f(t;x) definida en un intervalo maximal I =]a; b[, donde a; b pueden

ser posiblemente infinitos. Entonces, (t;x(t)) tiende a la frontera de D cuando t→ b (y

también cuando t→ a).

Demostración. Lo demostraremos para b. Supongamos que no ocurre esto. Entonces

hay un cierto compacto K ⊆ D y una sucesión de puntos tn ∈ I tal que tnb y (tn;x(tn)) ∈
K. Como K es acotado, esto implica que b debe ser finito. Entonces el Corolario 3.1

da dos posibilidades: o bien ‖xn‖ → ∞ (lo cual no es posible de nuevo porque K es

acotado), o bien una subsucesión de (tn;x(tn)) tiende a un punto de la frontera de D,

pero esto tampoco es posible porque esta sucesión está en K y la cerradura de K (el

propio K) no tiene intersección con la frontera de D.

A veces es útil tener una cota inferior de la longitud del intervalo hasta donde puede

definirse la solución cuya existencia demostramos antes, es decir saber de qué depende.

El siguiente resultado consigue esto:

Teorema 3.4 (Existencia local, segunda versión). Sean t0 ∈ R, x0 ∈ RN , y C es

rectángulo [t0, t0+α]×B(x0; r). Sea f : C → RN una función que satisface las condiciones

de Caratheodory en C con cota m, y sea β > 0 tal que∫ t0+β

t0

m(s)ds

Entonces cualquier solución del p.v.i.x
′ = f(t, x)

x(t0) = x0

puede extenderse al menos a [t0; t0 + a] con a = mı́n{α, β}.

Demostración. Supongamos que no se puede extender, luego la solución estará defi-

nida en un intervalo [t0, t
∗[ maximal a la derecha, con t∗ < t0 + α, t∗ < t0 + β, como C
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es acotado, el Corolario 3.1 (ver también la observación anterior) dice que x(t) tiende a

la frontera de B̄(x0, r) cuando t→ t∗. Pero esto no es posible, ya que para t ∈ [t0, t
∗[,

‖x(t)− x0‖ ≤
∫ t

t0

‖f(x, x(s))‖ds ≤
∫ t

t0

m(s)ds ≤
∫ t0+β

t0

m(s)ds < r

Lema 3.9. Sea D un abierto de R × RN y f : D → RN una función cualquiera, y sea

x una solución de x′ = f(t, x) definida en un intervalo [a; b[. Entonces se da el rećıproco

del Corolario 3.1. Es decir, si para cierta sucesión {tn} Con tn → b ocurre que ĺımx(tn)

es infinito o (tn;x(tn)) tiende a un punto de la frontera de D, entonces [a; b[ es maximal

a la derecha.

Demostración. La conclusión es evidente si el ĺımite es infinito. En el otro caso, por

continuidad cualquier posible extensión a la derecha de x cumple que (b;x(b)) pertenece

a la frontera de D, fuera de D, en contradicción con la definición de solución.

SECCIÓN 3.5

Unicidad de soluciones en el sentido Caratheodory

La siguiente versión del Lema de Gronwall esta tomada de [5]

Teorema 3.5 (Lema de Gronwall). Sean α ≥ 0, I un intervalo real y t0 ∈ I. Sean

x, µ : I → R funciones no negativas, con x continua e µ integrable. Si se cumple que

x(t) ≤ α +

∣∣∣∣∫ t

t0

µ(s)x(x)ds

∣∣∣∣ ∀ t ∈ I

entonces

x(t) ≤ a exp

(∫ t

t0

µ(s)ds

)
∀ t ∈ I

Definición 3.2 (Lipschitz con constante integrable). Una función f : D → RN definida

en un subconjunto D ⊆ RN+1 (de la que denotamos las variables como f = f(t, x)) se

dice que es localmente Lipschitz con respecto a x con constante integrable cuando para

cada compacto K ⊆ D existe una función kK ∈ L1(R) tal que:

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ kK(t)|x− y| para (t, x), (t, y) ∈ K
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Decimos que f es globalmente Lipschitz con respecto a x con constante integrable cuando

se cumple la condición anterior para cierta k ∈ L1(R) independiente del compacto; esto

es, existe k ∈ L1(R) tal que

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ k(t)|x− y| para (t, x), (t, y) ∈ D

Teorema 3.6 (Unicidad). Sea D un abierto de R × RN . Si f : D → RN satisface las

condiciones de Caratheodory en D y es localmente Lipschitz con constante integrable,

entonces para cualquier (t0, x0) ∈ D la solución (1.1) es única.

Demostración. Supongamos que x, y son dos soluciones de (1.1) definidas en I1 e

I2, respectivamente. Recordemos que, por definición de solución de (1.1), el punto t0 ∈
I2 ∩ I2, por lo tanto, x(t0) = y(t0) = x0.

Sea ahora t1 6= t0 tal que t1 ∈ I1∩I2, supongamos que t0 < t1, en tal caso [t0, t1] ⊂ I1∩I2

y en consecuencia para todo t ∈ [t0, t1]

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

y(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

Ahora denotemos por K = {(s, x(s)); s ∈ [t0, t1]} ∪ {(s, y(s)); s ∈ [t0, t1]}, evidente-

mente, K es compacto. Por lo tanto

|x(t)− y(t)| =

∣∣∣∣∫ t

t0

f(s, x(s))−
∫ t

t0

f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

t0

‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

≤
∫ t

t0

mK(s)‖x(s)− y(s)‖ds

Aplicando el lema de Gronwall se tiene |x(t)− y(t)| ≤ 0, ∀ t ∈ [t0, t1]. En consecuencia

|x(t) − y(t)| = 0, entonces x(t) = y(t). Por lo tanto la solución es única en un entorno

de t0.

SECCIÓN 3.6

Existencia de soluciones en el sentido de Filippov

Definición 3.3. Sea B la bola unitaria en C((0, T ),Rn) y F definida sobre algún sub-

conjunto abierto Ω ⊂ R × Rn y consideremos un punto (x0, t0) en Ω. Planteamos las
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siguientes hipótesis:

Existe I = [t0 − T ; t0 + T ] y M tal que:

(i) I × {x0 + TMB} está contenido en Ω

(ii) ‖F (x, t)‖ ≤M en I × {x0 + TMB}

Definición 3.4. Sea H = {x ∈ C(I) : x es lipschitziana con constante M en x(t0) =

x0} para cualquier x en H se define el conjunto

J(x) = {z ∈ H : z(t) ∈ F (x(t), t) c.t.p. en I}

Definición 3.5. Sea F una función semicontinua superior de Ω ⊂ R × Rn en Rn.

Entonces

1. Existe I y M tal que se cumplen las hipótesis de la Definición 3.4

2. Para cada x ∈ H se tiene que J(x) es no vaćıo.

El siguiente teorema, proporciona una caracterización para la existencia de soluciones

en el sentido de Filippov.

Teorema 3.7. Supongamos que F es semicontinua superior, con valores en un convexo

compacto. Entonces:

(i) Para x en H, J(x) es convexa

(ii) La aplicación x→ J(x) es semicontinua superior

(iii) Existe un punto fijo x∗ ∈ J(x∗)

Demostración.

1. Sean z1 y z2 en J(x); entonces z′1; z′2 ∈ F (x(t), t) c.t.p. t ∈ I.

De donde αz′1 + (1− α)z′2 ∈ F (x(t), t), α ∈ [0, 1], es decir αz1 + (1− α)z2 ∈ J(x);

por lo tanto J(x) es convexo.

2. Se mostrará que J , tiene su gráfico cerrado, en efecto sea xn ∈ H, zn ∈ J(x) y

asúmase que xn → x̄; zn → z̄, llámese yn a la aplicación

t→ zn
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Las cuales pertenecen a la bola de radio M de L∞(I) de donde por el teorema de

Alougle existe una subsucesión que converge hacia algún ȳ en σ(L∞(I), L1(I)). En

particular para cada aplicación ϕ ∈ L∞(I)∫
I

〈yn, ϕ〉 →
∫
I

〈ȳ, ϕ〉

Es decir por un lado (yn) converge en σ(L∞(I), L1(I)) y por el otro lado

zn(t) =

∫
t0

yn →
∫
t0

ȳ

es decir ȳ = z̄ aplicando el Teorema de la Convergencia se infiere que z̄(t) ∈
F (x(t), t); de donde el grafico de J es cerrado, como los valores están contenidos

en H se concluye que J es semicontinua superior.

3. Usando el Teorema de Kakutani, se obtiene la existencia de un punto fijo.

Como consecuencia del teorema anterior se obtiene el siguiente corolario, qué caracteriza

la existencia de soluciones del tipo Filippov

Corolario 3.3. Bajo las hipótesis del teorema 3.4, el problema x′ ∈ F (x(t), t); x(t0) =

x0 admite al menos una solución definida en I.

SECCIÓN 3.7

Un caso particular de unicidad de soluciones en el sentido de

Filippov

La unicidad de una solución de Filippov aún es un problema abierto, en este trabajo

monográfico, mostramos la unicidad para el caso particular de la ley de conservación

escalar siguiente ∂tρ+ ∂x[f(ρ)] = 0

ρ(0, x) = ρ0(x)
(3.5)

En donde f es la función flujo, la cual satisface la siguiente hipótesis (H)

La función flujo f tiene un punto de inflexión en ρ = ρ̄; es cóncava en el intervalo

]−∞, ρ̄] y convexa en [ρ̄,+∞].
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Donde ρ0 es un dato inicial conveniente, la función flujo f es asumida lo suficientemente

suave.

Para (3.5) asociamos un problema de Cauchy para una ecuación diferencial ordinaria,

es decir

ṗ = w(ρ(t, p)) (3.6)

p(0) = p0 (3.7)

Donde w es una función diferenciable adecuada dependiendo de la solución ρ para (3.5),

y p0 es un dato inicial. Consideremos las soluciones de Filippov (3.6) definida en el inter-

valo [0, T ], T > 0. Más precisamente, asumimos que ρ(t, .) tiene definida localmente la

variación total para todo t > 0. Denotamos por I[a, b] el intervalo cerrado más pequeño

conteniendo a, b ∈ R.

Definimos p como una solución para (3.6) y (3.7) en [0, T ] si esta es una función abso-

lutamente continua tal que p(0) = p0 y su derivada ṗ satisface la inclusión diferencial

ṗ(t) ∈ co{w(ρ) : ρ ∈ I[ρ(t, p(t)−), ρ(t, p(t)+)]} (3.8)

Para casi todo t ∈ [0, T ]. Aqúı co denota la cascara convexa cerrada y ρ(t, x−), ρ(t, x+)

son respectivamente, los limites izquierdos y derechos de ρ(t, .) en x.

Definición 3.6. Sea I ⊆ R un intervalo. Una función u : I → Rn se dice una variación

total limitada si

Tot. V ar(u) = sup

{
N∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)| : xi ∈ I, x0 < x1 < · · · < xN−1 < xN

}
< +∞

El conjunto de las funciones con valores en Rn y con variación total limitada sobre I

será indicado por BV(I;Rn).

Ejemplo 3.1. Toda función monótona limitada es una función con variación total li-

mitada.
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3.7.1 Unicidad para el caso particular de la Ley de

Conservación Escalar

Teorema 3.8. Asuma que (H) se cumple. Sea T > 0 y sea w una función suave satis-

faciendo

w(ρ) > f ′(ρ) ∀ ρ. (3.9)

Sea ρ0 ∈ L∞(R) ∩ L1(R) un dato inicial para (11) tal que la correspondiente solución ρ

satisface

TotV ar(ρ(t, .)) < +∞ ∀ t > 0 (3.10)

Entonces los problemas (3.6) y (3.8) admiten una única solución de Filippov en [0, T ].

Además si p1(.) y p2(.) solucionan (3.6) con el dato inicial p1
0, p2

0 respectivamente entonces

tenemos la dependencia de Hölder

|p1(t)− p2(t)| ≤ C|p1
0 − p2

0|α, t ∈ [0, T ] (3.11)

Para algún α]0, 1[ y C > 0.

Demostración. La prueba del teorema se hará en etapas:

Etapa I: PRUEBA DE CONDICIONES

Ahora nos dedicaremos a ver si el problema de Cauchy definido por las ecuaciones (3.6)

y (3.7), satisface las condiciones de Caratheodory. en efecto

Sea w una función diferenciable adecuada entonces es continua en p para casi todo t

fijo, ahora supongamos que ρ cumple esta condición también. Entonces tendŕıamos que

la compuesta w ◦ ρ es continua en p para casi todo t fijo.

Ya que w es una función continua en p entonces es medible en t, para cada p fijo; ahora

supongamos que ρ cumple esta condición también entonces tendŕıamos que la compues-

ta w ◦ ρ es medible en t, para todo p fijo.

Ahora admitamos que w es una función localmente acotada; ya que ρ(t, .) tiene localmen-

te definida la variación total limitada para todo t > 0 entonces también es localmente

acotada; de donde la compuesta w ◦ ρ es localmente acotada para t > 0.
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Por lo tanto la compuesta w ◦ p cumple las condiciones de Caratheodory.

ETAPA II: Ahora probemos la existencia de (3.6) y (3.7)

Sea p1 : I → RN una función continua. Consideramos la sucesión de Funciones {pn}n∈N
definida recursivamente por:

pn+1(t) = p0 +

∫ T

0

w ◦ ρ(s, pn(s))dx t ∈ I , n ∈ N, (*)

La expresión de la derecha tiene sentido. Para esta sucesión de funciones no podemos

aplicar directamente la Proposición 3.4, pero la idea es la misma. Para ver que {pn}
es uniformemente acotada y equicontinua en compactos, no tenemos más que tomar un

compacto J ⊆ I cualquiera.

‖pn+1(t)‖ ≤ ‖p0‖+

∥∥∥∥∫ T

0

w ◦ ρ(s, pn(s))ds

∥∥∥∥
≤ ‖p0‖+

∣∣∣∣∫ T

0

‖w ◦ ρ(s, pn(s))‖ds
∣∣∣∣

≤ ‖p0‖+

∣∣∣∣∫ T

0

m(s)ds

∣∣∣∣ <∞
Por otra parte, para t; t′ ∈ J , con m una cota de Caratheodory de w◦ρ en algún entorno

compacto de {(t, p(t)) | t ∈ J}, se tiene:

‖pn+1(t)− pn+1(t′)‖ ≤

∥∥∥∥∥
∫ T

0

w ◦ ρ(s, pn(s))ds−
∫ T ′

0

w ◦ ρ(s, pn(s))ds

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ T

T ′
w ◦ ρ(s, pn(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∣∣∣∣∫ T

T ′
‖w ◦ ρ(s, pn(s))‖ds

∣∣∣∣
≤

∫ T ′

0

m(s)ds =

∣∣∣∣∣
∫ T

0

m(s)ds−
∫ T ′

0

m(s)ds

∣∣∣∣∣ = |M(T )−M(T ′)|

Donde M(t) :=
∫ T

0
m(s)ds para t ∈ J .

Por el teorema de Arzela-Ascoli, {pn} tiene una subsucesión uniformemente convergente

en compactos de I a una cierta función p. Pasando al ĺımite en (*), de la misma for-

ma que en la demostración de la proposición 3.4, p es una solución en I de p′ = w◦ρ(t, p).

ETAPA 3: Ahora probemos si existe una única solución de (3.6) y (3.7)

Supongamos que p, q son dos soluciones definidas en un cierto intervalo compacto J .
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Entonces, usando una constante de Lipschitz k(t) de w ◦ ρ en un compacto K tal que

tanto J × p(J) como J × q(J) están contenidos en K,

|p(t)− q(t)| ≤
∫ T

0

‖w ◦ ρ(s, p(s))− w ◦ ρ(s, q(s))‖

≤
∫ T

0

mK(s)‖p(s)− q(s)‖ds

Aplicando la desigualdad de Graonwall, se sigue que |p(t)− q(t)| ≤ 0, de donde se sigue

|p(t)− q(t)| = 0, de lo cual deducimos que p(t) = q(t).

Por tanto la solución es única en un entorno de 0.



Conclusiones

1. La existencia de soluciones para la ecuación (1.1), en el sentido de Caratheodory,

se obtuvo bajo las siguientes hipótesis.

a) f es una función de Caratheodory.

b) x→ f(x(t), t) es continua para cada t ∈ I.

2. La unicidad de las soluciones para la ecuación (1.1), en el sentido de Caratheodory,

se obtuvo bajo las siguientes hipótesis:

a) f es una función de Caratheodory

b) x→ f(x(t), t) es localmente Lipschitz para cada t ∈ I

3. La existencia de soluciones para la ecuación (1.1), en el sentido de Filippov, se

obtuvo bajo la siguiente hipótesis:

F (x, t) = f(x(t), t) es una función Multivaluada, semicontinua superior, convexa

cerrada y acotada ∀ x ∈ R.

4. La unicidad de las soluciones para la ecuación (1.1), en el sentido de Filippov, se

obtuvo para el caso particular de la ley de conservación escalar, bajo las siguientes

hipótesis:

a) La función flujo f tiene un punto de inflexión en ρ = ρ.

b) La función flujo f es cóncava en el intervalo ]−∞, ρ̄] y convexa en [ρ̄,+∞[
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Recomendaciones

1. En el presente trabajo de tesis se desarrollo el análisis de funciones con disconti-

nuidades en el lado derecho. Discontinuidades que producen incertidumbre en la

medición, consecuencia de no tener acceso al vector de salida en todos los instantes

de tiempo.

2. Se evidencia la importancia del problema de Cauchy para funciones discontinuas ya

que hace posible resolver sistemas que presentan estas discontinuidades tales como:

Sistemas mecánicos, Eléctricos, Hidráulicos, ecológicos, sociales y económicos.

3. Ahora es posible utilizar para su tratamiento la teoŕıa de inclusiones diferenciales,

que ha sido desarrollado en las últimas décadas y que permite darle un enfoque

matemático a las no linealidades.

4. La observación de sistemas discontinuos o multivaluados ha sido poco explorada,

razón por la cual nosotros hemos trabajado en este campo de investigación
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