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Resumen

Los vidrios de espín se forman cuando hay una competencia entre acopla

mientos ferromagnéticos y antiferromagnéticos a bajas temperaturas, generando

gran frustración para encontrar una única configuración de espines que mini

miza la energía libre. Para demostrar la fase vidrio de espín se ha utilizado el

algoritmo Parallel Tempering aplicado al Método Monte Carlo utilizando con

ceptos teóricos de mecánica estadística y diversas herramientas matemáticas.

El modelo utilizado para tal demostración es denominado Modelo de Edwards

Anderson logrando identificar las fases vidrio de espín y la temperatura crítica

a la cual éste ocurre. Debido a las limitaciones del tamaño finito los resultados

son aproximados sin embargo son representativos para la finalidad descrita.

Palabras Clave: Transición de Fase, Modelo de Ising, Modelo BlumeCapel,

Método Montecarlo, Desorden Templado, Autopromedio, Método de réplicas,

Vidrio de espín, Teoría de Campo Medio, Simetria de Réplicas, MPI, Message

Passing Interface, Parallel Tempering, Modelo SK, Parámetro de orden
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Abstract

Spin glasses are formed when there is competition between ferromagnetic

and antiferromagnetic couplings at low temperatures, generating great frustra

tion in finding a single spin configuration that minimizes free energy. To de

monstrate the spin glass phase, the Parallel Tempering algorithm applied to the

Monte Carlo Method using theoretical concepts of statistical mechanics and va

rious mathematical tools has been used. The model used for such a demonstra

tion is called the Edwards AndersonModel, which is able to show the spin glass

phases and the critical temperature at which it occurs. Due to the limitations of

the finite size, the results are approximate, however they are representative for

this purpose.

Key Words: Phase Transition, Ising Model, BlumeCapel Model, Monte Carlo

Method, Tempered Disorder, Auto Average, réplica Method, Spin Glass, Me

dium Field Theory, réplica Symmetry, MPI, Message Passing Interface, Parallel

Tempering, SK Model, Order Parameter
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Introducción

Una transición de fase[6] en un sistema termodinámico es la transformación

experimentada por el sistema al cambiar algunas de sus propiedades físicas, so

bre todo, el cambio repentino en la capacidad calorífica debido a una pequeña

variación de la temperatura.

Una transición de fase ocurre cuando existe una singularidad en la energía

libre o en una de sus derivadas. El resultado es el cambio en las propiedades de

la sustancia como por ejemplo, la transición de liquido a gas o de un conductor

normal a superconductor o un paramagneto a ferromagneto.

El diagrama de fase de un fluido, por ejemplo, se determina cuando la tem

peratura y la presión varían y por lo tanto, existe en estado sólido, líquido y

gaseoso. Según el gráfico de diagrama de fases, el cruce por los límites genera

un cambio en el calor y la densidad los cuales son signos de una transición de

primer orden.

La primera clasificación fue propuesta por Ehrenfest las cuales son indicadas

de acuerdo al orden de la menor derivada discontinua de la energía libre. Las

transiciones de fase de primer orden exhiben una discontinuidad en la primera

derivada de la energía libre respecto a una variable termodinámica. Del mismo

modo, las transiciones de fase de segundo orden tienen una discontinuidad en

la segunda derivada de la energía libre.

Actualmente se utilizan otras definiciones para la clasificación de las transi
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Figura 1: Todas las transiciones de fase son de primer orden excepto en el punto crítico C. Luego de
C es posible moverse continuamente desde líquido a gas.

ciones de fase, pero teniendo en cuenta la clasificación de Ehrenfest y son las

siguientes:

Transiciones de fase de primer orden o discontinuas. Son aquellas en las

que se encuentra involucrado el calor latente el cual es emitido o absorbido.

En estas transiciones, las fases involucradas deben coexistir por un periodo

de tiempo debido a que la energía no puede transmitirse instantáneamente

entre el sistema y su ambiente.

Figura 2: Las transiciones de fase de primer orden presenta una discontinuidad en la temperatura crítica
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Transiciones de fase de segundo orden o continuas. En esta clase de transi

ción la energía libre y la primera derivada de la energía libre son continuas,

mientras que la segunda derivada es discontinua. En esta clase de transi

ción no hay calor latente asociado.

Figura 3: Las transiciones de fase de segundo orden presentan continuidad en todo el intervalo
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Capítulo 1

Diseño Teórico

1.1. Física Estadística de Modelos de espines Clásicos

1.1.1. Introducción a la Física Estadística

El macroestado de un sistema es definido por un pequeño número de va

riables, suficientes para describir el sistema en nuestra escala. Por ejemplo, el

estado de un gas puede ser especificado dando el número N de partículas, el

volumen V que ocupa, y su energía totalE o su temperatura T . Un microestado

es definido especificando todas las variables que caracterizan detalladamente

el sistema. Por ejemplo, en el caso de un gas a nivel clásico, las coordenadas

de posición y las componentes del momentum de cada partícula deben ser es

pecificadas. Evidentemente, para un sistema de muchos grados de libertad, es

imposible conocer el microestado.

En general, varios microestados pueden describir al mismomacroestado. Por

ejemplo, millones de configuraciones (microestados) pueden resultar en el mis

mo macroestado de un gas a temperatura T y volumen V .

En Física Estadística se define ”Espacio de Fase” como al espacio en el cual

un punto corresponde a un microestado del sistema. En el caso de un gas, las
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coordenadas de ese espacio son: las posiciones y sus correspondientes momen

tums.

Por ejemplo, en un gas dentro de un volumen definido en equilibrio termodi

námico, el sistema visita varios puntos del espacio de fase (varios microestados)

a lo largo del tiempo, manteniendo el macroestado de equilibrio con V y T cons

tantes. Cuando uno realiza una medida en una escala temporal macroscópica,

el resultado de la medida es un promedio temporal de los microestados visita

dos en ese intervalo. Estos microestados se pueden pensar como un conjunto de

réplicas imaginarias que coexisten simultáneamente. A esto se llama Ensamble.

1.1.2. Ensambles

Los ensambles o colectividad estadística son un conjunto de sistemas termodi

námicos que comparten características y permiten realizar análisis estadísticos

para los estados permitidos en los que pueden encontrarse. Existen tres tipos de

ensambles, los cuales se consideran la base de la física estadística[1][4].

Podemos considerar un sistema como un conjunto de partículas que puede com

partir o no energía y/o partículas con otros sistemas. Dependiendo de lo ante

riormente indicado, los ensambles se pueden clasificar en:

Ensamble Microcanónico

El ensamble microcanónico es el mas simple y fundamental de todos y se en

cuentra formado por un conjunto de sistemas aislados, los cuales no transfieren

ni reciben energía al exterior[3][4][5]. Supongamos que tenemos un sistema ce

rrado que sabemos que es igualmente probable el encontrarse en un estado g

accesible.

La probabilidad P (s) de encontrar el sistema en este estado es :
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P (s) = 1/g (1.1)

si el estado s es accesible y P (s) = 0 en otros casos. La suma
∑

P (s) de la

probabilidad sobre todos los estados es siempre igual a la unidad:

∑
s

P (s) = 1 (1.2)

Supongamos que la propiedad física X tiene el valor X(s) cuando el sistema

se encuentra en el estado s. X puede ser el momento magnético, energía, cua

drado de la energía, densidad de carga cerca de un punto r u otra propiedad que

puede ser observada cuando el sistema se encuentra en algún estado[2][4][5]. El

promedio de la observación de la cantidad X tomada sobre el sistema descrito

por la probabilidad P (s) es:

⟨X⟩ =
∑
s

X(s)P (s) (1.3)

Para un sistema cerrado el valor promedio deX es:

⟨X⟩ =
∑
s

X(s)(1/g) (1.4)

por que ahora todos estados accesibles g son igualmente probables, con P (s) =

1/g. El promedio en (1.4) es un ejemplo elemental de lo que se puede llamar un

ensamble promedio.

La entropía en un ensamble microcanónico es obtenido directamente de la fun

ción multiplicidad g[E]δE de acuerdo a:

S = kBln(g[E]δE) ≈ kBln(g[E]) (1.5)

donde el intervalo de energía es suficientemente pequeño que para sistemas de

larga multiplicidad no hay diferencia practica entre el total de número de es
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tados g[E]δE entre el intervalo y la densidad de estados g[E] al intervalo de

energía central. De manera similar, si este intervalo es pequeño, no hay diferen

cia práctica entre E y U , por lo tanto, la relación termodinámica fundamental

para el ensamble microcanónico especifica la dependencia de la entropía sobre

la energía interna y otras variables termodinámicas necesarias para especificar

el ensamble. Todas las otras propiedades termodinámicas del sistema pueden ser

obtenidas desde esta relación fundamental, por ejemplo, la temperatura puede

ser obtenida usando:

1

T
=

∂S

∂U
=> β =

1

kBT
=

∂ln(g[U ])

∂U
(1.6)

En el ensamblemicrocanónico, la temperaturamide la dependencia de la energía

respecto a la función multiplicidad para sistemas aislados.

Ensamble Canónico

Supongamos que un sistema aislado grande se divide de manera asimétrica en

dos partes, una de las cuales es mucho más grande que el otro, separados por

una pared rígida e impermeable que, sin embargo, conduce el calor. La energía

total E del sistema compuesto es conservado[4][5]. Buscamos la probabilidad

Pi que, en equilibrio térmico, el sistema pequeño se encuentra en un estado

particular i con energía ϵi. El sistema mas grande sirve como un reservorio de

calor con energía total ER = E − ϵi que es mucho mas grande que la energía

ϵi ≪ ER del sistema de interés.

Hasta aquí hemos especificado el estado preciso del sistema, el reservorio puede

ocupar uno de los estados que satisfaga la condición ER + ϵi = E sobre la

energía total. De acuerdo a postulado de iguales probabilidades a priori, cada

uno de estos estados se encuentra con igual probabilidad. Por lo tanto, Pi es

proporcional a la multiplicidad ΩR tal que:

Pi = CΩR[E − ϵi] (1.7)
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Figura 1.1: La energía compartida entre el reservorio con la energía ER = E − ϵi
y un sistema pequeño con energía ϵi en estado i aislados mediante una pared separadora

donde C es la constante de normalización. Expandiendo lnΩR para ϵ ≪ E,

lnΩR[E − ϵ] ≈ lnΩR[E]− ϵ
∂lnΩR

∂E
(1.8)

Identificamos la entropía y la temperatura del reservorio como

SR = kBlnΩR
1

T
=

∂SR

∂E
(1.9)

Entonces podemos obtener:

lnPi = − ϵi
kBT

+ C ′ (1.10)

Donde C’ es otra constante. Por lo tanto, la probabilidad relativa de que un

sistema ocupe un estado en particular viene dado por el factor de Boltzman:

Pi ∝ e−βϵi β =
1

kBT
(1.11)

Por lo tanto, para un número determinado de estados, la probabilidad total de

encontrar a un sistema en un estado está determinado por la constante de nor

malización que viene a ser la función de partición y se encuentra dada de la

siguiente manera[4][5]:

Pi = Z−1e−βϵi β =
1

kBT
Z =

∑
i

e−βϵi (1.12)
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La función de partición nos genera un enlace entre la parte microscópica inclu

yendo estados y niveles de energía y la parte macroscópica del sistema de donde

podemos obtener la energía libre, que es definida por:

F = −kBT lnZ (1.13)

Se debe tener en cuenta que la energía libre esta referida la entropía S y a la

energía U por:

F = U − TS (1.14)

Las cantidades observables se calculan como promedios sobre estados. La ob

servable A se puede escribir como:

⟨A⟩ =
∑
n

P (n)An =

∑
nAn exp(−En/kBT )∑

l exp(−El/kBT )
(1.15)

donde An es un valor de A en el estado n o más precisamente es el valor

mecánicocuántico esperado ⟨n|A|n⟩ Por ejemplo, la energía media está dada
por:

U =
∑
n

P (n)En =

∑
nEn exp(−En/kBT )∑

l exp(−El/kBT )
(1.16)

Haciendo β = 1/kBT podemos reescribir la ecuación anterior como

U = − 1

Z

∂Z

∂β
= −∂lnZ

∂β
=

∂

∂β
(βF ) (1.17)

En las subsecciones siguientes se aplicará el uso de la función de partición y la

energía libre para el desarrollo del Hamiltoniano en diferentes dimensiones

Ensamble Gran Canónico

Llamamos ensamble Gran Canónico al conjunto de sistemas que además de in

tercambiar energía también intercambian partículas las cuales se encuentran en

interacción en la que mantenemos fijos el potencial químico µ, el volumen V y
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la temperatura T [4].

Este ensamble no es utilizado en este escrito debido a que el objeto de estudio

es un sistema que mantiene constante el número de partículas.
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1.1.3. Modelo de Ising Ferromagnético

La física estadística se ocupa de sistemas con muchos grados de libertad. Un

problema típico planteado por la física estadística es calcular observables ma

croscópicos “promedio” de un sistema para el cual se supone que se conoce el

Hamiltoniano. Por ejemplo, consideremos los sistemas magnéticos: si un ferro

magneto tiene una anisotropía uniaxial muy fuerte, se puede describir por el

modelo Ising, donde N espines interactúan según el Hamiltoniano[6][3]:

H = −J
∑
(i,j)

Si.Sj (1.18)

Donde Si = ±1,∀i y
∑

(i,j) representa la suma sobre cada par ij de espines

vecinos más próximos. Supongamos una red cuadrada de 9 espines con condi

ciones periódicas de contorno:

Figura 1.2: Red bidimensional de espines ordenados simétricamente con condiciones de contorno e
interacción J con primeros vecinos.

Note que el espín S5 tiene a S2, S6, S8, S4 como sus primeros vecinos o vecinos

más próximos.

Por otro lado, debido a las condiciones periódicas de borde impuestas, el espín

S8 por ejemplo, tiene como sus vecinosmás próximos a los espinesS5, S9, S2, S7.
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De esta manera la sumatoria
∑

(i,j)Si.Sj sería de este modo:

∑
(i,j)

Si.Sj = S1S7 + S1S2 + S2S8 + S2S3+

S3S9 + S3S1 + S4S1 + S4S5+

S5S2 + S5S6 + S6S3 + S6S4+

S7S4 + S7S8 + S8S5 + S8S9+

S9S6 + S9S7

(1.19)

Note que los pares no se repiten y además cada espín interactúa con sus cuatro

vecinos más próximos. Decimos entonces que 4 es el número de coordinación.

Este número se denota generalmente con la letra z.

La idea de la aproximación de campo medio consiste en considerar desprecia

bles las fluctuaciones de la magnetización alrededor de su valor medio.

Veamos, cada variable de espín puede expresarse así:

Si =< Si > +Si− < Si > (1.20)

Donde<Si > es el valor medio térmico del espín i. Hasta aquí no se ha realizado

ninguna aproximación. También debemos notar que Si− < Si >= δSi es la

fluctuación del espín i respecto de su valor medio. Podemos entonces decir que

todo espín es igual a su valor medio mas la fluctuación alrededor de su valor

medio, entonces:

Si =< Si > +δSi

Sj =< Sj > +δSj

(1.21)

Desarrollando la ecuación 1.21 y considerando que δSiδSj es un término muy
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pequeño y puede despreciarse tenemos:

SiSj =< Si > Sj+ < Sj > δSi

Consideramos a δSi muy pequeño, de esta manera SiSj se aproxima a:

SiSj ≃< Si > Sj

Por lo tanto:

H ≃ −J
∑
(i,j)

< Si > Sj (1.22)

Considerando que todos los espines son equivalentes, entonces:

<S1 >=< S2 >= ... =< SN >

Y teniendo en cuenta que <Si >= m, entonces:

H ≃ −Jzm

N∑
j=1

Sj (1.23)

donde z es el número de coordinación, m la magnetización por espín y N el

número total de espines.

Es importante notar que ahora el Hamiltoniano[6][4] es similar al deN espines

independientes que están sometidos a la acción de un campo magnético h =

Jmz, tal que

H = −
N∑
j=1

hSj (1.24)

Debido a esto se denomina aproximación de campo medio, porque la acción de

un solo campo viene a sustituir la interacción de los espines sobre cada espín.
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También podemos ver que se ha simplificado el problema de las interacciones

de muchos cuerpos al problema de un solo cuerpo ya que H = −
∑N

j=1Hj ,

dondeHj = −hSj Entonces la función de partición es factorizable:

Z =
∑
S1

∑
S2

∑
S3

...
∑
SN

eβ
∑1

j=−1 hSj

Z =
N∏
j=1

(
1∑

Sj=−1

eβhSj) =
N∏
j=1

Zj

Sabiendo que Z1 = Z3 = Z2 = ... = ZN entonces Z = ZN
1 , con lo cual

podemos determinar la energía media total:

< E >= − ∂

∂β
ln(Z)

< E >= −N
∂

∂β
ln(Z1)

< E >= −N < ϵ > (1.25)

Donde < ϵ >= ∂
∂β ln(Z1).

Podemos ver con este ejemplo que utilizando la función de partición de un solo

espín nos permite obtener los valores medios térmicos por espín[6]. Calculamos

entonces la magnetización por espín de la siguiente manera:

< S1 >=
eβh − e−βh

eβh + e−βh
(1.26)

Sin embargo, el campo h no es constante, sino que depende de< S1 >, entonces
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tenemos una ecuación autoconsistente:

m =< S1 >=
eβJzm − e−βJzm

eβJzm + e−βJzm

m = tanh(βJzm) (1.27)

Resolviendo numéricamente esta ecuación no lineal, conseguimos la siguiente

figura:

Figura 1.3: Gráfica de la solución numérica de la ecuación 1.27

haciendo J
Kβ

= 1, vemos que Tc = Z (igual al número de coordinación)

Figura 1.4: Reemplazo en la temperatura crítica

La aproximación de campo medio falla al predecir que en una red unidimensio

nal la temperatura crítica sería igual a Tc = 2 y sabemos que, en una dimensión,

Tc = 0. En una red cuadrada esta aproximación da Tc = 4, pero sabemos que el
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Tc verdadero es 2,269... No obstante, cuando la dimensión de la red va aumen

tando el número de coordinación también y la Tc estimada en campo medio se

aproxima más al valor verdadero. Esto se debe a que la aproximación de campo

medio desprecia las fluctuaciones sin embargo, en bajas dimensiones las fluc

tuaciones son muy importantes sobre todo alrededor de T = Tc, pero en altas

dimensiones las fluctuaciones son pequeñas[6][4].

Por eso la aproximación de campo medio es buena en altas dimensiones. No

obstante, esta aproximación puede en algunos casos proporcionar una buena

descripción cualitativa del comportamiento del sistema, incluso en bajas dimen

siones.

La aproximación de campo medio es la primera forma de abordar un problema

con interacciones de muchos cuerpos que no tenga solución analítica exacta.

La mayoría de los sistemas de muchos cuerpos interactuantes no tiene solución

exacta, por eso es necesario recurrir a aproximaciones que aproximen las inter

acciones.

La aproximación de campo medio da resultados exactos en dimensión infinita,

osea, cuando el número de coordinación z es infinito. Para probar esto, con

sideremos un sistema de N espines, donde cada espín interactúa con los otros

N−1 espines con la misma interacción J . Este ”toy model” nos sirve para pro

bar que si Z = N , donde N → ∞, este modelo conduce al mismo resultado

de la aproximación de campo medio. Para esta finalidad, vamos a determinar el

Hamiltoniano del ”toy model”.

Decimos que es un ”toy model” por que no existe un sistema en el que cada

par de espines interactúe con la misma intensidad independiente de la distancia.

Entonces, la interacción de un espín Si con los otros N − 1 espines se expresa

como:

−JSi(S1 + S2 + ...+ Si−1 + Si+1 + ...+ SN)
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= −JSi(
N∑
j=1

Sj − Si) = −J(
N∑
j=1

SiSj − JS2
i ) = −J

N∑
j=1

SiSj + J

ϵi = −J

N∑
j=1

SiSj + J (1.28)

Donde ϵi es la energía del espín i. Note que al sumar las energías de todos los

espines no obtenemos la energía total:

N∑
i=1

ϵi = −J
N∑
i=1

N∑
j=1

SiSj + J
N∑
i=1

= −J
N∑
i=1

N∑
j=1

SiSj +NJ

Note que esta expresión está considerando el par SiSj dos veces. por lo tanto,

debemos dividir por 2 para obtener la expresión correcta de la energía total:

E =
1

2

N∑
i=1

ϵi = −J

2

N∑
i=1

N∑
j=1

SiSj +
NJ

2

E = −J

2
(

N∑
i=1

Si)
2 +

NJ

2

El término NJ
2 es una constante aditiva que solo desplaza la energía en un valor,

pero es irrelevante para calcular magnetización media, calor específico, suscep

tibilidad, etc. Entonces la vamos a ignorar. Entonces el hamiltoniano para el

”toy model” sería dado por:

H = −J

2
(

N∑
i=1

Si)
2 (1.29)

Note queH se puede expresar en función de la magnetización por espín (m =
M
N ), entonces:

H = −J

2
N 2m2 (1.30)

Aquí tenemos el problema de que la energía no es una cantidad extensiva. La
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energía en este hamiltoniano es una cantidad proporcional al cuadrado del nú

mero de partículas EαN 2, lo cual la hace no extensiva[6]. Para que funcione

la mecánica estadística de BoltzmanGibbs, la energía debe ser una cantidad

extensiva, esto quiere decir que la energía debe aumentar linealmente con el

número de partículas, por lo tanto, debe ser EαN . En sistemas con interaccio

nes de largo alcance la energía no es una cantidad extensiva. Entonces vamos a

tener que imponer la extensividad dividiendo J por N [6].

Entonces nuestro Hamiltoniano resulta ahora así:

H = − J

2N
(

N∑
i=1

Si)
2 (1.31)

Ahora sí nuestro Hamiltoniano da una energía extensiva pero se puede cuestio

narcon toda razón este artificio ya que produce una interacción J
N para cada par

de espines. ¿Cómo puede saber un par de espines que su interacción depende

del número total de partículas? Es un absurdo. No obstante, este es un ”toy mo

del” ya que tampoco existe un sistema donde la interacción no depende de la

distancia.

Ahora determinemos la función de partición del sistema:

Z =
∑
{Si}

e
βJ
2N (

∑N
i=1 Si)

2

(1.32)

Donde: ∑
{Si}

=
1∑

S1=−1

1∑
S2=−1

1∑
S3=−1

...
1∑

SN=−1

Necesitamos linealizar el término cuadrático (
∑N

i=1 Si)
2 y para esto utilizare

mos la transformación de HubbardStratonovich que va a desacoplar esta inter

acción entre espines.
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La transformación deHubbarStratonovich(HS) se basa en la integral gaussiana:∫ +∞

−∞
dxe−

(x−x0)
2

2σ2 =
√
2πσ

∫ +∞

−∞
e−

x2

2σ2
+

xx0
σ2

− x20
2σ2 dx =

√
2πσ

e−
x20
2σ2

∫ +∞

−∞
e−

x2

2σ2
+

xx0
σ2 dx =

√
2πσ

e
x20
2σ2 =

1√
2πσ

∫ +∞

−∞
e−

x2

2σ2
+

xx0
σ2 dx (1.33)

Note que si hacemos x0 = (
∑N

i=0 Si) y σ =
√

N
βJ , tenemos

e
βJ
2N (

∑N
i=1 Si)

2

=

√
2πN

βJ

∫ +∞

−∞
e−

βJx2

2N +βJ
N (
∑N

i=1 Si)xdx

Sustituyendo x = yN , entonces

e
βJ
2N (

∑N
i=1 Si)

2

=

√
2πN

βJ
N

∫ +∞

−∞
e−

βJNy2

2 +βJ(
∑N

i=1 Si)ydy

e
βJ
2N (

∑N
i=1 Si)

2

=

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−

βJNy2

2 (
N∏
i=1

eβJySi)dy (1.34)

Ahora vamos a calcular la función de partición a partir de (1.32):

Z =

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−

βJNy2

2 (
N∏
i=1

1∑
Si=−1

eβJySi)dy

Z =

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−

βJNy2

2 (eβJy + e−βJy)Ndy

Z = 2N

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−

βJNy2

2 coshN(βJy)dy
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Z = 2N

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−

βJNy2

2 eN ln coshβJydy

Z = 2N

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−N(βJy

2

2 −ln coshβJy)dy

Z = 2N

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−Nβ[Jy

2

2 − 1
β ln coshβJy]dy

Z = 2N

√
2πN 3

βJ

∫ +∞

−∞
e−Nβf(y)dy (1.35)

Donde:

f(y) =
Jy2

2
− 1

β
ln cosh βJy

Analizaremos la integral
∫ +∞
−∞ e−Nβf(y)dy, dondeN → ∞, donde el integrando

solo contribuye significativamente con la integral cuando la variable y está den

tro de un entorno muy pequeño alrededor de y0, donde y0 es el mínimo donde

f(y) está en un mínimo global.

Entonces para calcular la integral expandimos f(y) alrededor de y = y0

f(y) ≃ f(y0) + f ′(y0) +
f ′′(y0)(y − y0)

2

2

f(y) ≃ f(y0) +
f ′′(y0)(y − y0)

2

2

Justificamos f ′(y0) = 0 por ser y = y0 un punto de mínimo. Mas términos no

son necesarios ya que solo nos interesa un entorno muy pequeño alrededor de

y = y0. ∫ +∞

−∞
e−Nβf(y)dy ≃ e−Nβf(y0)

∫ +∞

−∞
e−

Nβf ′′(y0)(y−y0)
2

2 dy

∫ +∞

−∞
e−Nβf(y)dy ≃

√
2π

Nβf ′′(y0)
e−Nβf(y0)
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Por lo tanto:

Z =
2N(2π)N

β

√
1

Jf ′′(y0)
e−Nβf(y0) (1.36)

Por otro lado, la energía libre es:

F = −KβT lnZ (1.37)

Entonces:

F = −1

β
ln [

2N2πN

β
(

1

Jf ′′(y0)
)1/2]− 1

β
ln e−Nβf(y0)

F = −1

β
N ln 2− 1

β
ln [

2πN

β
(

1

Jf ′′(y0)
)1/2]− Nβf(y0)

β

Para N → ∞ y g = F
N :

F

N
= −1

β
ln 2 + f(y0)

g(y) =
Jy20
2

− 1

β
ln [2 cosh (βJy0)] (1.38)

Vemos entonces que, para que y = y0 sea un mínimo global, por lo menos se

debe cumplir que g′(y0) = 0.

Entonces:

g′(y0) =
dg

dy
|y=y0

d

dy
(
Jy20
2

− 1

β
ln [2 cosh (βJy0)])|y=y0 = 0

−Jy0 −
1

β

[−2βJ senh (βJy0)]
2 cosh (βJy0)

= 0

−Jy0 + J tanh (βJy0) = 0

y0 = tanh (βJy0) (1.39)

Notamos que esta es la misma ecuación que determina el valor de la magneti
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zación media por espín en la aproximación de campo medio, entonces:

y0 = m (1.40)

También la temperatura crítica de la aproximación de campo medio es Tc =
zJ
Kβ
, y en este ”toy model” nos da un Tc = J

Kβ
. No obstante Tc = N

Kβ

J
N =

NJ
Kβ

, donde J = J
N es la interacción entre cada par de espines de nuestro ”toy

model”. por lo tanto, este modelo nos da una Tc = N J
Kβ
, que significa que es

la temperatura crítica de la aproximación de campo medio cuando el número de

coordinación Z = N , donde N → ∞. Por consiguiente, se ha demostrado que

la aproximación de campomedio es exacta cuando el número de coordinación es

infinito, que significa que la dimensión espacial del sistema es infinita. Sólo en

este caso la aproximación de campo medio da resultados cuantitativos exactos.

Por eso, este modelo es un de tipo meanfield(campo medio).
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1.1.4. Modelo de BlumeCapel

El Modelo BlumeCapel es una extensión del modelo clásico de Ising que tiene

en cuenta el efecto de una anisotropía de campo cristalino local[7]. Considera

mos este modelo debido a que presenta transición de primer y segundo orden,

por lo cual es muy útil para ilustrar estas dos transiciones y para mostrar diver

sos resultados en las simulaciones.

El modelo BlumeCapel esta dado por el siguiente Hamiltoniano:

H = −J
∑
(i,j)

Si.Sj +D
∑
N

S2
i (1.41)

Donde Si = ±1, 0 en los sitios i = 1, ..., N de una red de Bravais y la primera

suma se realiza sobre todos los pares de sitios de vecinos más cercanos. Consi

deramos el caso ferromagnetico, con cambio positivo (J > 0) y parámetro de

anisotropía (D > 0) lo que da lugar a una competencia entre distintos tipos de

ordenamiento del espín.

En dimensión infinita la energía del Hamiltoniano[7] no es una cantidad exten

siva, porque crece con el cuadrado del número total N de partículas, debido a

que todos los espines interactúan entre sí. Por lo tanto, el término no extensivo

es dividido por N para mantener la extensividad a fin de que se pueda emplear la

Estadística de BoltzmannGibbs en su tratamiento. De esta manera, cuando to

dos los espines interactúan con la misma intensidad, el Hamiltoniano se escribe

de la siguiente forma:

H = − J

2N

(
N∑
i=1

Si

)2

+D
N∑
i=1

S2
i (1.42)
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La energía libre esta dada por:

F = −kBT lnZ (1.43)

La función de partición se encuentra dada por:

Z =
∑
{Si}

exp


βJ
2N

(
N∑
i=1

Si

)2
− βD

N∑
i=1

S2
i

 (1.44)

Usando la identidad:

eα
2

=
1√
π

∫ ∞

−∞
e(−x2+2αx)dx, α =

(
βJ

2N

)(1/2) N∑
i

Si (1.45)

Por lo tanto:

exp{[(βJ/2N)1/2
N∑
i=1

Si]
2} =

1√
π

∫ ∞

−∞
exp{−x2+2x(βJ/2N)(1/2)

N∑
i

Si}dx

(1.46)

Realizamos el siguiente reemplazo:

x =

√
βJN

2
m; dx =

√
βJN

2
dm (1.47)

Y reemplazando en la función de partición tenemos:

Z =
∑
Si

√
βJN

2π

∫ ∞

−∞
exp

(
βJN

2
m2

)
exp

{
2

(
βJ

2N

)1/2 N∑
i

Si

(√
βJN

2
m

)}

exp

{
−βD

N∑
i

S2
i

}
dm

(1.48)
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Desarrollando y simplificando conseguimos:

Z =

√
βJN

2π

∫ ∞

−∞
exp(−N(βJ/2m2−Ln(2Cosh(βJm)exp(−βD)+1)))dm

(1.49)

Que podemos escribir de la siguiente manera:

Z =

√
βJN

2π

∫ ∞

−∞
exp(−Nβf(m))dm (1.50)

Donde:

f(m) =
J

2
m2 − 1

β
Ln(2Cosh(βJm)exp(−βD) + 1) (1.51)

En el espacio D vs T [20], donde T es la temperatura absoluta, el diagrama de

fases consiste en una fase ordenada y otra desordenada separada por una línea

de transición que cambia de primer a segundo orden en un punto tricrítico bien

definido como se muestra en la figura 1.5.

Figura 1.5: Diagrama de fases del modelo BlumeCapel en el plano T D con aproximación de campo
medio. El círculo negro representa el punto tricrítico. Se representa por F y P las fases Ferromagnética
y Paramagnética para las cuales la línea consecutiva es una transición de segundo orden y la línea
punteada una de primer orden

Este diagrama de fases lo obtenemos minimizando numéricamente la energía
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libre usando la ecuación 1.51. Se utiliza un algoritmo para realizar la búsqueda

del punto donde lamagnetización se vuelve cero. Si sucedió demanera continua,

quiere decir que ese punto pertenece a la frontera de segundo orden y si sucedió

de forma discontinua, entonces el punto pertenece a la frontera de primer orden.

1.1.5. Método de Monte Carlo en Física Estadística

La idea básica detrás del método de Monte Carlo es simular las fluctuaciones

térmicas aleatorias de un sistema, estado a estado en el curso de un experimento.

En un cálculo de Monte Carlo se simula directamente este proceso, creando un

sistema modelo en nuestra computadora y haciéndolo pasar a través de una va

riedad de estados de tal manera que la probabilidad de que se encuentre en un

estado particular µ en un momento dado t es igual a el peso wµ(t) que ese es

tado tendría en un sistema real[8][9].

Tomamos el ejemplo del modelo de Isign en 2 dimensiones el cual genera una

curva característica de magnetización vs temperatura. Debido a que no hay solu

ción exacta en tres dimensiones, es muy útil simular modelos como éste numé

ricamente. En particular necesitamos calcular promedios como en la ecuación

1.15

A excepción de N muy pequeños, hay muchos estados (2N ) para enumerar, por

lo tanto, necesitamos realizar algunas muestras aleatorias. El procedimiento es

por lo tanto, para generar estados con la distribución de probabilidad de Boltz

man.

El forma correcta de un promedio Monte Carlo es dar pesos iguales a las confi

guraciones generadas[8][9]

⟨A⟩ ≈ 1

Nmeas

Nmeas∑
l=1

Al (1.52)

DondeNmeas es el número de mediciones. El factor de Boltzman de la ecuación
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1.15 no se encuentra explícitamente debido a que se encuentra implícito en los

estados generados con la probabilidad de Boltzman

Para generar estados con la probabilidad de Boltzman, un procedimiento itera

tivo es requerido e iniciando desde un estado inicial l0, el cual puede no ser un

estado con la energía correcta para la temperatura considerada, se generan los

estados l1, l2, l3, etc que eventualmente, luego de un tiempo de equilibrio, se

encontraran en el estado correspondiente a la temperatura[8][9].

Imaginemos que el sistema está en estado l con energíaEl en el tiempo t. Selec

cionamos un estadom con energíaEm en el tiempo t+1. El estadom difiere del

estado l por un ”flip” de un espín. El estado en el tiempo t+ 1 será entoncesm

con una cierta probabilidad wl→m o el sistema se quedará en su estado anterior

l. Para iniciar el sistema en un estado inicial l0 decimos que:

Pl(0) = δl,l0 (1.53)

la cual, en un tiempo lo suficientemente amplio, Pl(t) llega al equilibrio P eq
l :

lím
t→∞

Pl(t) = P eq
l (1.54)

Consideramos la probabilidad de cambio de los estados dados en el tiempo.

Si Pl(T ) es la probabilidad que el sistema este en el estado l en el tiempo t,

entonces:

Pl(t+ 1)− Pl(t) =
∑
m̸=l

[Pm(t)wm→l − Pl(t)wl→m] (1.55)

Que es conocida como la ecuación maestra. El primer término describe las tran

siciones en el tiempo t + 1 al estado l desde el estado m. Las probabilidades

en el tiempo t+ 1 dependen únicamente de las probabilidades en el tiempo t y

no de las probabilidades en tiempos recientes. Esto es llamado un “Proceso de

Markov” y la secuencia de configuraciones generadas es llamada “Cadena de
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Markov”[8].

Una condición necesaria para la ecuación 1.54 es, que, si la distribución en el

tiempo t es el equilibrio, entonces esa distribución debe permanecer en el tiempo

t+ 1. De la ecuación 1.55 se requiere que:

∑
m̸=l

[P eq
m wm→l − P eq

l wl→m] = 0 (1.56)

Por conveniencia, generalmente requerimos que cada término en la suma des

aparezca por separado, lo que lleva a condición de balance detallado

wl→m

wm→l
=

P eq
m

P eq
l

= exp(−β(Em − El)) (1.57)

Sin embargo, la condición de equilibrio detallado no determina la w únicamen

te, solo la relación de w para una transición a eso para la transición inversa.

Una elección común mantiene las probabilidades menores que 1 y satisface el

balance detallado, es la probabilidad de actualización de Metrópolis[8][9]:

wl→m =

{
exp(−β(Em − El), Em − El > 0

1, en otros casos
(1.58)

En la regla de actualización de Metrópolis, siempre se acepta el movimiento

si el sistema gana energía y al mismo tiempo acepta el movimiento con una

probabilidad menor a la unidad si esta cuesta energía. Esto significa que existe

una mayor probabilidad de que el sistema se encuentre en mas bajas energías,

como lo requiere la distribución de Boltzman

Se debe tener en cuenta que, si dos espines interactúan entre ellos, solo uno

puede ser actualizado. Las actualizaciones en paralelo son erróneas. Primero

se debe testear uno de ellos y actualizarlo si es necesario, el cual cambiara la

probabilidad de actualizar el segundo[8].
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Figura 1.6: Actualización Secuencial (Correcta)

Figura 1.7: Actualización Paralela (Incorrecta)

Si actualizamos de forma secuencial, entonces la primera actualización (del es

pín 1) pone los espines paralelos. Después actualizando el espín 2, este espín no

se actualiza con alta probabilidad, por lo que los espines permanecen paralelos

como es deseado. Esto se muestra en la figura 1.6

Por otro lado, la figura 1.7 muestra lo que sucede si actualizamos en forma pa

ralela. Ambos espines calculan que ganaran energía por girar y entonces ambos

giran, lo cual los deja en forma antiparalela. A continuación, ambos espines

giran en cada movimiento y mantienen la orientación antiparalela lo cual es in

correcto.

Sin embargo, espines que no tienen interacción entre sí, pueden ser actualiza

dos de forma paralela debido a que el espín es independiente a la orientación

del otro espín. Esto es explotado en los algoritmos Monte Carlo diseñados para

ejecutarse en computadoras paralelizadas.

Si se satisface la condición de balance detallado, en el momento en que el sis

tema haya alcanzado el equilibrio, se mantendrá en equilibrio. Sin embargo, es

necesario también mostrar que el sistema converge en el equilibrio iniciando

desde una distribución inicial arbitraria[8].
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La convergencia ocurre para un algoritmo que satisface el balance detallado

y adicionalmente es ergódico, lo que significa que iniciando desde cualquier

estado se puede llegar a otro estado en un número finito de movimientos.

1.1.6. Método de Monte Carlo en el Modelo de Ising

Para simular el modelo de Ising computacionalmente, hacemos uso del algo

ritmo de Metrópolis expuesto en la ecuación 1.58. Utilizando este algoritmo

podemos equilibrar el sistema a una dada temperatura en el ensamble canónico

y determinar los valores medios térmicos de ciertos parámetros, tales como la

magnetización, susceptibilidad magnética, cumulante de Binder, energía total,

calor específico, al ser alcanzado el equilibrio térmico. Debido a que el modelo

no tiene solución analítica exacta para dimensiones superiores a 2, la simula

ción es la mejor opción para estimar con mayor precisión ciertos parámetros del

modelo, tal como la temperatura crítica que divide la fase ferromagnética de la

paramagnética. Esto se hace con un análisis de escala utilizando el Cumulante

de Binder[16].

Además de esto, las simulaciones de Monte Carlo del Modelo de Ising en altas

dimensiones se realizan generalmente para probar la capacidad computacional

de sistemas de cómputo de alto desempeño[17].

A continuación, se obtendrá el calor específico y la susceptibilidad magnética

a ser utilizada en el algoritmo. Iniciamos obteniendo el Hamiltoniano Ising en

función de la magnetización

EM = −J
∑
(ij)

SiSj − h
∑
i

Si

EM = −J
∑
(ij)

SiSj − hM
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⟨M⟩ =
∑

M Mexp(−βEM)∑
M exp(−βEM)

(1.59)

Por otro lado, la susceptibilidad magnética se define como:

χ =
∂⟨M⟩
∂h

=
∂

∂h

[∑
M Mexp(−βEM)∑
M exp(−βEM)

]

χ = β

(∑
M M 2exp(−βEM)∑

M exp(−βEM)

)
−β

(
∑

M Mexp(−βEM))(
∑

M Mexp(−βEM))

(
∑

M exp(−βEM))2

χ = β⟨M 2⟩ − β⟨M⟩2 = ⟨M 2⟩ − ⟨M⟩2

T
, kb = 1 (1.60)

Y por último, para hallar el calor específico se siguen los siguientes pasos:

Ce =
∂⟨E⟩
∂T

, ⟨E⟩ =
∑

E Eexp(−βE)∑
E exp(−βE)

Considerando kb = 1

Ce =
∂⟨E⟩
∂T

=
∂⟨E⟩
∂β

∂β

∂T
= − 1

T 2

∂⟨E⟩
∂β

Ce =
1

T 2

(∑
E E2exp(−βE)∑
E exp(−βE)

)
− 1

T 2

(∑
E Eexp(−βE)∑
E exp(−βE)

)2

=
⟨E2⟩ − ⟨E⟩2

T 2

(1.61)

Para implementar el método de Monte Carlo seguimos los siguientes pasos:

1. Seleccionamos un espín y lo giramos con probabilidad dada en la ecuación

1.57. Esto se considera una actualización. La unidad básica de tiempo en el

método Monte Carlo es el ”sweep”, el cual consiste en N actualizaciones,

donde N es el número de espines. En este método se realizará un sweep

avanzando secuencialmente a través de la red en la cual los espines serán

actualizados una vez. Se debe tener en cuenta que ”actualizar” no significa

”girar”. Para actualizar un espín en el sitio i, primero calculamos la energía
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∆E. Esta se encuentra en términos de Si y de sus vecinos Sj y se expresa

como[8]:

∆E = 2JSi

∑
j

Sj (1.62)

Donde la suma es sobre los vecinos de i. Entonces, generamos números alea

torios r con una distribución uniforme entre 0 y 1, y giramos Si si se cumple

la condición:

r < exp(−β∆E) (1.63)

La condición se cumple cuando∆E < 0

2. Debido a que el sistema no esta inicialmente en equilibrio, se debe realizar

sweeps iniciales durante los cuales no se realicen mediciones y así poder

equilibrar el sistema (Mi).

3. Ejecutar sweeps durante los cuales se realicen mediciones (Mr). Se puede

realizar mediciones (Mm) luego de cada sweep, en tal caso el número de

medidas será igual a la cantidad de sweeps realizados desde que se iniciaron

las mediciones (Mm = Mr) o posiblemente después de n sweeps (n debe

ser mayor a 1) y la cantidad de mediciones será igual aMm = Mr/n

4. Al llegar al equilibrio del sistema, se debe recoger los datos obtenidos y rea

lizar los cálculos necesarios para obtener las variables requeridas.

1.1.7. Método de Monte Carlo en el Modelo Blume Capel

A fin de mostrar cómo las características esenciales del diagrama de fases del

modelo de Blume Capel se observan incluso hasta dimensión 2, se ha simulado

el modelo en la red cuadrada de tamaño LxL, optimizando el tiempo compu

tacional utilizando programación paralela con la librería MPI[18]. Por otro la

do, la simulación de este modelo es importante porque presenta dos tipos de

transiciones de fase según su constante de anisotropía, lo cual permite obser
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var el diferente comportamiento que presentan sus parámetros en los puntos de

frontera de primer y segundo orden.

(a) Gráfico representado para una red de L =
40 y un parámetro de anisotropía D = 1,00,
para lo cual se obtiene el calor específico en
función de la temperatura. El punto de mayor
calor específico se encuentra en la proximidad
de la temperatura crítica de cambio de fase.

(b) Gráfico representado para una red deL = 40 y
un parámetro de anisotropía D = 1,99. Se puede
apreciar un aumento súbito del calor específico en
la proximidad de la temperatura crítica. Podemos
ubicar según este gráfico la temperatura crítica Tc

alrededor de 0,56

Figura 1.8: Representación del calor específico para transiciones de fase de primer y segundo orden

La figura 1.8(a) permite visualizar el comportamiento del calor específico en

una transición de fase de segundo orden. El calor específico en una transición

de segundo orden diverge en T = Tc por que la energía E tiene un punto de

inflexión en T = Tc. Sin embargo, en las simulaciones se visualiza un pico en

el calor específico debido a un efecto de tamaño finito el cual impide el dibujo

completo de la divergencia sin embargo se asegura que en el límite termodiná

mico N → ∞ la divergencia existe. No hay calor latente en transiciones de

segundo orden, porque la energía del Hamiltoniano es continua en T = Tc

Según la figura 1.8(b) para una red de L = 40 y un parámetro de anisotropía

D = 1,99 el punto de mayor calor específico se encuentra en la proximidad de

la temperatura crítica de cambio de fase. Se puede apreciar un aumento súbito

del calor específico que en el límite termodinámico se comporta como una delta

de dirac, sin embargo, debido al efecto finito, solo vemos el aumento súbito del

mismo el cual indica una transición de fase de primer orden. Podemos ubicar la

temperatura crítica Tc alrededor de 0,56
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Para explicar el comportamiento de la energía y el calor específico analizamos el

gráfico de la energía respecto a la temperatura. La energía se incrementa según la

temperatura va aumentando en el sistema. Para una transición de fase de primer

orden existe un salto de discontinuidad de energía en el punto de temperatura

crítica. El calor específico, al definirse como ∂E
∂T , genera una delta de dirac en la

temperatura crítica, el cual representa al calor latente de transición y se puede

observar en las figuras 1.9(a) y 1.9(b)

(a) Comportamiento de la energía para una transi
ción de fase de primer orden

(b) Comportamiento del calor específico para una
transición de fase de primer orden

Figura 1.9: Representación teórica de la energía y el calor específico en transición de fase de primer
orden
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En cambio, para una transición de segundo orden, la energía alcanza un punto

de inflexión en la temperatura crítica, lo cual únicamente hace cambiar el com

portamiento de la misma. El calor específico en este caso no crea una delta de

dirac, a cambio, crea un pico finito el cual se puede observar en las imágenes

1.10(a) y 1.10(b)

(a) Comportamiento de la energía para una transi
ción de fase de primer orden

(b) Comportamiento del calor específico para una
transición de fase de primer orden

Figura 1.10: Representación teórica de la energía y el calor específico en transición de fase de segundo
orden

La magnetización por espín cae suavemente mientras la temperatura aumenta,

esto se debe a la transición de segundo orden demostrado en la figura 1.11(a).

Por otro lado, en la figura 1.11(b) se observa la discontinuidad cerca de la tem

peratura crítica de la magnetización por espín, lo cual indica una transición de

primer orden y se consigue con el parámetro de anisotropíaD = 1,99.

Para representar de manera correcta y con mayor precisión la temperatura crí

tica es necesario recurrir al cumulante de cuarto orden[19][21]. El cumulante

de Binder es una cantidad útil en el estudio de puntos críticos y transiciones

de fase. Para algunos sistemas con algunos parámetros de orden conocidos, por

ejemplo, la magnetización M =
∑

j σj , el cumulante de Binder representa una

versión modificada del cumulante de cuarto orden del parámetro. La utilidad

del cumulante de Binder surge de las características especiales de su dependen

cia del tamaño del sistema. El comportamiento del cumulante de Binder en un
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(a) Gráfico representado para una red de L = 40 y
un parámetro de anisotropíaD = 1,00. La magne
tización por espín cae suavemente asintóticamente
hacia 0 mientras la temperatura aumenta. La zona
de inicio de descenso en la magnetización por es
pín es la que contiene la transición de fase, la cual
se encuentra también en las cercanías de la tempe
ratura crítica.

(b) Gráfico representado para una red de L = 40
y un parámetro de anisotropíaD = 1,99. La mag
netización por espín cae súbitamente a las proxi
midades de 0 mientras la temperatura aumenta. La
zona de inicio de descenso en lamagnetización por
espín es la que contiene la transición de fase, la
cual se encuentra también en las cercanías de la
temperatura crítica.

Figura 1.11: Representación de la magnetización por espín para las transiciones de fase de primer y
segundo orden

punto crítico depende débilmente del tamaño del sistema, y en otros casos, su

comportamiento con respecto al tamaño del sistema difiere según la fase. Por

ejemplo, debajo del punto crítico en una fase magnética de rotura de simetría,

el cumulante aumentará con el tamaño del sistema, pero por encima del pun

to crítico, con la simetría ininterrumpida, en cambio, disminuye. El resultado

es que, cuando las curvas del cumulante de Binder frente a la temperatura se

grafican para varios tamaños, el punto crítico se indica mediante un cruce entre

ellas. Típicamente, debido a que el comportamiento en el punto crítico es apro

ximadamente universal, es necesario considerar sólo un conjunto de sistemas

de tamaño relativamente pequeño, eliminando la necesidad de extrapolaciones

complicadas de grandes sistemas hasta el límite termodinámico. Definimos un

cumulante de una cantidad x de la siguiente manera:

⟨exp(x)⟩ = 1 + ⟨x⟩+ 1

2
⟨x2⟩+ 1

6
⟨x3⟩+ 1

24
⟨x4⟩... (1.64)

Si mantenemos los términos hasta el 4to orden, el logaritmo de esta expansión

puede escribirse como:
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ln{⟨exp(x)⟩} = ⟨x⟩+ 1

2
Q2 +

1

6
Q3 +

1

24
Q4... (1.65)

Donde los cumulantes están dados por:

Q2 = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 (1.66)

Q3 = ⟨x3⟩ − 3⟨x⟩⟨x2⟩+ 2⟨x⟩3 (1.67)

Q4 = ⟨x4⟩ − 3⟨x2⟩2 − 4⟨x⟩⟨x3⟩+ 12⟨x⟩2⟨x2⟩ − 6⟨x⟩4 (1.68)

Estos se pueden escribir en una forma mas compacta:

Q2 = ⟨(x− ⟨x⟩)2⟩ (1.69)

Q3 = ⟨(x− ⟨x⟩)3⟩ (1.70)

Q4 = ⟨(x− ⟨x⟩)4⟩ − ⟨(x− ⟨x⟩)2⟩2 (1.71)

También el cumulante de cuarto orden Q4 se escribe de la siguiente manera:

Vx(L) = 1− ⟨(x− ⟨x⟩L)4⟩L
3⟨(x− ⟨x⟩L)2⟩2L

(1.72)

La fase ordenada es caracterizada por magnetizaciones simétricas,+m0 y−m0

con la misma energía. En general, tenemos < H >L ̸= 0 y < Hn >L ̸= 0 para

todo n.

VE(L) = 1− < (H− < H >L)
4 >L

3 < (H− < H >L)2 >2
L

(1.73)

Donde L es el tamaño lineal de la red. Como la magnetización es simétrica, esto

es: < mn >L= 0 para n par, el cumulante de cuarto orden de la magnetización

esta dado por:

Vm(L) = 1− < m4 >L

3 < m2 >2
L

(1.74)

Se debe tener en cuenta que, como < En >L ̸= 0 para todo n, incluyendo
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valores pares de n y< mn >L= 0 para valores pares de n, la energía y la mag

netización dan inicio a expresiones distintas del cumulante de cuarto orden[7].

Figura 1.12: Gráfico representado para varios tamaños de la red (L = 5, 10, 20, 30, 40). El Cumulante
de Magnetización (V m) inicia una caída suavizada para cada tamaño de red.

El cumulante de magnetización presentado en la figura 1.12 nos permite en

contrar la temperatura critica en la intersección para todos los tamaños de L.

Podemos encontrar que la temperatura crítica para D = 1,00 es aproximada

mente Tc = 1,49, por lo tanto, para este valor deD concluimos en que existirá

una transición de fase de segundo orden al aproximarse a la temperatura crítica

obtenida anteriormente.
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1.2. Vidrios de Espín y Modelo de EdwardsAnderson en

dimensión infinita

1.2.1. Desorden Templado

Un sistema presenta desorden templado cuando un determinado número de pa

rámetros que entran en definición son aleatorios, pero su valor está fijo durante

el proceso de observación[15].

El desorden templado puede existir en materiales magnéticos reales debido a

distintas razones, por ejemplo, a la naturaleza oscilante de las interacciones

espínespín combinadas con la aleatoriedad en las posiciones de los espines in

teractuantes (como en una aleaciónmetálica de vidrios de espín AgMn) o debido

a defectos en la estructura de la red, presencia de impurezas, etc.

El principal problema al trabajar con sistemas desordenados es que el desorden

estudiado actualmente es templado. Formalmente, todos los resultados de las

cantidades observables para un sistema dado deben depender de la matriz de

interacción Jij , es decir, los resultados son definidos por un número macros

cópico de parámetros aleatorios. Aparentemente los resultados de este tipo son

imposibles de calcular y por lo tanto, son inútiles. Por lo tanto, las cantidades

a llamadas observables deben depender de características promedios generales

de interacciones aleatorias, lo que nos lleva al concepto de autopromedio.

1.2.2. Autopromedio

La especulación tradicional acerca de por qué debería esperarse que se produz

ca el fenómeno de autopromedio es la siguiente. Se sabe que la energía libre de

un sistema es proporcional al volumen V del mismo. Por lo tanto, en el límite

termodinámico V → ∞ la principal contribución a la energía libre proviene del
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volumen, y no del límite, que suele producir efectos de los siguientes órdenes en

el pequeño parámetro 1/V . Cualquier sistema macroscópico puede ser dividido

en un número macroscópico de subsistemas macroscópicos. Entonces la energía

libre total del sistema consistiría en la suma de las energías libres de los subsiste

mas mas la contribución proveniente de las interacciones de los subsistemas en

sus contornos. Si todas las interacciones en el sistema son de rango pequeño (lo

que sería cierto en un sistema realista), las contribuciones de las interacciones

mutuas de los subsistemas serán únicamente los efectos de contorno, los que

desaparecerían en el límite termodinámico. Por lo tanto, la energía libre total

puede ser representada como una suma del número macroscópico de términos.

Cada uno de estos términos es una cantidad templada aleatoria porque contiene,

como parámetros, los elementos de la matriz de interacción espínespín.

De acuerdo a la ley de los grandes números, la suma de varias cantidades aleato

rias pueden ser representados como su valor promedio obtenido de su distribu

ción estadística. Por lo tanto, la energía libre total de un sistema macroscópico

debe ser autopromediada sobre las realizaciones de interacciones aleatorias de

acuerdo con su distribución estadística.

1.2.3. Método de réplicas

La energía libre se calcula mediante el logaritmo de la función de partición, por

lo tanto, para calcular la observable termodinámica, se tiene que promediar el

logaritmo de la función de partición sobre la distribución dada de Jijs aleatorios

después de calcular sobre sí mismo la función de partición.

Formalmente las réplicas[10] se describen de la siguiente manera. Para obte

ner la energía libre física (autopromediada) de un sistema aleatorio templado,

tenemos que promediar el logaritmo de la función de partición:
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F ≡ FJ = −1

β
ln(ZJ) (1.75)

Donde (...) denota el promedio sobre las interacciones aleatorias Jij con una

función de distribución P [J ] dada:

(...) ≡

(∏
<i,j>

∫
dJij

)
P [J ](...) (1.76)

y la función de partición es:

ZJ =
∑
σ

exp(−βH[J, σ]) (1.77)

Para ejecutar este procedimiento de promediado, se inventó el siguiente ”truco”.

Consideremos la potencia entera n de la función de partición dada en 1.77. Esta

cantidad es la función de partición del n réplicas idénticas no interactuantes del

sistema original (es decir, acoplamientos idénticos fijos Jij):

Zn
J =

(
n∏

a=1

∑
σa

)
exp

(
−β

n∑
a=1

H[J, σa]

)
(1.78)

Aquí, el término a etiqueta a las réplicas. Introducimos la siguiente cantidad:

Fn = − 1

βn
ln(Zn) (1.79)

donde

Zn ≡ Zn
j (1.80)

Ahora, si se toma un límite formal n → 0 en la expresión 1.79 la expresión

física de la energía libre 1.75 es obtenida:

lím
n→0

Fn = − lím
n→0

1

βn
ln(Zn) = − lím

n→0

1

βn
ln
[
exp(nlnZj)

]
= −1

β
lnZj = F

(1.81)
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Por lo tanto, el esquema para el método de réplicas puede ser descrito en los

siguientes pasos:

1. La cantidad Fn para el entero n debe ser calculado

2. La continuación analítica de la función obtenida del parámetro n debe reali

zarse para un n no entero arbitrario

3. Se debe tomar el límite n → 0

Si la energía libre parece ser una función analítica de la temperatura y los demás

parámetros (de modo que pueda representarse como la serie en potencias de β),

entonces se puede probar fácilmente que el método de réplica es correcto en

un sentido estricto. En todos los casos, cuando los cálculos pueden realizarse

mediante algún otro método, se confirman los resultados del método de réplica.

1.2.4. Física del estado vidrio de espín

Antes de realizar cálculos detallados se introducirá un entendimiento cualitativo

del fenómeno físico general que toma lugar en la mecánica estadística de los

vidrios de espín con desorden templado fuerte.

Frustraciones

Debido a la amplia cantidad de modelos estadísticos de vidrios de espín, solo re

visaremos el modelo mas simple, el cual está formulado en términos de espines

clásicos de Ising, descritos por el siguiente Hamiltoniano:

H = −1

2

N∑
i̸=j

Jijσiσj (1.82)

Este sistema consiste en N espines Ising σi(i = 1, 2, ..., N), tomando valores

±1 los cuales están localizados en los vértices de la red. Las interacciones espín

 espín Jij son aleatorias en valores y signos. Las propiedades de cada sistema

son definidos por una función de distribución estadística P [Jij], cuya forma no
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es importante por el momento.

El fenómeno revelado por un desorden templado fuerte[10][11], el cual a los sis

temas difíciles de estudiar, son como siguen. Consideramos un sistema de tres

espines interactuantes. Asumimos por simplicidad que las interacciones entre

ellos pueden ser diferentes solo en sus signos, siendo iguales en valores absolu

tos. Por lo tanto, para el estado fundamental de cada sistema podemos encontrar

dos diferentes situaciones.

Figura 1.13: Frustraciones en el sistema de tres espines. (a) Sin frustración: El producto de las inter
acciones a lo largo del triángulo es positivo (b) Triángulo frustrado: el producto de las interacciones
a lo largo del triángulo es negativo

Si las tres interacciones J12, J23 y J13 mostradas en la figura 1.13 son positivas,

o dos de ellos son negativos mientras que el tercero es positivo, entonces el esta

do fundamental de este sistema de tres espines es único (excepto por el cambio

global de signos de todos los espines). Este es el caso cuando el producto de las

interacciones a lo largo del triángulo es positivo.

Por otro lado, si el producto de las interacciones a lo largo del triángulo es nega

tivo (una de las interacciones es negativa, o las tres interacciones son negativas)
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el estado fundamental del sistema es degenerado. Se puede ver fácilmente, de

espín en espín a lo largo del triángulo, que en este caso la orientación (+ o ) de

uno de los espines se mantiene ”insatisfecho” respecto a las interacciones con

sus vecinos.

También se puede comprobar fácilmente que un fenómeno similar tiene lugar

en cualquier cadena de espín cerrada de longitud arbitraria, siempre que el pro

ducto de las interacciones espínespín a lo largo de la cadena sea negativo. Este

fenómeno se llama frustración[10][11][12].

Se puede apreciar que no todos los desórdenes inducen frustraciones. Por otro

lado, las frustraciones describen la parte relevante del desorden, que pueden

afectar las propiedades del estado fundamental del sistema. En otras palabras,

si el desorden no produce frustraciones, se puede considerar como irrelevante.

En algunos casos los desórdenes irrelevantes simplemente se eliminan por re

definición de las variables de espín del sistema.

Quiebre de Ergodicidad

Formalmente de acuerdo a los argumentos de autopromedio, para derivar una

observable termodinámica de un sistema de espines desordenados, se tiene que

encontrar la forma de promediar el logaritmo de la función de partición sobre

los parámetros aleatorios Jij simultáneamente con el cálculo de la función de

partición. Está claro que este problema no es fácil, pero podemos tomarlo como

un problema técnico.

Todo sería simple si la energía libre en el límite termodinámico fuera una fun

ción analítica de la temperatura y otros parámetros. Actualmente, para la ma

yoría de sistemas no triviales de interés en la mecánica estadística, no lo son.

Debido a la rotura espontánea de alguna simetría en el límite termodinámico,
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existe una transición de fase y esto transforma a la energía libre en una función

no analítica de los parámetros involucrados.

Consideremos nuevamente el modelo de Ising Ferromagnético, el cual en tér

minos muy simples ilustra las consecuencias físicas de este fenómeno. Debido

a que el hamiltoniano de este sistema es invariante respecto al cambio global

de signos de todos los espines, cualquier cantidad termodinámica que sea im

par en espines debe ser igual a cero. En particular esto debe ser cierto para la

cantidad que describe la magnetización global del sistema. Si el volumenN del

sistema es finito, estos argumentos son perfectamente correctos. Por otro lado,

en el límite termodinámicoN → ∞ nos enfrentamos a otra situación no trivial.

De acuerdo a cálculos simples, la energía libre como una función de la mag

netización global adquiere la forma de doble pozo a temperaturas bajas como

se muestra en la figura 1.14. El valor de la energía de la barrera que separa los

dos estados fundamentales es proporcional al volumen del sistema y se vuelve

infinito en el límiteN → ∞. En otras palabras, a temperaturas bajo Tc el espa

cio de todos los estados microscópicos del sistema están divididos en dos valles

iguales separados por la barrera infinita.

Figura 1.14: Energía libre de un sistema Ising Ferromagnético con campo magnético externo igual a
cero
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Por otro lado, de acuerdo a la hipótesis ergódica[10][12] de la mecánica esta

dística, se asume que en el límite de tiempo de observación infinita, el sistema

visita todos sus estados microscópicos varias veces y se asume que es posible

aplicar la aproximación de la mecánica estadística: para el cálculo de cantidades

promediadas usamos el promedio sobre el ensamble de estados que correspon

den con la distribución de probabilidad en lugar de sobre todo el tiempo. En la

situación en consideración, cuando se toma el límite termodinámico N → ∞
antes de que el tiempo de observación llegue al infinito (es este orden de un

sistema macroscópico), lo asumido anteriormente no funciona.

Cualquiera sea la dinámica interna del sistema, nunca puede ser posible saltar

sobre barreras de energía infinitas separando dos valles del espacio entre es

tados. Por otro lado, en las observables termodinámicas, solo la mitad de los

estados contribuyen (estos son los estados que están en un lado de la barrera), y

esta es la razón de que, en la observable termodinámica, la magnetización glo

bal del sistema parezca no ser diferente de cero.

En términos de la mecánica estadística, este fenómeno es llamado rotura de

ergodicidad y se manifiesta así misma como una rotura espontánea de simetría:

debajo de Tc la observable termodinámica se vuelve no simétrica con respecto

al cambio global de signos de todos los espines. Como consecuencia, en los

cálculos de función de partición bajo Tc, se debe tomar en cuenta solo la mitad

de todos los estados microscópicos del sistema (los estados que pertenecen a un

valle).

Secuencia continua de transiciones de fase

La existencia de varios estadosmínimos locales en el espín frustrado no significa

que automáticamente a bajas temperaturas estos estados creen valles separados

por barreras infinitas de energía libre[10]. Debido a las fluctuaciones térmicas

que son muy fuertes en sistemas de bajas dimensiones, las barreras de energía
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pueden fusionarse y en este caso, el estado fundamental de la energía libre puede

parecer única. por lo tanto, no habrá rotura espontánea de simetría y en alguna

temperatura finita el sistema estará en un estado paramagnético ”simétrico”.

También podría suceder que debido a algunas propiedades de simetría, el míni

mo global de la energía libre de una muestra dada se logre a bajas temperaturas

en alguna configuración de espín no trivial única (por supuesto, en este caso el

estado de espín ”contraparte” que difiere por el cambio global de los signos de

los espines también debe ser el estado fundamental).

Esto significa que a una temperatura suficientemente baja (debajo de una tem

peratura crítica de transición de fase Tc), el sistema debe ’congelarse’ en este

único estado aleatorio de espines el cual se caracterizará por valores diferen

tes de cero del promedio térmico de las magnetizaciones locales del espín en

cada posición ⟨σi⟩. Ya que este estado fundamental es aleatorio, los valores de
las magnetizaciones locales ⟨σi⟩ tendrán fluctuaciones de valores y signos de
posición en posición de modo que el parámetro usual de orden ferromagnético

que describe la magnetización global del sistema, m = 1/N
∑

i⟨σi⟩, debe ser
cero (en el límite de volumen infinito). Por otro lado, este estado puede ser ca

racterizado por otro parámetro de orden termodinámico (usualmente llamado el

parámetro de orden de EdwardsAnderson):

q =
1

N

∑
i

⟨σi⟩2 ̸= 0 (1.83)

De acuerdo a la teoría de campo medio de los vidrios de espín, la rotura es

pontánea de simetría en un estado vidrio de espín se encuentra no solo en una

temperatura crítica Tc sino que también ocurre en cualquier temperaturas bajo

Tc. Según la figura 1.15, bajo Tc una secuencia continua de transiciones de fase

toma lugar y la energía libre parece no ser analítica en cualquier temperaturas

bajo Tc.
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Figura 1.15: Estructura cualitativa de la energía libre de los vidrios de espín a diferentes temperaturas

En términos cualitativos generales este fenómeno puede ser descrito de la si

guiente manera. Debajo de una temperatura crítica Tc. el espacio de los estados

del espín es dividido en varios valles (el número diverge en el límite termo

dinámico), separado por barreras infinitas de energía libre. En la temperatura

T = Tc − δT cada valle se caracteriza por tener valores diferentes de cero en

el promedio local de magnetizaciones de espín ⟨σi⟩⟨α⟩ el cual fluctúa en signo
y magnitud de sitio en sitio. Aquí ⟨...⟩ denota el promedio térmico dentro de
un valle particular α. El parámetro de orden, que describe el grado de congela

miento del sistema dentro de los valles, puede ser definido como:

q(T ) =
1

N

∑
i

⟨σi⟩2⟨α⟩ (1.84)

De acuerdo a la teoría de campomedio de vidrios de espín, el valor de q depende

solo de la temperatura y parece ser el mismo para todos los valles, por lo tanto,

cuando T → Tc, q(T ) → 0.

A una mayor disminución de la temperatura aparecen nuevas transiciones de

fase debido a la rotura de ergodicidad y por lo tanto, cada valle se divide en

varios nuevos separados por barreras infinitas de energía libre. El estado del

sistema en todos los nuevos valles puede ser caracterizado por el parámetro de

orden (1.84) y su valor crece mientras que la temperatura disminuye.
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Parámetro de Orden

Consideremos los siguientes experimentos imaginarios. Fijamos un estado ar

bitrario del espín y a una temperatura dada T bajo Tc dejamos que el sistema

entre en equilibrio térmico. Para cada experimento se toma un estado del es

pín aleatorio al inicio. Entonces cada experimento se caracterizará por algunos

valores en equilibrio del promedio local de magnetizaciones de espín ⟨σi⟩⟨α⟩,
donde α denota el número de experimento. Debido a que existe un gran número

de valles en el espacio de fases en el que el sistema puede quedar atrapado, estas

magnetizaciones en general pueden ser diferente para cada experimento.

Luego, podemos introducir la cantidad que describiría en quémedida los estados

que se han obtenido en diferentes experimentos están cerca unos de otros:

qαβ =
1

N

N∑
i

⟨σi⟩⟨α⟩⟨σi⟩⟨β⟩ (1.85)

Queda claro que |qαβ| ≤ 1 y que el máximo valor de qαβ es obtenido cuando los

dos estados en los experimentos α y β coinciden (en este caso, la superposición

(1.85) coincide con (1.84) que fue introducida solo para un valle). También está

claro que cuanto menos correlacionados están los dos estados diferentes, menor

es el valor de la superposición (1.85) que tienen. Si los dos estados no son co

rrelacionados, entonces su superposición en el límite termodinámico es igual a

cero. En conclusión, la superposición qαβ define el tipo de métrica en el espacio

de estados (la cantidad q−1
αβ puede ser condicionalmente llamada ”distancia” en

el espacio de estados)

Para describir las propiedades estadísticas de estas superposiciones, podemos

introducir la siguiente función de distribución de probabilidad:

P (q) =
∑
αβ

δ(qαβ − q) (1.86)
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Parece que es en términos de esta función de distribución P (q) que el estado de

vidrio de espín parece esencialmente diferente de cualquier otro estado termo

dinámico ”ordinario”.

Figura 1.16: Función de distribución de probabilidad P(q) (de izquierda a derecha): En fase paramag
nética, en fase ferromagnética, en fase vidrio de espín

Posibles tipos de función P(q) están mostrados en la figura 1.16. La fase para

magnética se encuentra caracterizada por un único mínimo global de la energía

libre, en la que en todos los sitios la magnetización es igual a cero. Por lo tanto,

la función de distribución P(q) en esta fase es una función delta en q = 0. En la

fase ferromagnética existen dos mínimos de energía libre con magnetizaciones

por sitio ±m. De este modo, la función de distribución P(q) solo contiene dos

picos delta en q = ±m2.

De acuerdo a la teoría de campo medio de los vidrios de espín, la distribución de

función P(q) se ve diferente. Aquí, entre los dos picos delta en q = ±qmax(T )

hay una curva continua. El valor de qmax(T ) es igual a la superposición máxima

entre dos estados fundamentales, los que se autosuperponen. Debido a que el nú

mero de valles en el sistema es macroscópicamente grande y sus autosuperposi

ciones son todas iguales, la función P(q) tiene dos picos delta en q = ±qmax(T ).

La existencia de una curva continua en el intervalo (0,±qmax(T )) es una con

secuencia directa del origen de los estados involucrados de los espines debido

a que aparecen como el resultado de un proceso continuo de fragmentación de

los valles en unos más y más pequeños los mismos que forman un tipo de jerar

quía que es necesariamente correlativa. por lo tanto, la función de distribución
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P(q) puede ser considerado como el parámetro de orden físico adecuado para

describir las peculiaridades de la fase de vidrio de espín
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Ultrametricidad

Como ya se dijo anteriormente, los estados vidrio de espín están organizados

en un tipo de estructura jerárquica. Se puede probar que este sofisticado espacio

de estados puede ser descrito en términos de cantidades termodinámicas bien

definidas.

Introduciremos una función de distribución P (q1, q2, q3) más complicada, la

cual permite a la probabilidad de tres estados vidrio de espín arbitrarios tener

superposiciones iguales a q1, q2 y q3:

P (q1, q2, q3) =
∑
αβγ

δ(qαβ − q1)δ(qαγ − q2)δ(qβγ − q3) (1.87)

Se puede mostrar que la función P (q1, q2, q3) no es igual a cero solo si al menos

dos de las tres superposiciones son iguales unas con otras y su valor no es mayor

que la tercera. En otras palabras, la función P (q1, q2, q3) no es cero solo en los

siguientes tres casos: q1 = q2 ≤ q3; q1 = q3 ≤ q2; q3 = q2 ≤ q1. En todos

los otros casos, la función P (q1, q2, q3) es igual a cero. Esto significa que en

el espacio de estados vidrios de espín, no existen triángulos con todos los tres

lados diferentes. Los espacios que tienen las propiedades métricas mencionadas

en la parte anterior son llamadas ultramétricas.

La ilustración más simple de una estructura ultramétrica se puede realizar en

términos del árbol jerárquico de la figura 1.17. Aquí el espacio de estados vi

drios de espín son identificados en el conjunto de puntos finales del árbol. La

métrica en este espacio es definida de modo que la superposición (la distancia)

entre cualquiera de dos estados depende solo del número de generaciones en su

ancestro más cercano en el árbol (cuando el número de generaciones incremen

ta, el valor de las superposiciones disminuye). Se puede verificar fácilmente que

un espacio con estas métricas es ultramétrico.
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Figura 1.17: El árbol jerárquico de los estados vidrios de espín

En la teoría de campo medio de los vidrios de espín, un árbol ilustrativo de es

tados actualmente describe la fragmentación jerárquica del espacio de estados

vidrios de espín en valles. Si para el eje vertical en la figura 1.17 asignamos un

valor discreto de superposiciones q, entonces el conjunto de estados vidrios de

espín en todas las temperaturas dadas T < Tc puede ser obtenido en la sección

de cruce del árbol al nivel q = qmax(T ). Después de disminuir la tempera

tura a un valor nuevo T ′ < T , cada uno de los estados al nivel qmax(T ) da

vida a numerosos descendientes, los que son puntos finales del árbol al nuevo

nivel qmax(T
′) > qmax(T ). Después de incrementar la temperatura a un va

lor mayor T ′′ > T , todos los estados que tienen ancestros comunes al nivel

qmax(T
′′) < qmax(T ) se unen en un solo estado. Si T → Tc, qmax(T ) → 0, el

cual es el nivel del ’gran ancestro’ (paramagnético) de todos los estados vidrios

de espín.

Debido a que la función qmax(T ) es determinada por la temperatura, significa

que esta es la temperatura que define el nivel de el árbol al cual la sección de
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cruce horizontal debe ser hecha y revela todos los estados vidrios de espín a

esta temperatura. Todos los estados que están bajo este nivel son indistinguibles,

mientras todos los estados sobre este nivel forman la ’evolución histórica’ de los

estados vidrios de espín a una temperatura dada.

1.2.5. Teoría de Campo Medio de los Vidrios de Espín

Modelo de Interacción de Rango Infinito

El modelo de Sherrington y Kirkpatric (SK) de los vidrios de espín [13] es de

finido por el siguiente hamiltoniano de espines Ising:

H = −1

2

N∑
i

Jijσiσj (1.88)

donde la interacción espínespín Jij son variables templadas aleatorias que son

descritas por una distribución gaussiana simétrica independiente por cada par

de sitios (i,j):

P (Jij) =
1√
2πJ

exp

(
−(Jij − J0)

2

2J2

)
(1.89)

De acuerdo a la definición anterior, cada espín interactúa con todos los otros es

pines del sistema. por esta razón la estructura del espacio (dimensionalidad, tipo

de red, etc) de este modelo es irrelevante. El espacio aquí es solo el conjunto de

N sitios en el cual los espines Ising son colocados y todos estos espines pueden

ser considerados vecinos cercanos. En el límite termodinámico *N → ∞ una

estructura puede ser interpretado como una red de dimensiones infinitas y es

esta propiedad la que hace que la aproximación de campo medio sea exacta.

De acuerdo a la distribución de probabilidad obtenemos:

J0 = J0/N ; J = J/N 1/2 (1.90)

Se puede verificar que debido a la normalización de orden 1/N elegida para el
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promedio de los cuadrados de los valores de los acoples Jij , el promedio de la

energía del sistema aparenta ser del orden de N, como debería ser para un siste

ma físico definido. Está claro que la estructura microscópica del modelo defini

do arriba no es completamente física. Este modelo tiene dos grandes ventajas:

Primero, tiene solución exacta y segundo, la solución parece ser no trivial. Por

otro lado, en un nivel cualitativo, la interpretación física de esta solución puede

ser generalizada para sistemas físicos aleatorios ’normales’. Si fueran descubier

tos (por ejemplo en un experimento), los vidrios de espín reales demostrarían

propiedades físicas predichas por la solución del modelo SK.

Solución de Simetría de Réplicas

Siguiendo el procedimiento habitual, calculamos la energía libre media. (El pro

medio de la energía libre y no la función de partición corresponde a tratar un

sistema ”templado” en lugar de uno ”recocido”).

Usamos la identidad

lnx = lím
n→0

(xn − 1)/n (1.91)

Denotamos la función de partición como sigue:

ZJ = Tr

exp

∑
i ̸=j

βJijSiSj

2

 (1.92)

Usando la definición de energía libre y aplicando el promedio templado sobre

los Js aleatorios obtenemos:

⟨FJ⟩J =
⟨ln(ZJ)⟩J

β
(1.93)

Usando la identidad 1.91 en 1.93

⟨ln(ZJ)⟩ =
⟨Zn

J ⟩J − 1

n
(1.94)
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Donde n es el número de la réplica. Llamamos réplica a una copia del sistema

con mismas características y no necesariamente los mismos valores de espines.

Denotamos la función de partición para la réplica α de la siguiente manera:

Zn
J = ZJ,1ZJ,2...ZJ,n = Trn

exp

 n∑
α=1

∑
i̸=j

βJijSi,αSj,α

2

 (1.95)

Para obtener el valor medio se debe integrar alrededor de todos los Jijs aleato

rios de la siguiente manera:

⟨Zn
J ⟩J =

∫ ∏
ij

[P (Jij)dJij]trn

exp

 n∑
α=1

∑
i̸=j

βJijSi,αSj,α

2

 (1.96)

Reemplazando P (Jij):

⟨Zn
J ⟩J =

∫ ∏
ij

[
1√
2πJ

exp

(
−(Jij − J0)

2

2J2

)
dJij]trn

exp

 n∑
α=1

∑
i̸=j

βJijSi,αSj,α

2



⟨Zn
J ⟩J =

∫ ∏
i̸=j

[
1√
2πJ

exp

(
−(Jij − J0)

2

2J2

)
dJij]trn

∏
i̸=j

exp

(
n∑

α=1

βJijSi,αSj,α

)

⟨Zn
J ⟩J =

∫ ∏
i̸=j

trn

{
exp

(
n∑

α=1

βJijSi,αSj,α −
(Jij − J0)

2

2J2

)
1√
2πJ

dJij

}
(1.97)

Usando la siguiente identidad:∫ ∞

−∞
exp

(
−a(x− x0)

2 + bx)
)
dx =

√
π

a
exp

(
b2

4a
+ bx0

)
(1.98)
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Donde:

a =
1

2J2
b = β

n∑
α

(Si,αSj,α)

Aplicamos la identidad 1.98 en la ecuación 1.97:

⟨Zn
J ⟩J = trn

∏
i ̸=j

exp

(
(βJ)2

2
(

n∑
α=1

Si,αSj,α)
2 + βJ0

n∑
α=1

Si,αSj,α

)

⟨Zn
J ⟩J = trn

exp

∑
i̸=j

(βJ)2
4

(
∑
α,β

Si,αSj,αSi,βSj,β) +
βJ0
2

n∑
α=1

Si,αSj,α


(1.99)

Realizando la siguiente transformación:

∑
i̸=j

n∑
α=1

Si,αSj,α =
n∑

α=1

N∑
i,j

Si,αSj,α −
n∑

α=1

N∑
i=j

Si,αSj,α (1.100)

Desarrollando el segundo término tenemos:

n∑
α=1

N∑
i=j

Si,αSj,α =
n∑

α=1

(S1,αS1,α + S2,αS2,α + S3,αS3,α + ...+ SN,αSN,α)

n∑
α=1

N∑
i=j

Si,αSj,α = (S1,1S1,1 + S2,1S2,1 + S3,1S3,1 + ...+ SN,1SN,1)+

(S1,2S1,2 + S2,2S2,2 + S3,2S3,2 + ...+ SN,2SN,2)+

(S1,3S1,3 + S2,3S2,3 + S3,3S3,3 + ...+ SN,3SN,3)+

...+

(S1,nS1,n + S2,nS2,n + S3,nS3,n + ...+ SN,nSN,n)
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n∑
α=1

N∑
i=j

Si,αSj,α = Nn (1.101)

Reemplazando 1.101 en 1.100 obtenemos:

∑
i̸=j

n∑
α=1

Si,αSj,α =
n∑

α=1

N∑
i,j

Si,αSj,α −Nn

∑
i̸=j

n∑
α=1

Si,αSj,α =
n∑

α=1

N∑
i

Si,α

N∑
j

Sj,α −Nn

Debido a que i = 1, 2, 3...N y j = 1, 2, 3...N , la sumatoria puede depender de

i o de j de la siguiente manera:

∑
i̸=j

n∑
α=1

Si,αSj,α =
n∑

α=1

N∑
i

Si,α

N∑
i

Si,α −Nn

∑
i̸=j

n∑
α=1

Si,αSj,α =
n∑

α=1

(
N∑
i

Si,α

)2

−Nn (1.102)

Del mismo modo, realizamos el procedimiento anterior y encontramos la si

guiente relación:

∑
i̸=j

∑
α,β

(Si,αSj,αSi,βSj,β) = 2
∑
α ̸=β

(
N∑
i=1

Si,αSi,β

)2

−N(n2−n)+n(N 2−N)

(1.103)

Reemplazando 1.102 y 1.103 en 1.99 y considerando que en el límite termodina

mico los términos lineales en N pueden ser despreciados respecto a los términos

cuadráticos en N:
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⟨Zn
J ⟩J = trn

exp

(βJ)2
4

2
∑
α ̸=β

(
N∑
i=1

Si,αSi,β

)2

−N(n2 − n)

+n(N 2 −N) +
βJ0
2

 n∑
α=1

(
N∑
i

Si,α

)2

−Nn



⟨Zn
J ⟩J = trn

exp

(βJ)2
4

2
∑
α ̸=β

(
N∑
i=1

Si,αSi,β

)2

+ nN 2


+
βJ0
2

n∑
α=1

(
N∑
i

Si,α

)2


⟨Zn
J ⟩J = trn

exp

(βJ)2
2

∑
α ̸=β

(
N∑
i=1

Si,αSi,β

)2

+
(βJ)2nN 2

4

+
βJ0
2

n∑
α=1

(
N∑
i

Si,α

)2


⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN 2

4

)
trn

exp

(βJ)2
2

∑
α ̸=β

(
N∑
i=1

Si,αSi,β

)2

+
βJ0
2

n∑
α=1

(
N∑
i

Si,α

)2

(1.104)

Los términos cuadráticos pueden ser linealizados por medio de la transforma

ción de HubbardStratonovich:



60

exp(λa2) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−x2

2
+
√
2λax

)
dx (1.105)

Aplicando la transformación 1.105 al argumento de la traza en la ecuación 1.104

obtenemos:

⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN 2

4

)

trn

 1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

 n∑
α ̸=β

(
−
q2α,β
2

+

√
2

(
(βJ)2

2

) N∑
i=1

Si,αSi,βqα,β

) dqα,β

1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

[
n∑
α

(
−x2α

2
+

√
2

(
βJ0
2

) N∑
i=1

Si,αxα

)]
dxα

}

⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN 2

4

)

trn

∏
α ̸=β

dqα,β√
2π

∫ ∞

−∞
exp

−
n∑

α ̸=β

q2α,β
2

+ βJ

n∑
α ̸=β

N∑
i=1

Si,αSi,βqα,β


∏
α

dxα√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−

n∑
α

x2α
2

+ (βJ0)
(1/2)

n∑
α

N∑
i=1

Si,αxα

)} (1.106)

Realizando el reemplazo J0 = J0
N y J = J

N1/2

⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN

4

)

trn


∫ ∞

−∞

∏
α ̸=β

dqα,β√
2π

∫ ∞

−∞

[∏
α

dxα√
2π

]
exp

−
∑
α ̸=β

q2α,β
2

+
βJ

N 1/2

∑
α ̸=β

N∑
i=1

Si,αSi,βqα,β −
n∑
α

x2α
2

+ (
βJ0
N

)(1/2)
n∑
α

N∑
i=1

Si,αxα


(1.107)
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Realizamos el siguiente remplazo xα = N 1/2xα y qα,β = N 1/2qα,β

⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN

4

)

trn


∫ ∞

−∞

∏
α ̸=β

√
N

2π
dqα,β

∫ ∞

−∞

[∏
α

√
N

2π
dxα

]
exp

−N
∑
α ̸=β

q2α,β
2

+βJ
∑
α ̸=β

N∑
i=1

Si,αSi,βqα,β −N

n∑
α

x2α
2

+ (βJ0)
(1/2)

n∑
α

N∑
i=1

Si,αxα



⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN

4

)

trn


∫ ∞

−∞

∏
α ̸=β

√
N

2π
dqα,β

∫ ∞

−∞

[∏
α

√
N

2π
dxα

]
exp

−N
∑
α ̸=β

q2α,β
2

−N
n∑
α

x2α
2

)
exp

βJ
∑
α ̸=β

N∑
i=1

Si,αSi,βqα,β + (βJ0)
(1/2)

n∑
α

N∑
i=1

Si,αxα



⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN

4

)∫ ∞

−∞

∏
α ̸=β

√
N

2π
dqα,β


∫ ∞

−∞

[∏
α

√
N

2π
dxα

]
exp

−N
∑
α ̸=β

q2α,β
2

−N

n∑
α

x2α
2


trn

exp

βJ
∑
α ̸=β

N∑
i=1

Si,αSi,βqα,β + (βJ0)
(1/2)

n∑
α

N∑
i=1

Si,αxα
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⟨Zn
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN

4

)∫ ∞

−∞

∏
α ̸=β

√
N

2π
dqα,β


∫ ∞

−∞

[∏
α

√
N

2π
dxα

]
exp

−N
∑
α ̸=β

q2α,β
2

−N
n∑
α

x2α
2


trn

∏
i

exp

βJ
∑
α ̸=β

Si,αSi,βqα,β + (βJ0)
(1/2)

n∑
α

Si,αxα


(1.108)

Utilizando la propiedad:

tr{
∏
i

exp[...]} =
∏
i

tr{exp[...]} = tr{exp[...]}N = exp[Nlog(tr{exp[...]})]

La ecuación 1.108 queda de la siguiente manera

⟨ZN
J ⟩J = exp

(
(βJ)2nN

4

)∫ [∏
α

√
N

2π
dxα

]∏
α ̸=β

√
N

2π
dqα,β


exp[−Ng(xα, qα,β)]

(1.109)

Donde

g(xα, qα,β) =
∑
α ̸=β

q2α,β
2

+
n∑
α

x2α
2

− log

trαexp

βJ∑
α ̸=β

SαSβqα,β

+(βJ0)
(1/2)

n∑
α

Sαxα

])
(1.110)

De esta manera la densidad de energía libre se obtiene tomando el siguiente

limite:
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βf = − lím
N→∞

lím
n→0

1

Nn

{
exp

(
(βJ)2nN

4

)∫ [∏
α

√
N

2π
dxα

]
∏
α ̸=β

√
N

2π
dqα,β

 exp[−Ng(xα, qα,β)]− 1


(1.111)

Tomando el límite termodinámico N → ∞ la integral I puede ser evaluada

por el método punto de silla y se garantiza que la integral es dominada por el

mínimo de g(xα, qα,β) de modo que:

I =

∫ [∏
α

√
N

2π
dxα

]∏
α ̸=β

√
N

2π
dqα,β

 exp[−Ng(xα, qα,β)]

I = exp[−Nmin(g(xα, qα,β)] (1.112)

Reemplazando en la densidad de energía tenemos

βf = − lím
N→∞

lím
n→0

1

Nn

{
exp

(
(βJ)2nN

4

)
exp[−Nmin(g(xα, qα,β)]− 1

}

βf = − lím
N→∞

lím
n→0

1

Nn

{
exp

[
Nn

(
(βJ)2

4
− 1

n
min(g(xα, qα,β))

)]
− 1

}
(1.113)

En la composición de limites, el producto Nn es pequeño, por lo tanto, por ex

pansión de taylor hasta el segundo termino, tenemos:

βf = − lím
N→∞

lím
n→0

1

Nn

{
1 +Nn

(
(βJ)2

4
− 1

n
min(g(xα, qα,β))

)
− 1

}

βf = lím
n→0

{
−(βJ)2

4
+

1

n
min(g(xα, qα,β))

}
(1.114)
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Realizando la siguiente transformación:

xα = (βJ0)
1/2mα

qα,β = (βJ)qα,β
(1.115)

Podemos escribir la ecuación 1.114 como sigue:

βf = −(βJ)2

4
+ lím

n→0

1

n
min(g(mα, qα,β)) (1.116)

Donde

g(mα, qα,β) =
βJ0
2

∑
α

m2
α +

(βJ)2

2

∑
α ̸=β

q2αβ − log(trαexp(Hef)) (1.117)

Donde obtenemos el Hamiltoniano efectivo en el espacio de las ry se encuentra

dado por

Hef = βJ0
∑
α

mαSα + (βJ)2
∑
α ̸=β

qαβSαSβ (1.118)

Tomando los extremos de g(mα, qα,β) de modo que obtenemos las expresiones

mα y qα,β:
∂g

∂mα
= 0 → mα =

trα{Sαexp(Hef)}
trα{exp(Hef)}

(1.119)

∂g

∂qα,β
= 0 → qα,β =

trα{SαSβexp(Hef)}
trα{exp(Hef)}

(1.120)

Siendo α ̸= β donde ⟨⟩ denota la media térmica en relación Hef . Estas ecua

ciones pueden ser escritas según:

mα = ⟨Sα⟩ (1.121)

qα,β = ⟨SαSβ⟩ (1.122)
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En este punto se ”asume” que las réplicas son indistinguibles:

mα = m,∀α (1.123)

qα,β = q, ∀(α, β) (1.124)

Aplicando la hipótesis de la simetría de réplicas la función g(mα, qα,β) resulta:

g(m, q) =
βJ0nm

2

2
+

(βJ)2n(n− 1)

4
q2 − log(trαexp(Hef)) (1.125)

Donde ahoraHef es:

Hef = βJ0m
∑
α

Sα + (βJ)2q
∑
α ̸=β

SαSβ (1.126)

Considerando que

∑
(α ̸=β)

SαSβ =
1

2

(∑
α

Sα

)2

− n

2
(1.127)

Entonces

g(m, q) =
βJ0nm

2

2
+

n(n− 1)q2(βJ)2

4
+

nq(βJ)2

2

−logtr

exp

βJ0m∑
α

Sα +
q(βJ)2

2

(∑
α

Sα

)2


(1.128)

Utilizando la identidad 1.105 para linealizar (
∑

α Sα)
2, por lo tanto, 1.128 queda
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de la siguiente manera:

g(m, q) =
βJ0nm

2

2
+

n(n− 1)q2(βJ)2

4
+

nq(βJ)2

2

−logtr

{∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2
+ βJ0m

∑
α

Sα + βJq1/2z
∑
α

Sα

]}
(1.129)

Al ultimo término de la ecuación lo separamos para realizar operaciones sobre

el:

A = logtr

{∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2
+ βJ0m

∑
α

Sα + βJq1/2z
∑
α

Sα

]}

A = log

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
tr
∏
α

exp
[
βJ0mSα + βJq1/2zSα

]

A = log

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]∏
α

tr{exp
[
βJ0mSα + βJq1/2zSα

]
}

(1.130)

El trazo sobre una única réplica α se puede representar de la siguiente manera:

tr{exp
[
βJ0mSα + βJq1/2zSα

]
} = 2coshξ (1.131)

Donde

ξ = βJ0m+ βJq1/2z (1.132)

Por lo tanto:

A = log

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]∏
α

(2coshξ)

A = log

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(2coshξ)n (1.133)
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Haciendo uso de la identidad xn = exp(nlog(x)) sobre la ecuación 1.133,

tenemos:

A = log

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
exp[nlog(2coshξ)] (1.134)

Teniendo en cuenta el límite n → 0, se utiliza la aproximación exp(δ) = 1+ δ

sobre la ecuación 1.134 y obtenemos:

A = log

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(1 + nlog(2coshξ)) (1.135)

Considerando la integral par
∫∞
−∞

dz√
2π
exp(−z2/2) = 1 podemos reemplazar:

A = log

{
1 +

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(nlog(2coshξ))

}
(1.136)

Utilizando la identidad log(1 + δ) ≡ δ sobre la ecuación 1.136 entonces tene

mos:

A = n

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(log(2coshξ)) (1.137)

Insertando este resultado en la ecuación 1.129 tenemos:

g(m, q) =
βJ0nm

2

2
+

n(n− 1)q2(βJ)2

4
+

nq(βJ)2

2

−n

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(log(2coshξ))

lím
n→0

1

n
g(m, q) =

βJ0m
2

2
+

(n− 1)q2(βJ)2

4
+

q(βJ)2

2

−
∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(log(2coshξ))
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lím
n→0

1

n
g(m, q) =

βJ0m
2

2
− q2(βJ)2

4
+

q(βJ)2

2

−
∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(log(2coshξ))

(1.138)

Reemplazando este resultado en la ecuación 1.116 tenemos:

βf = −(βJ)2

4
+

βJ0m
2

2
− q2(βJ)2

4
+

q(βJ)2

2

−
∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(log(2coshξ))

βf = −(βJ)2

4
(1− q)2 +

βJ0m
2

2
−
∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(log(2coshξ))

(1.139)

Minimizamos la energía libre para poder obtener las condiciones de equilibrio:

∂(βf)

∂m
= 0 → mβJ0 =

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(βJ0

2sinhξ

2coshξ
)

∂(βf)

∂m
= 0 → m =

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(tanhξ) (1.140)

Del mismo modo se deriva respecto a q:

∂(βf)

∂q
= 0 → q =

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(tanh2ξ) (1.141)

Vamos a determinar por P, F y SG las fases Paramagnética, Ferromagnética y

Vidrio de Espín respectivamente. Cuando J0 = 0 entoncesm = 0, debido a la

función par del integrando en z. Si q = 0 se presenta la fase P y si q ̸= 0 se

presenta la fase SG. en el caso J0 ̸= 0 se presentan dos fases sim = 0, siendo

la fase P cuando q = 0 y SG cuando q ̸= 0. Cuando m ̸= 0 y q ̸= 0 la fase es

F.
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En las proximidades de la fase P,m y q tienden a 0 por lo tanto, ξ también tiende

a 0. por lo tanto, podemos realizar las siguientes aproximaciones:

tanhξ ≈ ξ − 1

3
ξ3 (1.142)

tanh2ξ ≈ ξ2 − 2

3
ξ4 (1.143)

Aplicando a 1.140 y 1.141 obtenemos lo siguiente:

m =

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(ξ − 1

3
ξ3) (1.144)

q =

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(ξ2 − 2

3
ξ4) (1.145)

Desarrollando las integrales mediante propiedades de funciones simétricas si

guientes: ∫ ∞

−∞

zndz√
2π

exp

[
−z2

2

]
=

{
0, n impar

1, en otros casos
(1.146)
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Entonces tenemos los siguientes resultados:

m = βJ0m− 1

3
(βJ0)

3m3 − (βJ0)(βJ)
2mq (1.147)

q = (βJ0)
2m2 + (βJ)2q − 2

3
(βJ0)

4m4 − 4(βJ0)
2(βJ)2m2q − 2(βJ)4q2

(1.148)

De la ecuación 1.147 podemos obtener la frontera PF cuando βJ0 = 1, que im

plica que la recta T = J0/kβ divide la fase paramagnética de la ferromagnética

en el diagrama de fases Temperatura vs el valor medio de J0.

Del mismomodo, a partir de la ecuación 1.148 se obtiene la frontera SGP, cuan

dom = 0 y (βJ)2 = 1, entonces la recta horizontal T = J/kβ divide la región

vidrio de espín con la paramagnética.

Para el caso de T → 0(β → ∞) expresamos la ecuación 1.141 se convierte en:

q = 1− kβT

Jq1/2

∫ ∞

−∞

dξ√
2π

exp

[
−(kβTξ − J0m)2

2J
2
q

]2
ξ (1.149)

Podemos despreciar el término kβTξ debido a que kβTξ << J0m, por lo tanto:

q ≈ 1− kβT

Jq1/2

(
2

π

)1/2

exp

[
−(J0m)2

2J
2
q

]
(1.150)

Como q = 1 + O(T ) donde O(T ) → 0 cuando pertenece a un exponente, en

el lado derecho de la ecuación 1.150, q puede ser reemplazado por q = 1

q ≈ 1− kβT

Jq1/2

(
2

π

)1/2

exp

[
−(J0m)2

2J
2

]
(1.151)

Cuando T = 0, q = 1, significa que el parámetro de orden del estado vidrio

espín alcanza su máximo. Ahora se revisará la ecuación 1.140 cuando T →
0. Vemos que la función tanh tiene asíntotas en +1 y 1 dependiendo de si el
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argumento es positivo o negativo respectivamente, entonces, cuando T = 0

tanhξ =

{
1, si z < Λ

−1, su z > Λ
(1.152)

Donde Λ = −J0m
J entonces:

m = −
∫ Λ

−∞

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
+

∫ ∞

−Λ

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(1.153)

Definimos las funciones Error y Error complementaria según:

erf

(
x√
2

)
= 2

∫ x

0

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(1.154)

erfc

(
x√
2

)
= 2

∫ ∞

x

dz√
2π

exp

[
−z2

2

]
(1.155)

Las que cuenta con las siguientes propiedades:

erf(−x) = −erf(x) (1.156)

erfc(x) = 1− erfc(x) (1.157)

Entonces, para T = 0

m = erf

(
J0m√
2J

)
(1.158)

Expandiendo en x las funciones

erf(x) =
2√
pi

(
x− x3

3
+

x5

10
− ...

)
; si x → 0 (1.159)

erf(x) = 1− exp(−x2)√
πx

(
1− 1

2x2
+ ...

)
; si x → ∞ (1.160)
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En el límite J0
J
>> 1:

m ≈ 1−
√
2J

√
πJ0m

exp

(
−(J0m)2

2J
2

)
(1.161)

Del mismo modo que se hizo con q, se aproximam ≈ 1 en el segundo término

de la ecuación y resulta:

m ≈ 1−
√
2J

√
πJ0

exp

(
−(J0)

2

2J
2

)
; cuando T = 0,

J0
J

>> 1 (1.162)

En el límite en quem → 0

m ≈ 2√
π

[
J0m√
2J

− 1

3

(J0m)3

23/2J
3

]
(1.163)

La solución conm ̸= 0 en la ecuación anterior es

m ≈ (18π)1/4
J

J0

[(
2

π

)1/2

− J

J0

]1/2
; cuando T = 0,m → 0 (1.164)



73

La frontera SGF se obtiene a partir de la ecuación 1.163 por métodos numéri

cos. Obtenemos el diagrama de fase teórico según la figura 1.18:

Figura 1.18: Diagrama de fases (Paramagnética, Ferromagnética y Vidrio de espín) mostrada para
distintos valores de Temperatura y J0

Se puede observar que sobre T = 1 existe fase paramagnética hasta J0 = 1,

luego, cuando J0 es mayor a 1, la fase paramagnética existirá con la variación

a temperaturas mayores a 1 según el gráfico de diagrama de fases.

La fase ferromagnética aparece para valores de J0 mayores a 1 siempre y cuan

do la temperatura sea menor a la necesaria para pasar la frontera hacia la fase

paramagnética.

La fase vidrio de espín aparece para temperaturas menores a 1 y para J0menores

a 1.25 siguiendo el diagrama de fases. Esta es la fase de interés por lo que se

han estudiado las condiciones necesarias para la existencia de la fase vidrio de

espín
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Figura 1.19: Variación de la magnetización por espín según J0= 1.1, 1.3, 1.5, 2.0

En la figura 1.19 vemos que la fase vidrio de espín se caracteriza por m = 0

y q ̸= 0. En el gráfico anterior se puede observar que para el valor J0 = 1,1

existe la posibilidad de una fase vidrio de espín entre las temperaturas T = 0

hasta T = 0,37.
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Figura 1.20: Comportamiento de la magnetización por espín desde J0 = 1 hasta J0 = 1,25

La figura 1.20 muestra el comportamiento de la fase vidrio de espín para valores

de J0 entre 1 y 1.25, el cual indica, que existe fase vidrio de espín cuando J0

aumenta, sin embargo, el rango de temperaturas que admite la existencia de

esta fase disminuye. Esto puede observarse en que el rango de temperaturas a la

que la magnetización por espín es 0 decrece cuando J0 aumenta. Cuando J0 se

acerca a 1.25, la temperatura llega a 0, lo que indica que el sistema ha llegado

a la frontera con la fase ferromagnética. Por lo tanto, cuando la magnetización

por espín es diferente de 0 y el parámetro de orden q es diferente de 0, se dice

que estamos en la fase ferromagnética.
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Por lo tanto, según el modelo SK, podemos obtener una aproximación analíti

camente resoluble, sin embargo, existen problemas de estabilidad los cuales no

se revisará en este apartado ya que la finalidad de este escrito es estudiar la fase

vidrio espín del modelo de Edwards Anderson lo cual se revisa en el siguiente

capítulo.
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Capítulo 2

Métodos y Materiales

2.1. Materiales

Para el desarrollo del proyecto de tesis se utilizó un ordenador de escritorio con

sistema operativo basado en Linux para poder realizar la escritura del apartado

teórico y las simulaciones requeridas para la demostración del cálculo analítico.

Se utilizó el procesador LaTeX para realizar la escritura del mismo y aprovechar

las características de texto científico formateado de modo que no exista incon

venientes en la escritura de fórmulas matemáticas.

El uso de este editor de texto científico se hace viable debido al tipo de licencia

utilizada, siendo este un software libre.

Se desarrollaron los algoritmos en lenguaje C, usando el entorno de desarrollo

Visual Studio Code el cual es de libre licencia y la librería MPI para el procesa

miento paralelo multinúcleo.
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2.2. Método

El análisis teórico del proyecto de tesis se realiza en cuatro pasos que son críticos

para la correcta comprensión del mismo y se enumeran a continuación:

2.2.1. Creación de la estructura teórica

Se debe establecer una estructura teórica de modo que el presente proyecto de

tesis sirva como un medio de consulta para cualquier alumno o profesional que

requiera consultar la información para realizar una continuación al estudio.

2.2.2. Revisión de la bibliografía

La bibliografía ha sido elegida de modo que el alumno o profesional pueda am

pliar los conceptos indicados en el presente proyecto de tesis y cabe resaltar

que se debe tener conocimiento del idioma inglés a nivel intermedio para poder

ayudarse de las diferentes tecnologías de traducción en tiempo real debido a que

existe una combinación de textos completos y artículos científicos.

2.2.3. Escritura del apartado teórico estructurado

Se realiza la escritura de modo que el proyecto quede lo más sintético posible,

ampliando los desarrollos matemáticos de modo que el alumno o profesional

encuentre oportuno los pasos a seguir para los distintos modelos de espines y

encontrar la relación entre ellos.
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2.2.4. Simulaciones computacionales para comprobar los cálculos ana

líticos.

Se realizan simulaciones con el método Montecarlo para comprobar los proce

sos analíticos realizados en el modelo de Ising, BlumeCapel, SK y Edwards

Anderson. Se presentan los resultados gráficamente al final de cada apartado de

simulación, de modo que se pueda visualizar de una manera amigable siguiendo

la descripción en cada pie de imagen.
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Capítulo 3

Resultados y discusión

Las simulaciones de los modelos de Ising incrementan su costo computacional

dependiendo de las interacciones entre los espines y la cantidad de vecinos y

las dimensiones en las que se trabaje. La programación secuencial en este ca

so puede resolver los problemas mas simples, sin embargo, los requerimientos

computacionales se incrementan cuando la complejidad de los modelos aumen

tan.

Los procedimientos y simulaciones han sido realizadas en un entorno de desa

rrollo en lenguaje C usando la librería MPI(Message Passing Interface)[14] de

modo que se puede realizar cálculos en distintos núcleos del CPU de modo pa

ralelo y sincronizado. Con este método de programación se aprovecha la mayor

parte de la capacidad del CPU dependiendo de la optimización del algoritmo.

Para los procedimientos de equilibrio de temperaturas bajas se ha utilizado Pa

rallel Tempering, el cual evita que el sistema quede atrapado en un mínimo local

de energía el cual no es el mínimo real de energía esperado para el sistema.
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3.1. Parallel Tempering

La característica multinúcleo de los CPU actualmente nos permite tener la fa

cilidad de ejecutar distintos procesos en distintos núcleos, lo cual nos permite

acelerar las simulaciones computacionales que requierenmucha potencia dema

quina.

Parallel Tempering aprovecha esta característica de los CPU de modo que, al

realizar intercambio de información entre los distintos núcleos por cada proce

so, el modelo simulado se retroalimente y permita recorrer el camino correcto.

El modelo SK es un modelo complicado debido al difícil equilibrio a bajas tem

peraturas ya que aquí uno puede encontrar mínimos locales de energía los cua

les, utilizando otros métodos distintos a Parallel Tempering, pueden tomarse

como mínimos globales verdaderos de energía lo cual sería un error.

Parallel Tempering se aplica al modelo SK para realizar el intercambio de in

formación entre los sistemas de espines vecinos simulados (a distintas tempera

turas), lo cual permite ”escapar” al sistema de mínimos locales y encontrar los

mínimos globales reales.

Parallel Tempering aplicado al modelo SK funciona de la siguiente manera:

En una red de espines donde el par de vecinos i, j interactúa a través de la va

riable aleatoria Jij , el Hamiltoniano no es único, porque depende del conjunto

{Jij} que contiene todas las interacciones seleccionadas según una probabilidad
P (Jij). Supongamos que tres espines S1, S2 y S3, que forman un triángulo equi

látero, interactúan a primeros vecinos según la siguiente distribución bimodal

de probabilidad:

P (Jij) =
1

2
δ(Jij − J0) +

1

2
δ(Jij + J0) (3.1)
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Esto significa que tenemos las siguientes variables aleatorias para las interac

ciones: J12, J13, J23. Según la distribución de la ecuación anterior, cada una de

estas tres interacciones asume el valor J0 con probabilidad 0.5 y−J0 con proba

bilidad 0.5. Esto significa que hay 8 diferentes conjuntos de interacciones para

este sistema triangular de espines. A cada una de estas le llamamos muestras.

Sabemos que el Hamiltoniano de una muestra de N espines es dada por:

Hij =
∑
ij

JijSiSj (3.2)

donde Si = ±1, i = 1, 2, 3, ..., N − 1, N . Si P (Jij) es dada por la ecuación

(4.1) la fase es vidrio de espines (SG) cuando T < Tc. Cuando T > Tc la

fase es paramagnética (P). La transición SGP es de segundo orden. Para que

exista una temperatura critica diferente a cero, el sistema debe estar en una di

mensión superior a la dimensión critica inferior dinf . Se ha determinado que

2 < dinf < 3.

No hay fase vidrio en 2D para una temperatura mayor que cero, pero en 3D,

4D,...sí hay. En estos casos Tc depende de la dimensión y la geometría de la

red. También, al no ser dinf entera, es fractal. Por otro lado, vimos que, en di

mensión infinita, es decir, cuando las interacciones son de tipo campo medio,

el parámetro de orden vidrio no es único sino que hay infinitos parámetros que

lo pueden definir, ya que hay un infinito quiebre de simetría entre réplicas. Sin

embargo, se ha comprobado que en bajas dimensiones el parámetro de orden es

único.
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Debajo de una dimensión crítica superior dsup el parámetro de orden es bastante

simple. De esta manera, para dinf < d < dsup , la naturaleza de la fase vidrio

no tiene la complejidad (Replicasymmetry breaking) de la solución exacta de

Parisi, sino que es explicado por una visión de gotas (Droplet Picture). Teóri

camente se ha determinado que dsup = 6. También, cuando d > dsup, la fase

vidrio puede resistir a un campo magnético menor que un campo crítico, pero

cuando d < dsup, la fase vidrio no resiste al más mínimo campo aplicado.

Para construir P (q) debemos obtener un histograma del parámetro q en el in

tervalo [0,1], con un número considerable de muestras a una temperatura muy

baja lo más próxima de cero, ya que en T = 0 no se puede hacer la simulación.

Es decir, P (q) = [P (q)(Jij)]J , donde [...]J es el promedio sobre un número

grande de muestras, y P (q)(Jij) es la distribución de q para una muestra. El

parámetro de orden se define de la siguiente forma:

q = qαβ =
1

N

N∑
i=1

Sα
i S

β
i (3.3)

donde N es el número de espines del sistema. Los índices α y β representan a

dos diferentes réplicas del sistema a la misma temperatura. Esta definición de

q es coherente con lo que significa la fase vidrio. En otras palabras, mide el

grado de congelamiento de los espines al simular dos réplicas del sistema a una

misma temperatura y medir, en el equilibrio, la correlación de todos los espines

con sus correspondientes en otra réplica. En bajas temperaturas, el modelo EA

debe presentar un valor de q cercano a uno, y después de una cierta temperatura

crítica q debe ser cero.

No obstante, existe un gran problema al simular el modelo EA. Es difícil al

canzar el equilibrio, y solo tamaños pequeños se pueden simular. Al simular

valores pequeños de L, los resultados pueden presentar efectos de tamaño fi

nito que pueden ocultar la verdadera naturaleza de la fase vidrio. Para esto, se
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debe hacer un análisis de escala a fin de proyectarse al límite termodinámico

(L → ∞), es decir, a un tamaño macroscópico.

Para equilibrar el sistema se usa el algoritmo de Parallel Tempering, que es el

algoritmo de Metrópolis aplicando en dos niveles. Para implementar este algo

ritmo se escoge un intervalo de temperaturas y se particiona enM valores, donde

la mínima es T1 y la máxima es TM . Después, se crean M copias del sistema,

donde cada copia j, se va a simular a la temperatura Tj , donde j = 1, 2, 3, ...,M .

La idea es que TM sea un poco mayor a la temperatura crítica y T1 lo más cerca

na a cero. En la práctica, esta copia nunca equilibra si T1 es menor que 0.1 o 0.2.

Si cada copia se hace simular individualmente por el algoritmo de Metrópolis,

el equilibrio es muy difícil del alcanzar para las copias a bajas temperaturas, o

su tiempo de equilibrio es enorme. Esto se debe a que las copias a bajas tem

peraturas se quedan atrapadas en estados metaestables, es decir, en mínimos

locales de la energía libre, sin poder visitar otros estados posibles. Para acelerar

el tiempo de equilibrio, y mantener el equilibrio cumpliendo la condición de

balance detallado, se creó el Parallel Tempering. Esta técnica consiste en hacer

que las copias a bajas temperaturas se alimenten de configuraciones de espi

nes de las copias de altas temperaturas, pero manteniendo el balance detallado.

Esto significa que después de un cierto tiempo de simulación independiente,

copias vecinas, es decir, copias a temperaturas vecinas, van a intercambiar de

configuraciones de espín con cierta probabilidad y después cada copia vuelve a

evolucionar independientemente. Entonces, sean las copias vecinas con tempe

raturas Tj y Tj+1, con energías Ej y Ej+1, respectivamente.

Cuando se les pregunte si pueden intercambiar sus valores de espines, lo harán

con la siguiente probabilidad:

p = exp((
1

Tj
− 1

Tj+1
)(Ej − Ej+1)) (3.4)
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Se simula cada copia a su respectiva temperatura independientemente de las

otras copias, y después de cierto tiempo se hace un barrido de metrópolis entre

las copias para que haya un desplazamiento de configuraciones de espines. Se

puede comprobar que con este algoritmo el sistema alcanza el equilibrio mucho

más rápido que si las copias evolucionaran independientemente.

Para calcular el parámetro de orden mencionado antes, se debe replicar el sis

tema. Es decir, se debe simular simultáneamente, dos réplicas del sistema para

cada temperatura. Una forma de hacer esto es crear M nodos de MPI, donde

cada nodo contiene una copia α a temperatura Tj , con su respectiva réplica β a

la misma temperatura. En la figura 3.1 y 3.2 se puede observar la comparación

del algoritmo de Parallel Tempering con un algoritmo secuencial.

Figura 3.1: Simulación secuencial de cada temperatura para cada replica

Figura 3.2: Simulación paralela para las temperaturas en cada replica, Parallel Tempering se basa en
el intercambio de configuraciones entre temperaturas
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Cabe mencionar que con esto simulamos solo una muestra (one sample realiza

tion). Para calcular un promedio [...]J se debe repetir la simulación para muchas

muestras a fin de tener la mejor estadística posible, ya que nunca nos alcanzaría

el tiempo para simular las infinitas muestras que pueden existir en una red de

tamaño considerable.

En la figura 3.3 se verifica la eficiencia del algoritmo Parallel Tempering com

parado con los métodos tradicionales.

Figura 3.3: Comparación de rapidez del algoritmo Parallel Tempering para el equilibrio de magneti
zación por espín contra el algoritmo tradicional secuencial
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3.2. Modelo de EdwardsAnderson en la Red Cúbica

El modelo de EdwardsAnderson ha sido simulado para red cubica en los tama

ños de L = 4, 8, 10 Obteniendo las fases vidrio de espín según los siguientes

gráficos.

Figura 3.4: Representación del parámetro de orden q y su comportamiento con el aumento de la tem
peratura

La simulación se realizó sobre 3500 muestras. En la figura 3.4 se observa que el

parámetro de orden inicia el descenso en la temperatura crítica para cada tamaño

de la red. Esta temperatura crítica se ubica alrededor de 1.xx.



88

Figura 3.5: Representación del cumulante de Binder. Debido a la cantidad pequeña de muestras y por
consiguiente, el efecto finito, podemos verificar el acercamiento de las tres líneas aproximadamente
a la Tc = 0,99

El cumulante de cuarto orden mostrado en la figura 3.5 nos permite encontrar la

temperatura critica el cual es la intersección de las tres curvas generadas por las

simulaciones. Se debe tener en cuenta el efecto de escala finita, el cual, debido

a la capacidad computacional limitada, nos encontramos con un acercamiento

entre curvas y no una intersección sin embargo es suficiente para estimar la

temperatura critica a la cual existe una transición de fase.
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Figura 3.6: Histograma de q para 5500 muestras

Figura 3.7: Histograma de q para 3550 muestras
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La fase vidrio de espín se identifica debido a que existe un pico para el histo

grama de q cercano al valor de 1 como el mostrado en las figuras 3.6 y 3.7. Para

distintos tamaños de red se puede verificar la existencia de un pico alrededor de

q = 0,8. Todas estas simulaciones se hicieron para valores de T = 0,2 hasta

T = 2 debido a la inestabilidad del modelo a temperaturas menores.

Para L = 10, la curva del parámetro de orden está deformada en bajas tem

peraturas porque el número de muestras simuladas para ese tamaño no ha sido

suficiente para hacer que el promedio sobre muestras sea convergente. Esto se

nota más en bajas temperaturas, cerca de T = 0
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Capítulo 4

Conclusiones

En esta tesis ha sido estudiado el modelo de EdwardsAnderson (EA) mediante

técnicas analíticas y computacionales de la Física Estadística, especialmente la

fase vidrio de espín que se presenta en bajas temperaturas. En dimensión infini

ta, este modelo es también conocido como el modelo SherringtonKirkpatrick

(SK), se ha obtenido su diagrama de fases al obtener analíticamente la energía

libre considerando que el parámetro de orden es simétrico al intercambiar el ín

dice de réplicas. Sin embargo, esta consideración conduce a una inestabilidad

termodinámica a bajas temperaturas, ya que la energía libre obtenida no es un

mínimo global. En consecuencia, la solución exacta de este problema muestra

que en altas dimensiones la simetría del parámetro de orden debe ser quebra

do infinitamente para que la energía libre sea mínima a bajas temperaturas. Esto

significa que en altas dimensiones el parámetro de orden es múltiple y complejo

(solución de Parisi). Por otro lado, se realizaron simulaciones con el algoritmo

de Parallel Tempering para el modelo EA en la red cúbica, a fin de verificar

que la fase vidrio existe en esta dimensión, obteniendo una temperatura críti

ca aproximada de Tc = 0,99. Por otro lado, el histograma (la función P(q))

del parámetro de orden para L = 4, muestra las características complejas de la

solución de Parisi, con una dispersión considerable alrededor del pico del his

tograma. Sin embargo, para L = 8, el pico del histograma se hace más agudo,

lo que significa que la solución de Parisi es solo un efecto de tamaño finito en
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bajas dimensiones. La tendencia es que al aumentar el tamaño del sistema, la

complejidad del parámetro de orden disminuya. Entonces, en el límite termo

dinámico (cuando L tiende a infinito), P(q) debe ser una delta de Dirac, lo cual

indica que para bajas dimensiones el parámetro de orden es único y simple.
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Capítulo 5

Recomendaciones

Para próximos estudios e investigación en este campo se recomienda evaluar

el método de rotura de simetría para el estudio de la transición de fase, el cual

permite dar el salto a las redes neuronales demodo que se pueda utilizar métodos

más efectivos para la simulación de transiciones de fase y para encontrar las

temperaturas críticas a costa de la complejidad programática que ésta conlleva.
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Capítulo 6

Anexos

6.1. Algoritmo Montecarlo tradicional

1. Definir la cantidad de pasos (mcsweeps) a realizar (normalmente es un núme

ro muy grande, dependiendo de la capacidad computacional del ordenador).

2. Iniciar un bucle que inicie en 0 y termine en la cantidad de pasos (mcsweeps)

indicados.

3. Iniciar un barrido desde el primer espín hasta el último espín de la red, en cada

espín realizar una llamada al algoritmo de metrópolis tradicional pasando la

temperatura T como argumento.

4. Al final de todos los pasos Montecarlo, se obtendrá una energía final la cual

podrá ser procesada según las finalidades de la simulación.
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6.2. Algoritmo Metrópolis tradicional

1. Definir la variación de la energía dE del sistema sumando el hamiltoniano

H de los espines vecinos al espín en la red.

2. Obtener la temperatura T a partir de los argumentos enviados por el paso

montecarlo.

3. Verificar si la variación de energía es mayor o menor que 0.

4. Si es menor que 0, invertir el espín e incrementar la energía total en un valor

dE.

5. Si es mayor que 0, generar un número aleatorio y realizar lo siguiente:

a. Si este número aleatorio es mayor que exp(−dE/T ), el spin no se invierte.

b. Si este número aleatorio es menor que exp(−dE/T ), el espín se invierte

y se incrementa la energía en un dE.
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6.3. Generador de números aleatorios

u i n t 6 4 _ t randomGen ( u i n t 6 4 _ t s [ 2 ] )

{

u i n t 6 4 _ t s0 = s [ 0 ] ;

u i n t 6 4 _ t s1 = s [ 1 ] ;

u i n t 6 4 _ t r e s u l t = s0 + s1 ;

s1 ^= s0 ;

s [ 0 ] = ( ( s0 << 55) | ( s0 >> 9 ) ) ^ s1 ^ ( s1 << 1 4 ) ;

s [ 1 ] = ( s1 << 36) | ( s1 >> 2 8 ) ;

re turn r e s u l t ;

}

double a l e a t o r i o ( u i n t 6 4 _ t s [ 2 ] )

{

u i n t 6 4 _ t n ,m ;

m = randomGen ( s ) ;

n = (m> >12) |0 x3FF0000000000000 ;

re turn *( double *)&n − 1 . 0 ;

}
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6.4. Generador de la red con estados iniciales aleatorios

void Jgen ( i n t * J i j , i n t L , i n t L2 , u i n t 6 4 _ t * s em i l l a ) {

i n t x , y , z , d , J ;

f o r ( x =0; x<L ; x=x+1)
f o r ( y =0; y<L ; y=y+1)

f o r ( z =0 ; z<L ; z=z +1)
f o r ( d =0; d <=2; d=d+1){

i f ( a l e a t o r i o ( s em i l l a ) < 0 . 5 )

J = 1 ;

e l s e
J = −1;

J i j [ 3* ( L2*x+L*y+z )+ d ] = J ;

}

}


